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Introduccion

En los tultimos tiempos la expansion acelerada del universo ha sido confirmada por
diferentes e independientes pruebas observacionales, incluyendo datos de supernovas del tipo
Ia (SNIa) de alto corrimiento al rojo (z < 1.4) a distancias cosmoldgicas [1, 2, 3]. Esto ha
sido verificado por la deteccién del espectro de potencia de las galaxias y el pico acustico
bariénico en la funcién de correlacién a grandes escalas de galaxias rojas luminosas en el
experimento “Sloan Digital Sky Survey” (SDSS) [4, 5, 6, 7] y por las medidas precisas del
espectro de potencias de las anisotropias (fluctuaciones en la temperatura) del fondo césmico
de microondas (CMB) [4], [8, 9, 10].

Para explicar estas observaciones, se ha postulado la existencia de una nueva y enigmatica
componente del universo llamada energia oscura (DE por sus siglas en inglés) [11, 12] cuyo
modelo tedrico més simple es la constante cosmoldgica (A por sus siglas en inglés), la cual
se la interpreta como la densidad de energia del vacio cudntico [13, 21, 24]. Observaciones
recientes [3, 7, 10]-[25, 26] muestran que si asumimos un pardmetro de ecuacién de estado
(EOS por sus siglas en inglés) para la DE constante w = Ppg/ppg, entonces quedan pocas
posibilidades para las desviaciones desde la constante cosmoldgica. Estas observaciones
indican que nuestro universo es plano y estd compuesto aproximadamente 73 % de DE en la
forma de constante cosmoldgica, 23 % de materia oscura (DM por sus siglas en inglés) y 4 %
de materia bariénica (BM por sus siglas en inglés).

En el modelo estdndar de la Cosmologia (ACDM por sus siglas en inglés) se define la
densidad de energia de A como: pn = A/87G donde G es la constante gravitacional de
Newton y los datos observacionales dan un valor del orden de py < (1072Gev)*. Sin embargo,
la manera de calcular tedricamente la densidad de energia del vacio cuantico no estd aun
bien establecida actualmente. A continuacién citamos las contribuciones de algunas teorias:
i) Segun la Teorfa de Campos Cudnticos (TCC), un campo cudntico libre es considerado
como un sistema de infinitos osciladores armoénicos y la energia de su estado fundamental
serd infinita. Suponiendo que la TCC es valida y confiable s6lo hasta ciertas energias, se
especula que este limite es la escala de Planck, Kp; = (ESTrG)_l/2 ~ 10'8Gev. Con esto se
puede hacer un corte de los momentos ultravioleta, con lo cual la densidad de energia del
estado fundamental es finita y del orden p!! ~ (Kp))* ~ (10®¥Gev)?* [13, 14, 21, 23, 24],
[27, 28]. ii) La Teoria Electrodébil de Weinberg-Salam (TED), estima que la densidad
de energia del vacio cudntico hoy en dia es del orden pl®P =~ (200Gev)* [21, 23]. iii)
Similarmente, la Teorfa de las interacciones fuertes (TIF) estima que la densidad de energia

del vacio cuantico es pl Tt ~ (0.3Gev)* [21, 23].
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v Introduccién

Las densidades de energia py, pl L pFED - pTIE muestran una discrepancia de valores,

con una diferencia de 120, 56, y 44 érdenes de magnitud respectivamente. A esto se le llama
el “Problema de la Constante Cosmologica”. Este problema surge del conflicto de considerar

que pr = pEt (pa = pIEP o pp = pI'F), esto es s6lo una especulacion.

Ademds el modelo cosmolégico ACDM presenta un segundo problema, llamado “Prob-
lema de Coincidencia Césmica” [12]-[29], el cual consiste en ;jPorqué en el presente, los
parametros de densidad de energia de las componentes oscuras son del mismo orden, siendo
la energia oscura subdominante durante casi toda la evolucién pasada del universo.?

En la ultima década, para resolver el “Problema de Coincidencia Cdsmica”, varios in-
vestigadores han considerado la existencia de una posible interaccién fenomenoldgica entre
las componentes oscuras [30, 31]. Sabemos que los primeros modelos de energia oscura
interactuando con materia oscura fueron propuestos por Wetterich [32, 34] en el marco de
un campo escalar con un potencial exponencial (llamado El Cosmén) interactuando con la
materia. Algunos afios més tarde, con el descubrimiento de la reciente expansién acelerada
del universo [1, 2, 3] y para resolver el “Problema de Coincidencia Cosmica”, muchos
autores propusieron la idea de un campo escalar interactuando con materia oscura llamado:
“Quintaesencia acoplada” [30]-[35], [36, 37, 39, 44, 45, 55].

Por otro lado, la teoria de sistemas dindmicos ha sido aplicadas a diferentes modelos
de interaccién de energia oscura para aclarar la evolucién cosmolégica de las soluciones de
cada modelo, poniendo enfésis en el estudio de los puntos criticos [56, 57].

Algunos estudios recientes han afirmado que, para elecciones razonables y apropiadas
del término de interaccién, el “Problema de Coincidencia Cdsmica” puede ser significati-
vamente aliviado en el sentido que el cociente de densidades » = ppar/ppE, tiende a ser
constante o varia mas lentamente que el factor de escala, a(t), en tiempos recientes [39, 49].
Sin embargo, la existencia o no de alguna forma de interaccién entre componentes oscuras
deberia ser observacionalmente determinada. Para lograr esto, se han puesto restricciones en
las intensidades de tales interacciones usando diferentes pruebas observacionales [58, 59].

Recientemente, se ha encontrado que un término de interacciéon Q(z) que depende del
corrimiento al rojo cruza la linea de no-interaccién Q(z) = 0 [59, 60]. En [60], esta conclusién
ha sido obtenida usando datos observacionales en el rango z € [0, 1.8]. Para tal modelo, el
rango total de datos (muestra) de corrimientos al rojo fue dividido en un ndmero determi-
nado de bines (submuestras) y el término de interaccién se fij6 como constante (la misma
interaccién) en cada bin. Estos investigadores encontraron un comportamiento oscilatorio
del término de interaccién @Q(z) cambiando su signo varias veces durante la evolucién del
universo. Por otro lado, He-Zhang en [59] reportaron un cruce de la linea de no-interaccién
Q(z) = 0 desde valores negativos en el pasado (transferencia de energia desde materia oscura
hacia energia oscura) hasta valores positivos en el presente (transferencia de energia desde
energia oscura hacia materia oscura) en z ~ 0.2 — 0.3, bajo la suposicién de que el término
de interaccion @Q(z) es una funcién linealmente dependiente del factor de escala con dos
parametros libres a ser estimados.



A%

No esta totalmente claro si un término de interacciéon podria resolver el “Problema de
Coincidencia Cdésmica” y si tal cruce realmente existe. Podemos poner restricciones en la
forma de un término general de interaccién asumida y sobre la probabilidad de existencia
de tal cruce usando datos cosmolégicos. Para lograr esto, postulamos la existencia de un
término general de interaccién no-gravitacional entre las dos componentes oscuras. Para ello,
introducimos fenomenoldgicamente este término general de interaccién @) en las ecuaciones
de movimiento de la energia oscura y materia oscura respectivamente. Dicho término describe
un intercambio de energia entre estas componentes oscuras [30, 31] y serd una funcién del
corrimiento al rojo. Ella se reconstruird haciendo una expansién en términos de los polinomios
de Chebyshev. Estos polinomios constituyen una base ortonormal completa en el intervalo
[-1,1] y pertenecen al espacio de Hilbert de valores reales L2[—1,1]. Su producto escalar en
L?[—1,1] est4 definido en términos de la funcién w(z) = (1 — 22)~%/2 [61] y sus normas
son finitas (Ver Capitulo 2). Ademds estos polinomios también tienen la propiedad de ser
“Polinomios de Minima Aproximacién” (Esta técnica fue aplicada en la reconstruccién del
potencial de la energia oscura [62, 63]). Al final, haremos la reconstruccién usando pruebas
observacionales tales como: La muestra “Union2” de datos de luminosidad aparente de
supernovas del tipo Ia (SNe Ia por sus siglas en inglés) compuesta de 557 datos obtenidos
desde el Proyecto de Cosmologia de Supernovas (SCP por sus siglas en inglés) (2010)[2],
también la muestra actual de supernovas del tipo Ia “Union2.1” compuesta de 580 datos
(2012)[3], oscilaciones acusticas bariénicas (BAO) [4, 5, 6, 7] y las anisotropias de la radiacién
cosmica de fondo (CMB) [4], [8, 9, 10] respectivamente.

Por otra parte, en nuestro trabajo de tesis se analizaron y clasificaron tres posibles Ensayos
(1, 2 y 3) para reconstruir el término de interaccién @ y se estudiaron sus efectos en la
reconstruccion de las variables cosmolégicas de cada uno de los Ensayos. De estos andlisis,
se encontré que los Ensayos que mejor describen al universo observado y que son capaces
de aliviar el “Problema de Coincidencia Césmica” son aquellos donde () es proporcional
a la densidad de energia de la materia oscura (ppys). Estos Ensayos predicen un periodo
de expansién desacelerada del universo en tiempos tempranos, con una transicién suave
a un periodo de expansién acelerada en tiempos tardios, ademds son favorecidos por las
observaciones cosmoldgicas, es decir, al realizar sus analisis estadisticos con las tres pruebas
observacionales “Union 2.1 SNela + CMB + BAQO” se encontré que los mejores estimados de
sus pardmetros fueron (Ver Capitulo 6):

= Ensayo 2
Ao = [+4.08,+4.64] x 1073, \| = [+2.49, +2.49] x 1073, \y = [~4.38, —4.37] x 1077,
Qparo = +0.227, Wy = —0.981, Hy = +70.985(km/s)Mpc™.

= Ensayo 3

e Casol (af) < afy < afDM)
)y, = [3.26,5.44] x 1073, a9, = [5.44,5.66] x 1073, ol =[10.8,13.2] x 1073,
Qparo = +0.227, Wy = —0.983, Hy = +70.974(km/s)Mpc™'.
e Caso II (aéM <afy <abhuy)
oSy = [6.66,7.59] x 1073, a%,, = [5.44,5.66] x 1073, Qprro = +0.227,
at, = ([0.0,0.069]U[0.90, 1.15]U[2.0, 2.25]) x 1073,
Wo = —0.983, Hp = +70.974(km/s)Mpc'.



VI Introduccién

De los resultados obtenidos, concluimos que los Ensayos 2 y 3 pueden ser modelos cosmoldgi-
cos viables para explicar una interaccion no-gravitacional entre las componentes oscuras del
universo, y cuyos resultados son consistentes con las observaciones cosmoldgicas actuales.
Finalmente, presentamos los principales objetivos de nuestra tesis

» Actualmente no existe una evidencia observacional que nos impida suponer la existencia
de una forma de interaccién entre las componentes oscuras del universo. En consecuencia,
vamos a desarrollar un formalismo tedrico para la reconstruccién de un término general
de interaccién @Q entre DM y DE. Esperamos que el método tedrico propuesto sea capaz
de resolver o al menos aliviar el “Problema de Coincidencia Césmica”.

= Analizar y establecer las consecuencias de la dindmica de la evolucién del término gener-
al de interaccion @ reconstruido durante las etapas cosmoldgicas del universo, a partir de
los datos observacionales convencionales, permitiéndonos establecer fuertes restricciones
sobre los parametros libres que la definen como tal en cada uno de nuestros modelos
cosmoldgicos propuestos. Es decir, descubrir como la reconstruccién de () afecta la re-
construccion de los demés pardametros cosmolégicos.

= Acumular la experiencia y las habilidades necesarias y suficientes, para trabajar modelos
cosmogicos de varios pardmetros libres, empleando las técnicas estadisticas y numéric-
as mas favorables permitiéndonos obtener resultados precisos y hacer interpretaciones
fisicas que estén dentro del contexto esperado.

La organizacién del presente trabajo de tesis es la siguiente. El Capitulo 1 describe los funda-
mentos teéricos necesarios de la Cosmologia para el estudio de los modelos cosmolégicos en
interaccion. En el Capitulo 2 se describe las ecuaciones generales y cosmoldgicas de movimien-
to de la energia oscura interactuando con la materia oscura. En este Capitulo también de-
sarrollamos algunos esquemas de reconstruccién general del término de interaccion @ entre
las componentes oscuras del universo. El capitulo 3 muestra una descripcién de las pruebas
cosmoldgicas actuales y las técnicas estadisticas de reducciéon del nimero de parametros uti-
lizadas para probar observacionalmente los modelos cosmolégicos. En el Capitulo 4 se describe
el modelo ACDM, el descubrimiento de la DE, la edad del universo y el problema de coinciden-
cia césmica. En el Capitulo 5 presentamos los valores escogidos de los pardametros del modelo
ACDM que seran utilizados para reconstruir las curvas de sus variables cosmoldgicas. En el
Capitulo 6 presentamos tres “FEnsayos” diferentes para efectuar una reconstruccién general
del término de interacciéon @) y discutimos los resultados de cada uno de ellos. Finalmente, en
el Capitulo 7 presentamos las conclusiones de los resultados obtenidos.
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Capitulo 1
Cosmologia

Definimos la Cosmologia como la ciencia que se encarga del estudio del universo, su origen,
estructura, composicién, forma, evolucién, destino y de las leyes fisicas que la gobiernan a
grandes escalas de espacio y de tiempo. Ella se centra en el estudio de la estructura global del
universo, considerando para ello, todas las estructuras locales que la componen: tales como
las galaxias, estrellas, nebulosas, agujeros negros, planetas y otros, las cuales representan
sus “particulas” constituyentes, y que al estudiar el comportamiento global de todas ellas, se
pueden endenter las caracteristicas del universo a gran escala. A grandes escalas, la interaccién
gravitacional gobierna la dindmica del universo y es dominante en comparacién con las otras
tres interacciones fundamentales que existen. Actualmente, los modelos cosmoldgicos estan
basados sobre la Teoria de la Relatividad General de Einstein (TRG), la cual estudia el origen
de la gravedad, su comportamiento y efectos que produce. La Cosmologia representa una
aplicacién de esta teoria (TRG) en donde la mayoria de los modelos cosmolégicos consideran
al universo como un espacio-tiempo 4-dimensional, con tres dimensiones para la parte espacial
y una para la temporal.

1.1. Principio cosmolégico.

De acuerdo a la TRG, el universo es un espacio-tiempo que matematicamente es repre-
sentado por una variedad diferencial M sobre la cual se define una métrica Lorentziana g,
la que se denota de forma compacta como (M, g). Definamos formalmente los conceptos de
“homogeneidad e isotropia espacial” del universo. Consideremos una familia de hipersuper-
ficies tipo-espacio X, que folian todo el espacio-tiempo. Cada uno de los elementos de esta
familia (es decir, cada una de estas hipersuperficies) estd etiquetado a través de un pardmetro
continuo 7 € R, de tal forma que para cada valor de 7, se esta eligiendo una hipersuperficie
¥, en particular (Ver Figura 1.1). Luego, un espacio-tiempo es espacialmente homogéneo si
existe una familia de hipersuperficies tipo-espacio ¥, que folian todo el espacio-tiempo de tal
forma que para cada 7 y para cualesquiera dos puntos P, () € ¥, existe una isometria de la
métrica del espacio-tiempo, g, la cual lleva P a (). Para definir lo que es un espacio-tiempo
espacialmente isotrépico, considere primero una congruencia de curvas tipo-temporal en M,
es decir, una familia de curvas que llenan a toda la variedad M, y tales que a través de cada
punto P € M pasa una curva de esta familia. En cada punto P de estas curvas tipo-temporal
se puede definir un vector tangente, que denotaremos como U. Podemos definir un conjunto



CAPAfTULO 1. COSMOLOGIA
1.2. LA METRICA DE FRIEDMANN-LEMAITRE-ROBERTSON-WALKER

Vp(U) formado por vectores ortogonales a U en el punto P. También definimos cierto tipo
especial de observadores que tiene la caracteristica de ver siempre un universo homogéneo e
isotropico, llamados “observadores comoviles” y siguen justamente la congruencia de curvas
tipo-temporal en la variedad M, es decir, las trajectorias de estos observadores coinciden con
las lineas tipo-temporal de la congruencia. Por lo tanto, un espacio-tiempo es espacialmente
isotrépico en cada punto del mismo, si este espacio-tiempo es llenado por una congruencia de
curvas tipo-tiempo (con vectores tangentes U en cada punto de cada curva), que satisfacen
la propiedad de que dado cualquier punto P y dados cualesquiera dos vectores unitarios tan-
gentes espaciales s1,s2 € Vp(U), existe una isometria de g la cual deja a P y al vector U
(situado en P) fijos, pero rota s; hacia sy (Ver Figura 1.1). La “isotropia espacial” significa

\

Figura 1.1: Hipersuperficies tipo espacio ¥, y curvas tipo tiempo que llenan la variedad M
[64].

que el universo tiene el mismo aspecto y propiedades en cualquier direccion espacial, visto por
un observador comévil situado en un punto P arbitrario del universo. “Homogeneidad espa-
cial” se refiere a que el espacio tiene las mismas caracteristicas, medidas por un observador
comévil, sin importar el lugar en el universo en el que se encuentre. “Escalas cosmolégicas”
se refiere a que en el universo se observa esta homogeneidad e isotropia sélo cuando se le
estudia a grandes escalas (del orden de megaparsecs !). Las anisotropfas del fondo césmico
de microondas (CMB) es una prueba observacional que sustenta fuertemente este principio
cosmologico. Actualmente esta radiacién tiene una temperatura promedio T, ~ 2.72K y sus
variaciones son aproximadamente de 107° K [9].

1.2. La métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

La métrica propuesta por Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) es la tnica
compatible con el principio cosmolégico. El elemento de lfnea ds? en coordenadas esféricas

1Un megaparsec se denota como “Mpc” y equivale a 3.0856776 x 10*° km.
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(r,0,¢) se representa como

dr?

2 2 2

+ 7%(d6* + sin® 0dg?)], (1.1)
en donde a la funcién a(t) se le llama factor de escala y k es una constante asociada a la
curvatura espacial del universo [se define Q) = —(k/a?)/H?, ver ecuacién (1.31)]. Segtin el
valor de k el universo puede ser cerrado, abierto o plano, de acuerdo a si la curvatura espacial
es positiva, negativa o nula, respectivamente.

k Densidad critica | Curvatura espacial | Tipo universo
k>0 P> pe positiva cerrado
k<0 p < pec negativa abierto
k=20 P = Pc nula plano

Cuadro 1.1: Dependiendo del valor del factor de curvatura espacial k£ y de la densidad critica
pc tendremos diferentes geometrias.

Dependiendo de la abundancia de cada una de las componentes del universo se deter-
minard la curvatura espacial de éste. De acuerdo a las observaciones cosmoldgicas real-
izadas por WMAPT [10] se ha determinado que el pardmetro actual de la curvatura espacial
Qg0 = —0.0023f8:88§é‘, es decir, que la geometria espacial del universo es plana.

1.3. Las componentes del universo
Actualmente se considera que las principales componentes del Universo son:

Materia baridénica. Es toda forma de materia constituida por bariones (neutrones y pro-
tones), antibariones, leptones (electrén, muon, tau, neutrino electrénico, neutrino
mudnico, neutrino taudénico) y antileptones. Es decir, es la materia que forma todo
lo que nos rodea y podemos ver.

Nuestro universo observado es eléctricamente neutro, por lo que se considera que hay
igual cantidad de protones y de electrones. Sin embargo, el protéon y el neutrén son
aproximadamente 2000 veces mas pesados 2 que el electrén, por tanto su contribucién a
la cantidad total de materia bariénica domina por encima de la contribucién del electrén.
Podemos encontrar materia baridnica en las estructuras que forman el universo tales
como estrellas, planetas, galaxias, cimulos de galaxias, nebulosas, polvo interestelar,
etc. Actualmente se ha establecido que el porcentaje total de materia bariénica en el
universo es ~ 4.5 % [65], valor calculado a partir del proceso de nucleosintesis primordial
y de las anisotropias del CMB respectivamente.

Radiacién. También se denomina CMB y es una forma de radiacién electroméagnetica que
llena, el universo por completo. Su distribucién espectral corresponde, a la radiacién de
cuerpo negro con una temperatura de 2.725 K [9] y su frecuencia pertenece al rango
de las microondas con una frecuencia de 160.2GHz, correspondiendo a una longitud de

*Masas. protén: 938.272 MeV/c?; neutrén: 939.565 MeV/c?; electrén: 0.510 MeV /2.
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onda de 1.9mm. Muchos cosmolégos sostienen que esa radiacién es la prueba primordial
del modelo del Big Bang. Actualmente, se estima que su abundancia es ~ 0.005 % de la
densidad de materia-energia presente en el universo.

Materia oscura o materia que no emite radiacion electromagnética. Se denomina
materia oscura a la hipotética materia que no emite suficiente radiacion electromagética
para ser detectada con los medios técnicos actuales, pero cuya existencia se puede de-
ducir a partir de los efectos gravitacionales que causa en la materia visible tales como
las galaxias y cumulos de galaxias, asi como en las anisotropias del fondo césmico de
microondas presente en el universo. Esta materia se ha podido medir a través de sus
efectos gravitacionales en los halos de galaxias y cimulos de galaxias, usando las curvas
de rotacion galdcticas y las velocidades de las galaxias dentro de los camulos de galaxias.
De la masa total medida en una galaxia a través de efectos gravitacionales, el ~ 90 % es
materia oscura. La estimacién actual de la abundancia de la materia oscura ~ 23.3 %
de la proporcién total de materia en el universo actual [9]. La naturaleza y composi-
cion de esta materia se desconoce, pero puede incluir neutrinos ordinarios y pesados,
particulas elementales recientemente postuladas como los WIMPs y los axiones, cuerpos
astronémicos como las estrellas enanas, los planetas y las nubes de gases no luminosos.

Heavy Blernnts
D.05%

Froes Hydrogen
B Hisfoam;
A%

Dark Mattar:
FEH

Figura 1.2: Grafica de las componentes cosmoldgicas del Universo [66].

Energia oscura. Es una forma de materia [67, 68] o energia [69] que estaria presente en
todo el universo produciendo una presion negativa que tiende a acelerar su expansion,
resultando en una fuerza gravitacional repulsiva [13]. Considerar la existencia de la
energia oscura es la manera mas frecuente de explicar las observaciones recientes de que
el universo parece estar en expansion acelerada. La naturaleza de la energia oscura es
materia de debate. Se presume que es muy homogénea y sélo interactua a través de la
fuerza gravitacional. El término de energia oscura fue acunado por Michael Turner en
1998 [70]. En ese tiempo, el problema de la masa perdida de la nucleosintesis primordial
en la estructura a gran escala del universo fue establecida y algunos cosmologos habian
empezado a teorizar que habia una componente adicional en el universo. La primera
prueba directa de la energia oscura provino de las observaciones de supernovas, por
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Adam Riess et al. [1] en 1998 y confirmada después por Perlmutter et al. [1]. En el
modelo ACDM (Ver Seccién 4.1), su abundancia se estima del orden de ~ 72% de
la densidad total de materia-energia presente en el universo [9] siendo actualmente la
componente dominante.

1.4. Fluido perfecto y el tensor de energia-momento

En Cosmologia, usualmente para estudiar el contenido material del universo se considera
a cada una de las componentes que lo forman como fluidos, los cuales estan caracterizadas
por cantidades fisicas macroscopicas tales como densidad de energia, presién, temperatura,
entropia, energia interna, velocidad y otros.

Por ejemplo, un fluido de materia bariénica estaria formado por estructuras conocidas
tales como: galaxias, cimulos de galaxias, supercimulos de galaxias y otros, las cuales se
verian a grandes distancias cosmoldgicas, como particulas del fluido de materia baridnica.
Cada una de estas partes del fluido tiene su propia velocidad y el fluido como un todo (a
grandes distancias) tendra su propio campo global de velocidades. Entonces para caracterizar
las propiedades fisicas macroscopicas de estos fluidos convencionalmente se define un tensor de
energia-momento T* para cada una de las componentes del universo. Estos tensores contienen
toda la informacion fisica relativa al fluido.

En el tensor T, la componente 7% corresponden a la densidad de energfa p y la com-
ponente T% (con i = 1,2,3) estd asociado a la presién p¥ del fluido respectivamente. El
superindice k sobre la presiéon denota a la componente de la presién en la direccion k (con
k=1,2,3). T% corresponde a la densidad de momento, y los elementos 7% (con i,j = 1,2, 3)
son el flujo de momento, que caracterizan por ejemplo, la viscosidad, el intercambio de calor,
etc. que pueda haber en el fluido.

En Cosmologia, un caso especial de fluidos son los llamado fluidos perfectos. Un fluido per-
fecto se define como aquel en el cual un observador que se mueve con el fluido (un observador
como6vil) verd que el fluido que estd a su alrededor tiene sélo dos componentes, su densidad
de energia p y su presién p. La presiéon medida por un observador comovil es la misma en
cualquier direccién. Debido a esta isotropia de la presién, todos los términos T% son iguales a
p, es decir TH = T%2 = 733 = p, implicando ademé&s que no hay flujo de particulas, entonces
los elementos T% son cero (con i # j). Por lo tanto, el tensor de energia-momento para un
fluido perfecto tiene la forma:

T = pUrUY + p(gh + UPUY), (1.2)

donde g, es el tensor métrico y U* es la cuadrivelocidad de un observador comévil que se

define como:

daxt

Ut = —, (1.3)

dr
donde T es el tiempo propio del observador. Los observadores comdviles u observadores fun-
damentales son aquellos que se mueven junto con la contraccién o expansion del fluido de tal
forma que siempre tienen sus mismas coordenadas coméviles, es decir, ellos son los que ven
al universo isotrépico y homogéneo a gran escala.
Escogemos la siguiente condicion de normalizacién para las cuadrivelocidades coméviles
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Ury, = -1
U* = (1,0,0,0), U, =(—1,0,0,0), (1.4)

en el sistema de referencia comévil. La traza T de THY es:

T=Te(T",) = g¢" T =T",=3p—p. (1.5)

Cada componente del universo es tratada como un fluido, en particular un fluido perfecto,
la cual serd caracterizada por un tensor de energia-momento para cada uno de ellas las que
tendran su propia densidad p; y presién p; (donde el subindice [ = 1,2, 3,4 denota cada una
de las componentes del universo).

1.4.1. Ecuacion de conservacion local de la materia-energia

Usando tanto el tensor de energia-momento (1.2) y la identidad de Bianchi encontramos
la “ecuacién de conservacién local de la materia-energia”. Es decir:

V,.T", = 0. (1.6)

La denominacién de “ecuacién de conservacion local” resulta del hecho de que en un marco
de referencia inercial local, a partir de la relacién (1.6) se obtiene la forma convencional de
una ecuacién de conservacion local de la materia-energia.

La componente temporal de (1.6) permite tener una ecuacién de conservacién de materia
que relaciona la evolucién temporal de p con su presién p y la expansién del universo carac-
terizada por el factor de escala a. Luego, tomando la componente temporal ¢ de la ecuacién
(1.6), o sea, V, 7%, = 0. Hallamos la siguiente derivada covariante

0Ty + T\ TA =T, Ty = 0, (1.7)

donde I ,, son los sfmbolos de Christoffel usuales. Considerando que el tensor 7*, de un fluido
perfecto es diagonal en el sistema de referencia comévil, los tinicos términos diferentes de cero
de T*, son los elementos de la diagonal. Debido a esto, la ecuacién (1.7) sera

QT + T T — 717, —T9T% —T5,T% = 0. (1.8)

A partir del tensor métrico de FLRW (A.2) podemos calcular las expresiones mateméticas

para los simbolos de Christoffel (Ver Apéndice A en donde se muestran todos los elemen-

tos distintos de cero para dicha métrica). Entonces, para la ecuacién (1.8) los simbolos de
Christoffel importantes son

7, =19 =1% =" It =0 1.9

vt T R0ttt T, y tt = Y (1.9)

donde el punto sobre “a” indica derivada temporal. Usando estos valores en la ecuacién (1.8)
y tomando los elementos de T#, de la matriz (A.4), hallamos:

O+ 17,37 —T", —T% — T%4) = 0,

= —p'+%(—3p—3p) =0.
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Finalmente, encontramos la expresion matemética denominada la “ecuacion de conservaciéon
local de la materia-energia” en el espacio-tiempo de FLRW:

ﬂ—l—3g(p+p) = 0. (1.10)

Esta ecuacién es satisfecha individualmente por cada uno de los diferentes fluidos que
componen el universo.

Por otro lado, tomando la componente espacial v = j = 1,2,3 de la ecuacién (1.6), o sea,
V,T"; = 0, encontramos

0T j + T\ TA; =T THy =0, (1.11)
de donde hallamos las ecuaciones de Euler
Ojp = 0. (1.12)

En la ecuacién anterior, si la presién p depende tinicamente del tiempo césmico “t” entonces
la igualdad se satisface y no produce ninguna nueva ecuacion.

1.4.2. Ecuaciones de estado

Observacionalmente se ha encontrado que cada una de las componentes presentes en el
universo satisface una ecuaciéon de estado barotrépica lineal que relaciona su presién con su
densidad de energia de la siguiente manera

p=wp, (1.13)

donde el factor w es una constante de proporcionalidad adimensional. Cada uno de los
constituyentes del universo tiene su propia ecuacién de estado dada por (1.13) y una com-
ponente se diferencia de las otras a través del valor de w. A continuacién vea la siguiente
tabla

tipo de materia ‘ w
Materia bariénica y oscura 0
Radiacién 1/3
Constante cosmoldgica -1

Para el caso de las componentes de materia bariénica y oscura, se ha establecido que la
presion de estas componentes es tan pequena comparado con su densidad que puede consider-
arse cero (Esto no implica que su densidad sea cero). Estos fluidos que tienen la caracteristica
de p = 0 son llamados “polvo”, puesto que w = 0. Por otro lado, para el caso de la constante
cosmoldgica, su ecuacion de estado es p = —p (es decir, w = —1).

1.5. Ecuaciones de Friedmann

La Cosmologia esta fundamentada en las ecuaciones de Friedmann. Ellas nos dan la infor-
macién necesaria para estudiar de manera cuantitativa la evolucién, composicién, geometria
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y dindamica del universo. Para ello, partiremos de las ecuaciones de Einstein para deducirlas,

1
R, = 81G (TW - 2gWT> : (1.14)

donde R, es el tensor de Ricci, T es la traza de T),,, G es la constante gravitacional de
Newton y T}, es el tensor de energia-momento total del universo, que resulta de la suma
de todos los tensores de energia-momento individuales de cada una de las componentes de
materia-energia que un modelo cosmoldgico dado considere que estan presentes en el universo,
es decir,

T =Tp, + T + T, + T, + .., (1.15)

donde los superindices “b”, “DM”, “r”, “A” denotan “materia bariénica”, “materia oscura”,
“radiacién” y “energia oscura (como constante cosmoldgica)” respectivamente. Los puntos
suspensivos indican cualquier otro tipo de materia o energia adicional que algin modelo
cosmoldgico pudiera proponer. A continuacién, calculamos sélo la componente temporal de
la ecuacién (1.14). Para lograr esto usamos las componentes del tensor T}, dada por (A.4),
los elementos de la matriz (A.2) para g, y traza (A.5) para T. Sustituimos todos ellos en la
ecuacién (1.14) y hallamos:

1
Ry = 871G [p + 5(3]3 — p)] =47G(3p + p), (1.16)

donde p y p denotan la densidad y presion total del conjunto de fluidos que conforman al
universo, esto es,

p = pp+ ppM + pr +pa + ... (1.17)
P=Dpb+pPpoM+DPr+PA+ .. (1.18)

Sustituyendo la ecuacién (A.20) del Apéndice A en (1.16) tenemos

a 4G
S=2= . 1.1
STt p) (119

Esta ecuacion es llamada la segunda ecuacién de Friedmann.

Ahora podemos derivar la primera ecuaciéon de Friedmann. Para ello tomamos la componente
radial de la ecuacién (1.14), ademds usando la ecuacién (1.19), asi como las componentes
radiales de las matrices (A.2) y T* hallamos

2

a 1
Rrr - SWG?W |:p - 5(327 - p):| ) (120)

donde k el factor de la curvatura espacial.
Nuevamente usando la ecuacién (A.20) encontramos que

ai + 2a® + 2k
Ry = W? (121)
igualando estas dos iltimas ecuaciones llegamos a
. . 2
a a 2k
—+2( - — =47G(p —p). 1.22
ot <a>+a2 7G(p —p) (1.22)
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Sustituyendo la segunda ecuacién de Friedmann (1.19) en esta tltima ecuacién encontramos,

N
a 2k e
2<> t 5 = drG(p —p) + ——(Bp +p),

a 3
A7 G
= —5 Bp=3p+p+3p),
ArG
= —4
3 Ps
Ny
a k 8rG
Z — = 1.2
= <a> + 3 4 (1.23)
Se define el parametro de Hubble como:
a(t)
H(t) = —= 1.24
0= (1.24)

donde “t” representa el tiempo césmico. Con esto, la ecuacién (1.23) llega a ser

&G k
=3 - an

Esta es la Primera ecuacion de Friedmann, o simplemente la Ecuacion de Friedmann.
De las otras dos componentes del tensor de Ricci (es decir, Rgg, Rse) se obtiene la misma
expresion (1.22), mientras que las otras componentes mezcladas son nulas, es decir:

R.g = R.y = Rygyp = Ry = Ryg = Ry = 0. (1.26)

H(t) (1.25)

Definimos los pardmetros de densidad §); para cada una de las componentes de materia pre-
sentes en el universo

Pi
Q ==, 1.27
o (1:27)

donde p; es la densidad de materia-energia de la i—ésima componente de materia del universo
1
(por ejemplo, materia bariénica, materia oscura, etc.) y p. es densidad critica definida como

2
pe(t) 3;{ (t)7
G

que proviene de asumir que la curvatura espacial del universo es cero (kK = 0) en la ecuacién

(1.25). Cuando p = p. se dice que el universo es espacialmente plano, si p > p. es cerrado, y

si p < pc es abierto ( Cuadro 1.1).

Vamos a distinguir el tiempo césmico ¢, asi como cualquier otra cantidad cosmolégica evaluada

en el presente con un subindice o superindice cero. Entonces, definimos el valor de la densidad

critica en el presente como

(1.28)

3H?

81

donde Hy = H(tp) es llamada la constante de Hubble.
A continuacién dividimos ambos lados de la ecuacién (1.25) por H? y empleando la ecuacién
(1.28) obtenemos,

pen = pelto) = ~1.16 x 10~2"kg/m?, (1.29)

=2k
 pe  a?H?

(1.30)

9
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Luego definimos el parametro densidad asociado a la curvatura espacial del universo €2 como:

k

ahora usando la ecuacién (1.28) en la ecuacién (1.30) encontramos
1= Qtotal + Qk. (132)
O también reescribimos esta ecuacién como
1=0Q, 4+ Qpwm + 2 + Qp + Qp, (1.33)
donde se definié:
Quotal = 0 = 2 = Oy + Qour + D + Q. (1.34)

Pc

La ecuacién (1.33) es la forma usual de expresar la primera ecuacién de Friedmann y debe
satisfacerse para cualquier tiempo.

Analicemos la dependencia de la densidad p; para cada una de las componentes del universo
con respecto al factor de escala a(t). Comencemos con la componente de materia bariénica.
De la la seccién (1.4.2), notamos que la presién asociada al fluido de materia bariénica es
cero, es decir, p;, = 0. Entonces, la ecuacién de conservacion local de materia (1.10) para esta
componente tomard la siguiente forma:

a
ppt+3-pp = 0, (1.35)
== 32
Pb a
dlnpy, 3dlna
d dt -’

Pb a
:/ dlnp, = —3/ dlna,
Pb,0 ao

3
= In (pb> = In (ﬁ) ,
Pb,0 a
Pb,0

= pyfa) = 2, (1.36)

donde normalizamos el factor de escala de tal modo que en el presente ag = 1.
Procediendo de manera similar podemos mostrar que para la materia oscura encontramos la
misma expresién que para la materia bariénica, es decir:

PDM,0
poni(a) = P22, (1.37)
donde ppw,o es el valor en el presente de la densidad de materia oscura. Algunas veces por
simplicidad, se suele agrupar estas dos componentes, es decir, materia baridnica y materia
oscura, en una misma expresion y se acostumbra llamarlas simplemente como “materia” y la
denotamos como py(a). La cual se define de la siguiente manera

pm(a) = py(a) + ppm(a), PM,0 = Pb,0 + PDM,05 (1.38)

10



CAPITULO 1. COSMOLOGIA
1.5. ECUACIONES DE FRIEDMANN

y su ecuacién de evolucion serd

PM,0

La ecuacién de estado para la radiacion, puede calcularse a partir del tensor de energia-
momento del campo electromagnético F},,, asi:

1
T = FuaF," — Zg,wFaﬁFaﬁ, (1.40)

en donde F),, es el Tensor de Faraday (F},, = 0,4, — 0, A, donde A, = (—¢,A), ¢ y A son
los potenciales eléctrico y magnético respectivamente.) cuya traza es:

TH, = FuoFH® — F,3FP, = ", = 0. (1.41)

Usando las ecuaciones (A.5 [Ver Apéndice A)] y (1.41) hallamos 7%, = 0 = 3p, — p, de donde

obtenemos .

Pr= 5P (1.42)

Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién (1.10) obtenemos

dpy a
4—p, =0
dt + a’ 0
id,or — _4é7
pr dt a
dinp, _4dlna
a dt -’

Pr a
:>/ dlnp, = —4/ dlna,
Pr,0 1
1\ 4
:>1n<'0r> = ln() ,
Pr,0 a

= pla) = 20 (1.43)

Esta ultima relacién representa la ecuaciéon de evolucién de la radiacion y pro es el valor de
la densidad de radiacién en el presente.
Asumiendo que la componente de energia oscura, es la constante cosmolégica, entonces ten-

emos una ecuacién de estado de la forma py = —pp. Reemplazando esta ecuacién en (1.10)
obtenemos p
PA
— =0, 1.44
o (1.44)

esta ecuacién, implica que la densidad de energia de la constante cosmoldgica siempre es una
constante, es decir:
PA = PAo = Cte. (1.45)

Sustituyendo las ecuaciones (1.36, 1.37, 1.43, 1.45) en la ecuacién de Friedmann tenemos

H2

817G (pbo . PDMO | Pro ) k
_ 7 : , _r 1.46
3 ( ad + ad + at t a0 a?’ ( )
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y dividiendo por H? cada término e identificando la definicién de la densidad critica hoy,

hallamos )
H ol pomol  prol  pap k
m BT BT AT T 2o
Ho Pc,0 G Pco @ Pc,0 @ Pc,0 a H()

(1.47)

Usando las definiciones del pardmetro de densidad (1.27) evaluadas hoy (0 = pi0/pc0),
asi como la definicién del pardmetro de la curvatura espacial (1.31) hoy (Qxo = —k/H3),
logramos lo siguiente

Q Q
21;:[’0 + azo +Qppo +

Qk,(]) 1/2

= (1.48)

En astronomia comunmente se estudian las distancias a escalas cosmolégicas en términos del
corrimiento al rojo del espectro de luz emitido por un objeto debido a su velocidad de recesiéon
con respecto a un observador que mide la luz emitida por dicho objeto. Dado que el universo
se estd expandiendo, todas las estructuras que la componen (galaxias, cimulos de galaxias,
etc.), se estan alejando unas de las otras lo que se interpreta como un corrimiento al rojo de la
luz que emiten y que es medida por algiin observador. Por convencion se denota el corrimiento
al rojo con la letra “z” y se define como:

z = , (1.49)

donde A, es la longitud de onda que emite la fuente y A, es la longitud de onda medida por
un observador en reposo. Por otro lado, existe una relacion entre z y el factor de escala, que
aparece en la métrica de FLRW, ésta es a = 1/(1 + z) (Estd ecuacién serd demostrada en
el Capitulo 3). Esto nos permite reescribir la expresion para el pardmetro de Hubble (1.48)
como

1/2

H(z) = Ho [Q,0(1+ 2)* + Qoamo(1 + 2)° + Qeo(1+ 2)" + Qa0 + Qo1 + 2)?] (1.50)

Esta forma del parametro de Hubble es muy 1til para restringir los valores de los pardametros
libres de un modelo cosmoldgico dado, usando datos observacionales.

Para determinar el valor de k a partir del pardmetro de curvatura {1 se debe utilizar la
ecuacién de Friedmann (1.30), en el modelo ACDM (Ver Seccién 4.1), obteniendose

Cerrado k>0 = Qo0<0 = Qo= 0+Qpmo+ Qa0+ Q2o > 1
Plano k=0 = Qk,o =0 = Q= Qb,o + Qpmo + Qo + Qr,o = 1.
Abierto k<0 = Qo>0 = Qo=+ Qomo+ Q%0+ Qo < 1.

Por lo tanto, hallando los valores de Qpwm,0, 2,0, Qa,0, ¥ r0 quedard determinada la ge-
ometria espacial del universo.

1.5.1. El parametro de desaceleracién q(t)

El parametro de desaceleracién es una cantidad que describe la tasa de disminucion de la
expansion del universo.
Es imposible medir como varia el factor de escala a(t) desde el Big Bang, pero si podemos

12
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Q<1

£

MAPB000E

Figura 1.3: Clases de geometria espacial [66].

hacer mediciones que nos permitan determinar su valor para épocas cercanas a ty. Para esto
efectuamos una expansion de Taylor alrededor de ty (época actual) del factor de escala, asf:

a(t) = alto) + alto)(t — to) + %d(to)(t )t (1.51)

Dividiendo por a(tp) y utilizando la definicién de la constante de Hubble H (t9) = a(to)/a(to),
reescribimos lo anterior como

a(t) Lo 2
=1+ Ho(t —tg) — =qoH;(t —t 1.52
atte) ~ 1T o(t —t0) — aoHy(t —to)” + (1.52)
en donde se definié el parametro de desaceleracién
a(to)d(to) a(to)
to) = — = — . 1.

Interpretemos la aceleracién del universo a(t) en términos de ¢(t)

a>0 = q(t)<0 Expansion acelerada del universo,

i<0 = ¢q(t)>0 Expansién desacelerada del universo.
Similarmente, usando la definiciéon del pardmetro de Hubble

H(t) > 0 = Expansién del universo,
H(t) < 0= Contraccién del universo.

Consideremos que la ecuacién de estado de un fluido de energia oscura satisface la ecuacion
(1.13) y empleando las ecuaciones (1.33), (1.19) y (1.53) en la representacién del corrimiento
al rojo “z”, asumiendo un universo espacialmente plano, encontramos

47 G

q(z) = 3H2(2) (ppM(2) + po(2) + pe(2) + ppE(2) + 3PpE(2) + 3P(2)) - (1.54)

13
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Utilizando la ecuacién (1.28) reescribimos la ecuacién (1.54) como

2(z) = <p[p’j(”z()z) +(1+3 w)- p/?cES) n Zbgz + 2:?) , (1.55)

usando la ecuacién (1.27) en la ecuacién (1.55), entonces logramos
2q(z) = (Qpm(2) + (1+3-w) - Qpr(2) + (2) +202,.(2)). (1.56)
Haciendo uso de la ecuacién (1.33) en la ecuacién (1.56) tenemos
2¢(z) = (1 + 3w - Qpp(2) + Q(2)), (1.57)

a partir del cual llegamos a

g(z) = (; + gw Qo) + ;Qr(z)> . (1.58)

Esta tdltima ecuacién nos serd muy util, pues conociendo los pardmetros w, Qpg(z) y 2,(2)
podremos calcular el pardmetro de desaceleracion ¢(z).

14



Capitulo 2

Dinamica del proceso de interaccion
entre las componentes oscuras del
universo

La motivacién para considerar la existencia de una interaccién directa no-gravitacional en-
tre las componentes oscuras del universo, es proponer y explorar algunos modelos cosmolégicos
que den resultados consistentes con las observaciones cosmoldgicas y que sean realistas y alter-
nativos al modelo ACDM, el cual representa una idealizacién tedrica formada por componentes
que no intercambian energia entre si.

En este Capitulo presentaremos las ecuaciones generales y cosmolégicas de movimiento de
la DE interactuando con la DM. Adem4s, desarrollamos algunos esquemas de reconstruccién
general del término de interaccién @) entre estas componentes oscuras.

2.1. Ecuaciones generales de movimiento de la energia oscura
interactuando con la materia oscura.

Consideramos un universo formado por cuatro componentes: El fluido de materia
bariénica (b), el fluido de radiaccién (r), el fluido de materia oscura (DM) y el fluido de
energia oscura (DE). Todas estas constituyentes estan interactuando gravitacionalmente
entre si y adicionalmente las componentes oscuras estan interactuando no-gravitacionalmente
a través de un intercambio de energia entre ellas, mediada por un término de interaccion
que lo definiremos posteriormente. Las ecuaciones gravitacionales de movimiento son las
ecuaciones de campo de Einstein

Gru = 87G | T4, + T, + TEM + TP, (2.1)
mientras que las ecuaciones de movimiento para cada fluido son:
vrpb
Vi, =0, (2.2)
VT, =0, (2.3)
VTN = —F, (2.4)
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CAPITULO 2. DINAMICA DEL PROCESO DE INTERACCION ENTRE
LAS COMPONENTES OSCURAS DEL UNIVERSO

2.1. ECUACIONES GENERALES DE MOVIMIENTO DE LA ENERGIA OSCURA
INTERACTUANDO CON LA MATERIA OSCURA.

VTP = F, (2.5)

donde el respectivo tensor de energia-momento para el fluido i estd definido como: (i =
b,r, DM,DE) '
T;Zw = pPi U,uUu + (g;w + UuUu)Ph (2.6)

aqui U, es la velocidad de los fluidos (asumimos por simplicidad que sea el mismo para cada
uno) donde p; y P; son respectivamente la densidad y la presién del fluido i medido por un
observador con velocidad U*. Sea F), el cuadri-vector de interaccién entre las componentes
oscuras y su forma matematica ain no es conocida, porque en general no existe una teoria
fundamental.

Proyectamos las ecuaciones (2.2)-(2.5) en una direccién paralela a la velocidad U*,

UMt =0, (2.7)
UrNrT;, =0, (2.8)

U TIM = —UMF, (2.9)
UV TP =UMF, | (2.10)

y otra en una direccién ortogonal a la velocidad U*, usando para esto el proyector h*# =
g"8 + UPUP, el cual actiia sobre la hipersuperficie ortogonal a la velocidad U*

WAYTY, =0, (2.11)
heNPT, =0, (2.12)
WP TOM = —hHPF), | (2.13)
WONYTIE = WP F), . (2.14)

Reemplazando la ecuacién (2.6) en cada una de las ecuaciones (2.7)-(2.10), obtenemos las
ecuaciones de conservacion materia-energia para cada uno de los fluidos,

UPN oy + (po + By) V,U* =0, (2.15)
UPN upr + (pr + Pr) V,UR =0, (2.16)
UM uppum + (ppm + Pou) VUM = UPE, (2.17)
U*N ppE + (ppE + PDE) V,U* = —U"F, . (2.18)

Por otro lado, introduciendo (2.6) en (2.11)-(2.14), nos permite encontrar las ecuaciones de
Euler para cada fluido,

WP, Py + (pp + Py) UMV, U =0, (2.19)
W8N P+ (pr + P) UV, UP =0, (2.20)
W8N . Poar + (ppar + Ppu) UV, UP = —#PF, (2.21)
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CAPITULO 2. DINAMICA DEL PROCESO DE INTERACCION ENTRE
LAS COMPONENTES OSCURAS DEL UNIVERSO

2.2. ECUACIONES COSMOLOGICAS DE MOVIMIENTO DE LA ENERGIA OSCURA
INTERACTUANDO CON MATERIA OSCURA.

WPV, Ppg + (ppe + Ppp) U*V,U? = W'PF, . (2.22)

Finalmente, completamos el sistema de ecuaciones asumiendo las siguientes ecuaciones de
estado para cada una de las componentes del universo,

P, = 0, (2.23)

Poy = 0, (2.24)
1

B o= opr, (2.25)

mientras que para la energia oscura, asumimos un parametro de ecuacion de estado constante
w?

Ppr = wppEg. (2.26)

2.2. Ecuaciones cosmolégicas de movimiento de la energia os-
cura interactuando con materia oscura.

Asumimos que la métrica de fondo estd descrita por la métrica plana de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (Ver ecuacién 1.1) escrita en un sistema de referencia comévil y
sustentada por las anisotropias de la radiaccién del fondo césmico de microondas (CMB), la
cual fue medida por el experimento WMAP [9].

ds* = —(cdt)® + a*(t) (dr* +r%dQ?) (2.27)

donde a(t) es le factor de escala y ¢ es el tiempo cdsmico. En estas coordenadas, escogemos
la forma de la velocidad normalizada U*,

U* =(1,0,0,0), (2.28)

a partir del cual encontramos
V.Ut = 3% =30, (2.29)
ULV, U =0, (2.30)

donde H es el parametro de Hubble y el punto significa derivada con respecto al tiempo
cosmico. En concordancia con las simetrias de isotropia espacial y homogenidad del espacio-
tiempo de FLRW, las densidades y presiones de los fluidos dependen solamente del tiempo
coésmico, p;(t), P;(t). Asimismo las componentes paralelas y ortogonales del cuadri-vector de
interaccion con respecto a la velocidad U* son respectivamente

U'E, = Q, (2.31)
WPE, = 0, (2.32)
donde la funcién @ representa el término de interaccion. La introduccién de las ecuaciones

de estado (2.23)-(2.26), la métrica (2.27) y las expresiones (2.28)-(2.32) en las ecuaciones de
conservacién local de materia-energia para los fluidos (2.15)-(2.18) nos permite encontrar

po +3Hpy =0, (2.33)
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CAPITULO 2. DINAMICA DEL PROCESO DE INTERACCION ENTRE
LAS COMPONENTES OSCURAS DEL UNIVERSO
2.3. RECONSTRUCCION GENERAL DE LA INTERACCION.

jr + 4Hp, = 0, (2.34)
ppom + 3Hppu = Q, (2.35)
ppE +3(1+w)Hppg = —Q. (2.36)

Notemos también que, las ecuaciones de Euler (2.19)-(2.22) son idénticamente satisfechas y
no producen alguna nueva ecuacién. Desde la ecuaciones de Einstein (2.1) completamos las
ecuaciones de movimiento con la primera ecuacién de Friedmann,

8rG
H? = —— (py+ pr + poM + PDE) - (2.37)

3
Es conveniente definir los siguientes pardmetros adimensionales de densidad de energia €7,
para i =b,r, DM, DFE, como las densidades normalizadas de energia entre la densidad critica
en la época actual,

*_ Pi
ar =" 2.38
peo (2.38)

y los pardmetros adimensionales de densidad de energia hoy,

Qio = pi,(], (2.39)
Pc,0

donde p.o = BHg /87 G es la densidad critica hoy y Hy es la constante de Hubble.
Resolviendo (2.33) y (2.34) en términos del corrimiento al rojo “z”, obtenemos las soluciones
conocidas para los parametros de densidad de la materia bariénica y radiacién respectiva-
mente:

0 (2) = Yo(1 + 2)°, (2.40)
05 (z) = Qo1+ 2)". (2.41)

Las ecuaciones de conservacion local (2.35) y (2.36) para ambas componentes oscuras son
reescritas en términos del corrimiento al rojo como:

R s oM = (T B 4
dp 3(1 4 w) _ Q(2)
R N (e e) e

Fenomenoldgicamente, una forma conveniente de describir el intercambio de energia entre los
dos fluidos oscuros es escoger un término de interaccién proporcional al parametro de Hubble.

2.3. Reconstruccion general de la interaccién.

FEn esta tesis hemos analizado tres diferentes “Ensayos” para reconstruir el término de
interaccion; una manera es empleando polinomios ortogonales tales como los polinomios de
Chebyshev (utilizado en los Ensayos 1y 2) y la otra manera es a través de una funcién racional
(utilizado en el Ensayo 3).
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CAPITULO 2. DINAMICA DEL PROCESO DE INTERACCION ENTRE
LAS COMPONENTES OSCURAS DEL UNIVERSO
2.3. RECONSTRUCCION GENERAL DE LA INTERACCION.

2.3.1. Usando polinomios de Chebyshev.

Los polinomios de Chebyshev forman una base ortonormal y completa en el intervalo de
[—1,1] y ademads tienen la propiedad de ser polinomios de minimal aproximacion, es decir,
que tienen la menor desviacién desde su valor verdadero para algin orden dado [61, 62, 63].
Consideremos dos polinomios de Chebyshev T}, (z), Ty,(z) € L?[—1,1] (Espacio de Hilbert de
valores reales), donde T),(z) y T;,,(z) denotan a los polinomios de orden n y m con n,m € [0, N]
y N es un entero positivo. El producto escalar € L?[—1,1] estd definido en términos de la
funcién w(z) = (1 — 22)~Y2, z € [-1,1] como [61]:

! Si n=0,

Si n>0. (244)

<Ty, Th >uw= /
-1

y sus normas || Tp, ||= V< Tn, Tn, > ¥ || Tom ||= v/< Tin, T, > son finitas.
Mediante la siguiente relaciéon podemos pasar (mapear) de la representacién “z” a la repre-
sentacion del corrimiento al rojo “z”

T (@) Ton (2)(1 — 22) Y2 = B {

[SER]

2z

xr = -1, (2.45)

Zmaa:

donde z,4; es el maximo valor del corrimiento al rojo en el cual las observaciones son posibles.
Sin pérdida de generalidad, podemos expandir la funcién Ig(z) en la representacién del cor-

rimiento al rojo “z” como:

N
I(2) = > M- Tu(2), (2.46)
n=0

donde T),(z) denota a los polinomios de Chebyshev de orden n en la representacién del cor-
rimiento al rojo “z”, con n € [0, N] y N es un entero positivo.

Por otro lado, los coeficientes de la expansién polinomial A, son pardmetros libres adimen-
sionales. Ademads z es una variable independiente y su dominio estard determinado por el
intervalo de las pruebas cosmolégicas que se considere.

Con la finalidad de mantener un orden y una mejor visualizacion de los términos de interaccion
Q(z), escribiremos Q(z) en términos de la funcién Ig(z). Esta dltima funcién nos informard a

cerca de la intensidad de la interaccién entre las componentes oscuras del universo.

Ensayo 1: Q(2) = peo- (1+2)3- H(2) - Ig(2)

En los ultimos anos diversos investigadores para resolver o aminorar el “Problema de Co-
incidencia Césmica” han propuesto términos de interaccién Q(z) proporcionales a la densidad
de energia de la DM ppM(z) y al pardmetro de Hubble H(z), las cuales para ser viables,
deben imponerse limitaciones muy restrictivas sobre los coeficientes de interaccion. Como
consecuencia de lo expresado, la motivacién para proponer un Ensayo 1, es proponer y ex-
plorar parametrizaciones que sean alternativas a la parametrizacién convencional del término
de interaccién Q(z) haciéndola ahora proporcional a la densidad critica hoy p o, al término
(1 + 2)3, al pardmetro de Hubble H(z) y a una expansién de los polinomios de Chebyshev.
Estamos interesados en analizar las consecuencias fisicas que produce tal parametrizacion de
Q(z) en las variables cosmoldgicas.

Definimos el intercambio de energia entre los fluidos oscuros como:

Q(2) = peo-(1+2)% H(z) Ig(2). (2.47)
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Reemplazando la ecuacién (2.46) en la ecuacién anterior obtenemos

N
Q(z) = peo - (1+2)* - H(z) - Y A~ Tu(2). (2.48)
n=0

donde (1 + z)3 ha sido introducido por conveniencia para imitar el comportamiento una den-
sidad de materia sin interaccién (Ver ecuacién 1.50). Llamaremos a la funcién Ig(z) “funcién
de interaccién”, ella es adimensional y la vamos a reconstruir.

Usando las ecuaciones (2.38) y (2.47) reescribimos las ecuaciones para los fluidos oscuros
(2.42)-(2.43) como:

A, 3

w3 gp, = (1427 Ta(a) (2.49)
dQy 314+w) .,
e 300 o1 = (1427 Ta(a) (250)

Introducimos (2.46) en (2.49)-(2.50) e integramos ambas ecuaciones, obteniendo lo siguiente

N
— 3 Zmazx

pm(2) = (142)” |Qpmo — > Z;)An ~Kn(1:,0)], (2.51)

p N
be(z) = (1_|_Z)3(1+w) Qppo+ n;aoc Z)\n -Kn(:z,‘,w)] , (2.52)

n=0

donde definimos la integral

_[f Ta(@) .

ol = [ | G (2:53)

y las cantidades

Zmazx

a=1+ 5 (2.54)
Zmazx
b= . 2.
: (2.55)

Aqui debemos considerar la ecuacién (2.45), admeds 2,4, €s el méximo valor del corrimiento
al rojo en el cual las observaciones son posibles tal que =z € [-1,1] y |T,,(z)| < 1, para
todo n € [0, N]. Para alcanzar una reconstruccién general en (2.51)-(2.52) debemos tomar
N — 0o y obtener las soluciones en una forma compacta. Los detalles del calculo de integrales
K, (z,w) en el lado derecho de (2.51)-(2.52), son presentados en el Apéndice B, el cual muestra
las formas compactas (B.9)-(B.10) para las integrales con sub-indice entero par e impar n, y
vélido para w # n/3 donde n > 0.
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Ensayo 2: Q(z) = H(2) - ppm(2) - Ig(2)

La motivacion para proponer un Ensayo 2, es proponer una generalizacién de la
parametrizacién convencional del término de interacciéon Q(z) haciéndola ahora proporcional
a la densidad de energia de la DM, ppas(z), al pardmetro de Hubble H(z) y a una expansién
de los polinomios de Chebyshev. Estamos interesados en analizar las consecuencias fisicas que
produce tal parametrizacién de Q(z) en las variables cosmoldgicas y si es capaz de resolver o
aminorar el “Problema de Coincidencia Césmica”.

Sustituyendo la expresién para Q(z) y la ecuacién (2.46) en (2.42) y (2.43), encontramos las
ecuaciones de los fluidos oscuros para este Ensayo

dppm 3 pom - 1o(2)
_ = 27 K\ 2.
dz 1+ .M (1+2) (2:56)
dppe  3(1+w) poum - 1g(2)
_ = ) 2.57
dz 112 /PP (1+2) (257)

Empleando la ecuacién (2.38) reescribimos las ecuaciones anteriores (2.56)-(2.57) como

s, 3 Q- la(2)
_ O, — DM "7Q 2.58
dz 1+2 PM 1+2 (2.58)
d%p 31+ w) Qo -1g(2)
— Opp = 24— 2, 2.59
dz 1+z2 DE 1+ =2 ( )

Introducimos (2.46) en (2.58)-(2.59) e integramos ambas ecuaciones, obteniendo lo siguiente

> , (2.60)

N
Zmaz ~%
QpEo + 9 DM(Z)Z)\TL 'Sn(sz)] . (2.61)

n=0

N
* _ 3 Zmax
pm(z) = (1+2)°Qpup - exp (— 5 LZ% An - Rp(2)

bez) = (1420

Aqui hemos definido el promedio de la siguiente integral

dz

/z T, (%) - exp (—Z’"% [Zﬁfzo)\n : ln(i)D
0

(1 + i‘)(1+3w)

d (2.62)

\.&t

o [* Tl@) o0 (=22 [T oA - (@)])
2 /1 (a+b-&)1+3w)

en donde también definimos las integrales (Ver Apéndice B.4)

_[F @)
R,(z) = /1 @+ b3) dz (2.63)

; o Tp(Z) -exp (—2mae (SN A - 1,(2)
Sz w0) = 2 /1 p(<a+z,a~5[)(1+32) Dda}, (2.64)
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y las cantidades,

a=1+ zn;z, (2.65)
b= Z”;‘”. (2.66)

Similarmente, debemos considerar la ecuacién (2.45), admeds zpq: es el méaximo valor
del corrimiento al rojo en el cual las observaciones son posibles tal que z € [—1,1] y
|T(z)| <1, para todo n € [0, N]. De la misma manera como en el Ensayo 1, para alcanzar
una reconstruccién general en (2.60)-(2.61) debemos tomar N — oo y obtener las soluciones
en una forma compacta. Los detalles del célculo de integrales K, (z,0) del Apéndice B, nos
servirdn para construir los resultados para los primeros seis polinomios de Chebyshev (Ver
Apéndice B.4).

2.3.2. Usando una funcién racional.

Ensayo 3: Q(z) = 3H(2) - ppai(2) - g(2)

La motivacién para proponer un Ensayo 3, es proponer una parametrizacién alternativa
a la parametrizaciéon convencional del término de interaccién Q(z) haciéndola ahora pro-
porcional a la densidad de energia de la DM, ppa(2), al pardmetro de Hubble H(z) y a
una funcién racional g(z) con coeficientes de interaccién dindmicos. Estamos interesados en
analizar las consecuencias fisicas que produce tal parametrizacién de Q(z) en las variables
cosmoldgicas. Tal parametrizacion ha sido trabajada extensamente en la “Teoria de Sistemas
Dinamicos”, encontrandose que es capaz de aminorar el “Problema de Coincidencia Césmica”
[64].
Definimos el intercambio de energia entre los fluidos oscuros como:

Q(z) = 3H(2)ppm(2)g9(2). (2.67)
Ademés, definimos la funcién g(z) del siguiente modo
A+ Bz

= -~ 2.68

o) = G at, (2.69)

donde A, B, C'y D son constantes reales a determinar.
Analizando los siguientes limites

, B
zll)rglog(z) = 5= apy = B=apyD, (2.69)
) A
i%g(z) = &= Ay = A=d%,C, (2.70)
) A-B _
Jm 9(2) = F—p =%wum> (2.71)

y definiendo £ = D/C, entonces reescribimos la funcién g(z) como

0 e
_ apy t2Eapy

9(2) 1+2zFE

(2.72)
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A partir de la siguiente relacién

0 e 0 e
, _ . apytzEahy  apy —FEapy
A=A e T e S BT

encontramos que

0 f
apy — @
E =DM DM (2.74)
Apm ~ ¥Dp
A continuacién reescribimos la ecuacién (2.72) en términos del factor de escala

aa%M + (1 —a)Eaf,,
a+(l1—a)E '

g(a) = (2.75)

analizamos el denominador de g(a) e imponemos la restriccién de que sea siempre positivo
para cualquier a, es decir:

a+(1-a)E=E+a(l1—-E)>0 = 0<E<1. (2.76)

La ecuacién (2.76) nos permite encontrar dos casos, dependiendo de la combinacién de los
parametros a’s. Es decir:

ahar > oy > ady y oy > @har > aby. (2.77)

Reemplazando las ecuaciones (2.67) y (2.74) en (2.42) y (2.43), hallamos las ecuaciones para
estos fluidos oscuros

dppm 3 39(z) - poM
- = = o 2.78
dz 1—|—zpDM (142) ( )

dppr  3(1+w) 39(2) - pom
- = 2.79
dz 1+z "PPT 7 (142 (2.79)

Podemos reescribir las ecuaciones para los fluidos oscuros (2.78)-(2.79) como,

A€ 3 39(2) - Qpu
- oy=——"7" 2.80
dz 142 PM (14+2) ( )

dz 1+z PP (1+2) '
A partir de las ecuaciones anteriores, encontramos sus soluciones generales
f e
e 1—F 3epp—apn)
bar(2) = Qparo - (1+ 2)?0 D). [() + E] . (2.82)
1+2
3(1 I —3(a4, ,+w)—1 O‘fDM -(1-E)
be() = (14204 0Qppo+3Qparo - / (1+y) > \@pum@) =t [1+ +E
0 Yy
of  —ac -1
(1 — E) ]3( DM —YDnr)

+FE ~dy p. 2.83
[ 1+y y ( )
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CAPITULO 2. DINAMICA DEL PROCESO DE INTERACCION ENTRE
LAS COMPONENTES OSCURAS DEL UNIVERSO
2.3. RECONSTRUCCION GENERAL DE LA INTERACCION.

La solucidn explicita de la ecuacién (2.83) serd hallada numéricamente.

En general, usando las ecuaciones (2.40)-(2.41), (2.51)-(2.52), (2.60)-(2.61) y (2.82)-(2.83)

reescribimos la ecuacién de Friedmann (2.37) como:
H?(2) = H3 |Q0(1 +2)° + Qo(1+ 2) + Q(2) + Upp(2)] - (2.84)

El parametro de Hubble depende de los pardmetros (Ho, .0, 20, @pr,0, QpE0, w) y de
los coeficientes adicionales. A, (o a’s). Evaluando la ecuacién de Friedmann en el presente,
encontramos que uno de los parametros depende de los otros

Qpeo=1— Q0 — 2o — Qprro. (2.85)
Cabe mencionar que, para la reconstruccion de la funcién de interaccién Ig(z) de los Ensayos

1y 2 (o g(z) del Ensayo 3) presentados, siempre tendremos cinco pardmetros (Ho, (.0, 0,
Qpar,o, w) y los coeficientes adicionales A, (o los tres pardmetros o’s del Ensayo 3).
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Capitulo 3

La distancia de luminosidad, la
distancia modular y las pruebas
observacionales

En este capitulo describiremos brevemente tres pruebas cosmolégicas, las cuales seran us-
adas para probar la validez, descubrir las bondades y restringir nuestros modelos cosmoldgi-
cos, usando los datos observacionales actualmente disponibles. Estas pruebas observacionales
son: (1) Datos de Supernova tipo Ia (SCP Union 2 y Union 2.1), (2) Oscilaciones actsticas
baridnicas, (3) Anisotropias de la radiacién césmica de microondas.

3.1. Relacion entre el corrimiento al rojo y el factor de escala

Supongamos que un universo esta caracterizado por la métrica de FLRW. Consideremos
una fuente luminosa distante (por ejemplo, una supernova la o una galaxia) con coordenadas
espaciales coméviles (r = r*,0 = 0,¢ = 0), y un observador ubicado en (r = 0,0 = 0,¢ = 0)
(Ver Figura 3.1). Hemos elegido (0 = 0,¢ = 0) por simplicidad y sin pérdida de generalidad.
Consideremos que la fuente luminosa emite dos fotones de la misma frecuencia w.. Un fotén
es emitido en el tiempo t. y el otro en el tiempo t. + dt.. El subindice “e” indica “emitido”.
Los fotones siguen una curva nula caracterizada por

ds®* = 0= —(cdt)? + a*(t) (1 fTZﬂ) , (3.1)

de donde tenemos

cdt = +a(t) (#) . (3.2)

El signo “+” indica que el fotén se mueve hacia el futuro y el signo “-” hacia el pasado. El
primer fotén emitido, entre el tiempo t. v t, viajo la distancia D*, la cual se puede calcular
integrando la ecuacién (3.2)

0 dr to cdt
pr— | Y _ [ 3.3
| it / a(h) (3.3)
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time
A
N
tn+ 6t0
Wo, Yo
'be'\' ste,
‘te ? “"e .
comeoving
. distance
0 rr
observer light
source

Figura 3.1: La grafica muestra las lineas temporales y las coordenadas coméviles de una fuente
luminosa y un observador en un universo en expansién. La fuente, que se encuentra a una
distancia comévil r* alejada del observador, emite dos fotones con frecuencia w, iguales, el
primero en el tiempo t. y el segundo en el tiempo t. + dt.. El observador detecta los dos
fotones con una frecuencia w, en los tiempos t, y t, + dt, respectivamente. La frecuencia de
los fotones sufre un corrimiento al rojo cosmoldgico debido a la expansién del universo. En
este tipo de gréfica, las ineas temporales, del observador y de la fuente, son paralelas debido
a que su distancia r* es comovil, y las trayectorias de ambos fotones se curvan al viajar de la
fuente al observador debido a la expansién [71].

Note que la magnitud de D* se fijé desde el inicio, al momento de establecer las posiciones de
la fuente con respecto al observador. Ademaés, su magnitud no cambia en el tiempo ya que es
una coordenada comoévil, por lo tanto es una constante. De la misma manera para el segundo
fotén emitido, la distancia que recorre es igual D*, la cual se calcula como:

0 toJr(;to dt
D* = / o« (3.4)
D+ m totot, alt

Igualando las ecuaciones (3.3) y (3.4) obtenemos
to dt to+dto dt
/ L / . (3.5)
t. a(t) terste alt)
desarrollamos la integral del lado derecho de la igualdad anterior como
totolo gt e at to gt fotolo gt
/ :/ +/ +/ —. (3.6)
terote @) Jiyse, alt) Sy, oalt) i, a(t)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.5) vemos que se elimina el término del lado
izquierdo de la igualdad con uno de los términos que se obtienen de la expresién (3.6), entonces
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la expresién (3.5) llega a ser

te+ote dt to+dto dt
/ d / dt (3.7)
te a(t) to a(t)

A continuacién, asumimos que los incrementos 6t y 6t, son muy pequenios, y que el intervalo
de tiempo transcurrido entre t. y t. + dt. es infinitesimal, similar analisis para t, y t, + 6o,
comparados con las escalas de tiempo cosmoldgicas. De esto, se puede suponer que el factor
de escala es aproximadamente constante o no cambia durante los intervalos de tiempo [t., . +
Ote] ¥ [to,to + Otol, es decir, a(te) =~ a(te + dte) v a(t,) = a(t, + dt,) respectivamente. Con
este argumento, podemos extraer el factor de escala a(t) de la integral en la ecuacién (3.7),

obteniendo
1 te+5te 1 to"l‘(sto
- / = 1. / dt. (3.9)
a(te) te a(to) to

integrando ambos lados de la igualdad anterior tenemos

Ote oto
at) ~ aty’ 39

La fuente luminosa emite un conjunto de fotones (no sélo emite dos fotones), que son emitidos
con un periodo igual a dt., y observados con un periodo dt,. La frecuencia angular w de estos

fotones es
2 - 2

=, = . 3.10
T 5t T oty (3.10)
reemplazando estas expresiones en la ecuacion (3.9) obtenemos
t
alto) _ we. (3.11)
a(te)  wo

p= e (3.12)
Wo
podemos reescribir la ecuacién (3.11) como
a(t,)
1+2z= 3.13
alte) (3.13)

donde a(t,) es el valor que tiene el factor de escala hoy y a(t) el valor que tuvo o tendra en
algin otro momento. La teoria no dice cual debe ser el valor de a(t,), asi que por simplicidad
se elige a(t,) = 1, de donde encontramos

1
l+2= 5 (3.14)

A partir de la ecuacién (3.14), una vez que se mide el corrimiento al rojo z de una fuente
lejana se puede determinar a que época de la evolucién corresponde esa fuente a través de

a(t).
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3.2. LA DISTANCIA DE LUMINOSIDAD

3.2. La distancia de luminosidad

Consideremos de nuevo las lineas de mundo de un observador ubicado en las coordenadas
comoviles (r = 0,0 = 0,¢ = 0) y una explosién de supernova (o alguna otra fuente luminosa)
ubicada en (r = 7*,0 = 0,¢ = 0), la cual emite fotones que llegan hasta el observador (Ver
Figura 3.1). Para calcularla distancia de luminosidad debemos hallar la distancia comévil 7.

A partir de la métrica de FLRW, la trayectoria nula que siguen los fotones entre la
fuente y el observador esta dada por las ecuaciones (3.1) y (3.2), de donde obtenemos

/ r dr B / to cdt
o VI—krZ Ji, alt)
Observe que se han invertido los limites de integracién de la ecuacién (3.3). Esto es posible

debido a que nos interesa calcular la magnitud de r*. Integrando el lado izquierdo de la
igualdad (3.15) hallamos

" dr 1 . . i
= sinn kir) g = sinn k [r¥), 3.16
| s = e VK (VIER) (310

| k|

(3.15)

donde para simplificar la notacion se ha definido la funcién sinn como:

sen(x) Si k>0 (Q <0),
sinn(x) = X Si k=0 (2% =0), (3.17)
senh(x) Si k<0 (Q >0).

Por otro lado, la integral del lado izquierdo de la igualdad de la ecuacién (3.15) puede ree-

scribirse como . ) to)
Y R T, 818)
e @) Jauy a®)(da/dt)  Jou.) a*(O)(H())

donde hemos usado la definiciéon del pardmetro de Hubble. Luego, utilizando la ecuacion
(3.14), lo cual implica que da = —dz/(1 + 2)2, donde a(t.) = z y a(t,) = z = 0. Haciendo el
cambio de variable a(t) = z, la ecuacién (3.18) puede reescribirse como

to dt 0 gz
[ | Aoy 319

e

Utilizando las ecuaciones (3.16) y (3.19), entonces la ecuacién (3.15) puede reescribirse como

. -1 i . z dZ/
sinn (\/|k|c)—/0 H() (3.20)

1
VIE]

Resolviendo la ecuacién (3.20) hallamos r*

*(2) = —~— sinn ) 7dz/
r*(z) = N [\/| k |/0 H(z’)] . (3.21)
1

A continuacién, escribimos las unidades de los factores: [k] = distancia=2 y [H] = tiempo~!.
Por otro lado, la distancia efectiva d.y; entre el observador y la fuente estd dada por dcyy,
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ademds se cumple que deff = 77(2).
En astronomia se define la distancia de luminosidad en términos de la distancia efectiva como

drp = depf(1+ 2). (3.22)

De las ecuaciones (3.21) y (3.22) obtenemos:

di(z) = C(\}%) sinn [\/m/oz ;(ZZ/,)], (3.23)

reescribimos en forma explicita la ecuacién anterior como (Ver Apéndice C)

il/i senh [\/\ k1 Jy 2 } Si k<0 (Q>0),
dr(z) = c(1+2) [g #& Si k=0 (Q=0), (3.24)
};Z sen [\ffz d’ } Si k>0 (2% <0),

La forma para H(z) estard determinada por el modelo cosmolégico en estudio.

3.3. Luminosidad y flujo.

» Luminosidad (L): Se define como la cantidad de energia por unidad de tiempo emitida
en todas las direcciones por un cuerpo celeste.

» Flujo (f): Es la cantidad de energia radiada por una fuente, por unidad de tiempo, por
unidad de area, en todas las direcciones en forma isotrépica, es decir, que el flujo medido
es el mismo en cualquier direccién.

L y f estan relacionados de la siguiente manera

JAA=dmr’f = f= 5.
S2 mwr

(3.25)

Consideremos una fuente luminosa en el universo (por ejemplo una supernova) cuya luminosi-
dad emitida deseamos calcular, a una frecuencia particular w, de los fotones. El subindice “e”
indica “emitidos” por la fuente luminosa. Describamos los siguientes términos:

= n. denota el nimero de fotones emitidos por unidad de tiempo.

= N, denota el nimero total de fotones emitidos. Lo cual significa que n, = N./dt. ,
donde dt. es el intervalo de tiempo infinitesimal durante el cual la fuente luminosa
emite fotones.

= F. denota la energia de un fotén con frecuencia we, es decir, F, = hwe.

La luminosidad emitida se expresa como

= FEene = hwene. (3.26)
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La fuente luminosa emite un conjunto de fotones, en un periodo igual a dt., y observados en
un periodo dt,. Supongamos que la fuente se encuentra ubicada en las coordenadas espaciales
coméviles (r = 0,60 =0, ¢ = 0). Consideremos ademéds un observador ubicado en (r =1r*,0 =
0, = 0) que mide desde su ubicacién la luminosidad de la fuente (Ver Figura 3.2). De manera
andloga a la expresién (3.26), la luminosidad observada de la fuente se expresa como:

N,
Lo = By’ = Eono = huwony (3.27)
o

donde el subindice “0” indica “observada”. Asumiendo que todos los fotones emitidos por la
fuente en r = 0 llegan a una esfera de radio r = r*, al cabo de un cierto intervalo de tiempo
tenemos

Ne = N,, (3.28)

lo cual significa que ningin fotén ha sido absorbido por algtin tipo de materia durante su
recorrido hasta el observador. Usando las ecuaciones (3.9) y (3.13) en la expresién (3.28)
encontramos

Ote

Ne = N, = nedte = nydt, = ny, = neﬁ =
o

R

Sustituyendo la ecuacién (3.29) en la ecuacién (3.27) encontramos que

Worlcl hnes
3 A

(3.29)

Mo

teY comoving
istance
e o dist
source observer

Figura 3.2: Una fuente luminosa localizada en » = 0 emite luz en todas direcciones durante un
intervalo de tiempo dt.. Después de un cierto tiempo, un observador situado a una distancia
comévil r* mide un flujo de luz proveniente de la fuente, durante un intervalo de tiempo dt,
[71].

o= ———. (3.30)
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Por otro lado, consideremos que f, [Ver ecuacion (3.25)] representa el flujo de energia que el
observador mide de la fuente, desde su ubicacién.
Por lo tanto, el flujo observado puede expresarse como:

L,
fo=—5—" (3.31)
47T * d@ff
Usando la ecuacién (3.30) en (3.31) obtenemos
Le
fo= (3.32)

Am-dipp - (14 2)%

Esta es la expresion matematica del flujo medido por el observador.

3.4. La distancia modular.

En base a multiples observaciones, los astrénomos han determinado una expresion
matematica para la magnitud absoluta de la luminosidad de una supernova tipo Ia

Le
= —2.5log10 (L ) +4.74, (3.33)

sun

donde el subindice “sun” indica la luminosidad total del Sol, y que se usa como me-
dida de referencia y calibracién en la ecuacién (3.33). La magnitud de esta lumi-
nosidad es: Lg,, = 3.85 X 103367’9/8. Los astrénomos han determinado un valor de
M = —19.31 £0.03 + 5log1g - h7o [72] para las supernovas, donde hr7g = 0.7. [73]. La magnitud
M de una SNe Ia significa que es 5 x 10 veces mas brillante que el Sol.

Del mismo modo, la magnitud aparente u observada de la luminosidad se define como

m = —2.5log1g (fo

) +4.74, (3.34)
fsun,lOpc

donde el subindice “sun,10pc” indica que es el flujo del Sol medido a una distancia de 10
parsecs. La magnitud de este flujo es: fsun 10pc = 3.21 X 10~ 7erg/(em?s). Usando estas mag-
nitudes, se define la distancia modular como:

w=m— M. (3.35)

Empleando las ecuaciones (3.33)-(3.34) en (3.35), expresamos la distancia modular como

2 i (52 ) =100 (70|
=2.5|lo —lo — |,
H 910 Lsun 910 fsun,lOpc

Le *Jsun C
=25 [loglo (Lf}o”ﬂ . (3.36)

Sustituyendo la expresién (3.32) en (3.36) obtenemos

= 2.5l0g10 <f;_i"10p Amedp e (1+ z)2> . (3.37)

sun
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Usando otra vez la expresién (3.32), podemos escribir el flujo para el Sol como

Lsun
. (1 + Zsun)2

fsun,lOpc = (338)

47 - d?

ef f,sun

Considerando que el corrimiento al rojo cosmolégico para el Sol, zsyn, €s practicamente cero,
lo cual es muy razonable porque la distancia entre la Tierra y el Sol es muy pequena en
comparacién a las escalas cosmoldgicas y el efecto de la expansién del Universo es totalmente
despreciable. Debido a esto la ecuacién (3.38) llega a ser

Lsun
= —. 3.39
fsun,lOpc 471'(10pc) 2 ( )
Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién (3.37) encontramos
deff(l + 2)
=5l — . 4
p = dlogio ( T0pe (3.40)

Por conveniencia para medir distancias en Cosmologia se acostumbra usar unidades de “mega-
parsecs” (Mpc) en lugar de parsecs. Utilizando la ecuacién (3.22) y la siguiente relacién
10pc = 1Mpe/10°, podemos reescribir la ecuacién (3.40) como:

_ dr(z) 105 _ dr(2) 5
u = 5logio <1Mpc‘10 = 5logig 1 Mpe + 5log19(10°), (3.41)

a partir del cual encontramos

dr(z)
= 25. 42
p = 5logio <1Mpc) +25 (3.42)

Esta ultima expresion representa la magnitud teérica (calculada a partir de un modelo cos-
molégico) de la distancia modular de un objeto luminoso, ubicado a una distancia z de
nosotros. Por otro lado, los astrénomos miden esta magnitud para diversos objetos brillantes,
en particular, miden la magnitud de p(z) para las supernovas Ia. Entonces, empleando la
ecuacién (3.42) podemos confrontar las predicciones de un modelo teérico, contra un con-
junto de datos observacionales (por ejemplo supernovas tipo Ia u otras muestras de datos) y
estudiar las ventajas y restricciones de él, a través de u(z).

3.5. Prueba observacional de supernovas tipo la.

Una supernova de tipo la es una subcategoria de estrellas variables (sistema binario confor-
mado por una estrella enana blanca y una gigante roja) que se produce después de la violenta
explosion termonuclear de una enana blanca. Las enanas blancas son los restos de estrellas
que han completado su ciclo normal de vida y han cesado su fusién nuclear. Sin embargo,
las enanas blancas de oxigeno y carbono son capaces de desencadenar fusiones adicionales
que liberan una gran cantidad de energia si su temperatura es lo suficientemente alta [74].
Fisicamente, las enanas blancas con una tasa baja de rotacion estan limitadas a una masa que
estd por debajo del limite de Chandrasekhar alrededor de 1.38 masas solares [75]. Esta es la
masa maxima que puede ser soportada por la presion de electrones. Mas alla de estos limites,
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la enana blanca ganard poco a poco masa de su companera y su nucleo alcanzara la temper-
atura de ignicién produciendo una explosién termonuclear de toda su masa por la fusién del
carbono al acercarse a los limites. La explosién desintegrard a la enana blanca y emitird un
destello luminico, liberdndose mucha energia (1.2 x 10%*4.J) [76]. En cambio la gigante roja
saldré disparada en la direccién en la que se movia en el momento de la explosién [77].

Figura 3.3: La explosién de una estrella enana blanca origina una supernova [66].

Probamos y restringimos el término de interaccién Ig(z) usando tanto el conjunto de datos de
supernovas “Union2” de tipo Ia obtenidos desde el SCP compuesto de 557 datos [2], asi como
la muestra més actual de supernovas compuesta de 580 datos [3], denominada “Union2.1”.
Usando la ecuacién 3.24 hallamos la distancia de luminosidad d, ([1]) para una cosmologia
espacialmente plana,

dr(z,X) = c(l—i—z)/OZH(ii,X), (3.43)

donde H(z,X) es el pardmetro de Hubble (2.84), “c” es la velocidad de la luz dada en unidades
de km/s y X representa los pardmetros del modelo,

X = (Ho, 0,20, QD00 W, ALy ooy AN). (3.44)

Utilizando la ecuacién (3.42), definimos la distancia modular teérica para la k-ésima supernova
con corrimento al rojo z; como:

dL(zk, X)

th —
X) = — M =51

] + 25, (3.45)

donde m y M son las magnitudes aparente y absoluta de la supernovas tipo Ia respectivamente,
y el superindice “th” denota “tedrica”.
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A partir de (3.45), construimos la funcién estadistica x&y como

Nz 1 th p _ 2
EnX) = > i (’“’2) ] (3.46)
k=1

donde Np representa el nimero de datos de la muestra, ug es el valor observacional de la
distancia modular para la k-th supernova, ai es la desviacion estandar de la observacion.
Con esta funcién X%N’ definimos la funcién densidad de probabilidad (pdf) de la siguiente
forma

pdfgn(X) = Ay e Xsn(X)/2 (3.47)

donde A; es una constante de integracion. Esta definicion es la mas simple y los resultados
tedricos que produce concuerdan con las observaciones.

3.6. Prueba observacional de las oscilaciones acusticas
baridénicas
En esta seccién presentaremos los experimentos que confirman la existencia de las oscila-

ciones acusticas bariénicas y su utilidad para restringir los parametros libres de los modelos
cosmoldgicos, a través de expresiones matematicas que reflejan su naturaleza.

-

3.6.1. La funcién de correlacién £(7) y el espectro de potencia P(k)

Consideremos que p(¥) representa la densidad de materia en un punto especifico dado por
el vector posicién Z con respecto a algin origen arbitrario y (p) denota la densidad media de
la materia en un volumen V del universo.

Definimos la amplitud de las fluctuaciones de la materia como:

5@ = 2 = 1@ )] (3.48)

() (p)

Podemos expresar §(Z) como una serie de Fourier:

5(7) = 3 65D = 3 gz (3.49)
K K
donde §(Z), satisface las condiciones de periodicidad
5(L7 Y, Z) = 5(07 Y, Z) )
5('%.7 L? Z) = 5(x7 O? Z) Y

§(z,y,L) = (x,y,0), (3.50)
y las componentes del vector niimero de onda k son:
27 27 27
kx :nxf, ky:nyf, kz :nzf, (351)

Nz, My y N son nimeros enteros. Los coeficientes de Fourier d;: son cantidades complejas y
pueden ser calculadas a través de
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/53? —ikT) 37 (3.52)

como 4z es compleja, entonces se cumple que 5;% =0_j
La ecuacion (3.48) nos permite definir la funcién de correlacién de dos puntos en términos de

5(7)

. Z) — T+7)— el o

e = @ <p>][p(2 ) =0 _ @0+ 7)) (3.53)
(p)

donde la media es tomada sobre todos los puntos Z del volumen V. Utilizando la ecuacién

(3.49) en la ecuacién (3.53) tenemos

1 ik-& % (=il (47 = —ik-F
€)= | S IS e R =5 (o ) e=E . (asa)
Yk E P
En el limite cuando V' — oo, entonces la ecuacién (3.54) llega a ser

1 e
= —— [ P(k)e " d%k. :
€ = gy [ PR (355)
donde se define P(k) = <] oz | > /V . Esta funcién es conocida como el espectro de potencia

de las fluctuaciones de la materia en la representacién de Fourier. Calculando la transformada
inversa de Fourier de la ecuacién (3.54) hallamos

y 5a /5 et 7B (3.56)
Pasando al limite V' — oo la ecuacién anterior obtenemos
P(k) = / £(F) R T B, (3.57)
Si 9 es el angulo entre k y 7, entonces
k-7 = krcos(d), (3.58)
Pk = k*dkdQ = k*dksen(9)dddyp (3.59)
v e (0,m), pe(0,2m), ke (0,00). (3.60)
luego la integral en todas las direcciones de 7 da
2 1
/ e—ikrcos(ﬂ)dQ :/ ﬂ—dQO/ e—ikrcos(ﬂ)dﬁ _ 47Tsen(kr) ) (361)
Q 0 -1 kr
Considerando que el universo es isotrépico y homogéneo, entonces la & (ﬁ) no depende de la
direccién de 7, pero depende slo de su magnitud, es decir, {(7) = £(|| 7 [|) = &(r) (simi-
larmente P(k) = P(|| k ||) = P(k)) considerando esta condicién y sustituyendo la ecuacién

(3.61) en (3.55) hallamos

) = (717)2 /0 b P(k)se’z(f’") K2dk, (3.62)
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y cuya transformada de Fourier sera

) = dn / e(r) k) 2, (3.63)

Las funciones £(r) y P(k) especifican las propiedades estadisticas de las fluctuaciones de la
materia y contienen la misma cantidad de informacién fisica.

3.6.2. Deteccién del pico acistico de los bariones en la funcién de cor-
relacion a grandes escalas usando galaxias rojas luminosas

La funcién de correlacién a grandes escalas medida desde la muestra espectroscopica de
46, 748 galaxias rojas luminosas del SDSS (La regién de la muestra cubre 0. 72 h~=3 Gpc sobre
0.16 < z < 0.47.) muestra un pico alrededor de 100h~! Mpc donde h = 100 Este pico fue
identificado con el aumento de ondas esféricas de las fluctuaciones bariénicas producidas por
las oscilaciones acusticas en la época de la recombinacién en los ciimulos de materia con bajos
corrimientos al rojo. Esta deteccién demuestra el crecimiento lineal de estructura debido a la
inestabilidad gravitacional entre z ~ 1000 y z =~ 0. Para calcular la funcién de correlacién
en el espacio del corrimiento al rojo £(z) se asumié una cosmologia plana con Q79 = 0.30
y Qp = 0.70 y se utilizé el estimador Landy-Szalay. La muestra de datos observados se
separé inicialmente en 5 bines de 4h~! Mpc de ancho desde 10h~! Mpc hasta 30h~! Mpc,
luego se dividié otra vez la muestra en 20 bines desde 10h~! Mpc hasta 180h~! Mpc. Cada
dato medido de la funcién £(z) en el espacio del corrimiento al rojo fue transformado en su
correspondiente valor en el espacio de distancias, esta conversion estaba basada en el valor
del corrimiento al rojo de cada punto observado y en el cdlculo de la separacién comévil entre
dos puntos usando el vector de diferencia. La escala de distancia caracteristica de la muestra
SDSS con un corrimiento al rojo tipico de z = 0.35 puede ser relacionado con el parametro de
Hubble H (z) de la siguiente manera: Consideremos una capa esférica (Ver Figura 3.4) de radio
R,, z en esta Figura representa el corrimiento al rojo de los puntos “C” y “D” respectivamente
vistos por un observador en el punto “O” y Az denota la diferencia de corrimientos al rojo
entre los puntos “A” y “B”.

Midiendo la escala angular A#, los corrimientos al rojo z, Az, fijando un modelo cosmolégico
para calcular H(z) y usando la métrica de FLRW se pueden hallar las escalas comodéviles C'D
y AB

to cdt
CD =xA0 = A0 7 / E (3.64)

donde E(z) = H(z)/Hy y

cAt c Az

AB = Az =20
Ty THEGR)

(3.65)

Las ecuaciones (3.64) y (3.65) pueden ser generalizadas para una esfera deformada (AB #
CD), definiendo una escala tnica llamada “escala de dilatacién” D,(z) [5]-[7]

CD 1/3_ 9o Az | [ e [ dz 5 c Az /3
S R e Iy el ==
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T

donde se defini6 CD/AO = (1+ z)D 4 en términos de la distancia diametral angular D4 para
una geometria espacialmente plana (Ver Apéndice C).

Por conveniencia se asumié que la “escala de dilatacién” D,(z) deberia ser la escala que
represente a toda la muestra SDSS (escala teérica para SDSS zpa0 = 0.35). Dejando que la
esfera se extienda desde el observador “O” (A — O) hasta z ~ 0.35 (zp40 ~ 0.35), entonces
Az~ ZBAO X 0.35.

Para muestras con bajos corrimientos al rojo (zpao = 0.35), se asumié que la escala de
dilatacién D,(z) deberia registrar toda la informacién necesaria para convertir los valores
de corrimientos al rojo en distancias. Para el modelo ACDM con Q79 = 0.30, Q5 = 0.70 y
h = 0.7 la escala de dilatacién en z = 0.35, es DXCPM(0.35) = 1334 Mpc.

Construyendo una funcién x? como una funcién de D,(z) y Q M0 h? se encontré que su mejor
estimado era 2, = 16.1 con 17 grados de libertad (20 datos y tres pardmetros: Qys o h?,

D,(0.35) y la amplitud A = D,(0.35)(1/Qn,0H3/0.35¢). Los valores mejores estimados
fueron: QM,th =0.134+0.01, D,(0.35) = 1370 + 64 Mpc y A = 0.469 £+ 0.017.

La identificacién de la escala comdévil donde el pico de correlacién fue observado con
el horizonte de sonido en recombinacién requiere conocer la forma correcta de H(z) para un
modelo cosmolégico dado. Ademads, se necesita convertir los valores de corrimiento al rojo
observados (z) a distancias reales (Mpc). Una precisa determinacién del mejor estimado de
H(z) corresponderia a usar un modelo general o una parametrizaciéon general de H(z).

A continuacién mostraremos una manera simple de como hacer la aproximacién. Consider-

Figura 3.4: Una capa esférica en el espacio del corrimiento al rojo [5].

emos como modelo teérico al modelo ACDM para construir la funcién de correlacion desde
los valores de corrimiento al rojo observados y luego identificar las escalas de distancias
Tpico donde el pico del BAO aparece. Comparando este valor de 7p;., con el observado rl/n-co
del CMB necesitamos un factor de corrimiento de escala «: T;ico = Qrpico. Este factor a se

aproxima como el cociente de la escala de distancia requerida Dy (zpa0) de la muestra con
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Figura 3.5: Oscilaciones acusticas baridnicas. Observe la existencia de un pico ubicado
alrededor de 100 2~ Mpec. La existencia de este pico y su valor observacional permite crear
una prueba cosmoldgica para confrontar modelos teéricos [5].

D‘L/CDM(

la escala de distancia zpAo) correspondiente al modelo teérico ACDM

. r;n‘co o DV(ZBAO)

a = = .
D‘L/CDM(ZBAO)

(3.67)

T'pico

En este experimento se determiné por primera vez una de las medidas de distancia mas fuertes
que se podian derivar a partir de las escalas acusticas, es decir, el cociente de la distancia de
dilatacién en z = 0.35 dividido por la distancia diametral angular en z = 1089 (desacople de
los fotones), el cual se definié como:

Dy (0.35)

D4 (1059) (3.68)

Ross =

Para el modelo ACDM con €70 = 0.3, Q5 = 0.7y h = 0.7 y usando los datos de las galaxias
rojas luminosas se encontré que D 4(1089) = 13700 Mpc, entonces Ry 35 = 0.0979 £ 0.0036.
La deteccion del pico actustico del BAO confirman dos aspectos de la teorfa: primero, que las
oscilaciones ocurren en z > 1000, y segundo que ellas han sobrevivido al paso del tiempo y
son detectadas en bajos corrimientos al rojo.

La pequena amplitud del pico del BAO requiere que debi6 existir materia (DM) en z ~ 1000 y
que no interactud con el fluido barion-fotén. Estos resultados confirman la aplicabilidad de la
teoria de perturbaciones cosmoldgicas lineales a grandes escalas. La estrechez del pico actstico
en el espacio real (Mpc) ofrece una oportunidad para medir distancias en corrimientos al rojo
mas grandes. El tamano de la escala actstica es la distancia comévil que una onda de sonido
puede viajar entre la generacion de las perturbaciones y la época de la recombinacién. En
el modelo ACDM, el tamano de la escala acustica depende solamente de la densidad de la
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Resumen de los mejores estimados usando datos de galaxias rojas luminosas

Pardmetro Restriccién
Quoh? 0.130(n/0.98)!2 £ 0.011
Dy(0.35) 1370 + 64Mpc
Ro.35 0.0979 4 0.0036
A 0.469(n/0.98)793% £ 0.017

Cuadro 3.1: Resumen de los mejores estimados y sus errores a 1o de los parametros del modelo.
Se fijé Qp0h% = 0.024 y n = 0.98 respectivamente [5].

materia ) M,0h2.
Finalmente, una vez fijado z > 1000, la escala acustica puede ser usada en pequenos corrim-
ientos al rojo como “regla de nivel” para medir distancias.

3.6.3. Oscilaciones acusticas baridnicas en la muestra de datos de galaxias
de la exploracion digital del espacio sloan

La publicacién de la muestra de datos de galaxias de la exploracién digital del espacio sloan
(SDSS) representa el conjunto final de galaxias observadas usando los criterios de seleccién
del original SDSS. Dentro de esta muestra se analizo un cimulo de galaxias, incluyendo
las galaxias rojas luminosas (GRL) y las muestras de galaxias principales, combinadas con
los datos de la exploracion de los corrimientos al rojo de la galaxias en un campo de dos
grados (2dFGRS). Esta muestra comprendié 669, 905 galaxias principales con un corrimiento
al rojo promedio de z < 0.12, también incluy6é 80,046 de GRL con corrimientos al rojo
en 0.2 < z < 0.5 y se adicioné 143,368 galaxias de la muestra de 2dFGRS. En total esta
muestra estuvo formada por 893, 319 galaxias medidas en 9100 grados. Oscilaciones actsticas
bariénicas fueron observadas en espectros de potencia medidos en diferentes cortes en los
corrimientos al rojo, esto permitié restringir la relacién distancia (Mpc)-corrimiento al rojo
(z) para diferentes épocas.

En este experimento para z = 0.275 se midi6 el cociente, r4(z4)/ Dy (0.275) = 0.1390 £0.0037,
donde r4(z4) es la escala comévil del horizonte de sonido en la época de arrastre de los bariones
y se define en términos de su factor de escala como:

) = o [ G (3.69)

siendo c¢s(a) la velocidad del sonido

oP 1 1
(a) = % 3 [1 n (3Qb/4Qr)a] . (3.70)

Considerando las ecuaciones (3.69) y (3.70) hallamos la siguiente expresién

e U4z da -
rs(zg) = — : :
(za) \/§/o a? - H(a)\/1+ (3,0/4Q,,0) - a 7

El corrimiento al rojo en la época de arrastre de los bariones z4, puede ser obtenido a partir
de la siguiente férmula de ajuste [4, 5]:

o 1291(Qap - B0
T 1+ 0.659(Qpyp - h2)0-828

2 [1 + b1 (o h2)b2] , (3.72)
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Muestra SDSS + 2dFGRS.

Sub-muestras (bines) | Zmin | Zmaz | Ngalazia

1 0.0 0.5 | 895,834
0.0 0.4 | 874,330
0.0 0.3 | 827,760
0.1 0.5 | 505,355
0.1 0.4 | 483,851
02 | 0.5 | 129,045
0.3 0.5 | 68,074

~N O U = W N

Cuadro 3.2: Intervalos de los corrimientos al rojo analizados, indicando el nimero de galaxias
en cada uno de ellos.

donde hemos definido:

Qo = Qomo+ Q- (3.73)
b = 0.313(Q0 - b)) [1+0.607(Qas - h%)00™] (3.74)
by = 0.238(Qaso - h?)"223. (3.75)

En este experimento se encontré una restriccién casi independiente en el cociente de distan-
cias Dy (0.35)/Dy(0.2) = 1.736 + 0.065, mientras que para el modelo ACDM su valor fue
Dy (0.35)/Dy(0.2) = 1.67. Entre las técnicas de medida actual para estudiar la expansion del
universo, las oscilaciones actsticas bariénicas tienen el nivel més bajo de errores sisteméticos.
BAO son una serie de picos y minimos, con un nimero de onda de 0.06 hMpc~! que estdn
presentes en el espectro de potencias P(k) de las fluctuaciones de la materia después, de la
época de la recombinacién y a grandes escalas. Esto se origina porque las perturbaciones
cosmologicas primordiales presentes en el plasma relativista del universo temprano excitaron
a las ondas de sonido. La presién de la radiacién conduce al material bariénico lejos de las
semillas de las perturbaciones hasta que el material ionizado se recombina para un z ~ 1100
(~ 380,000 anos). El movimiento de los bariones continua por un intervalo de tiempo corto
después de la época de la recombinacion, hasta una época conocida como época de arrastre de
los bariones z ~ 1021. BAO ocurre a grandes escalas pero ha sido detectado en bajos valores
de corrimiento al rojo.

Para probar la relacién distancia-corrimiento al rojo, la muestra total (SDSS + 2dFGRS)
que contenia las medidas del BAO fueron divididas convenientemente en siete sub-muestras
(bines), de tal manera que se podian recuperar las senales originales del BAO con suficiente
exactitud (Ver Cuadro 3.2). Un modelo teérico del BAO fue construido ajustando un espec-
tro de potencia tedrico de la materia Pj,(k) y resolviendo numéricamente la ecuacién de
Boltzman. Describiendo de esta manera el proceso fisico anterior a la época de arrastre de
los bariones y se usé una interpolacién cibica para el parametro Dy (z), de este modo se
eliminé la forma del ancho de su espectro de potencia, dejando las oscilaciones libres. Este
modelo BAO permitié ajustar el espectro de potencia observado P,s(k) y hacerlo coincidir
con la forma de Py, (k). Cada espectro de potencia del modelo fue combinado con una funcién
“ventana” que maped para ambos la geometria y la diferencia entre el modelo ACDM (usado
para convertir corrimientos al rojo en distancias) y el modelo cosmoldgico a ser probado.
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Usando el catdlogo “Log-Normal (LN)” de las galaxias se reconstruyé los espectros de potencia
de las galaxias contenidas en cada una de las sub-muestras del Cuadro 3.2 y se comparé con
sus respectivos espectros de potencia observados (Ver Figura 3.6) utilizando el método de
Feldman en el intervalo de 0.02hMpc~! < k < 0.3 hMpc~! [5]-[7].

De la Figura 3.6 se nota que los espectros de potencia reconstruidos desde el catalogo LN
coinciden con los observados. Los espectros de potencia Ps(k) decrecen a pequenas escalas
(k > 0.1), lo cual era consistente con el comportamiento de las funciones P(k). Esta Figura
también muestra las oscilaciones acusticas baridnicas observadas en cada uno de los espec-
tros de potencia reconstruidos desde las sub-muestras de corrimiento al rojo (Ver Cuadro
3.2), donde se grafica el P,s(k) dividido por el Pieo(k) (Psmooth)- Estos espectros de potencia
mejores estimados para cada una de las sub-muestras 2 — 7 fueron construidas usando una
interpolacién cibica en el pardmetro Dy (z) con dos nodos en z = 0.2 y z = 0.35. La medida
de distancia mas fuerte que se encontré en este experimento es el cociente de las distancias
rs(zd) y Dy (2), €l cual se define como [5]-[7]:

7s(24)
Dy(z)’

donde r4(z4) representa la escala comdvil del horizonte de sonido comévil en la época de
arrastre de bariones y Dy (z) es la escala de dilatacién. La Figura 3.7 muestra la superficie
de probabilidad resultante como una funcién de Dy (z)/Mpc, para un valor fijo de rs(zq) =
154.7 Mpc. Esta Figura también revela una maxima probabilidad dominante cercana a los
pardmetros del modelo ACDM con valores Q579 = 0.25, h = 0.72 Qb70h2 = 0.0223. Se hizo
coincidir la superficie de confianza que contiene al méximo valor de probabilidad con el mejor
estimado de un modelo gaussiano multivariable y se encontré los mejores estimados para los
parametros d, fueron:

d-

(3.76)

s = 0.1905 = 0.0061, (3.77)
dlss = 0.1097 =+ 0.0036.. (3.78)

Estos resultados estan correlacionados con un coeficiente de correlacién r = 0.337.

Para un modelo cosmoldgico con dih donde el supraindice “th” indica tedrico, su probabilidad
es aproximada con una funcién densidad de probabilidad gaussiana multivariable cuya matriz
de covarianza es

C o <Ado_2Ad0,2> <Ad0_2Ad0,35> . +3.7436 x 107° 47.4158 x 1076
BAO = <Ad0.35Ad0.2> <Ad0.35Ad0.35> - +7.4158 x 1076 4+1.2966 x 107° ’
(3.79)
donde Ad, = d%° — d'*. La inversa de la matriz de covarianza Cao esté dada por [7]
~1 [ +30124 17227
CBao = < —17227 +86977 )’ (3.80)

Los resultados presentados muestran la importancia de las oscilaciones acusticas baridnicas

41



CAPITULO 3. LA DISTANCIA DE LUMINOSIDAD, LA DISTANCIA
MODULAR Y LAS PRUEBAS OBSERVACIONALES
3.6. PRUEBA OBSERVACIONAL DE LAS OSCILACIONES ACUSTICAS BARIONICAS

como un método clave para investigar la aceleracién césmica del universo y pueda proveer
importantes restricciones cosmolégicas.

Usando las ecuaciones (3.77) y (3.80), construimos la funcién x? de los datos del BAO

XBao(X) = (#(X) )" (Cgho),, (¢(X); — ). (3.81)

donde (d*" — d°*) es un vector columna formado por los valores téoricos menos los correspon-
dientes datos observacionales,

(3.82)

dt»h(X) _ dqbs _ ( dO_QQ(X) —0.1905 >

do.35(X) — 0.1097

y “T” denota la traspuesta. A partir de esta funcién XQB A0 definimos la funcién densidad de
probabilidad (pdf) de la siguiente manera

pdfpao(X) = Ay - ¢ BaoX) /2 (3.83)

donde As es una constante de integracion. Esta definicién es la mdas simple y los resultados
tedricos que produce concuerdan con las observaciones.
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Figura 3.6: La Figura (a), muestra los espectros de potencia reconstruido desde el catélogo
“Log-Normal” (lineas sélidas) comparados con los espectros de potencia de los datos (circulos
sélidos) a 1o para seis sub-muestras de la Tabla 3.2. Los errores en los datos fueron calculados
usando los elementos de la diagonal de la matriz de covarianza. Esta matriz fue construida
a partir de los datos del catdlogo “Log-Normal”. La Figura (b), muestra los espectros de
potencia para cada una de las siete sub-muestras de datos (circulos sélidos con un error a 1o).
Estas curvas son comparadas con sus correspondientes del modelo ACDM (lineas sélidas) [7].
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Figura 3.7: La Figura muestra las superficies de probabilidad en términos de la escala de
dilatacién Dy (z) en dos puntos z = 0.2 y z = 0.35, calculados para todos los datos obser-
vados y usando seis sub-muestras. Los contornos sélidos son graficados para una distribucién
Gaussina multivariable con dos grados de libertad a 1o, 20 y 30 respectivamente. Las proba-
bilidades fueron ajustadas para que coincidan con los intervalos de confianza Gaussiano. Los
contornos punteados muestra un ajuste Gaussiano multivariable. Los valores de Dy para el
modelo ACDM con Q70 = 0.25, h = 0.72 Q4 h? = 0.0223 son mostrados por lineas sélidas
vertical y horizontal [7].
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3.7. Radiacién césmica de microondas y su evidencia observa-
cional

En esta seccion presentaremos brevemente el experimento que confirma la existencia de la
radiacién césmica de microondas y sus principales expresiones matematicas que nos ayudaran
a restringir los parametros libres de los modelos cosmoldgicos.

3.7.1. Siete anos de observaciones de prueba Wilkinson de las anisotropias
de microondas (WMAP)

Los fotones del CMB son bosones vectoriales y para una temperatura dada, ellos pueden

oscilar en una direccion transversal. Esto es conocido como polarizacion. E1 CMB esta polar-
izado con un nivel de unos cuantos microkelvins. Los vectores de polarizacién de los fotones
dependen de la orientacién de nuestro sistema de coordenadas y por conveniencia se acos-
tumbra descomponer el campo vectorial de polarizacién en dos partes: la primera parte es
llamada “Polarizacién eléctrica (Modos E)” y la segunda parte es denominada “Polarizacién
magnética (Modos B)”. Los modos E aparecen de forma natural a partir de la dispersién de
Thomson en un plasma heterogéneo, mientras que la deteccién de los modos B es extremada-
mente dificil, se cree que son determinados partir de la densidad de las ondas gravitacionales
primigenias. La dispersién electrén-fotén en la época del desacople de los fotones (z, = 1090)
convierte las anisotropias cuadrupolares de la temperatura (I = 2) del CMB en una polar-
izacién lineal, el cual produce una correlacién entre la temperatura y la polarizacion. Las
fluctuaciones escalares adiabaticas producen una polarizacion radial alrededor de lugares de
temperatura fria y una polarizacion tangencial alrededor de lugares de temperatura caliente
en escalas angulares mas grandes que el tamano del horizonte en la época de desacople de los
fotones, > 2°. Para escalas angulares mas pequenas que el tamano del horizonte en la época
de desacople de los fotones, ambas polarizaciones son formadas alrededor de lugares calientes
y frios.
En este experimento los datos de las polarizaciones radiales y tangenciales se expresan en
términos de los pardametros de Stokes () y U. La polarizaciéon que es paralela al meridiano
galactico es Q > 0 y U = 0. Partiendo de aqui, la polarizacién que es rotada 45° de “este” a
“oeste” (en el sentido de las agujas del reloj, visto por un observador en tierra) tiene @ = 0
y U > 0, la polarizaciéon perpendicular al meridiano galdctico tiene Q < 0y U = 0, y luego
rotando 45° de “este” a “oeste” se tiene () = 0 y U < 0. Con una rotacion adicional regre-
samos a Q > 0y U = 0. Esto se muestra en la Figura 3.8. Es méas conveniente trabajar con
los parametros transformados de Stokes ), y U, definidos con respecto a un nuevo sistema
de coordenadas y que esta rotado por un dngulo ¢ [10].

Qr(0) = —Q(0)cos(2¢) — U(0)sin(2¢), (3.84)
U, (0) = +Q(0)sin(2¢) — U(0)cos(2¢). (3.85)

Estos pardametros son definidos con respecto a la linea que conecta el lugar de temperatura
en el centro del sistema de coordenadas y la polarizacion a una distancia angular 6 desde el
centro (Ver Figura 3.8). En este experimento por simplicidad algebraica se usé la aproximacion
de angulos pequenos, esta aproximacién se justifico usando escalas angulares pequenas, 6 <
5°. Con la aproximacién de angulos pequenos, Q y U estan relacionados a los modos de
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N
Q=0,U=0

Q=0,U<0

E : Q >0, U=0

Q=0,U>0

Figura 3.8: Sistema de coordenadas para los parametros de Stokes @) y U. Se usé coordenadas
galacticas con un “norte” hacia arriba y un “este” hacia la izquierda. En este ejemplo, @, es
siempre negativa, y U, siempre es cero. Cuando @, > 0 y U, = 0, la polarizacién es radial
[10].

polarizacién E' y B en el espacio de Fourier como:

27 .

Q) =— / (jﬂl)z [Efcos(Zcp) — stin(Qgp)] et (3.86)
o

ue)=-— / (;lﬂgz [Epsin(2¢) + Bjcos(2¢)) e?, (3.87)

donde ¢ es el angulo entre I y la linea de latitud galactica, [ = (lcosyp, lsing). Sustituyendo
las ecuaciones (3.86)-(3.87) en (3.84)-(3.85) encontramos

27 .
Q6) = [ o [Breos(2(6 = ) + Bsin(2(0 = )] . (3.89)
a2l _ il-0
U-(0) = — / W [Efsm(Z(qﬁ —)) — Bl—cos(2(<z5 — gp))] e, (3.89)

Usando la estadistica de picos de campos gaussianos relacionamos el promedio de la local-
izacién de picos de temperatura (@Q,) con el modo E de polarizacién a través del espectro de
potencia ClTE , el promedio de la localizacién de picos de temperatura (U,) con el modo B
de polarizacién a través del espectro de potencia C’lT By el perfil de las fluctuaciones de la
temperatura, (T'), con el espectro de potencia de la temperatura [10], se hall6

(@) (0) =~ [ EWEWE (b, + b) O o (10), (3.90)
W) 0) =~ [ SEWEWE b+ bl CFP 100), (3.91)
(1) (6) = = [ 5 (OWF (b + b CTT (1), (3.92)

donde VVIT y VVZP son las transformadas arménicas de las funciones ventanas, las cuales son
una combinaciéon de datos observacionales de temperatura y polarizacién, respectivamente,
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Resultados estadisticos obtenidos de los analisis de polarizacién

Combinacion de datos® | x?* | Amplitud del mejor estimado® | Ax?
Caliente, Q,V + W 661.9 0.57 +0.21 -7.3
Caliente, U,V + W | 661.1 1.07 +0.21 4.7
Caliente, Q,,V +W | 694.2 0.82+0.15 —29.2
Caliente, U,V + W 629.2 —0.13£0.15 —0.18

Frio, Q,V + W 668.3 0.80 + 0.21 —18.2
Frio, U,V + W 682.7 0.86 + 0.21 —16.7
Frio, Q,,V + W 682.2 0.90 & 0.15 —36.2
Frio, U,,V + W 657.8 0.20 +0.15 —0.46

Caliente, Q,V — W 559.8
Caliente, U,V — W 629.8
Caliente, Q,,V — W 662.2
Caliente, U,V — W 567.0
Frio, Q,V — W 584.0
Frio, U,V — W 668.2
Frio, Q,,V — W 616.0
Frio, U,V — W 636.9

Cuadro 3.3: (a)“Caliente y frio” denota los lugares de temperatura caliente y fria respec-
tivamente. (b)Calculado con respecto a una sefial nula. El dof es 625. (¢) Amplitud mejor
estimada predicha por el modelo tedrico. Los errores son dados a 1o [10].

v b, + b<l2 es el “bias (relacién)” de los picos. Para analizar los datos y encontrar picos de
temperatura se usd el mapa de temperaturas reducido al primer plano V + M. Usando el
software “hotspot” se encontré y selecciond los lugares de temperaturas caliente y fria. Los
lugares de temperatura caliente fueron 12,387 y los de temperatura fria fueron 12,628. La
r.m.s. de las fluctuaciones de la temperatura fue o = 83.9uK.

Para analizar los datos de polarizacién se empleé los mapas de polarizacién en las bandas
V y W y se analizé en analizar los datos observacionales para pequenas escalas angulares
6 < 2°. Para tal fin, se dividié la muestra de datos en dos conjuntos: (i) V, Wy V + W con
una resolucién comin de 0.5 y seleccionando los datos, y (ii) V, W y V + W sin alguna
seleccién de datos. El primer conjunto de datos es usado para visualizacion, mientras que el
segundo conjunto es usado para el andlisis de x?. Usando las ecuaciones (3.84)-(3.85) y las
imagenes de Stokes @ y U podemos calcular @, y U,.

Las Figuras 3.10 y 3.11, muestran las imagenes de los parametros T, Q, U, @Q.., U, alrededor
de lugares de temperatura fria y temperatura caliente, respectivamente. Una disminucién
de temperatura en 6 ~ 1° es visible en los datos. Las imagenes mas nitidas son de Q y T
respectivamente. La fase de la compresién se produce en 1.2° y la expansién en 0.6° para
Q@,: las direcciones de polarizaciéon alrededor de lugares de temperatura fria son radiales
en 0.6° y tangenciales en 1.2°, y aquellos alrededor de lugares de temperatura caliente son
contrarias a lo mencionado. Se compard los parametros ), y U, usando los mapas de la
suma (V + W)/2 y la diferencia (V — W)/2. El mapa de @, el cual debe ser diferente de
cero para una senial cosmoldgica, muestra una clara diferencia entre los mapas de la suma
y diferencia, mientras que el mapa para U, es cero en los mapas de la suma y diferencia
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(esto es consistente con la conservacién de la paridad global del universo a menos que un
error sistemadtico rote el plano de polarizacién). La segunda columna de la Tabla 3.3 muestra
los valores medidos de x2, siendo el ntimero de grados de libertad (dof) 625. Para cada
combinacién de mapas, se ajustd los datos para calcular la amplitud mejor estimada. Los
aumentos mas grandes en x? son observados para @, y sus amplitudes mejores estimadas son
0.8240.15 y 0.90 £ 0.15 alrededor de lugares de temperatura caliente y fria respectivamente.
Se detecté la polarizacion esperada alrededor de los lugares calientes y frios en el nivel de
5.40 y 60, respectivamente. Por otro lado, no se encontré evidencia para U,. Los valores de
x? por dof son 629.2/625 = 1.00672 (lugares frios) y 657.8/625 = 1,05248 (lugares calientes)
respectivamente. El modelo ACDM predice C/ 5 =0 y de aqui (U,) = 0.

En este experimento se ajusté las medidas de U, a las predichas de @,, encontrandose
un resultado nulo. Todos los valores de x? medidos desde los diferentes mapas son consis-
tentes con una sefial nula para U,. Las fluctuaciones de temperatura del CMB obedecen
estadisticas Gaussianas y la simetria de paridad global es respectada en escalas cosmoldgicas.

El modo de polarizacion E cruza el espectro de potencia, C’ZTE , contiene toda la infor-
macién a cerca de la correlacién entre la polarizacién y la temperatura. Este modo de
polarizacién fue detectado, medido y utilizado para encontrar las polarizaciones alrededor de
los lugares de temperatura fria y caliente.

Se demostré también que se puede escribir los perfiles de las polarizaciones alrededor de la
temperatura de un lugar en términos de una integral de ClTE .

Los parametros de Stokes ) y U ayudan a entender la fisica en la época del desacople
(materia-radiacién) en la forma de polarizaciones radial y tangencial en dos escalas angulares
caracteristicas que son importantes para la fisica de oscilaciones acusticas: la fase de
compresion en § = 204 = 1.2° y la fase de expansién 0 = 04 = 0.6°. Cualquier experimento
que mide ambos temperatura y polarizacion deberia ser capaz de reproducir las imagenes de
los pardmetros Q, U, Q,, U, y T.

Finalmente se combiné los datos de WMAP 7, los datos del espectro de potencia del
CMB, los datos de los espectro de potencias del experimento ACBAR (Arcminute Cosmology
Bolometer Array Recever), y del experimento QUaD (Quest at Dasi) para reconstruir el
espectro de potencia de las fluctuaciones de temperatura del CMB (Ver Figura 3.12) para
pequenas escalas angulares (I < 2000).

3.7.2. Aplicacion de los “priors” de distancia

La prueba cosmolégica del CMB es una prueba de gran precision y que toma en cuenta
tiempos muy tempranos del Universo (hasta un corrimiento al rojo de z, = 1091.3). Esta
basada en la ubicacion del primer pico del espectro de las anisotropias en la temperatura
del CMB llTT = 220, el cual ha sido obtenido observacionalmente. Los “priors” de distancia
dados por los siete anos de observacién del WMAP [10] y que serdn empleados para restringir
los pardmetros de los modelos cosmolégicos son el “parametro de corrimiento” R, la “escala
acustica” 14, y el “corrimiento al rojo del desacople de los fotones” z,.
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Para eliminar la dependencia del modelo incluida en la calculacion de la escala an-
gular del horizonte de sonido en la época de la iltima dispersién HITT un parametro
independiente del modelo puede ser definido dividiendo la escala angular 91TT ~ f{% por la
"TT 1
0, ~ [T

correspondiente escala angular de un modelo de referencia. Este parametro es

conocido como el parametro de corrimiento del CMB “R”, la cual se define como [8]:

5 l’lTT
R = T (3.93)
1

donde [T corresponde a la prediccién de la ubicacién del primer pico actstico del CMB
de acuerdo al modelo cosmoldgico que se desea probar, con (w, = QM,Oh2 = (Qpmo +
Qb,o)h2, wp = Qb,th, h) fijos y l;TT es la prediccién de un modelo de referencia, que se denota
como “SCDM?”, que consiste en asumir una geometria espacialmente plana, con (€}, , = 1.0)
y asumiendo que (wps,wp, h) son los mismos valores que el modelo a probar. 7

El corrimiento al rojo z. (época de desacople de los fotones) es calculada usando la férmula
de ajuste [4]

2, = 1048 [1 +0.00124(Qp0 - h%) O] [1 4 g1(Quar - h?)%2] (3.94)
donde Q0 = Qparo + o y las funciones g1 y g2 son:

0.0783(2p0 - h?)~0-238
14 39.5(Qp 0 - h2)0-763
0.560

_ . 3.96
92 1+ 21.1(Qyp - B2)181 (396)

9 (3.95)

La distancia diametral angular del horizonte de sonido en la época de la tultima dispersion

D 4(z4) se define para una geometria espacialmente plana como (Ver Apéndice C):
c = d

(I1+2)) o H(Z')

Da(z) = (3.97)

Evaluando la ecuacién (3.71) en z,, encontramos escala comdvil del horizonte del sonido en
la época de la tltima dispersion

c 1/(142+) da
rs(2ze) = / . (3.98)
\/g 0 a? - H((I) \/1 + (391)70/49%0) - a

El céalculo tedrico de la localizaciéon del primer pico actstico Z?T estd relacionado con la
distancia diametral angular en la época de la tltima dispersion D 4(z,) y con su escala comévil

del horizonte de sonido en la época de la dltima dispersién r,(z,) de la siguiente forma:
U1 =14(Da,rs)(1 — Y(war,ws)) - (3.99)

Definimos la escala angular 677 del horizonte de sonido en la época de la tltima dispersion
como:

01" = 1;;(22)) (3.100)
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también definimos la “escala acustica” 4 como:

D A(z)

Ts(2)

T

la(Da,rs) = (1+z*)9T—T =(1+z) (3.101)
1

y el pardmetro de corrimiento de fase ¥ (wpas,wp) ~ 0.27 depende débilmente de los pardmet-

ros cosmolégicos.

Por otro lado, usando la ecuacién (3.97) encontramos la distancia diametral angular para el

3000 Models
L] WMAP 3wr

3000 o

ACDM

2 uk?
bJ

000

f:
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I+ ¢

1000 -
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ek =220 Lk =246
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1

Figura 3.9: Derivacion del pardmetro de corrimiento al rojo. Los bines de datos de los tres
anos de WMAP para un modelo ACDM de geometria plana (w,, = 0.14, wg 22, h = 0.72) y
para un modelo SCDM (wy, = 0.14, wg g22, h = 0.37). Para el modelo ACDM el primer pico
estd en [7T = 220 mientras que para el modelo SCDM estaén I;7T = 246 [88].

modelo cosmoldgico de referencia SCDM, el cual serd denota por una prima D’

Ay Zx dZ
Dae) = = f
oS0 [ o1+ 207+ (1 + 2]
_ i?* [(Q;+1)1/2—(Q*Q;+1)1/2}' (3.102)
0

donde hemos considerado que Q/M,o = 1, para el modelo de referencia SCDM. Definimos el
factor de correccién ¢(£2., a,) para D’; como:

¢(,a) = (Q+1DV— (a2 + 1)/, (3.103)
entonces reescribimos la distancia diametral angular para el modelo de referencia SCDM como

Dia(z) = gra(®,a). (3.104)

Utlizando las ecuaciones (3.99)-(3.104) en la ecuacién (3.93) y asumiendo una geometria
espacialmente plana, hallamos

B I’TT (1= sD/ . 92 O a,
R=1r= Al WZY/ A7) _ al f’a), (3.105)
Iy la(l =)  riDa(z¢) /o X(24)
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Ia(z,) | 302.09 £ 0.76
R(z.) | 1.725 £ 0.018
z | 1091.3+0.91

Cuadro 3.4: Datos observacionales del CMB [10].

donde definimos

i # HodZ
&= EE

(3.106)

y hemos considerado que ¢ = ¢', (debido a que wy, = wy y wy = W), ¥V ax(wp, war) =
al, (wy, w),) [88]. La principal ventaja de usar el “pardmetro de corrimiento” es que depende
débilimente de los valores de otros pardmetros cosmolégicos que no sean a través de H(z). La
dependencia con otros pardmetros es a través de QX;’(/)Z v (., a.) = q(wr/W?, as(wrr, ws)).
Los valores para )] y z. estan dados por

wh=Qh? ~ 247 x1075 . (3.107)

Es importante comentar que aun no ha sido demostrado de manera explicita que tanto
depende el pardmetro de corrimiento de los valores de (wps,wp), y que afectaria a R a través
de q(€., a.). Para no correr riesgos de una posible dependencia fuerte, por conveniencia se
define un pardmetro R que pueda ser equivalente a R, que no contenga al término q(2., ay)
pero que tenga la misma utilidad que R.

Usualmente se define en la literatura el “pardmetro de corrimiento” como:

R(z) = v/Oarox(2) = /o / 0 E‘;‘Zi)z (3.108)

Para un valor fijo de Qa0 = 0.27, Q9 = 0.043 y 0.5 < h < 0.9, ¢(,., ax) permanece en el
rango de 0.964 < ¢ < 0.968 y por lo tanto ¢(£2., a.) depende muy débilmente del pardmetro
de Hubble H(z).

De la ecuacién (3.93) (o 3.108) notamos que para calcular el valor de R (o R), es
necesario conocer el valor de l/lTT v luego hacer el cociente con el valor de Z{T. Sin embargo,
para calcular lllTT es preciso asumir el modelo de referencia SCDM. Por eso se acostumbra
usar el modelo ACDM, debido a que ajusta mejor la localizacion primer pico del CMB. Se
utiliza el modelo ACDM no como el modelo de referencia, sino como el modelo con el cual
se calcula teéricamente el valor 171 = 220, no para calcular el valor de 220, ya que este valor
se conoce de manera observacional, sino por el contrario para determinar los valores de los
pardmetros (wyy, wp, h) que se necesitan conocer para usarlos en el modelo de referencia SCDM.

Los valores que mejor ajustan la ubicaciéon del primer pico del CMB usando ACDM
son (wpr = 0.14,wp = 0.022, h = 0.72), produciendo l{T = 220 £ 0.08. Con estos resultados se
encuentra que los valores para SCDM deben ser (wy; = 0.14,w, = 0.022, h = 0.37), esto nos
permite obtener el valor de lllTT = 247.
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De los resultados anteriores y usando la ecuacién (3.93) encontramos
5 1’1TT
R= frr = 1.123 + 0.03. (3.109)
Utilizando las ecuaciones (3.105)-(3.108) y sumiendo un valor de ¢ = 0.965 hallamos
R(z«) = \/QMmox(z) = 1.71 £ 0.05. (3.110)

El actual valor de R esté dado por el experimento de WMAP 7 [10]. Los datos observacionales
de los siete anos de WMAP 7 [10] estan dados en el Cuadro (3.4).
Siguiendo [10], la funcién x? para los datos del CMB es

Xenm(X) = (#(X) —a2) " (Caham),, (#(X) —a) (3.111)

donde (2! — z°%) es un vector columna formado desde los valores tedricos menos los corre-
spondientes datos observacionales,

La(2) — 302.09
eM(X) -2 = [ R(z)—-1725 |, (3.112)
z — 1091.3

“T" denota la transpuesta y (C(_Jllv[B)ij es la matriz inversa de covarianza del CMB. En [10],
la matriz inversa de covarianza estd definida como:

+2.3050 +29.6980 —1.3330
Comp = | +29.698 +6825.27 —113.18 | . (3.113)
—1.3330 —113.180 +3.4140

Con esta funcién X%}MB7 definimos la funcién densidad de probabilidad (pdf) como:
pdf oy (X) = Az - e Xems(X) /2, (3.114)

donde Ag es una constante de integracién. Esta definicién es la méas simple y los resultados
tedricos que produce concuerdan con las observaciones.

Luego, usando las ecuaciones (3.47), (3.83), (3.114) construimos la funcién de densidad de
probabilidad total para estas tres muestras observacionales

Pdf = pdfgy - pdfgao - PAfcuB- (3.115)
Podemos reescribir la ecuacién anterior del siguiente modo
Pdf(X)=A-e X’ X)/2, (3.116)
A partir de la ecuacién anterior, definimos la funcién x? total como:
x* = x*sn + X’Bao + X’cmB- (3.117)

Por lo tanto las restricciones estadisticas sobre los parametros de los modelos cosmolégicos,
pueden ser obtenidas minimizando la ecuacién (3.117).
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Figura 3.10: Imagenes de los datos de temperatura y polarizacién alrededor de lugares de
temperatura fria. Cada panel muestra una regién de 5° x 5° con el norte hacia arriba y el este
a la izquierda. Los paneles superiores de izquierda a derecha muestran imagenes simuladas de
la temperatura y de los pardmetros de Stokes superpuestas con las direcciones de polarizacion.
Los paneles del medio muestran imagenes de la temperatura y de los parametros de Stokes
superpuestas con las direcciones de polarizacién usando los datos observacionales de WMAP 7
V + W. En el mapa observado de @, la fase de compresion estd en 1.2° y la expansion
estd en 0.6° son claramente visibles. Los paneles inferiores de izquierda a derecha muestran
las imagenes de los pardmetros @, y U, obtenidos a partir de la suma de mapas (V + W) /2
y de la diferencia de mapas (V' — W)/2 respectivamente y producen pruebas nulas. Note que
U,, el cual prueba la correlacién T'B (Ver ecuacién 3.91), es nulo como una consecuencia de
la conservacién de paridad en el universo.[10].
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Figura 3.11: El mismo comentario de la Figura 3.10 pero para lugares de temperatura caliente
[10].
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Figura 3.12: Las anisotropias(fluctuaciones) de la temperatura usualmente se definen como:
AT(0,0)/T = (T(0,9) — T,)/T,, donde T'(6, ) representa la temperatura en una posicién
angular de la esfera celeste (cielo) y T, = 2.72K es la temperatura promedio. Para relacionar
las observaciones de AT'(0, ¢)/T con la teoria, se expande estas fluctuaciones de la temperatu-
ra en términos de los arménicos esféricos Y; ,,, (base ortonormal y completa en el espacio de
Hilbert): AT(0,¢)/T =32, ij—z aim Ym0, @), siendo 6 y ¢ los dngulos esféricos usuales.
Los nuimeros a;,,, son complejos y satisfacen las siguientes condiciones:

1)< ajy,ys aim >= C1O1Omp v ii) Se define el espectro de potencias de las fluctuaciones angu-
lares como: C; =< | ajp, |2 >.

La Figura muestra el espectro de potencia de las fluctuaciones de la temperatura obtenido
usando los datos de los experimentos WMAP 7, ACBAR y QUaD. Los datos de los experimen-
tos ACBAR y QUaD se muestran para [ ~ 690, donde los errores en el espectro de potencia
de WMAP 7 son dominados por ruido. Las lineas sélidas muestra el mejor estimado para el
modelo ACDM usando los datos de WMAP 7 [10].

3.8. Técnicas estadisticas de reduccion del numero de
paramétros de un modelo tedrico.

En esta seccién presentaremos dos técnicas estadisticas que son muy utiles para reducir
el nimeo de pardametros de nuestros modelos cosmoldgicos, lo cual nos permitird trabajar las
simulaciones numéricas con un menor nimeros de ellos, permitiéndonos invertir menos tiempo
para la obtenciéon de sus mejores estimados.

3.8.1. Técnica de la marginalizacién sobre la funcién de densidad de prob-
abilidad total (Pdf) de parametros independientes.

Esta técnica esta basada en la Estadistica Bayesiana (Ver Capitulo 3 de [71]) y consiste
en escoger una funcién de probabilidad (priors) para cada uno de los parametros del modelo
que se desean excluir de la funcién de densidad de probabilidad total (Pdf) de un modelo
cosmologico. Para lograr esto, integramos sobre todos los valores posibles de estos pardmetros
(proceso de Marginalizacién), resulta una nueva funcién de densidad de probabilidad total

95



CAPITULO 3. LA DISTANCIA DE LUMINOSIDAD, LA DISTANCIA
MODULAR Y LAS PRUEBAS OBSERVACIONALES

3.8. TECNICAS ESTADISTICAS DE REDUCCION DEL NUMERO DE PARAMETROS
DE UN MODELO TEORICO.

con un menor numero de parametros.

Consideremos un sistema cosmolégico con los siguientes “S” parametros libres e inde-
pendientes definidos por

X = (P1,P2,P3, P4, -, Pms - P5), M < S, (3.118)

entonces marginalizamos los pardmetros Y = (p1,p2,p3, P4, -...,pm) en el Pdf, escogiendo
“priors” sobre ellos. Por tanto, debemos calcular la siguiente integral

Pdf(V) = / / / / ...... / Pdf(X) Pdf(Y) dpy dps dps dps.... dpm, (3.119)

donde V = (pm+1, Pm+2, -, Ds) representa los pardmetros no-marginalizados y cuya funcién
de densidad de probabilidad la denotamos como Pdf(V). Los limites de integracién son
escogidos convenientemente para cada parametro.

Pdf(X) es la funcién de densidad de probabilidad total del sistema cosmoldgico en estudio y
Pdf(Y) es la funcién distribucién de probabilidad de los parametros marginalizados (Y), a
las cuales convencionalmente se las llama “priors” y son escogidos convenientemente pudiendo
ser funciones gaussianas, funciones delta de Dirac o funciones constantes. En consecuencia,
sustituyendo estos “priors” en (3.119) hallamos Pdf(V) que depende solamente de los
pardmetros “V”. Podemos expresar Pdf(V) en términos de una funcién exponencial, en
donde su nueva %2 depende solamente de los pardmetros V,

Pdf(V)=A-e XV)/2 (3.120)
donde hemos definido

Nr [ 4 2
V) = ) i h(zk’v;) ) : (3.121)

(o
k=1 k

y Nt representa el niimero total de datos observacionales de la muestra que se utiliza.

El minimo valor de la funcién 2 daré los mejores estimados de los pardmetros V y él medir4 la
calidad del ajuste del modelo tedrico confrontado con los datos observacionales.

Una aplicacién de esta técnica ha sido empleada en los modelos II y IIT del Ensayo 1 [Ver
(2.3) y (6.1)], en donde se consideré “priors” delta de Dirac entorno a valores especificos
Y = (I:I(), Q DM,0s pr, Q,«yo) medidos para alguna observacién independiente

Pdf(Y) = §(Ho — Ho) - 5(2paro — Loaro) - 0o — Qo) - 3(Qro — Qo). (3.122)
Los valores especificos escogidos para los “priors” delta de Dirac son:

» Hy=120 (km/s)Mpc~! sugerido por las observaciones del Telescopio Espacial Hubble
(HST) [78].

= Qparo = 0.2338,

= (0 = 0.0462,
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= Q.0 =4.620 x 107°.

Con estos se han trabajado los modelos II y IIT del Ensayo 1 para la reconstruccién de la
funcién de interacciéon Ig(z) hasta el orden N = 5 en la expansién polinomial en términos
de los polinomios de Chebyshev. En cambio, para el modelo IV, se escogieron los mismos
“priors” delta de Dirac (3.122) con los mismos valores ya descritos, pero se dej6 el parametro
Qpuro libre, para que sea estimado a través de la minimizacién de la funcién ¥?(V) (3.125),
haciendo también una reconstruccion de la funcién de interaccion Ig(z) hasta el orden N = 5.

3.8.2. Técnica de la marginalizacién sobre la funcion de densidad de prob-
abilidad total (Pdf) con algunos parametros dependientes.

De manera similar a la subseccién anterior (3.8.1), tomemos un sistema cosmoldgico con
los siguientes ”S“ (ver ecuacién 3.118) pardmetros libres, donde algunos de ellos no son
independientes, es decir, supongamos que los siguientes parametros D = (pa, p3, P4, ..oy Dm—1)
dependen del pardmetro p;. Esto nos permitird reducir el niimero de paramétros libres de
nuestro modelo tedrico en estudio y en consecuencia reducir también el niimero de “priors”
que debemos escoger para los pardmetros independientes que se marginalizan en la funciéon
de densidad de probabilidad total Pdf.

Consideremos que Y = (p1,Pm,Pm+1sPm+2,----, Pu) denota a los pardmetros que se van
a marginalizar en el Pdf, escogiendo convenientemente “priors” sobre ellos. Del mismo
modo V = (py+1,Put2, -, ps) denota a los pardmetros no-marginalizados y cuya funcién

de densidad de probabilidad la denotamos como Pdf(V). Entonces debemos encontrar la
siguente integral

Donde Pdf(X) representa la funcién de densidad de probabilidad total del sistema cosmol6gi-
co en estudio y Pdf(Y) es la funcién distribucién de probabilidad de los pardmetros marginal-
izados Y. Los limites de integracién son escogidos adecuadamente para cada parametro. Del
mismo modo para esta segunda técnica, los “priors” son escogidos convenientemente pudiendo
ser funciones gaussianas, funciones delta de Dirac o funciones constantes. En forma similar
a las ecuaciones (3.120) y (3.125) definimos la funcién de densidad de probabilidad de los
parametros no-marginalizados

Pdf(V)=A'- e X*V)/2 (3.124)

en donde también definimos una nueva funcién 2 dependiendo solamente de los pardmetros
no-marginalizados V

Nr [ 4 2
XQ(V) _ Z[Nh(zka\g)_ﬂk] 7 (3.125)

g
k=1 k

y Nr representa el nimero total de datos observacionales de la muestra que se emplea. El
minimo valor de la funcién ¥? daré los valores més probables de los pardmetros V.
Una aplicacién de esta técnica ha sido empleada en el modelo cosmolégico del Ensayo 2
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(3)[Ver (2.3) y (6.2)(6.3)], cuyos pardametros son: X = (Ho, Qpar0, 0, 2r0, W, Ao, A1, A2)
(X = [Ho,QDM’O,Qbﬂo,Qr,o,w,a%M,aoDM,afDM}) en donde se fijo los pardametros de densi-
dad de materia bariénica 2, o y radiacién €, en términos de la constante de Hubble Hy, es
decir [59]:

224.6

Q0 = 0.02246h 2 = 3.126
b,0 Hg ) ( )
41
Q0 = 4.17356 x 10°°h 2 = OHﬂ (3.127)
0

Luego escogiendo como “priors” funciones constantes sobre cinco pardmetros del siguiente
conjunto V = (Ho, Qpa,0, w, Ao, A1, A2), obtendremos una distribucién de probabilidad de X2
para el parametro libre del modelo. Repitiendo este proceso para cada uno de los paramétros
independientes del modelo construimos sus respectivas distribuciones de probabilidad.

Un proceso similar fue hecho para el Ensayo 3.
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Capitulo 4

El modelo estandar de la cosmologia
ACDM, la energia oscura y la
expansion acelerada del universo.

4.1. El modelo estandar de la cosmologia ACDM

Es el modelo cosmolégico mas simple que estd de acuerdo con todas las observaciones
actuales y explica consistentemente las observaciones césmicas sobre las anisotropias de la ra-
diacién césmica de fondo, la estructura a gran escala del universo, las observaciones realizadas
sobre las supernovas, asi como la expansion acelerada del universo. Este modelo cosmologico
propone un universo constituido por:

Constante cosmoldgica. El modelo asume que existe la energia oscura y que ésta tiene
exactamente el comportamiento de una constante cosmoldgica, con una ecuaciéon de
estado: p = —p. La constante cosmoldgica se describe en términos de €25 o. En la actu-
alidad, Qa0 ~ 0.73 lo que implica que vale 73 % de la densidad total de materia-energia
presente en el universo.

Materia oscura fria. Es una forma de materia no bariénica (puede estar formada por neu-
trinos, particulas supersimétricas, axiones y agujeros negros), que no colisiona y se com-
porta como polvo. Esta componente representa 23 % de la densidad total de materia-
energia presente en el universo.

Materia bariénica. Es toda forma de materia constituida de bariones y leptones (excepto
determinados tipos de neutrinos). Se asume que ella tiene un comportamiento de pol-
vo. Segun célculos recientes, esta forma de materia constituye solamente el 4% de la
densidad total de materia-energia presente en el universo.

Radiacion. También se toma en cuenta la existencia de radiacion en el universo, manifestada
como radiacién césmica de fondo. Esta componente representa 0.005 % de la densidad
total de materia-energia presente en el universo.

Las observaciones mas recientes de WMAP 7 indican que el universo es espacialmente plano
[9]. Entonces para el modelo ACDM, la expresién del pardmetro de Hubble tiene la forma
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dada por la expresién (2.84):
H?(z) = H? [9670(1 +2)° + Qo1+ 2)* + Qparo(1 4 2)° + Qao] - (4.1)

Por otro lado, la componente de radiacién hoy en dia es muy pequeiia, por lo que su con-
tribucién en tiempos recientes del universo es despreciable. Debido a esto, los cosmélogos
por simplicidad acostumbran despreciar €2, 9. Al probar el modelo ACDM usando las tres
pruebas cosmolégicas, “Union 2.1 SNela + CMB + BAOQO”, se encuentra que los valores de
los pardmetros de densidad y de la constante de Hubble son: Hy = 70.99540 (Km/s)Mpc™1,
Mo = 0.04456, Qparo = 0.22690, Qp o = 0.72853, Q2,9 = 0.00005 respectivamente (Ver
Capitulo 5.1).

4.2. La energia oscura y la expansién acelerada del universo.

4.2.1. Descubrimiento de la energia oscura.

En el ano de 1998 las observaciones de supernovas del tipo Ia muy lejanas, realizadas por
parte del Supernova Cosmology Project en el Laboratorio Nacional Lawrence Berkeley y el
equipo de busqueda de supernovas en alto corrimiento al rojo, encabezados por Adam G. Riess
de la Universidad de California en Berkeley, publicaron un articulo titulado “Observational
evidence from supernovae for an accelerating Universe and a cosmological con-
stant” [1] en el que indicaban la posible evidencia de que el universo se estd expandiendo
aceleradamente, hoy en dia.
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Figura 4.1: Gréfica de la distancia modular p(z) de los 50 datos de supernovas tipo Ia, utiliza-
dos por Riess et al. [1] y que sirvieron para mostrar la aceleracién presente del universo y la
posible existencia de una constante cosmoldgica no nula. En esta figura se grafican los datos
medidos con sus barras de error asi como las curvas generadas por tres modelos cosmoldgicos
diferentes. En aquel momento, el modelo cosmoldgico con Q0 = 1.0 y Qr0 = Qo = 0.0
era el de mayor aceptaciéon cientifica en la comunidad internacional de cosmdélogos; antes
del descubrimiento del grupo de Riess. Esta grafica fue construida asumiendo €, = 0.0 y
Hy = 70.40 (Km/s)Mpc™! respectivamente.
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Este grupo realiz6 un estudio sobre una muestra de 50 supernovas tipo Ia (SNe Ia) que se
encontraban a diversas distancias cosmolégicas (corrimiento al rojo entre 0 < z < 0.62 esta
muestra era la mas numerosa y de mayor corrimiento al rojo que se tenian hasta ese momento).
Del analisis descubrieron que las supernovas tipo Ia parecian tener una luminosidad aparente
menor de la que predecia el modelo cosmolégico més aceptado en aquel tiempo caracterizado
por: Q0 = 1.0y Q.9 = 0.00005,Q250 = Qo = 0.0. Revisaron las posibles razones que
atenuaban su luminosidad, tales como errores sistematicos en las mediciones, polvo interestelar
o intergalactico, evolucion de la metalicidad, perturbaciones locales en la razén de expansion,
lentes gravitacionales, etc. y a pesar de tomar en cuenta estos fendémenos, la luminosidad era
de cualquier forma notablemente menor a lo esperado y sin que sus contribuciones lograran
explicar el atenuamiento (Ver Figura 4.1).

De aqui se concluyé que el atenuamiento era debido a que las supernovas se encontraban
a una distancia mayor de la esperada, es decir, que las supernovas de alto corrimiento al rojo
estaban en promedio 10 % — 15 % més distantes que lo que predecia el modelo cosmolégico més
aceptado de aquel momento, el que suponia ademéds un universo en expansion desacelerada.
Al realizar un andlisis estadistico con las supernovas para determinar y acotar los valores
de Qpr0 y 24,0 encontraron que el modelo cosmoldgico favorecido (que mejor ajustaba a los
datos de supernovas) era el de una constante cosmolégica positiva, Qx o > 0, con un 99.9 %
de nivel de confianza de (40), asumiendo también que Q7 era positiva con un 99.9% de
nivel de confianza y un universo en expansion acelerada [1](Ver Figura 4.1). Concluyeron que
el aparente atenuamiento de la magnitud aparente de las supernovas, o bien, el hecho de
que estuvieran mas distantes de lo predicho por el modelo cosmolégico mas aceptado en su
tiempo, podria explicarse con la presencia de una constante cosmoldgica positiva (249 ~ 0.7,
asumiendo Q9 = 0.0) y con un universo en una etapa de expansién acelerada [1].
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Figura 4.2: Gréafica de la distancia modular u(z) de la muestra de datos de supernovas tipo
Ia més reciente y llamada “Union2.1” del SCP (2012) [3], consta de 580 supernovas. En esta
figura se grafican los datos medidos con sus barras de error asi como las curvas generadas por
tres modelos cosmoldgicos diferentes. Estas graficas fueron construidas asumiendo 2,9 = 0.0
y Ho = 70.40 (Km/s)Mpc~! respectivamente.
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En el mismo afio, un grupo liderado por Saul Perlmutter del Lawrence Berkeley National
Laboratory, en Berkeley, California, realizé un estudio semejante al de Riess, pero usando sus
propias formas de manejar los datos de supernovas y sus propias formas de calibracién de
los mismos, llega a la misma conclusiéon: un universo en expansion acelerada y la presencia
de una constante cosmoldgica con una contribucién del orden de Q4 g ~ 0.7 [1]. Entre todos
los modelos cosmoldgicos tedricos existentes hoy en dia para explicar la expansion acelerada
del universo destaca el llamado ACDM (Lambda Cold Dark Matter). Este modelo es el que
mejor explica las observaciones cosmoldgicas. El propone que el universo estd constituido
principalmente por materia oscura fria y una constante cosmoldgica que se comporta como
energia oscura.
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Figura 4.3: Gréfica de la expansion del universo [66].

En general, la existencia de la energia oscura depende del modelo cosmolégico que se
postule. Por otro lado, la Figura 4.1 muestra los datos observacionales de 580 SNe Ia que
forman la llamada muestra “Union2.1” del SCP (2012) [3], la cual es la més reciente con la
que se cuenta hasta hoy en dia (Mayo de 2013). En esta figura también se muestra las gréficas
de tres modelos cosmoldgicos particulares, que son (70 = 0.27,Qx0 = 0.73,Q49 = 0.0),
(2,0 =0.2,Q00 =0.0,2,0 = 0.8) vy (R0 = 1.0,Q2r,0 = 0.0,80 = 0.0). De aqui notamos
que los modelos (a7 = 1.0,Q24,0 = 0.0,Q,0=0.0) y (2,0 =0.2,Q24,0 = 0.0,Q2,0 = 0.8) no
ajustan tan finamente los datos de supernovas en comparacién al modelo (270 = 0.27,Qp 0 =
0.73,€Qy,0 = 0.0). Es decir, asumiendo un universo constituido inicamente de materia bariénica
y oscura (Modelos: Qpr9 = 1.0,Qr0 = 0.0,Q0 = 0.0 y Qa0 = 0.2,Q20 = 0.0,Q0 =
0.8) notamos entonces que las distancias modulares de las supernovas no pueden explicarse
satisfactoriamente, esto debido a que el valor observacional de i es mayor que el valor predicho
por estos modelos. El andlisis estadistico de los datos de supernovas y asumiendo el modelo
cosmoldgico ACDM, da como resultado que los valores més probables (que mejor ajustan a los
datos) son (7,0 = 0.27,Qp0 = 0.73, Q0 = 0.0) asumiendo un universo espacialmente plano.
Este tipo de anélisis estadistico nos permite concluir que efectivamente éste es el modelo
que mejor ajusta a los datos de SNe. Entonces, el modelo ACDM, indica que el universo
estd constituido en un 73 % por energia oscura (constante cosmolégica).
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4.2.2. La energia oscura y la edad del universo.

La consecuencia més directa de la existencia de la energia oscura y la aceleracién del
universo, la analizamos en base a las curvas de edades del universo t(z) para los siguientes
modelos: (a7, = 0.2714,Qx 0 = 0.7285,Q10 = 0.0) ¥y (R0 = 1.0,Q240 = 0.0, = 0.0)
respectivamente. Estas curvas de edades estdn definidas como [79]:

> dz

En la Figura 4.4[17], notamos que la edad del universo ¢(z = 0) predicha por el modelo
Qa0 = 0.2714,Qp 0 = 0.7285,Q 0 = 0.0) es de unos 13.7188 x 10% afios, lo cual estd en
concordancia con los datos del satélite WMAP 7 [10]. Por otro lado, el modelo (Qy0 =
1.0,Q270 = 0.0, = 0.0) predice una edad de 10.1320 x 10° afos. Este resultado estd en
desacuerdo con la edad de las estrellas mas viejas que son posibles de observar en los ciimulos
globulares y cuya edad se estima en (12.9 £ 2.9) x 10% afios [80]. Entonces el universo es més
antiguo de lo que se crefa. Segin el modelo (2a7,0 = 1.0, Qa0 = 0.0, o = 0.0), los cosmologos
pensaban que la expansién del universo era desacelerada, debido a la influencia atractiva de
la materia (oscura y bariénica). Este modelo tuvo que ser abandonado debido a la paradoja
de la edad de las estrellas mas antiguas. La densidad de materia oscura en un universo en
expansion desaparece mas rapidamente que la energia oscura y finalmente domina la energia
oscura, es decir, cuando el volumen del universo se dobla, la densidad de materia oscura se
divide a la mitad pero la densidad de energia oscura casi permanece sin cambio (exactamente
es constante).
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Figura 4.4: Grafica de las edades del universo usando datos de Union 2.1 SNIa 4+ BAO
+ CMB. Aqui notamos que el modelo ACDM predice una edad de 13.7188 x 10° afios,
lo cual estd en concordancia con los datos del satélite WMAP 7. Por el contrario el mod-
elo (U = 1.0,Qx0 = 0.0,Q,0 = 0.0) predice una edad de 10.1320 x 10° afios, es-
to estd lejos de lo observado. Estas graficas fueron construidas asumiendo .o = 0.0 y
Hy = 70.9954 (Km/s)Mpc~" respectivamente.
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CAPITULO 4. EL MODELO ESTANDAR DE LA COSMOLOGIA ACDM, LA
ENERGIA OSCURA Y LA EXPANSION ACELERADA DEL UNIVERSO.
4.3. EL PROBLEMA DE LA COINCIDENCIA COSMICA

4.3.

El problema de la coincidencia césmica

De acuerdo a las predicciones del modelo ACDM, el problema de la coincidencia césmica
consiste en el hecho de que los paramétros de densidad de energia de las componentes oscuras

son del mismo orden (comparables) hoy en dia.
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Figura 4.5: La Figura, muestra que para tiempos tempranos (z grandes) la diferencia entre
los pardmetros de densidades de las componentes oscuras era mucho mayor (Qpaz,o > Q4 0)
de lo que es en tiempos tardios (z pequenos). La coincidencia de que justamente en tiempos
tardios los parametros de densidad de energia del sector oscuro son del mismo orden, es decir,
que estamos viviendo en una época privilegiada en la cual sucede esta cercania de valores.
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Capitulo 5

Tablas de valores para los
parametros del modelo ACDM.

En este Capitulo vamos a presentar las tablas de valores de los pardametros del mode-
lo ACDM (No interactivo) que han sido utilizados para efectuar las reconstrucciones de sus
variables cosmoldgicas, las cuales seran comparadas con las correspondientes variables cos-
moldgicas de los Ensayos 1, 2 y 3 respectivamente.

5.1. Valores escogidos para los parametros del modelo ACDM

El Cuadro 5.1, muestra los valores escogidos “priors” delta de Dirac para los parametros del

modelo ACDM, las cuales nos permitiran reconstruir sus variable cosmolégicas tales como: el
pardmetro de desaceleracién ¢(z) y los pardmetros de densidad de energia de las componentes
oscuras (Qpyr v Qpg). Para analizar los efectos de la interaccién entre las componentes
oscuras, comparamos las curvas reconstruidas del modelo ACDM con las correspondientes
curvas de las variables cosmoldgicas del Ensayo 1.
El Cuadro 5.2 muestra los mejores estimados para los parametros del modelo ACDM, los
cuales fueron calculados usando tres pruebas observacionales: Union 2.1 SNIa + BAO + CMB,
la técnica descrita en la Subseccién 3.8.2 y las ecuaciones (3.126-3.127). Los valores mejor
ajustados nos servirdn para reconstruir sus variables cosmolégicas tales como: el parametro
de desaceleracién ¢(z) y los pardmetros de densidad de energia de las componentes oscuras
(Qpa v Qpg). Para analizar los efectos de la interaccién entre las componentes oscuras,
comparamos las curvas reconstruidas del modelo ACDM con las correspondientes curvas de
las variables cosmoldgicas de los Ensayos 2 y 3 respectivamente. Al final de esta tabla, también
mostramos los mejores estimados de los pardmetros €29 y €2, ¢ con sus respectivos errores a
lo.
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CAPITULO 5. TABLAS DE VALORES PARA LOS PARAMETROS DEL
MODELO ACDM.
5.1. VALORES ESCOGIDOS PARA LOS PARAMETROS DEL MODELO ACDM

Tabla del modelo ACDM
Valores escogidos para los pardmetros {2pas0, w y Hp.

Parametros del Modelo Prior delta de Dirac
Qpumo +0.2338
M0 +0.0462
Q0 +4.62 x 107
w —1.0
Ho(km/s)Mpc™* +72.0
Coin 541.8588

Cuadro 5.1: Resumen de valores de los “priors” delta de Dirac escogidos para los parametros
del modelo ACDM.

Tabla del modelo ACDM, usando Union 2.1 SNIa+ BAO+ CMB
Mejores estimados de los pardmetros €2pas0, wo y Ho.

Parametros del Modelo | Mejores estimados | +1o +20
Qparo 0.2269 0005 00120
Ho(km/s)Mpe™! 70.9954 prpre e
Cvin 567.5023 — —

Cuadro 5.2: Resumen de los mejores estimados de los pardmetros del modelo ACDM, asi como

de sus errores a 1o y 20. Usando la técnica descrita en la Subseccién 3.8.2 y las ecuaciones

(3.126)-(3.127) hemos encontrado que Q0 = 0044609018 v ) 1 — 89803 x 10-51 3331077

respectivamente.
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Figura 5.1: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1oy 20 de los parametros {2par,o
y Hp del modelo ACDM.
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Capitulo 6

Resultados de la reconstruccion del
término de interaccién Q(z).

En este Capitulo presentaremos los resultados numéricos obtenidos de las simulaciones
realizadas para cada uno de los “Ensayos” estudiados en el Capitulo 2. Cabe mencionar que
el Ensayo 1 es el mas extenso porque se trabajé cuatros modelos teéricos diferentes, en cambio
para los Ensayos 2 y 3 se trabajé un solo modelo respectivamente.

6.1. Ensayo 1: Reconstruccién de Q(z) = p.o-(1+2)*-H(2)-Ig(2).

En esta parte, presentamos una tabla de los modelos cosmolégicos estudiados I, II,
IIT y IV. Para el modelo I sin interaccién, el 1inico pardmetro libre a ser estimado es
6 = {w}, mientras que para los modelos con interaccién II, IIT y IV los pardmetros libres
son 0 = {Ao, ..., AN}, 0 ={w, Ao, ... AN} ¥ 0 = {w, Qpro, Ao, ..., AN } respectivamente, donde
N toma los valores N = 1,2,3,4,5. En estos ultimos modelos, la funcién de interaccion
Iq(%) se reconstruyé usando una expansién de los polinomios de Chebyshev, asi como los
datos observacionales de supernovas del tipo Ia “Union2” [2] y los “priors” descritos en la
Subseccién 3.8.1. En cada uno de los modelos tedricos de este Ensayo 1, hemos obtenido los
mejores estimados de los parametros y sus correspondientes )me-n.

En la Figura 6.1 para el Modelo II graficamos los errores a lo y 20 sobre todos los
pares de pardmetros tomados desde el conjunto {\g, A1, A2} y marginalizando sobre uno de

Modelos
Modelos \ Qparo \ Parametro w \ Functién de interaccién
Modelo 1 0.233 (fijo) constante Ig(2) =0
Modelo II 0.233 (fijo) -1 Ig(z) #0
Modelo I1T 0.233 (fijo) constante Ig(z) #0
Modelo IV | parametro libre constante Ig(z) #0

Cuadro 6.1: Resumen de los modelo estudiados. En los modelos II, III y IV la funcién de
interaccion Iq(z) serd reconstruida. En cambio para el modelo I no existe interaccion.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.1. ENSAYO 1: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = pcyo - (1 + Z2)% - H(Z) - 1o(Z).

ellos. Lo mismo es graficado en la Figura 6.2 para el modelo III pero con los pardmetros
tomados desde el conjunto {w, A\g, A1, A2} y marginalizando sobre dos de ellos. Ademds, en
la Figura 6.3, un similar procedimiento es aplicado para el modelo IV con los parametros
tomados desde el conjunto {w, Qparo, Ao, A1, A2} y marginalizando sobre tres de ellos.

La Figura 6.4 muestra la reconstruccion de la funcion de interaccion adimensional
Ig(%) como una funcién del corrimiento al rojo para los modelos II (correspondiendo a un
pardmetro de ecuacién de estado de energia oscura (EOS) w = —1), III (correspondiendo a
un pardametro de ecuacién de estado de energia oscura (EOS) w = constante y Qpaso fijo)
y IV (correspondiendo a un parametro de ecuacién de estado de energia oscura (EOS) w =
constant y Qparo como un pardmetro libre a ser estimado) respectivamente.

En la Figura 6.4, notamos que para todos los modelos en interaccién, los mejores esti-
mados de la funcién de interaccién Ig(z) cruzan marginalmente la linea Ig(z) = 0 durante
la evolucién cosmolégica presente (alrededor z =~ 0.08) cambiando de signo desde valores
positivos en el pasado (energia transferida desde la energfa oscura hacia la materia oscura) a
valores negativos en el presente (energia transferida desde la materia oscura hacia la energia
oscura). Sin embargo, tomando en cuenta los errores correspondientes para el ajuste con tres
pardmetros (N = 2), notamos que, dentro de los errores a lo y 20, existe la posibilidad de
cruzar la linea de no interaccién en el pasado reciente en el rango z € (0.04,0.16).

Cruces de la linea de no-interaccién Q(z) = 0 han sido recientemente reportados por
[60] (con un término de interaccién ()(z) proporcional al pardmetro de Hubble) y [59]
(donde se asume que el término de interaccién ((z) no sea proporcional al pardmetro de
Hubble), aunque la direccién del cambio encontrado en nuestro trabajo es contraria a los
resultados publicados por Li y Zhang [59], donde un cruce (desde valores negativos en el
pasado hasta valores positivos en el presente) fue encontrada en z ~ 0.2 — 0.3 con un término
de interaccién que depende linealmente del factor de escala y con dos parametros. Por otro
lado, no encontramos el comportamiento oscilatorio del término de interaccién encontrado
por Cai y Su [60] quienes, usando datos observacionales en el rango z € [0,1.8], ajustaron
un esquema en el cual el rango total del corrimiento al rojo estd dividido en un determinado
numero de bines y la funcién de interaccién se fijé como constante en cada bin.

Recientemente, se ha encontrado que un cruce de la linea de no-interaccién (Q(z) = 0) cuando
la transferencia de energia va desde DM a DE, puede estar en conflicto con la segunda ley
de la termodindmica [81]. Ademds, en el contexto de los escenarios de rebote “bouncing” de
energia oscura, una posible inversion del flujo de energia desde DM a DE ha sido encontrado
en términos de un cambio de signo del gradiente de un campo escalar [82], el cual no ha sido
considerado aqui.

Asimismo, en esta Figura 6.4 apreciamos que en el intervalo z € [0,1.4], la funcién de
interaccién estd en el rango Ig € [—0.02,0.4] correspondiendo a un error 20. El orden de
magnitud de esta interaccién estd en concordancia con las restricciones locales halladas con
la intensidad de una interaccién adimensional constante derivada de una muestra de masas
viriales de cimulos de galaxias, obtenida usando lentes gravitacionales débiles, rayos X y
datos épticos [83] ([58]-[59]) respectivamente.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.1. ENSAYO 1: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = pcyo - (1 + Z2)% - H(Z) - 1o(Z).

Modelo I: w = constante.
Mejor estimado del pardmetro w.
Errores +lo +20
F0.031 F0.064
w | —1.24370BT 1 124370061

Cuadro 6.2: Mejor estimado del parametro w del modelo 1. Estos valores fueron calculados
através de un Andlisis de Estadistica Bayesiana, usando datos de supernovas del tipo Ia
“Union2”. Dando %2, = 562.51.

Sin embargo, usando el reciente estudio de los ajustes de datos de la muestra Consti-
tucién de supernovas del tipo Ia [1], de las medidas de distancia de BAO [7], de la prueba de
las anisotropias de la radiacién césmica de fondo (CMB) [10] y de las restricciones actuales de
la constante cosmoldgica, asi como las restricciones actuales de la constante cosmologica, se ha
logrado poner fuertes restrinciones para las magnitudes de tales intensidades adimensionales,
siendo ellas del orden de & ~ [107% — 1072] [84] (restricciones mds recientes pueden ser vistas
en [85]-[86]).

La Figura 6.5 muestra que, para todos los modelos con interaccién presentados en
este Ensayo 1, los mejores estimados de los parametros densidad de energfa oscura Q7 (2)
llegan a ser positivos en todo el rango del corrimiento al rojo considerado. Esta declaracién es
definitiva, el cual muestra que dentro de los errores 1o y 20 para el ajuste con tres pardametros
(N = 2), el Q)p(2) llega a ser también positivo en todo ese rango (recuerde que hemos
trabajado aqui solamente con datos de supernova del tipo Ia, las cuales son caracterizadas
por sus errores sistematicos [87]-[89]). No obstante, mencionamos que el error 1o llegara a
ser mas grande si el nimero de paramétros libres para el ajuste se incrementa; un hecho ya
descrito en [90] como “el costo de la compresién”.

La Figura 6.6 muestra la reconstrucciéon del pardmetro de desaceleracién ¢(z) para el
ajuste con N = 2 parametros y sus errores a 1o y 20 respectivamente. Esta Figura también
muestra que, en todos los modelos de este Ensayo, existe una transicion desde una era
de desaceleracién en tiempos tempranos dominada por la materia baridnica hasta una era
de aceleraciéon en tiempos tardios correspondiendo a un dominio de la energia oscura en
el presente. En esta tultima época, el parametro densidad de energia oscura llega a ser
Qpro(z) = 0.7 como puede verse en la Figura 6.5, el cual es suficientemente grande para
generar una funcién de interaccién adimensional no despreciable del orden de I% ~ —1072,
como se muestra en la Figura 6.4.

Para estudiar el “Problema de Coincidence Codsmica”, en la Figura 6.7, graficamos el
cociente de los mejores estimados de los pardmetros de densidad de energia de las com-
ponentes oscuras 27,5 (2)/Q7),,(2) de los modelos I (panel superior izquierdo), III (panel
superior derecho) y IV (panel inferior izquierdo) respectivamente. De todos los graficos de
esta Figura 6.7 vemos que el “Problema de Coincidencia Césmica” no se resuelve ni se alivia.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.1. ENSAYO 1: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = pcyo - (1 + Z2)% - H(Z) - 1o(Z).

Modelo II: w = —1.

Mejores estimados de los parametros .

y | N=1 N =2 N =3 N =14 N =5
Xo | —1.46x1072 | =143 x 1072 | —=1.40x 1072 | —1.37 x 1072 | —1.32 x 1072
M 247 x 1071 2.48 x 1071 2.50 x 101 2.51 x 1071 2.52 x 1071
Ao 0.0 1.810 x 1073 | 1.800 x 1073 2.0x 1073 1.801 x 1073
A3 0.0 0.0 1.07 x 10~° 2.60 x 107° 4.98 x 1077
A\ 0.0 0.0 0.0 1.07 x 1076 3.29 x 106
A5 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 x 1077

| X | 544.80 544.72 544.58 544.48 544.36

Cuadro 6.3: Resumen de los mejores estimados de los coeficientes adimensionales A\, de la
expansion de la funciéon de interaccién del modelo II correspondiendo a un pardmetro de
ecuacién de estado de energia oscura interactuante w = —1. Los mejores estimados fueron
calculados a través de un Anélisis de Estadistica Bayesiana usando datos de supernovas tipo Ia.
El nimero N en lo alto de cada columna indica el nimero maximo de polinomios de Chebyshev
usados en la expansién (2.46) de la funcién de acoplamiento Ig(z) partiendo desde N = 1.
Las Figuras 6.4, 6.5 y 6.6 (paneles superiores izquierdo), muestran las reconstrucciones de las
diferentes variables cosmoldgicas usando los mejores estimados desde N = 1 hasta N = 5.
Ademis, ellas también muestran las reconstrucciones de las variables cosmolégicas usando los
mejores estimados para N = 2 y sus intervalos de confianza correspondientes a 1o y 20.

Modelo II: w = —1.
Marginalizacién sobre As.

Ao —0.0123
A1 +0.210
| Xoin | 554.2195 |
Marginalizacion sobre \g.
Al +0.2296
A2 —0.0011
| Xin | 554.1864

Cuadro 6.4: Resumen de los mejores estimados de los coeficientes adimensionales \,, n =
0,1,2 obtenidos en la marginalizacién. Hemos considerado intervalos de integracion lo sufi-
cientemente amplios de manera que contengan a las densidades de probabilidad de cada uno
de los pardmetros marginalizados.

Modelo II: w = —1.

’ Errores ‘ +lo +20
Xo | —1.43 x 107270 050 | —1.43 x 107270 0isa
A | +248 x 10710 000Y | 42,48 x 10710000
Ao | +1.81 x 107300085 | +1.81 x 1073700052

Cuadro 6.5: Resumen de los errores a 1o y 20 de los mejores estimados para N = 2.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.1. ENSAYO 1: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = pcyo - (1 + Z2)% - H(Z) - 1o(Z).
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Figura 6.1: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1o y 20 de la densidad de
probabilidad marginalizada del modelo II usando una expansién en términos de los primeros
polinomios de Chebyshev N = 2. Antes de la marginalizacién, tenemos tres parametros libres
(Mo,A1,A2). En cada figura, marginalizamos en uno de los dos pardmetros restantes.

Debemos mencionar que, en el modelo III, la Figura 6.2, muestra que la regién preferida
por el parametro de ecuacion de estado w esta totalmente contenida en la regiéon fantasma.
Esto es debido al hecho que hemos considerado solamente para nuestro ajuste de pardmetros
datos de supernovas, las cuales estan afectadas por errores sistemadticos [87]-[88], [89]. En
efecto, algunos estudios muestran que existe la posibilidad de un cruce de la linea fantasma
[91]. Por el contrario, para el modelo IV, los paneles superiores de la Figura 6.3 muestran que
los errores a 1o y 20 del parametro de ecuaciéon de estado w tiene una alta probabilidad de
existir en la regiéon de quintaesencia.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.1. ENSAYO 1: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = pcyo - (1 + Z2)% - H(Z) - 1o(Z).
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Figura 6.2: Mejores estimados y los intervalos de confianza a 1o y 20 de la densidad de
probabilidad marginalizada del modelo IIT usando una expansién en términos de los primeros
polinomios de Chebyshev N = 2. Antes de la marginalizacién, tenemos cuatro parametros
libres (Ag,A1,A2, w). En cada figura, marginalizamos en los ultimos dos pardmetros restantes.
Note que la regién preferida por el parametro de ecuacion de estado w estd en la regién
fantasma.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.1. ENSAYO 1: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = pcyo - (1 + Z2)% - H(Z) - 1o(Z).

Modelo III: w = constante.
Mejores estimados de los parametros A, and w.

| N=1 N =2 N =3 N =14 N =5
Xo | —232x1072 ] —1.85x1072 | —1.80 x 1072 | —1.70 x 10~2 | —1.58 x 102
A 2.46 x 1071 2.48 x 101 2.49 x 101 2.50 x 101 2.51 x 1071
Ao 0.0 1.80x 1073 | 1.78 x 1073 | 1.70 x 102 | 1.62x 1073
A3 0.0 0.0 1.06 x 107° 1.07 x 107° 1.05 x 107
A4 0.0 0.0 0.0 1.0 x 1076 1.19 x 1076
A5 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 x 1077
w —1.080 —1.068 —1.065 —1.064 —1.063
| Xhin | 54352 | 54342 54340 |  543.38 543.36

Cuadro 6.6: Resumen de los mejores estimados de los pardmetros del modelo III, correspon-
diendo a un pardmetro de energia oscura interactuante w = constant y Q2paso = 0.233. Las
Figuras 6.4, 6.5 y 6.6, muestran las reconstrucciones de las diferentes variables cosmoldgicas
usando los mejores estimados hasta N = 5. Ademas, ellas también muestran las reconstruc-
ciones de las variables cosmolégicas usando los mejores estimados para N = 2 y sus intervalos
de confianza a lo y 20 respectivamente.

Modelo III: w =constante.
Marginalizacién sobre A1 y w.

Ao —0.0125
A2 +0.0021
| Cin | 556.3626 \
Marginalizacién sobre Ag y w.
A1 +0.2007
A2 +0.0020
| Xonin | 556.3441 |
Marginalizacion sobre Ay y A1.
A2 +0.0012
w —1.2370
| Xin | 553.7487

Cuadro 6.7: Resumen de los mejores estimados de los coeficientes adimensionales A\,, n =
0,1,2 y w obtenidos en la marginalizacién. Hemos considerado intervalos de integracion lo
suficientemente amplios de manera que contengan a las densidades de probabilidad de cada
uno de los pardmetros marginalizados.

Modelo III: w =constante.

Errores +lo +20
A | 4248 x 10—@8:68%? 12.48 x 10_@823523
Ao +1.80 x 12_03(;;8;10041 +1.80 x 10+_03;7(%:50066
w —1.06870 9130 —1.068 "¢ 1668

Cuadro 6.8: Resumen de los errores a 1o y 20 de los mejores estimados para N = 2.
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Modelo IV: w =constante y Qp;ro =constante
Mejores estimados de los parametros A\, w 'y Qpasro-

N=1 N =2 N =3 N=4 N=5
o —1.0041 x 102 | —1.0045 x 1072 | —1.0050 x 1072 | —1.0046 x 10~2 | —1.0042 x 10~2
A\ 2.41 x 1071 2.38 x 107! 2.351 x 107! 2.3509 x 1071 | 2.3500 x 107!
A2 0.0 2.17 x 1073 2.25 x 1073 2.292 x 1073 2.294 x 1073
A3 0.0 0.0 1.06 x 107 1.06 x 107 1.90 x 10°°
A\ 0.0 0.0 0.0 1.0 x 1076 1.80 x 1076
A5 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 x 1077
w —0.979 —0.973 —0.968 —0.964 —0.96
Qoo 0.21 0.207 0.205 0.204 0.202
Covin 542.77 542.73 542.71 542.70 542.69

Cuadro 6.9: Resumen de los mejores estimados de los parametros del modelo IV correspon-
diendo a un pardmetro de ecuacién de estado w = constante y Q2ppso como un pardmetro
libre a ser estimado. Las Figuras 6.4, 6.5 y 6.6, muestran las reconstrucciones de las diferentes
variables cosmoldgicas usando los mejores estimados hasta N = 5. Ademas, ellas también
muestran las reconstrucciones de las variables cosmoldgicas usando los mejores estimados
para N = 2 y sus intervalos de confianza a 1o y 20 respectivamente.

La Figura 6.8 muestra la superposicién de los mejores estimados de la funcién de interaccién
adimensional Iq(z) (panel superior izquierdo), los pardmetros de densidad de energia de
las componentes oscuras Q7),,(2), Q5 p(2) (panel superior derecho) y los pardmetros de
desaceleracién q(z) (panel inferior izquierdo) como una funcién del corrimiento al rojo para
los modelos I, II, III, IV y comparados con el modelo LCDM respectivamente.

Finalmente, hacemos hincapié que todas las Figuras muestran la superposicion de los
mejores estimados de cada variable cosmoldgica usando una expansion de la funciéon de
interaccién Ig(z) en términos de los parametros A, y de los correspondientes polinomios de
Chebyshev (2.46) desde N = 1 hasta N = 5. Las Tablas 6.3, 6.6 y 6.9, muestran los valores
de los mejores ajustes de los pardmetros y el minimo de la funcién )Z?mn para los modelos
IT, TIT y IV respectivamente. En estas tablas, notamos también la rapida convergencia de
los mejores estimados cuando el nimero de parametros N es incrementado en la expansion

(2.46).
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Modelo IV: w =constante y 2p)ro =constante.
Marginalizacion sobre Mg, A1 v Ao.

Qpumo +0.2078

w —0.9982

Cvin 538.0036
Marginalizacién sobre A1, Qparo y w.

A2 +0.0022

Ao —0.0098

Coin 553.3908
Marginalizacién sobre A2, Qparo v w.

Ao +0.0118

A +0.2223

Covin 523.7919

Cuadro 6.10: Resumen de los mejores estimados de los coeficientes adimensionales A,, n =
0,1,2, wy Qpu,o obtenidos en la marginalizacién. Hemos considerado intervalos de integracién
lo suficientemente amplios de manera que contengan a las densidades de probabilidad de cada
uno de los parametros marginalizados.

Modelo IV: w =constante y 2p,ro =constante.

Errores +1lo +20
Mo | —1.00 x 107200058 [ —1.00 x 10-2) 0,23
M| 238 x 1070500 | 4238 x 107105000
No | 4217 x 107350008 | +2.17 x 107350006
w —0.973+0-9%° —0.97310 0%
Qoo +0.2077 5012 +0.207 50857

Cuadro 6.11: Resumen de los errores a 1o y 20 de los mejores estimados para N = 2.
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Figura 6.3: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1o y 20 de la densidad de
probabilidad marginalizada del modelo IV usando una expansién en términos de los primeros
polinomios de Chebyshev N = 2. Antes de la marginalizacién, tenemos cinco pardmetros
libres (Ao,A1,A2, w, @paro). En cada figura, marginalizamos en los dltimos tres pardmetros
restantes.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.1. ENSAYO 1: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = pcyo - (1 + Z2)% - H(Z) - 1o(Z).
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Figura 6.4: Reconstruccién de la funcién de interaccién Ig(z) como una funcién del corrimiento
al rojo de los modelos II (panel superior izquierdo), III (panel superior derecho) y IV (panel
inferior izquierdo) correspondiendo a un parametro de ecuacién de estado (II) w = —1, (III)
w = constante (ambos con Qppro = 0.233) y (IV) w = constante, Qpyso = constante,
respectivamente. Las curvas con diferentes colores muestran los mejores estimados usando la
expansion de Ig(z) en términos de los pardmetros A, correspondiendo a una expansién de
polinomios de Chebyshev en el rango de N = 1 hasta N = 5. Note la rdpida convergencia
de las curvas cuando el ntimero de polinomios N tomados en la expansién se incrementa.
También, mostramos los mejores estimados (lineas rojas), los errores a 1o (lineas verdes) y
20 (lineas blue) de la funcién de interaccién Ig(z) como una funcién del corrimiento al rojo.
Notamos que los mejores estimados de la intensidad de la interacciéon cruzan marginalmente
la linea de no-interaccién Ig(z) = 0 solamente en el presente cambiando el signo desde valores
positivos en el pasado (energia transferida desde energia oscura a materia oscura) hasta valores
negativos en el presente (energia transferida desde materia oscura a energfa oscura). Ademas,
notamos que dentro de los errores lo y 20 habria la posibilidad que el cruce de la linea de
no-interaccién Ig(z) = 0 suceda antes del presente.
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Figura 6.5: Similar comentario a la Figura 6.4. Aqui mostramos para la reconstruccién de
los parametros de densidad de energia del sector oscuro, Q7,,,(2), Q5 (%), en funcién del
corrimiento al rojo de los modelos II (panel superior izquierdo), III (panel superior derecho)
y IV (panel inferior izquierdo) respectivamente. Estas curvas también muestra los mejores
estimados (lineas rojas) y sus errores a 1o (lineas verdes) y 20 (lineas azules) respectivamente
para estos parametros, obtenidos a partir de una expansién en términos de los primeros N = 2
polinomios de Chebyshev y comparadas con la correspondiente curva del modelo cosmolégico
ACDM. Note que el parametro densidad de energia oscura es definido positivo en todo el
rango del corrimiento al rojo.
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Figura 6.6: Similar comentario a la Figura 6.4. Aqui mostramos la reconstruccién del
pardmetro de desaceleracién ¢(z) en funcién del corrimiento al rojo de los modelos IT (panel
superior izquierdo), III (panel superior derecho) y IV (panel inferior izquierdo) respectiva-
mente. Estas curvas también muestran los mejores estimados (lineas rojas) y sus errores lo
(lineas verdes) y 20 (lineas azul) del pardmetro de desaceleracién ¢(z), obtenidos a partir de
una expansion en términos de los primeros N = 2 polinomios de Chebyshev y comparadas
con la correspondiente curva del modelo ACDM.
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Figura 6.7: Superposicion del cociente de los mejores estimados de los pardmetros de densidad
de energfa del sector oscuro Q7,5 (2)/Q%,,(2) de los modelos II (panel superior izquierdo), III
(panel superior derecho), IV (panel inferior izquierdo) respectivamente. En estas figuras, las
diferentes curvas de colores muestran los estimados (linea roja) y sus correspondientes errores
a lo (lineas verde) y 20 (lineas azul). La figura del panel inferor derecho muestra también
una superposicion de este cociente de los mejores estimados de los modelos I, II, III y IV
respectivamente, obtenidas a partir de una expansiéon en términos de los primeros N = 2
polinomios de Chebyshev y comparadas con la correspondiente curva del modelo ACDM.
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Figura 6.8: Superposicion de los mejores estimados de las funciones de interaccién Iq(z) (panel
superior izquierdo), los parametros de densidad de energia del sector oscuro Q7%,,,(2), % 5 (2)
(panel superior derecho) y los pardmetro de desaceleracién ¢(z) (panel inferior izquierdo) en
funcién del corrimiento al rojo de los modelos I (linea verde), II (linea roja), III (linea azul) y
IV (linea negra) obtenidos a partir de una expansién de los tres primeros N = 2 polinomios
de Chebyshev respectivamente y comparados con el modelo ACDM (linea rosada).

81



CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.2. ENSAYO 2: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = H(Z) - ppum(Z) - Io(Z).

6.2. Ensayo 2: Reconstruccién de Q(z) = H(z) - ppu(2) - In(2).

Similarmente al Ensayo 1, presentamos una segunda forma para reconstruir el
término de interaccién. En este modelo de interaccién los parametros libres son
0 = {Wo,Qpnro, Ho, Ao, A1, A2}. Nuevamente, aqui la funcién de interaccién Ig(z) se
reconstruy6 usando la ecuacién (2.46) y los datos observacionales de supernovas del tipo Ia
“Union2.1” (SNIa) [3], oscilaciones actsticas bariénicas (BAO) [4, 5, 6, 7], anisotropias de la
radiacién césmica de fondo (CMB) [4], [8, 9, 10], y los “priors” descritos en la Subseccién
(3.8.2). En este Ensayo, hemos obtenido los mejores estimados de los pardametros y el
correspondiente X?nm

La Figura 6.9 muestra la regiéon donde se encuentra los mejores estimados del pardametro
Ao y sus correspondientes errores a lo y 20 respectivamente. El panel superior derecho
representa una amplificacion de esa regién de mayor probabilidad, en donde los mejores
estimados estan confinados en un intervalo continuo bien definido y con la misma probabil-
idad. Note que sus errores a 1o y 20 son extremadamente pequenos resultando imperceptibles.

La Figura 6.10 muestra la regién donde se encuentra los mejores estimados del parametro A\q
y sus correspondientes errores a 1o y 20 respectivamente. Notemos que en la distribucion de
probabilidad del parametro \q, existen pequenos saltos cada cierto intervalo como resultado
de la naturaleza estadistica de este parametro y también debido a la fluctuacién numérica.
Similarmente a la Figura 6.9, el panel superior derecho nos muestra una amplificacién de
esa region de mayor probabilidad. Note que sus errores a 1o y 20 también son valores muy
pequenos.

La Figura 6.11 muestra la distribuciéon de probabilidad del pardmetro As, indicdAndonos las
regiones donde se encuentran los mejores estimados de este parametro y sus correspondientes
errores a lo y 20 respectivamente (Vea el panel superior izquierdo). Mientras que el panel
superior derecho representan una amplificacién de la regién de mayor probabilidad. Observe
que los errores 1o y 20 para los mejores estimados de este parametro son también muy
pequenos.

Asimismo, de la Figura 6.12 notamos los mejores estimados y sus correspondientes er-
rores a 1o y 20 de los pardmetros Wy, Qparo vy Ho respectivamente. Estos mejores estimados
de los pardmetros, se encuentran contenidos en la regién de 1o, lo cual implica que nuestros
resultados son consistentes con el modelo ACDM a 1o.

Todas las Figuras anteriores han sido construidas utilizando los criterios presentados
en la publicacién de M. Abroe [92], permitiéndonos reconstruir la distribucién de probabili-
dad para cada uno de los parametros de este Ensayo 2.

La Figura 6.13 muestra la reconstruccién del término de interaccién adimensional
(Q(2) /Ho)p;é en funcién del corrimiento al rojo. En esta Figura notamos que para los
cuatro paneles, el mejor estimado del término de interaccién Q(z) y sus errores a lo y 20,
cruzan marginalmente la linea de nointeracciéon @(z) = 0 durante la evolucién cosmoldgica,
cambiando de signo desde valores negativos en el pasado (energia transferida desde la materia
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oscura hacia la energia oscura) hasta valores positivos en el presente (energia transferida
desde la energia oscura hacia la materia oscura). Este cruce del mejor estimado y sus errores
se producen aproximadamente en z ~ 1.4.

Para valores de corrimiento al rojo préximas a cero las curvas de los mejores estimados y sus
errores coinciden siendo muy pequenas en magnitud y préximas a (Q(z)/ Ho)p;é ~ 0.002.
Estos ultimos paneles también muestran que la intensidad del intercambio de energia en el
intervalo de 0 < z < 1.41, serd mayor cuando z > 0.5. Los mejores estimados y sus errores
a lo y 20 convergen a z =~ 0.0. Estos cruces de la linea de no-interaccién Q(z) = 0 ya han
sido reportados por [60] (con un término de interaccién Q(z) proporcional al parametro de
Hubble) y [59] (donde la suposicién de que el término de interaccién Q(z) sea proporcional al
pardmetro de Hubble es abandonada). La direccién del cruce encontrado en nuestro trabajo
estd en concordancia con los resultados publicados en la referencia [59] donde un cruce
(desde valores negativos en el pasado hasta valores positivos en el presente) fue encontrada
en z ~ 0.2 — 0.3 con un término de interaccién que depende linealmente del factor de escala
y con dos pardmetros libres.

Por otro lado, no encontramos el comportamiento oscilatorio del término de interac-
cién encontrado por Cai and Su [60] quienes, usando datos observacionales en el rango
z € [0, 1.8], ajustaron un esquema en el cual el rango total del corrimiento al rojo estd dividi-
do en un determinado ntmero de bines y la funciéon de interaccion se fijé como constante en
cada bin.

En la Figura 6.14 notamos la reconstruccién de la funcién de interacciéon Iq(z) en
funcién del corrimiento al rojo. En ella, tanto los paneles superior izquierdo y superior
derecho muestran la curva mejor estimada de Ig(2) en los rangos de z € (0.0,1.41]U1091.3.
Vemos que el intercambio de energia entre las componentes oscuras es més intensa en
magnitud, a partir de z > 1.4, en épocas del pasado, en cambio para épocas de z < 1.4, su
magnitud va disminuyendo hasta llegar a ser muy pequenas del orden de I ~ 0.0047 en
épocas cercanas al presente. En esta misma Figura, mencionemos que, los paneles inferior
izquierdo e inferior derecho muestran la curva mejor estimada, y sus respectivos errores a lo
vy 20. En estos ultimos paneles notamos que los errores a +10 y +20 coinciden con la curva
mejor estimada, esto es resultado de la pequenez de la funciéon de interaccion. Los errores a
—1lo y —20 coinciden entre si, pero no con la curva mejor estimada. Notemos que el orden
de magnitud de la interaccién esta en concordancia con las restricciones locales halladas en
la intensidad de una interaccién adimensional constante derivada de una muestra de masas
viriales de cimulos de galaxias, obtenida usando lentes gravitacionales débiles, rayos X y
datos 6pticos [83] ([58]-[59]) respectivamente.

En base a los ajustes de datos de la muestra Constitucién de supernovas del tipo Ia
[1], de las medidas de distancia de BAO [7], de la prueba de las anisotropias de la radiacién
césmica de fondo (CMB) [10] y de las restricciones actuales de la constante cosmoldgica
y otras mds, se han puesto fuertes restrinciones en la magnitud de tales intensidades
adimensionales, siendo ellas del orden de ¢ ~ [107* — 1072] [84] ([85]-[86]). Por lo tanto,
nuestros resultados son consistentes con los resultados encontrados por estos investigadores
que estudiaron el fenémeno de interaccién en el sector oscuro.
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Tabla de Modelos
Mejores estimados de los pardmetros Ag, A1, A2, Qparo, Wo and Hy.

Parametros del Modelo \ ACDM \ Modelo Interactivo ‘

Ao —— [4+4.0830, +4.6441] x 1073

Ap —— [4+2.4910, 4+2.4919] x 1073

A2 —— [—4.3806, —4.3744] x 107°
Qoo +0.2269 +0.2270
Wo —~1.0 —0.9811
Ho(km/s)Mpc™? 470.9954 470.9847
ovin 567.5023 555.8927

Cuadro 6.12: Resumen de los mejores estimados de los pardmetros del modelo. Estos fueron
calculadas usando un Anélisis de Estadistica Bayesiana, y los datos observacionales de
Union2.1 SNela + BAO + CMB.

La Figura 6.15 muestra que, para los paneles superior izquierdo y superior derecho las curvas
mejores estimadas de los parametros de densidad de energia del sector oscuro siempre estan
debajo de sus correspondientes curvas del modelo ACDM. Esto indica que nuestro ensayo de
Q(z) alivia el “Problema de Coincidencia Césmica”. Los paneles inferior izquierdo e inferior
derecho correponden a los errores a 1o y 20 respectivamente. De todos los paneles vemos que
el parametro densidad de energia oscura Qpg(z) y sus respectivos errores a 1o y 20, llegan
a ser siempre positivos en todo el rango del corrimiento al rojo considerado. En esta misma
Figura, vemos que para corrimientos al rojo cercanas al presente los mejores estimados de
Qpumo ~0.23 y Qppo ~ 0.72 respectivamente.

La Figura 6.16 muestra la reconstruccion del pardmetro de desaceleracion ¢(z) del
mejor ajuste, asi como sus errores a lo y 20 respectivamente y comparados al mismo
tiempo con el modelo ACDM. Todos estos paneles muestran una transicién desde una era
de desaceleracién en tiempos tempranos dominada por la materia baridénica hasta una era
de aceleracién en tiempos tardios correspondiendo a un dominio de la energia oscura en
el presente. En esta tultima época, el parametro densidad de energia oscura llega a ser
QpEo(z) = 0.72 como puede verse en la Figura 6.15, el cual es suficientemente grande para
generar una funcién de interacciéon adimensional no despreciable del orden de Ig ~ 0.0047,
como se muestra en la Figura 6.14.

Para analizar el “Problema de Coincidence Césmica”, usamos la Figura 6.17. En donde
notamos que los paneles superior izquierdo y superior derecho muestran el cociente de las
curvas mejores estimadas de los pardametros de densidad de energia de las componentes
oscuras Qpp(2)/Qpa(z), asi como sus errores a 1o y 20 respectivamente y comparado con
el modelo ACDM. Las curvas de estos cocientes estdn por encima de la correspondiente al
modelo ACDM, indicdandonos que el “Problema de Coincidencia Césmica” se alivia para este
Ensayo. Es decir, que en tiempos tempranos este modelo se comporta como ACDM y que en
tiempos tardes este cociente tiende a un valor constante.
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Figura 6.10: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1o y 20 del pardmetro A;.
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Tabla de errores

Parametros del Modelo ‘

Mejores estimados

+lo

+20

Ao
A1
A2

Qpm,o
Wo

Ho(km/s)Mpc™?

[4+4.0830, +4.6441] x 1073
[+2.4910, +2.4919] x 1073
[—4.3806, —4.3744] x 107
+0.2270
—0.9811

+70.9847

+0.00071x10~3
—0.00072x10—3

+0.00002x103
—0.00003x10—3

+0.00009x10~5
—0.00004x10—5

+0.0035
—0.0051

+0.0031
—0.0226

+0.2053
—0.7086

+0.00135x10~3
—0.00214x10—3

+0.0001x10~3
—0.0001x10—3

+0.00022x10~3
—0.00028x10—5

+0.0091
—0.0120

+0.0103
—0.0363

+0.8778
—1.5535

Cuadro 6.13: Resumen de los errores a 1o y 20 de los mejores estimados del modelo. Usando
la técnica descrita en la Subseccién 3.8.2 y las ecuaciones (3.126)-(3.127) hemos encontrado

_5+4.79x1077 .
que Qo = 0.0446f8:888§g y 2,0 = 8.2828 x 10 5_1.654“0_6 respectivamente.
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Figura 6.11: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1o y 20 del pardmetro As.
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Figura 6.12: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1o y 20 de los pardmetros Wy,
Qpao y Ho respectivamente.
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DE INTERACCION Q(2).

6.2. ENSAYO 2: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = H(Z) - ppu(Z) - Ig(Z).
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Figura 6.14: Muestra la reconstruccién de la funcién de interacciéon Ig(z) en funcién del
corrimiento al rojo de su mejor estimado, asi como sus errores respectivos a 1o y 20.

89



CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.2. ENSAYO 2: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = H(Z) - ppum(Z) - Io(Z).

0.8 0.8
_ 0@
0.7 j\\ Qpom(2) ] 0Ty T
. 06 |
‘ ’ 05| N\
05 ]
= T 04f Bt
& = AR est fit -
G Best fit ---—---— G kY LCDM
04 1 LCDM ] 03} e
o3l ] 02} Qom(@)
///
0.1}
02| ]
Union2.1 SNla+BAO+CMB Que(2) "‘\ . .,
DE o[  Union2.1 SNIa+BAO+CMB T
01 \ \ \ \ \ \ s \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3
z log(z)
0.8 0.8
0.7 |
06
05
8 T o4f
a c
03
02
(v
Union2.1 SNIa+BAO+CMB S
Qoe(2) ol  Union2.1 SNIa+BAO+CMB T
01 \ \ \ \ \ \ s \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3
z log(z)

Figura 6.15: Muestra la reconstruccién de los parametros de densidad de energia €2(z) del
sector oscuro, en funcién del corrimiento al rojo para su mejor estimado, asi como sus errores
respectivos a 1o y 20. Observe que se alivia el “Problema de Coincidencia Cdsmica”.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.3. ENSAYO 3: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = 3H(Z) - ppm(Z) - G(Z).

6.3. Ensayo 3: Reconstruccion de Q(z) =3H(2) - ppum(2) - g(2).

De la misma manera como en el Ensayo 1, presentamos una tercera forma para re-
construir el término de interacciéon. Para este modelo los pardmetros libres son 6 =
{Wo, oo, Ho, @ a%M}, a{)M. La funcién de interaccién g(z) se reconstruyé usando la
ecuacién (2.68) y los datos observacionales de supernovas del tipo Ia “Union2.1” (SNIa) [3],
oscilaciones acusticas bariénicas (BAO) [4, 5, 6, 7], anisotropias de la radiacién césmica de
fondo (CMB) [4], [8, 9, 10], y los “priors” descritos en la Subseccién (3.8.2). En este Ensayo,
hemos obtenido los mejores estimados de los pardmetros y el correspondiente 2. .

En la ecuacién (2.77) del Capitulo 2, hemos encontrado dos casos, dependiendo de la combi-
nacion de los parametros a’s.

» Caso I: oy, > onDM > afDM
. AT 0
» Caso ILI: apy,, > apyr > afhuy

La Figura 6.18 muestra la region donde se encuentra los mejores estimados del parametro
o, v sus correspondientes errores a 1oy 20 respectivamente. El panel superior derecho
representa una amplificacién de esa regién de mayor probabilidad, en donde los mejores esti-
mados estan confinados en un intervalo continuo bien definido y con la misma probabilidad.
Note que sus errores a 1o y 20 son proximas a cero.

La Figura 6.19 muestra la regiéon donde se encuentran los mejores estimados del parametro
aOD M ¥ sus correspondientes errores a lo y 20 respectivamente. La distribucién de proba-
bilidad del pardmetro aOD > muestra pequenos saltos cada cierto intervalo como resultado
de la fluctuacion numérica y de la naturaleza estadistica del pardmetro. Similarmente a la
Figura 6.18, el panel superior derecho nos muestra una amplificacion de esa regién de mayor

probabilidad. Note que sus errores a 1o y 20 también son valores muy pequenos.

La Figura 6.20 muestra la distribuciéon de probabilidad del pardmetro aé - senaldndonos

las regiones donde se encuentran los mejores estimados del pardametro o% A Y Sus correspon-
dientes errores a lo y 20 respectivamente. Los paneles superior derecho e inferior izquierdo
representan una amplificaciéon de algunas regiones. Del panel inferior izquierdo notamos que
el pardmetro a{) s Ppuede tomar valores muy préximos a cero e incluso ser cero. Observe que

los errores a 1o y 20 de los mejores estimados de este parametro son también préximas a cero.

Del mismo modo, de la Figura 6.21 notamos los mejores estimados y sus correspondi-
entes errores a 1o y 20 de los parametros Wy, Qparo y Ho respectivamente. Vea que los
mejores estimados de estos parametros se encuentran en la regién de 1o, lo cual implica que
nuestros resultados son consistentes con el modelo ACDM a 1o.

La Figura 6.22 muestra las reconstrucciones de los términos de interaccién adimensionales
(Q(z)/ Ho)p;é en funcién del corrimiento al rojo para los Casos I y II respectivamente. En
esta misma Figura tanto los paneles superior izquierdo y superior derecho muestran las
curvas mejores estimadas de (Q(z)/Ho)p;é de los Casos I y IT en z € (0.0,1.41)U1091.3
respectivamente. También notamos que el intercambio de energia entre las componentes
oscuras para el Caso II es mayor que el Caso I. En el intervalo de 0 < z < 1.41, este
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intercambio energético serd mayor cuando z > 0.5, pero para corrimientos al rojo préximas a
cero las curvas de ambos casos se superponen siendo muy pequeinias en magnitud y proximas
a 0.004. Cabe mencionar que los paneles inferior izquierdo e inferior derecho muestran las
curvas mejores estimadas de los Casos I y Il y sus respectivos errores a 1o y 20. Estos ultimos
paneles también muestran los mejores estimados de estos casos y sus errores a 1o y 20.
Todas las Figuras anteriores han sido construidas utilizando los criterios presentados en la
publicacién de M. Abroe [92], permitiéndonos reconstruir la distribucién de probabilidad
para cada uno de los parametros de este Ensayo 3.

Cabe agregar que para los cuatro paneles de la Figura 6.22, notamos que tanto para los Casos
I y II, los mejores estimados de los términos de interaccién adimensionales (Q(z)/ Ho)p;é y
sus respectivos errores, no cruzan marginalmente la linea de no interaccién Q(z) = 0 durante
la evolucion cosmolégica predicha por este modelo. Es decir, no existe el cambio de signo
de la funcién (Q(z) desde valores positivos (en tiempos tempranos) a valores negativos (en
tiempos mas tarde). Por lo tanto, no existe posibilidad de cruzar la linea de no interaccién
en z € (0.0,1.41]U1091.3, en consecuencia “No existe la posibilidad de la violacién de la
entropia local”.

La Figura 6.23 muestra las reconstrucciones de las funciones de interaccién g(z) en funcién
del corrimiento al rojo para los Casos I y II respectivamente. En esta misma Figura tanto los
paneles superior izquierdo y superior derecho muestran las curvas mejores estimadas de g(z)
en la regién de z € (0.0,1.41]U1091.3 respectivamente. Vemos también que el intercambio
de energia entre las componentes oscuras para el Caso Il es mayor que el Caso I y més
intensa a partir de z > 0.1, pero para épocas cercanas al presente z < 0.1, la curva del Caso
I representa un intercambio de energia mayor que el Caso II.

Note que los valores de estas intensidades son muy pequenas en magnitud y proximas
a 0.00565 (Caso I) y 0.00545 (Caso II) respectivamente. Mencionemos que, los paneles
inferior izquierdo e inferior derecho muestran las curvas mejores estimadas de los Casos I y
IT con sus respectivos errores a 1o y 20. También observamos que los errores a +1o y +20
para los Casos I y II se superponen en z € (0.0, 1.41] respectivamente, como consecuencia de
la pequenez de la funcién de interaccién. Ademas para el Caso 11, las curvas de errores a —1o
y —20 se superponen a su respectiva curva mejor estimada.

Mencionemos que, en esta Figura 6.23, el orden de magnitud de la interaccién estd en
concondancia con las restricciones locales halladas en la intensidad de una interaccion
adimensional constante derivada de una muestra de masas viriales de cimulos de galaxias,
obtenida usando lentes gravitacionales débiles, rayos X y datos O6pticos [83] ([58]-[59])
respectivamente.

Sin embargo, en base a los ajustes de datos de la muestra Constitucién de supernovas del tipo
Ia [1], de las medidas de distancia de BAO [7], de la prueba de las anisotropias de la radiacién
c6smica de fondo (CMB) [10] y de las restricciones actuales de la constante cosmoldgica,
se han puesto fuertes restricciones en la magnitud de tales intensidades adimensionales,
siendo ellas del orden de ¢ ~ 1074 — 1072 [84] ([85]-[86]). Por tanto, nuestros resultados
encontrados en este modelo (Casos I y II) son consistente con los resultados encontrados
por estos investigadores que estudiaron el fendmeno de interaccién entre componentes oscuras.

En la Figura 6.24 notamos que para los paneles superiores izquierdo y derecho las
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Tabla de Modelos
Mejores estimados de los parametros a%‘}\’/}c, Qpumo, Wo y Ho.

Parametros del Modelo | ACDM ‘ Caso I (afy; < ahyy < aéM) ‘ Caso 11 (aéM < ahy < abhy)
%y —— [3.264,5.440] x 1073 [5.661,7.590] x 1073
% —— [5.440, 5.660] x 1073 [5.440,5.660] x 1073
ol —— [10.8,13.2] x 1073 [0.0,0.069] x 1073 U [0.90, 1.15] x 1073
U [2.0,2.25] x 1073
Qparo 0.2269 0.2271 0.2271
Wo ~1.0 —0.9832 —0.9832
Ho(km/s)Mpc™? 70.9954 70.9742 70.9742
Coin 567.5023 552.9744 553.1360

Cuadro 6.14: Resumen de los mejores estimados de los parametros del modelo. Ellos fueron cal-
culados usando un Analisis de Estadistica Bayesiana, y los datos observacionales de Union2.1
SNela + BAO + CMB.
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Figura 6.18: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1o y 20 del pardmetro o).

curvas mejores estimadas de los parametros densidad de energia de las componentes oscuras
siempre estan dentro sus correspondientes curvas del modelo ACDM. Esto indica que nuestro
ensayo de Q(z) alivia el “Problema de Coincidencia Césmica’. También observamos que
estos dos paneles superiores izquierdo y derecho las curvas mejores estimadas para los Casos 1
y II son muy préximas. Los pardmetros densidad de energia oscura 2pg(z) y sus respectivos
errores a lo y 20 para ambos casos, llegan a ser positivos en todo el rango del corrimiento
al rojo. Los paneles medios izquierdo y derecho corresponden al Caso I con sus errores
respectivos a 1o y 20 mientras que los paneles inferior izquierdo y derecho correponden al
Caso II con sus errores a 1o y 20 respectivamente.
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Cuadro 6.15: Resumen de los errores a 1o y 20 de los mejores estimados del Caso 1. Usando
las ecuaciones (3.126)-(3.127) y el error a 1o del pardmetro Hy encontramos los errores a 1o

para (o = 0.0446J_r8:88%3

Cuadro 6.16: Resumen de los errores a 1o y 20 de los mejores estimados del Caso II. Usando
las ecuaciones (3.126)-(3.127) y el error a 1o del parametro Hj encontramos los errores a 1o

para o = 0.0446J_r8:88%3

25

20

15 |+

X2
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Pardametros del Modelo ‘ Mejores estimados ‘ +lo +20

S [3.264,5.440] x 1073 | 0.0 0.0

adu 5.440,5.660] x 1073 | 0.0 0.0
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T wors | TURE | b
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Parametros del Modelo ‘ Mejores estimados ‘ +lo ‘ +20

aHu [5.661,7.590] x 1073 0.0 0.0
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.3. ENSAYO 3: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = 3H(Z) - ppm(Z) - G(Z).
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Figura 6.20: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1o y 20 del pardmetro a{) M

La Figura 6.25 muestra las reconstrucciones de los pardmetros de desaceleracién ¢(z) para
los mejores ajustes de los Casos I y II, asi como sus errores a 1o y 20 y comparados con la
correspondiente curva del modelo ACDM. Todos estos paneles muestran, una transicién desde
una era de desaceleracién en tiempos tempranos dominada por la materia bariénica a una era
de aceleracién en tiempos mas tardios correspondiendo a un dominio de la energia oscura en
el presente. En esta época, el pardmetro densidad de energfa oscura llega a ser Qpg o(z) ~ 0.7
como puede verse desde la Figure 6.24, el cual es suficientemente grande para generar una
funcién de interacciéon adimensional no despreciable del orden de g ~ 0.006, como se muestra
en la Figure 6.23.

Para analizar el “Problema de Coincidence Césmica”, usamos la Figura 6.26. En esta Figu-
ra observamos que los paneles superior izquierdo y superior derecho muestran el cociente de
las curvas mejores estimadas de los pardmetros de densidad de energia de las componentes
oscuras Qpp(2)/Qpy(z) de los Casos I y II respectivamente y comparadas con la corre-
spondiente curva del modelo ACDM. Estas curvas mejores estimadas estan por encima de la
correspondiente al modelo ACDM, indicandonos que el “Problema de Coincidencia Césmica”
se alivia en ambos casos. Es decir, que en tiempos tempranos este modelo se comporta como
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.3. ENSAYO 3: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = 3H(Z) - ppm(Z) - G(Z).
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Figura 6.21: Mejores estimados y sus intervalos de confianza a 1o y 20 de los parametros Wy,
Qparo y Ho respectivamente.

ACDM y para tiempos tardios este cociente tiende a un valor constante. Los paneles inferior
izquierdo e inferior derecho, muestran los errores a 1o y 20 para cada caso.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO
DE INTERACCION Q(Z2).
6.3. ENSAYO 3: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = 3H(Z) - ppm(Z) - G(Z).
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO

DE INTERACCION Q(2).

6.3. ENSAYO 3: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = 3H(Z) - ppu(Z) - G(Z).
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DE INTERACCION Q(2).

6.3. ENSAYO 3: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = 3H(Z) - ppu(Z) - G(Z).
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Figura 6.24: Muestra la reconstruccién de los pardmetros de densidad €2(z) del sector oscuro,
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a lo y 20. Observe que para los Casos [ y II se alivia el “Problema de Coincidencia Césmica”.
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO

DE INTERACCION Q(2).

6.3. ENSAYO 3: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = 3H(Z) - ppu(Z) - G(Z).
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CAPITULO 6. RESULTADOS DE LA RECONSTRUCCION DEL TERMINO

DE INTERACCION Q(2).

6.3. ENSAYO 3: RECONSTRUCCION DE Q(Z) = 3H(Z) - ppu(Z) - G(Z).
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Figura 6.26: Muestra el cociente de las curvas mejores estimadas de los pardmetros de densidad
de energia de las componentes oscuras Qpg(z)/Qpa(z), asi como sus errores respectivos a 1o
y 20 y comparados con la correspondiente curva del modelo ACDM. Estas estdn por encima de
la correspondiente curva de ACDM, indicandonos que el “Problema de Coincidencia Césmica”
se alivia en ambos casos.
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Capitulo 7
Conclusiones

En esta capitulo, presentamos las conclusiones de los resultados obtenidos en nuestros
modelos cosmolégicos.

1. Nuestros mejores estimados del Ensayo 1, muestran una rapida convergencia (las Ay’s
toman valores mds pequenos, w y 2par,o disminuyen ligeramente) de los diferentes
parametros cosmolégicos, cuando el nimero de parametros N es incrementado en la
expansion (2.46).

2. En el Ensayo 1, los mejores estimados de la funcién de interaccién Ig(z) prefieren cruzar
la linea de no interaccién Ig(z) = 0 durante la actual evolucién cosmoldgica. Esta con-
clusién es independiente del nimero de coeficientes (N = 5) usados en la expansién de
Iq(2). Este cruce implica un cambio de signo de Ig(2) desde valores positivos en el pasa-
do (energia transferida desde DE a DM) hasta valores negativos en el presente (energia
transferida desde DM a DE). La direccién del decaimiento es contraria a los resultados
encontrados en la publicacién de [59] y estd en desacuerdo con el comportamiento os-
cilatorio reportado en [60]. También es posible la existencia del cruce de la linea de no
interaccién en algiin momento del pasado reciente y estd totalmente contenida dentro
de los errores a 1o y 20 dadas por las observaciones de las supernovas del tipo Ia. Esto
se debe a la forma elegida para parametrizar el término de interaccién Q(z) y a los tipos
de “priors” elegidos.

3. Los modelos cosmoldgicos estudiados en los Ensayos 1, 2 y 3, muestran que los mejores
estimados del pardmetro de densidad de energfa oscura QF,;(2) (2pg(z)), asi como sus
errores a 1o y 20 llegan a ser siempre positivos en todo el rango del corrimiento al rojo
considerado. Estos resultados son consistentes con el modelo ACDM.

4. Para el Ensayo 1, hemos encontrado que los intervalos de confianza a lo y 20, del
parametro de ecuacion de estado de la energia oscura w considerados en el modelo IIT
marginalizado, estdn totalmente contenidas en la regién fantasma (w < —1) mientras
que para el modelo IV, encontramos que existen regiones de alta probabilidad en donde
el pardmetro w puede coexistir en la regién fantasma o en la regién de quintaesencia.
Una explicacién para ello, estd basada en que hemos efectuado el ajuste de nuestros
parametros usando solamente datos de supernovas del tipo Ia, las cuales prefieren ajus-
tar los pardmetros en la regién fantasma [87]-[88], [89]. Esta ultima dificultad puede ser

103



CAPITULO 7. CONCLUSIONES

corregida si usamos otras pruebas observacionales tales como: las oscilaciones actsticas
baridnicas (BAO) y las anisotropias de la radiacién césmica de fondo (CMB). Ellas nos
permitirdn realizar mejores ajustes estadisticos de nuestros parametros de tal modo que
nos permitan efectuar una mejor interpretacién de los resultados. Por esta razén, en los
Ensayos 2 y 3, hemos utilizado estas pruebas observacionales adicionales, encontrando
que los correspondientes mejores estimados de los parametros de ecuacién de estado
de la energia oscura w y sus errores a lo y 20 estdn totalmente contenidas en la re-
gién de quintaesencia. Esto implica que nuestros resultados para el pardmetro w sean
consistentes con el modelo ACDM a 20.

De acuerdo a las reconstrucciones hechas de la funciones de interaccion de los Ensayos
1, 2 y 3 respectivamente, hemos encontrado que la energia oscura interactua con la
materia oscura via un pequeno pero calculable acoplamiento, el cual es consistente con
las observaciones dentro de un error de 20. En este aspecto, la prueba observacional de
CMB provee una restriccion mas rigurosa para el acoplamiento entre las componentes
del sector oscuro del Universo, en compracién con la prueba observacional de supernovas
tipo Ia.

las anisotropias de la radiacién césmica de fondo (CMB) proveen restricciones rigurosas
para el acoplamiento.

De los Ensayos 1, 2 y 3, confirmamos que adicionando muestras observacionales tales
como oscilaciones acusticas bariénicas (BAO) y anisotropias de la radiacién césmica de
fondo (CMB), podemos reducir fuertemente el rango permitido de los pardmetros de
los modelos estudiados en cada Ensayo. Es decir, los rangos donde estan definidos los
parametros son fuertemente reducidos en sus érdenes de magnitud.

De los Ensayos 2 y 3, se muestra que las parametrizaciones del término de interaccion
Q(z) proporcional al pardmetro de materia oscura permiten aliviar el “Problema de
Coincidencia Coésmica”. El cociente de los pardametros de densidad de energia de las
componentes oscuras R = Qpyr/Qpg en el pasado se comportan como el modelo ACDM
y en el presente este cociente tiende a un valor constante.

De acuerdo a las Figuras 6.6, 6.16 y 6.25, nuestros resultados confirman que existe una
fuerte evidencia que el universo estd en una etapa de expansién acelerado en el pasado
reciente, el cual es consistente con los estudios hechos por [93], [94].

Por ltimo, concluimos que los modelos cosmolégicos de los Ensayos 2 y 3, son total-
mente consistentes con las propiedades de las variables cosmolégicas y sus resultados
son también coherentes con el modelo ACDM dentro de un error de 2o.

Finalmente, hacemos hincapié de la importancia y necesidad de medidas maés precisas. Es-
tas observaciones proveeran una herramienta complementaria para probar la realidad de las
variables cosmoldgicas actuales, del término de interaccién entre las componentes oscuras y
de la existencia del cruce de la linea de no interaccién Ig(z) = 0, las cuales permitan poner
restricciones rigurosas sobre ellos y en consecuencia, podremos distinguir entre los multiples
modelos alternativos de energia oscura. Creemos que los anélisis, combinado con los resultados
nos daran la posibilidad de entender todo ello.
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Apéndice A

Elementos de la métrica de FLRW

El elemento de linea ds? en coordenadas esféricas viene dado por

ds® = —dt* + a*(t) [

dr
1— kr?

2

+ r%(df? + sin® 0d¢2)] ,

y una representacion matricial de la métrica sera

uv =

-1 0
0 a/(1—kr?)
0 0
0 0

0 0
0 0
a?r? 0 ’

0 a?r?sin?

y el determinante de g, toma la siguiente forma

En el sistema de referencia comévil las componentes del tensor 7}, son

cuya traza T’ es

gEdetguu = -

T'uu = guaTau =

abr sin? 0
1—kr2 -~

0
0 p 0 0
0 0p 0]
0 00 p

T=Te(TF,) = g¢" T =T",=3p— p.

Los simbolos de Christoffel no nulos para la métrica de FLRW son:

t —
Frr -

t _
Loy =

T _
Ft'r -

r

00 —

0  _
Fr@ -

0
Loy =

aa
1—kr?’

aar?,

P a
Ly = qus ~
—r(l — kr2),

1
o _
Iry=

—sinfcosd,
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Loy = 1—kr?’

Ffbaﬁ = aar?sin’ 6,
oo = —T(1— kr?) sin? @),

Fg’d) = cot 6.

(A1)
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(A.3)



APENDICE A. ELEMENTOS DE LA METRICA DE FLRW

El tensor de Riemann R’ ouv se define como:

A A
RP 5 =010, — 0,1, + FZ)\FW — Fﬁ/\FW, (A.12)
y los términos distintos de cero para la métrica de FLRW son:

aa

Y = T3 Al
R rir 1— kr2’ ( 3)
R gy = air?, (A.14)
R oo = air®sin®(6), (A.15)

r a
Ry, = R’ o = R¢tt¢ = (A.16)
R gy = —R®g, =12(a*+k), (A.17)
R4y = R 49 =12(a% +k)sin®(6), (A.18)

)

6 _ pp __ Gtk

R rr T R rreg T 1— kr2’ (A19)

Los términos distintos de cero del tensor de Ricci R, = R Ly SOI:

Rtt - _39’
a
adi + 2a2 + 2k
rr = y A2
R 1—Fkr? (A.20)

Rog = r2(ai +2a® + 2k),
Ryp = 1%(ai+ 20>+ 2k)sin® 0,

y de que la contraccién del tensor de Ricci consigo mismo resulta

a2 N N 2
k
PRy =12 (%) + 5 (a2 2) ok (= . A21
R R, <a) —I—a3(a +k)+ o)t k =) Tz (A.21)
El escalar de curvatura R = R, = Rg, ¢°* se escribe como
i (a\* k
R=6 |-+ () + = (A.22)
a a a

Del tensor de Einstein G\, = R, — % guw R, se tiene que los tnicos términos distintos de
cero son los que estan en la diagonal, es decir:

3,
Gy = ?(@ +k)Grr

2ai + a? + k
= = - A2
—1+kr2 ’ (A.23)
Gog = —r*(2aid+a®+k),
Gyo = —1*(2ad+ a* + k)sin®6.
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Apéndice B

Calculo de las integrales K,(z,w) y
In(x, w).

B.1. Cilculo de las integrales J,(z,w).

Para calcular las integrales K, (z,w) definidas en (2.53), necesitamos obtener para m > 0,
expresiones compactas

Im(x,w) = /I ch (B.1)

1 (@ + bp)sw) O

Ahora, usamos una relacién de recurrencia valida para los enteros m > 1 y m # 3w,

1 x™
m\+y = T 4 N7 —— — (-D)"| - m— ) )
I, w) (m — 3w)b { (a+ bx)3w =) ] amlm-1(@ w)}
(B.2)
en donde fijamos para las integrales iniciales Jy(z, w),
$In(a+bz) Si w=0,
De (B.2) podemos construir la serie para Jp,(z,w) en términos de Jy(z,w) y m > 1,
(m—1)
Tu(ew) = b S (—1)mD () ~ [H’” ()] ~
! 1 l
(a+bz)3w (_ )
+(=1)™- (ﬁ) ' [H?:1 (kkgw)] - Jo(x, w). (B.4)



APENDICE B. CALCULO DE LAS INTEGRALES Ky (X, W) Y Jy(X,W).
B.2. CALCULO DE LAS INTEGRALES Ky (X, W).

Para el caso w = 0, la férmula anterior se reduce a

m m—l) a (m=1) a m
(,0) = ( > [xl—(—1)l}+(—1)m<b> - Jo(a,0).

=1
(B.5)
B.2. Calculo de las integrales K, (z,w).
A continuacién calculamos las integrales K, (x,w) definidas en (2.53) por
_[f_ T@) -

Para lograr esto, empleamos la siguiente representacion de los polinomios de Chebyshev con
subindice entero par e impar

- 2m+1 - <m+l>m+z -
T2m+1( Z (2l + 1% (2x)2l+1 Para m > 0,
=
(B.7)
N 1)+ M (952
Tom(Z) =m - Z; — T @] (27) Para m > 1. (B.8)

Introduciendo (B.7) y (B.8) en (B.6), luego haciendo una integracién explicita encontramos
las expresiones finales para las integrales con subindice entero par e impar, validos para n > 0
y w# (n+1)/3,

_ I 2m—+1
Kopt1(z,w) = (27;?;1) Y S (1) Bmot ) 4(%(211722))!-1! '

(2m+1-1)
() . [ - 1] .
b k=l  (k—3w)
x! l
| tatba)e — (-1)

2m+41
(2n+1) n (_1)(n+3m+1) (n+m) (2)2m+1 a ( * )

m=0 (n—m)!-(2m+1)!
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APENDICE B. CALCULO DE LAS INTEGRALES Ky (X, W)Y Jy(X,W).
B.3. RECONSTRUCCION DE LA FUNCION Ig(Z) USANDO POLINOMIOS DE
CHEBYSHEV HASTA EL ORDEN N = 5.

mientras que las integrales con subindice entero par, valido para n > 1, w # n/3, son:
(2m—1)
2 _ +m—1)1-(2)2™
Kop(z,w) = % . 22121 l;fll(_l)(n—l-iim I % <z> )
2 1 l I
[ ki (k3w)] ' [(a+ggx)3w - (=1) ]

2m
n —1)3"M (n4m—=1)1(2)2™ [ 4 m
1+ anZI ( )(n(fﬂf—i_)'(Qm),)$ ) (b) ’ Hi:l (kk?)w)]

_l’_

(_1)71 Ko(l',w), (BIO)
donde la funcién inicial Ky(x,w) estd dada por

FIn(a+bz) Si w=0,

Kg(a:,w) = 1

. (B.11)

B.3. Reconstruccién de la funcién I(z) usando polinomios de
Chebyshev hasta el orden N = 5.

Para simplificar nuestro andlisis y mostrar como trabaja el método, entonces hacemos la
reconstruccion tomando una expansion en términos de los polinomios de Chebyshev hasta el
orden N = 5. Nuestro primer paso serd calcular las primeras cinco integrales J,,(z, w):

Ji(z,w) = ol —13w){ @ +:z:1:)3w +1| - aJo(x,w)}, (B.12)
1 2
R@w) = e gy [ar s T
2a T
b2(2—3w)(1—3w){aJ0($’w)_ (atbape ! } (B.13)
1 3
(@, w) = b(3 —3w) | (a + bx)3w +1 -
3a ;pQ
b2(3 — 3w)(2 — 3w) | (a + bx)3w L+
6a>
b3 (3 — 3w)(2 — 3w)(1 — 3w)
{ W%—l —aJo(x,w)}, (B.14)
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M) = ||
A= = 3w) | (a+ ba)3w
da G
b2(4 — 3w)(3 — 3w) | (a + bx)3w
12a® z? il s
b3(4 — 3w)(3 — 3w)(2 — 3w) | (a + bx)3w
2443
b4 (4 — 3w)(3 — 3w)(2 — 3w)(1 — 3w)
x
J — | +1 B.15
{a O(xuw) (CL—i—b.Z')Sw + }7 ( )
1 z°
J, = 1] —
(@, w) b5 —3w) | (a+ ba)pe
5a x? 1l 4
b2(5 — 3w)(4 — 3w) | (a + bx)3®
20a? z3 41
b3(5 — 3w)(4 — 3w)(3 — 3w) | (a + bx)3w
60a> z? il s
b4(5 — 3w)(4 — 3w)(3 — 3w)(2 — 3w) | (a + bx)3w
120a*
b5 (5 — 3w)(4 — 3w)(3 — 3w)(2 — 3w)(1 — 3w)
x
1 — aJ B.16
{ (a + b$)3w + a 0(.’1}‘, 'LU)} Y ( )
en donde hemos definido
Zmax
b = B.1
o, (B.17)
a = 1+ % (B.18)
2z
= -1 B.1
v Zmax 7 ( 9)
a+br = 1+z (B.20)
Por otro lado, los primeros cinco polinomios de Chebyshev son:
To(z) = 1, (B.21)
Ti(z) = =, (B.22)
Tr(z) = 22% -1, (B.23)
T3(z) = 4a° -3, (B.24)
Ty(z) = 8z —8z%+1, (B.25)
Ts(x) = 162° — 2023 + 5. (B.26)
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Usando estos polinomios, encontramos la siguiente relacién entre las integrales (B.1) and (B.6)

Ko(z,w) = Jo(z,w), (B.27)
Ki(z,w) = Ji(z,w), (B.28)
Ky(z,w) = 2Jo(z,w) — Jo(z,w), (B.29)
Ks(z,w) = 4J3(z,w)—3J1(z,w), (B.30)
Ky(z,w) = 8Ja(z,w)—8J2(x,w)+ Jo(x,w), (B.31)
Ks(z,w) = 16J5(z,w) — 20J3(z, w) + 5J1(z, w). (B.32)

Las soluciones generales del Ensayo 1: (2.51)-(2.52) hasta el orden N pueden ser escritas como

N
() = (142 |Qparo — 2230, -Kn(x,o>] , (B.33)
2 n=0
2 N
be(z) = 1+2) | Qppo+ n;ax Z/\n 'Kn(x7U}>] ’ (B.34)
n=0
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B.4. CALCULO DE LAS INTEGRALES Ry (X).

B.4. Calculo de las integrales R, ().

Para calcular las integrales R, (z) definidas en (2.63), necesitamos usar las primeras seis
integrales (B.12) y (B.27) simultdneamente, asi:

Ry(z) = Ko(z) =

: {ln(l—i-z)}, (B.35)

Zmax
Rl (Z) = Kl(z) = anam ’ { Zriir - (2—;;7::T) 1n<1+2>}’ (B36)
RQ(Z) = KQ(Z) = Znizz ’ {Ziiz ’ [Z'rjuz B Znizz B 2 +
6.828427 1.171572\  In(1+2)
<1 + Zmax ) ’ (1 + Zmax > . Zmazz }’ (B37)

(z —0.75)% +2.4375 | +

R3(2) = K3(z) = -2 -{232 ~{10.66665-

Zmax max

~(24%Zmaz) * (Zmaz + 14.928203) - (2mae + 1.071796) In(1 + z) +

}} (B.38)

. {8 . ([z — 2Zmaz] * [22 + Zmaz] - [22 — Zmaz] + 52 - z%wx) +

-6Z Zmaz- [42 —3Zmaz—8

Ryu(z) = Ky4(z) =

Zmax Z;}naz

[1.33333 ((z+1.5)240.75) + 3 (2 + 2maz) * (2maz — z)] :

Zmazx

A6 biman) _(, gy 2)-12&+(1 —8(1+ 22 +8(1+

max ZTYLCLJ’)

)4) -1n(1+z)}, (B.39)

2 16
R5(z) = K5(2) = . . {25 . [(z — 22Zmaz) * (22 — Zmaz) - (3.223 — (24 zmaz) - (22 + zmam)) +
2 162
2(22 = Zmae)” + 5(2 = Zmas) + (0.42 + 4.4.472135) - (0.42 — 4.472135)| o +

= 3 > - (5.33332 ((2 + 1.5)2 4+ 0.75) + 122 - (2 + zmaz) * (Zmaz — 2)) +

(8(2 + Zmaz)? 10

( —:zmax) ~16( ﬁzmw) _5( +zmax)] n(l 4 2) 4 —2 } (B.40)
Zomax “maz #maz Fmaz
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B.5. Calculo de los promedios [,(Z).

A continuacién, mostramos los promedios de las primeras seis funciones 1, (%)

- 2
(@) = — - {ln(l +0.52ma0 - (1 + ;z))}, (B.41)
T 2 2 max ~
h(@)=_—- {1 - (%) In (1 + 0.52maz - (1+ x))}, (B.42)
- 2 4 6.828427 1.171572
lg(x)zz -{(1+:U) (xfz —3)+(1+27)-(1+27)'
In (14 0.52mae - (14
n (1 + 0.52mag - ( +x))}’ (B.43)
Zmazx
o 2 1 2
3(#) = ——+§ 5 |10.66665 - [0.52maz + 0.52 - 2maz — 0.75)" + 25.999995 +
(3220 - (14 &) - Zmae — 2Fmaz + 8) — (2 + Zmaz) - (Zmae + 14.928203) -
(Zmaz + 1.071796) - In (1 + 0.52maz - (1 4 Z)) } (B.44)
~ 2 4 2 max
(@) = {Zém (& [j—2]-[@—3]+5[5:+1])—[;;].
12.666666(1 + Z) - [(Zmaz + Zmac® + 3) + 3] — 24(2 + Zmaz) -
o 4 - -
(1+2) (z— 0.5zmaz)] — 2 (1+2) - (2maz — 4 — 32maz) +
<1 —8(1+ . )2 4+8(1+ . )4> “In[14 0.52maa (1 + 95)]},
(B.45)

(#) = — -{5<1+:ﬁ>+W<0.4zzlax-<1+:z>3—<2+:z>~<2+zmax>>+

8(2 + Zmaz)? 10 ~ _ ~
< (2 + Zmax) ) - [2.666666 (14 2)[0.52mae - (1 +2) + 1.5]% + 0.75 + 32pmaz- (2 + Zmaz) - (1 — &2)]

4
“maz Zmaz
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+8(1 +x)

4
Zmazx

222 00 — 52maz + 10 + (0.2202 (1 + 7) + 4.472135) - (0.22ma0 (1 + &) — 4.472135)]

N <20(2 + Zmax)® 162+ Zmaz)* 5) (24 Zmas)

2 4
Zmax Zmaz Emax

“In[14 0.5z - (1 + f)]} (B.46)

Las soluciones generales del Ensayo 2: (2.60)-(2.61) hasta el orden N son reescritas

como:
. N
Hu(z) = (14 2)3Qparo - exp <—”;“x ZAn ‘R, (2) > (B.47)
n=0
. N
he(z) = 1423 [Qpgo+ T;am BM(Z)ZATL 'Sn(zaw)] . (B.48)
n=0
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Apéndice C

Medidas de distancia en
Cosmologia.

En este Apéndice presentamos las principales medidas de distancia utilizadas en Cos-
mologia [95].

C.1. Distancia comévil Dg

Es una medida de distancia fundamental en Cosmologia y todas las demads distancias
cosmoldgicas seran expresadas en términos de ella.

z dZ/
Dec=D —, C.1
=P, B6) (e

en donde Dp es la distancia de Hubble y estd definida como:

Dy = = = 3000n~ Mpe. (C.2)
Hy

C.2. Distancia comoévil tranversal D,

La distancia comévil entre dos eventos con el mismo corrimiento al rojo pero separados en
el cielo por un angulo 66 es D;660. La distancia comévil transversal Dy se define en términos
de D¢ como:

%senh(\/ﬁk Dgil(j)) Si Qf >0,
Dy(z) = Dc(2) Si =0, (C.3)

fﬁsen(w Q1254 s <o,

donde las funciones trigonométricas senh y sen indican el tipo de geometria espacial del
universo. La distancia comévil transversal es graficada en la Figura C.1.

115



APENDICE C. MEDIDAS DE DISTANCIA EN COSMOLOGIA.
C.3. DISTANCIA DIAMETRAL ANGULAR D4

M/D,

Figura C.1: La distancia comévil tranversal adimensional Dy;/Dy. Las tres curvas son para
tres modelos, (27, 24) = (1,0), linea sélida; (0.05,0), linea punteada; y (0.2,0.8), linea con
guiones [95].

C.3. Distancia diametral angular D4

Es definida como el cociente del tamano tranversal de un objeto fisico a su tamano angular
(en radianes). La distancia diametral angular D4 se define en términos de la distancia comévil
transversal Dj; como:

D De(2) .
ﬁs@nh(v Qk ﬁ) Si Qk > O,

Da(z) = = Le() Si =0, (C.4)

Dy D¢ (=) ;
(Hz)\/msen(\ﬂﬁk\ D) St Q <0,

donde las funciones trigonométricas senh y sen indican el tipo de geometria espacial del
universo. Esta distancia no se incrementa indefinidamente cuando z — oo; ella gira en z ~ 1
y los objectos mas distances parecen tener mayor tamano angular. La distancia diametral
angular es graficada en la Figura C.2.
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C.4. DISTANCIA DE LUMINOSIDAD Dy,

Figura C.2: La distancia diametral angular adimensional D4/Dy. Las tres curvas son para
tres modelos, (7, Q) = (1,0), linea sélida; (0.05,0), linea punteada; y (0.2,0.8), linea con
guiones [95].

C.4. Distancia de luminosidad Dy

La distancia de luminosidad Dy, se define en términos de la distancia comévil transversal
D como:

%senh(\/f)k Dgl({z)) Si Q> 0,

Di(2) = (1+2)Dy = (+2)Do(z) Si Qp =0, (C.5)

“\*/%Hsen(w Q1254 s <o,

donde las funciones trigonométricas senh y sen indican el tipo de geometria espacial del
universo. La distancia de luminosidad es graficada en la Figura C.3.
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LI | [T T 17T L T T T I — T T 1

/D,

10

Figura C.3: La distancia de luminosidad adimensional Dy /Dy. Las tres curvas son para
tres modelos, (7, Q) = (1,0), linea sélida; (0.05,0), linea punteada; y (0.2,0.8), linea con
guiones [95].
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