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Resumen

En esta tesis se discute el colapso gravitacional total de una nube de polvo esféricamente simétrica
y se lleva a cabo un analisis de estabilidad de las singularidades desnudas que aparecen dentro del
modelo. El trabajo comienza con la derivacién de las ecuaciones de Einstein-Euler que gobiernan
la dindminca del colapso de un fluido perfecto con una ecuacion de estado arbitraria. Enseguida se
considera el caso particular de polvo con datos iniciales genéricos y sin restricciones particulares.
Después se realiza un profundo analisis de los rayos nulos, el cual es importante para entender
la estructura causal del espacio-tiempo y desarrollar un algoritmo numérico para general los
diagramas conformes correspondientes. También se da una condicién suficiente sobre el dato
inicial del colapso para la formaciéon de una singularidad globalmente desnuda. La segunda parte
de esta tesis estudia a estabilidad del horizonte de Cauchy asociado a una singularidad desnuda
proveniente del colapso total de una nube de polvo esférica. Como perturbacion se considera
la propagaciéon de campos de prueba en la vecindad del la singularidad central y del horizonte
de Cauchy. Primero se estudia el régimen del altas frecuencias de los campos y se demuestra
que éstos experimentan un corrimiento al azul uniformemete acotado a lo largo de rayos nulos
entrantes y salientes. Enseguida, en el régimen de bajas frecuencias, se demuestra que los campos
de prueba esféricos que se propagan cerca de la singularidad con datos iniciales regulares, son
uniformemente acotados en tal vecindad y a lo largo del horizonte de Cauchy. Después se realizan
estudios numéricos de la evolucién de campos de prueba fuera de simetria esférica en la vecindad
de la singularidad, sin encontrar evidencia de inestabilidades. Tal resultado ha motivado el estudio
analitico de la propagacion de dichos campos no esféricos via estimaciones de energia, lo cual
resulto en el hallazgo del acotamiento uniforme de la energia asociada a los campso y consecuente
acotamiento de los mismos cerca de la singularidad. En la ultima parte de esta tesis se estudia la
funcién de corrimiento al rojo de fotones que atraviesan una nube de polvo esférica en colapso.
Se muestra que tal funcién provee informaciéon observacional acerca de la distribuciéon de masa
de la nube, y de manera atin mas interesante, que la funciéon de corrimiento al rojo presenta
propiedades diferentes dependiendo del estado final del colapso, ya sea un agujero negro o una
singularidad desnuda.

Palabras clave: Colapso gravitacional, estabilidad.
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Abstract

This dissertation discusses the complete gravitational collapse of a spherical dust cloud, and a sta-
bility analysis of naked singularities arising within this model is also performed. The work starts
with the derivation of the Einstein-Euler governing the dynamics of the collapse for a spherical
perfect fluid with an arbitrary equation of state. Next, the particular case dust collapse with gene-
ric initial data and no particular restrictions is considered. Then, it is performed a deep analysis
of the radial light rays, which is important to understand the causal structure of the spacetime
and develop a novel numerical algorithm for generating the corresponding conformal diagrams.
Also, a sufficient condition on the initial data to generate a globally naked singularity is provided.
The second part if this dissertation discusses the stability of the Cauchy horizon associated to a
naked singularity resulting from the collapse of a spherical dust cloud. The perturbations were
considered to be the propagation of test fields in the vicinity of the central singularity and the
Cauchy horizon. First, the hight frequency limit of test fields propagating in the vicinity of the
Cauchy horizon is studied, and it is shown that they undergo a uniformly bounded blueshift
along incoming and outgoing null rays. Next, it is proved that spherically symmetric test sca-
lar fields which propagate under reasonable physical initial conditions are uniformly bounded in
a vicinity of the central singularity and along the Cauchy horizon. The numerical evolution of
non-spherical test fields was than performed in the vicinity of the singularity, which did not show
evidence of instability. This fact motivated analytic studies of the propagation of non-spherical
test fields in the vicinity of the Cauchy horizon of naked singularities via energy estimates, which
resulted in the founding of the uniformly boundedness of the energy associated to the field and
consequently, its the uniform boundedness. In the las part of this work, it is studied the redshift
function of photons traversing a collapsing spherical dust cloud, and it is shown that this function
provides observational information on the mass distribution of the cloud, and more interestingly,
the redshift function shows distinct features depending on the final fate of the collapse, namely
a black hole or a naked singularity.

Key words: Gravitational collapse, estability.






Capitulo 1

Introducciéon

En este trabajo se presentan los resultados de un extenso proyecto de investigacion sobre el feno-
meno conocido como colapso gravitacional, el cual consiste en la contraccion de un objeto masivo
sobre si mismo debido a su auto-gravedad, lo que provoca una disminuciéon de su volumen y un
aumento de su densidad de materia-energia. El colapso gravitacional es responsable, al menos
en primera instancia, de la formacién de las estructuras macroscopicas conocidas en el univer-
so, desde planetas y estrellas hasta galaxias y ciimulos de galaxias. Por ejemplo: el colapso de
una nube de hidréogeno molecular y polvo interestelar suficientemente masiva puede dar lugar
al nacimiento de una estrella cuando se induce la fusiéon nuclear del hidrégeno, lo que a su vez
genera una presion térmica que contrarresta a la fuerza gravitacional. Si se alcanza el equilibrio
hidrostatico, el colapso se detiene y el objeto alcanza un estado estacionario; en cambio si la
presion del gas es insuficiente para contrarrestar a la gravedad -como tipicamente ocurre cuando
los elementos quimicos de la estrella ya no pueden ser fusionados sin absorver energia-, el colap-
so continia y, dependiendo de la masa del sistema, puede inducir un fenémeno astrofisico tan
complejo y violento como una supernova y/o la formacion de una enana blanca o una estrella
de neutrones [1], las cuales alcanzan el equilibrio gracias a presiones de degeneraciéon cuantica.
Si ni siquiera una presiéon de este tipo fuera suficientemente grande para detener el colapso, en-
tonces éste proseguiria continuamente. En ultima instancia, la Relatividad General, que es la
teoria de la gravitacion més exitosa y aceptada actualmente, predice que cuando un objeto sufi-
cientemente masivo se encuentra concentrado en una regiéon muy pequena de un espacio-tiempo
asitntoticamente plano -como ocurre por ejemplo al colapsar completamente una estrella aislada-,
se forma una superficie atrapada [2] y entonces los resultados de Hawking y Penrose conocidos
como teoremas de singularidad (ver por ejemplo [3]4]) implican la formacion de una singularidad
espacio-temporal. Ademés, la formacién de un agujero negro es de esperarse segun el estudio de
Oppenheimer y Snyder [5], y no existe a priori un mecanismo que impida que la singularidad
comience a formarse antes que el horizonte de eventos, de tal manera que al menos una porcién de
dicha singularidad resulte globalmente desnuda en el sentido de que quede causalmente conectada
con una region del universo que se extiende asintoticamente. Al respecto de esa posibilidad hay
al menos un par de observaciones interesantes: (1) el hecho de que un observador arbitrariamente
lejano pudiera recibir informacion proveniente de la vecindad de una regién singular del universo,
en principio abrirfa la posibilidad de conocer nuevos aspectos de la naturaleza; (2) asumiendo que
la Relatividad General es el marco correcto para describir y predecir los fenémenos gravitatorios
-para lo cual es una so6lida candidata hasta ahora-, la presencia de singularidades desnudas en el
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universo resultaria catastrofica para el determinismo de la teoria, pues no tiene sentido plantear
un problema de Cauchy global en un espacio-tiempo en presencia de una region singular a menos
que se impongan condiciones de frontera sobre la misma, para lo cual no existe una prescripciéon
natural. Esta tltima observaciéon en parte ha motivado la llamada conjetura de la censura cosmi-
ca débil, formulada la primera vez por Roger Penrose en 1969 [6]. Técnicamente, esta conjetura
establece que si la materia que colapsa satisface condiciones fisicamente razonables, entonces el
méximo desarrollo de Cauchy de un dato inicial regular y asintéticamente plano, genéricamente
debe ser un espacio-tiempo asintéticamente plano con un infinito nulo futuro completo, o en otras
palabras, su pasado causal no debe contener puntos singulares. Por lo tanto, durante un colapso
total genérico, el horizonte de eventos debe formarse antes que la singularidad, y en ese sentido,
la presencia del agujero negro debe censurar la ocasion de que la singularidad sea globalmente
desnuda. Sin embargo, atn queda abierta la posibilidad de que la singularidad resulte localmente
desnuda, es decir, conectada causalmente con observadores locales dentro del horizonte de even-
tos, lo cual es menos relevante desde el punto de vista astrofisico porque no tendria consecuencias
catastroficas para la predictibilidad de la teoria en regiones asintoticas. Aun asi, la version fuerte
de la conjetura establece que ni siquiera las singularidades localmente desnudas deben aparecer
como resultado de un colapso gravitacional genérico.

Singularidad espacial

Centro del objeto

Superficie del objeto

Figura 1.1: Representacion caricaturizada del diagrama de Penrose del espacio-tiempo resultante
del colapso gravitacional total de un objeto, el cual da lugar a una singularidad globalmente
desnuda. Nétese que el pasado causal del infinito nulo futuro (.#7) contiene puntos singulares y
que el horizonte de Cauchy queda fuera del horizonte de eventos.

Para aclarar esta discusén es conveniente introducir un concepto geométrico importante e ilus-
trarlo con una figura. Supéngase por un momento que el colapso total de un objeto masivo da
lugar a la formacion de una singularidad desnuda. En este caso, el espacio-tiempo resulta no ser
globalmente hiperboélico y por lo tanto existe una superficie no trivial constituida por la frontera
del maximo desarrollo de Cauchy del dato inicial para el colapso. Esa frontera es una superficie
nula y se llama horizonte de Cauchyﬂ Notese que si la singularidad es globalmente desnuda,

1En otras palabras, el horizonte de Cauchy es la superficie critica que delimita la regién donde es posible
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entonces el horizonte de Cauchy queda fuera del horizonte de eventos, y por lo tanto se extiende
hasta el infinito nulo futuro. Para proporcionar una idea grafica de la situacion, en la figura [T.]]
se muestra un diagrama de Penrose idealizado del espacio-tiempo en cuestion.

En cuanto a la conjetura de la censura césmica, es importante hacer énfasis en que su formulaciéon
hace clara referencia al caracter genérico del espacio-tiempo resultante del colapso, lo que en
particular significa que éste debe ser estable bajo cualquier perturbacién. En otras palabras:
esta conjetura podria tolerar la formacion de singularidades desnudas en algiin modelo teérico de
colapso, lo cual no se considera una violacién si no se demuestra que el espacio-tiempo resultante es
estable. Efectivamente, se ha descubierto que las singularidades desnudas pueden ocurrir dentro
de algunos modelos de colapso con un alto grado de simetria, como es el caso del modelo de
Tolman-Bondi -que describe el colapso de una nube de polvo esférica [7, [8, @, [10]-, o el colapso
de un campo escalar esférico no masivo [I1} 12]. En este tltimo caso se ha demostrado que las
singularidades desnudas son inestables [I3] y por lo tanto inofensivas en el sentido de que no
atentan contra la conjetura de la censura césmica. En contraste, la situacién del modelo de polvo
no es tan clara porque las singularidades desnudas encontradas en ese caso resultan ser estables
bajo perturbaciones esféricas [7, [§], y entonces un problema altamente relevante, el cual sigue
abierto salvo progresos que se mencionan mas adelante, es determinar si tales singularidades
también son estables bajo perturbaciones genéricas, pues ello constituiria un contra-ejemplo a
la conjetura de la censura cosmica. Por lo pronto, no se ha descartado la posibilidad de que la
naturaleza admita la formacion de singularidades desnudas estables como resultado del colapso
total de un sistema asilado, es decir: no existe todavia una prueba contundente a favor o en
contra de la conjetura de la censura cosmica débil, y ello constituye un reto vigente para la fisica
tedrica. Se pueden encontrar revisiones extendidas sobre el tema en referencias [14] [15], [16].

Este trabajo se especializa en el estudio del modelo de Tolman-Bondi. Se trata un modelo simple
y tal vez poco realista para modelar objetos astrofisicos, pero resulta relevante desde el punto
de vista teodrico y por lo tanto es importante resolver sus aspectos de estabilidad pendientes.
Una de las grandes ventajas del modelo de Tolman-Bondi es que la métrica del espacio-tiempo
se puede calcular de forma explicita. Sin embargo, el anélisis de la estructura causal en la ve-
cindad de la singularidad no es una tarea trivial puesto que para calcular las trayectorias nulas
-incluso radiales- es necesario resolver ecuaciones diferenciales ordinarias singulares y no lineales.
Al respecto, el primer estudio sistematico y riguroso fue realizado por Christodoulou en 1984 [§],
demostrando que para un dato inicial regular, simétrico en el tiempo y genérico, existe una in-
finidad de rayos de luz radiales que emanan de la singularidad central, implicando que ésta es
al menos localmente desnuda, pero ademas, dependiendo del grado de homogeneidad del perfil
de densidad inicial, algunos de esos rayos de luz pueden llegar a la superficie de la nube antes
de que se forme un horizonte de eventos, de manera que se propagan hasta el infinito nulo fu-
turo, y por lo tanto se tiene una singularidad globalmente desnuda. Algunas generalizaciones de
estos resultados para datos iniciales asimétricos en el tiempo, pueden encontrarse en las referen-
cias [9, 10, [I7, [I8]. Sobre el problema de la estabilidad de las singularidades desnudas dentro
del modelo de Tolman-Bondi se han realizado avances importantes: una de las ideas ha sido
considerar la propagacion de campos de prueba en la vecindad de la singularidad central y del
horizonte de Cauchy asociado y estudiar su comportamiento: si ocurriera una divergencia del
campo, ello se interpretaria como un sintoma de inestabilidad. Una cuestiéon similar surge al ana-
lizar la estabilidad de los horizontes internos de agujeros negros, como los de Reissner-Nordstrom
o Kerr-Newman. En estos casos, la radiaciéon entrante emitida por un observador en la regién
exterior experimenta un corrimiento al azul infinito en el horizonte de Cauchy, y por lo tanto se

resolver un problema de Cauchy global en el espacio-tiempo.



12 Capitulo 1. Introduccién

espera que tal horizonte interno sea inestable. En el caso particular de Reissner-Nordstrom, la
existencia de esa inestabilidad fue demostrada numéricamente por Simpson y Penrose [19] evolu-
cionando campos de prueba, y luego fue confirmada por Poisson e Israel [20] y Dafermos [21]. Por
supuesto que el caso de una singularidad desnuda es diferente puesto que no hay un argumento
fisico que pronostique claramente un corrimiento al azul infinito en el horizonte de Cauchy, y
entonces tal efecto no es evidente a priori. Por otro lado, no es del todo absurdo esperar que un
rayo de luz que pasa muy cerca de la singularidad desnuda pudiera experimentar un corrimiento
infinito debido a que atraviesa una regién de curvatura muy pronunciada, y entonces si ocurriera
un corrimiento al azul infinito, uno esperaria una inestabilidad del horizonte de Cauchy como
en el caso de Reissner-Nordstrom. En las referencias [22], 23] [24] se pueden encontrar estudios
concernientes a la propagacion de rayos de luz cerca de singularidades desnudas, es decir, en el
régimen de campos de altas frecuencias, en cuyo caso no se ha encontrado evidencia de inestabili-
dades. En cuanto a la propagacion de campos lineales fuera de simetria esférica, existen trabajos
analiticos [25] [26] 24] y numeéricos [27] 28] 29, 0] que consideran varios casos particulares y han
llegado a encontrar ciertos indicios de inestabilidades que aiin deben ser estudiados para datos
iniciales genéricos.

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se comienza por plantear
el problema del colapso de un fluido perfecto esféricamente simétrico con una ecuacion de estado
general. Luego, de las ecuaciones de Einstein-Euler se deduce el sistema diferencial que gobierna
la dindmica del colapso, el cual se escribe como un problema de Cauchy bien planteado. En el
Capitulo 3 se presenta la solucién exacta de dicho sistema en el caso particular de presiéon ce-
ro, lo que constituye de entrada el modelo de Tolman-Bondi. Enseguida se imponen condiciones
fisicamente razonables sobre la materia que colapsa y se presenta una revision exhaustiva de la es-
tructura causal del espacio-tiempo en base al analisis de los rayos de luz radiales, confirmando que
en este modelo pueden aparecer singularidades desnudas estables bajo perturbaciones esféricas.
Ademés se presenta un algoritmo numérico para generar diagramas conformes del espacio-tiempo
resultante del colapso.

En el Capitulo 4 se comienza con los estudios de estabilidad de singularidades globalmente des-
nudas dentro del modelo de Tolman-Bondi. Como perturbacion se considera la propagaciéon de
campos de prueba esféricos en la vecindad de la singularidad y del horizonte de Cauchy asocia-
do. Los resultados en el régimen de altas frecuencias son compatibles con las conclusiones de
los trabajos previos donde no se encontraron indicios de inestabilidad. En el régimen de bajas
frecuencias se presenta una demostracion rigurosa de que un campo escalar esférico de prueba es
uniformemente acotado, excepto posiblemente sobre la singularidad central, sin que esa eventual
divergencia se propague a lo largo del horizonte de Cauchy. En el Capitulo 5 se continia con el
analisis de estabilidad, esta vez estudiando numéricamente la propagaciéon de campos de prueba
no esféricos en la vecindad de la singularidad central, sin encontrar evidencias de inestabilidad.
Con esa motivacion, en el Capitulo 6 se demuestra rigurosamente que, asociada a los campos
de prueba no esf’ericos, existe una energia uniformemente acotada en superficies tipo espacio, lo
cual permite probar que tales campos son uniformemente acotados, excepto tal vez por la posi-
bilidad de cierta divergencia débil en la singularidad en el sentido de que no se propaga a lo largo
del horizonte de Cauchy. Finalmente, en los Capitulos 7 y 8 se presentan algunas consecuencias
del Capitulo 4 que no conciernen necesariamente al problema de estabilidad de singularidades
desnudas. En particular, se discute la posibilidad de aprovechar las propiedades del corrimiento
al rojo de fotones que provienen de fuentes lejanas y atraviesan la nube de polvo por el centro
para luego ser detectados por observadores igualmente lejanos, para inferir la distribucion de
masa de la nube e incluso para distinguir observacionalmente la formacién de una singularidad
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globalmente desnuda de la de agujero negro dentro del modelo de Tolman-Bondi.

En el Capitulo 9 se presenta un resumen y las conclusiones del trabajo. Ademas se bosquejan las
posibles las investigaciones futuras que de aqui se desprenden.

A lo largo de todo el texto se utilizan unidades tales que la velocidad de la luz ¢ y la constante
de la gravitacion universal G son ambas iguales a uno.






Capitulo 2

Las ecuaciones dinamicas del
colapso de un fluido perfecto
estéricamente simétrico

En este capitulo se deducen las ecuaciones diferenciales que gobiernan la dinamica del colapso
gravitacional de un fluido perfecto en un espacio-tiempo 4-dimensional esféricamente simétrico.
Por ahora no representa grandes ventajas asumir que el fluido tiene presion cero, de tal forma
que la deduccion es completamente general. En la primera secciéon se construye el espacio-tiempo
y, considerando un tensor de energia-impulso genérico, se describen las consecuencias de las ecua-
ciones de Einstein -para una discusiéon complementaria sobre este desarrollo se puede consultar
la referencia [31]-. Luego en particular se introduce el tensor de energia-impulso correspondiente
a un fluido perfecto y se deducen las ecuaciones que gobiernan la dinamica del colapso. En la se-
gunda seccién se discute brevemente la termodindmica del fluido y la clase especial de ecuaciones
de estado politropicas, las cuales son ampliamente usadas en modelos de estrellas de neutrones
o incluso flujos de acrecion [II, 4 [32] B3], por ejemplo. La tercera seccion esta dedicada al plan-
teamiento del problema de Cauchy como un sistema diferencial fuertemente hiperbolico para los
campos que describen el fluido en colapso. El enfoque al final del capitulo pretende preparar el
sistema para ser resuelto por métodos numéricos, y es por eso que se plantea de forma adimen-
sional, se describen los datos iniciales y las condiciones de frontera apropiadas. Aunque en el
resto de este trabajo se asumird que el fluido tiene presioén cero -en cuyo caso las ecuaciones se
pueden resolver de forma exacta-, es importante plantear el problema de forma tan general como
sea posible para poder retomarlo con ventaja en trabajos futuros.

2.1. El espacio-tiempo esféricamente simétrico y las ecua-
ciones de Einstein-Euler

Esta seccion esta dedicada a la exposicion de las propiedades geométricas generales de cual-
quier fondo esféricamente simétrico 4-dimensional. Para comenzar, considérese un espacio-tiempo
(M, g), donde g es una métrica Lorenziana y M una variedad diferenciable de dimensién cuatro.
El espacio-tiempo (M, g) se llama esféricamente simétrico si y solo si es posible descomponer la

15
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variedad M como el producto cartesiano
M = M x S2,

y ademas la métrica g puede descomponerse en la forma g = g+r2g, de tal manera que (M L&) es
una variedad pseudo-Riemmaniana 2-dimensional ortogonal a la 2-esfera unitaria (S2,g) con la
métrica inducida g = df*+sen? fd¢?, donde {0, ¢} son las coordenadas esféricas usuales y r > 0 es
una funcion real sobre M definida a partir del area de una esfera que pasa por un punto arbitrario
p € M. Dado que el area de dicha esfera es A(p) = 4mr2(p), se define r(p) := /A(p)/V4r y se
llama radio de drea.

Para lo sucesivo se introducen coordenadas locales sobre M, clasificadas en dos conjuntos: sobre
M seran {x?} -arbitrarias por el momento- y sobre S? seran {z} = {6, #}. En términos de tales
coordenadas locales la métrica se escribe como:

g = Gapda®da® + 12 (w“)QAdeAde.

El objetivo es encontrar la forma genérica de las componentes de g y la funcién r. Por lo pronto
una observacién importante y 1til en todo caso es que g es simétrica por bloques:

_ gab 0
(g;w) - ( 0 TQQAB ) )

~ab
wr _ (9 0
(g") ( 0 %ZQAB ) .

Como primer paso en el camino de calcular las componentes de la métrica se deben calcular los
simbolos de Christoffel respecto a la conexion de Levi-Civita V asociada a g, los cuales son dados
por I3 = g" (0a9py + 089ar — Ovgap) /2- En total hay 40 de ellos, pero afortunadamente no
es necesario calcularlos todos gracias a la simetria del espacio-tiempo. A fin de cuentas solo es
necesario hacer seis calculos: T'%., I'%c, I'%ge, T4, T4 Be y I'45c. En términos del gradiente de
r(z*), definido por r, := @ar, donde V es la conexion de Levi-Civita asociada a g, los sfmbolos
de Christoffel son:

. = I%,
Fabc = Oa
I'pc = -rrgpc,
I = 0,
FABC = 5ABﬁy
T
e = Tpe.

El siguiente paso es encontrar el tensor de curvatura, cuyas componentes estan dadas por R* 5 =
0" 3, +19 g, I o —0sTH o), =17 0, I'¥ 3 v satisface las simetrias algebraicas R, a8 = —Ruvga =
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—Ryua = Rapuw- El resultado de los célculos directos es:

Ry = RC4ab = k(6°aGbd — 0°bGaa),
R°pap = —7(VaVT)ipp,
Rpap = (1—N)(%4gps — 6 Bapa),
R°pay = 0,
Reyap = 0,
R°pap = 0,

donde N denota la norma al cuadrado del gradiente de r, es decir N := 70r, = §%(Vor)(Vyr), y
k denota la curvatura de Gauss de (M ,&). Enseguida puede calcularse el tensor de Ricci, cuyas
componentes se definen como la contraccion R, g := R*,,3, que para las distintas combinaciones
entre coordenadas angulares y radiales resulta ser

- 2.
Ry = R4 =R%a+ RPupy = kjap — ;VaVbT’y
R.p = R“auB = RdadB + RDaDB =0,
Rap = R'aup=Raap+RPapp=—7(VaVo7)jap + (1~ N)jap,

donde se han usado las identidades

Rdadb = ]::(anb - gab) = %gaba
2.

.@DE(_T@a ﬁb""gDE) = - - VoVyr.

1
D DE DE
R%.ps = g "Rpaps =9 " " Rappe = 2

El célculo del escalar de Ricci, definido como R := g"”R,,,,, es menos extenso y resulta

1 =4 - - 2(1-N
R=§"Rup + 3P Rap = 2k — (V. V) + u-N
r2 r r2
Finalmente, el tensor de Einstein, el cual se define en términos de sus componentes como G, :=
R, — % guv R, para las diferentes combinaciones entre coordenadas angulares y radiales es:

2~ =~ 1 - =
Gu = —;Vavb’l“ - 772(1 — N — QTVCVCT)gab, (2'1)
GaB = 07
GAB = (T@C@CT — 7"2];)‘@AB~

2.1.1. Las ecuaciones de Einstein-Euler

Sea T un tensor de energia-impulso arbitrario cuyas componentes en alguna carta local {z%, z}
son T, y tal que V,T*, = 0. A partir de la solucién de las ecuaciones de Einstein, G, =
8mGT,,., donde G es la constante universal de la gravitacion, podran calcularse los coeficientes
de la métrica g. El problema puede separarse estrictamente en las tres partes en las que puede
descomponerse el tensor de Einstein, sin embargo la identidad de Bianchi, V,G*;, = 0, simplifica
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considerablemente el problema. Por un lado se tiene

1 -~ a Ty .
0=V,G", = ﬁva(ﬂa b) — T—ggABGAB, (2.2)

y por otro lado
r

1e b .
0=V,T", = r—zva(rzT‘lb) - 773gf”3TAB. (2.3)

Multiplicando la ecuacién (2.3) por 87G y tomando la diferencia con (2.2)) resulta

1
0= ﬁva (7‘2 [GY — 87TGTab]) - %QAB (Gap — 87GTap) .

Si se satisfacen las ecuaciones G%, = 81GT%, y V,T*, = 0, y si ademas se asume que 7, # 0,
entonces automaticamente se satisface la parte angular de las ecuaciones de Einstein, es decir
G4 (G ap — 8mGTap) = 0, y por lo tanto el problema se reduce a resolver solamente

Gab*87TGTab = 0,
v, ", = 0,

lo cual explicitamente se escribe como:

2. - 1 .
~ “VaVir = 5 (1= N =2V V), = 87GTu, (2.4)
Ty .
Vo (r?T%,) — r—ggABTAB = 0.

En este caso, la métrica general sobre M, en términos de coordenadas co-méviles sincronizadas
{z®} = {7, R}, resulta ser [34]

g _ _62¢(T,R)d7_2 + 62w(T’R)dR2,

con la cuadri-velocidad u = e~?9,, normalizada de tal manera que g(u,u) = —1. La coordenada
radial R se elige de tal modo que coincide con el radio de area de cada cascarén de fluido al
tiempo inicial (7 = 0), por lo tanto funciona como etiqueta para los cascarones, y sus lineas de
mundo quedan descritas por las superficies de R constante.

A continuacion se introduce el tensor de energia-impulso particular de un fluido perfecto, cuyas
componentes son T}, = (p+P)u,u,+Pg,., donde p y P denotan respectivamente la densidad de
energia y la presion medidas por observadores co-moéviles con el fluido, ambas funciones definidas
sobre M dada la simetria esférica. Enseguida se deducen las ecuaciones dindmicas que gobiernan
el colapso. Como primer paso se pueden calcular la expansion, definida por © := (1/ 7“2)@“(7“211,1),
las componentes de la cuadri-aceleracion a, := Vyu,, y resulta

e = 2°+4,
T

ar = 0,

ar = ewd)lv

ap = 07

donde el punto denota la aplicacién del campo e~ %9, y el apostrofe la aplicacion de e~% 0.
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Luego, de las ecuaciones de movimiento para del fluido, Vup+ (p+P)O =0y (p+ P)ap + (Gap +

uaub)@aP = 0 se deduce que

ﬁ+@+P>@i+¢) = 0,

P'+(p+P)¢ = 0,

(2.5)

(2.6)

y de la expresion para el gradiente de la masa de Misner-Sharp [35], Vom = (k/2)r?p(r, +

uqupr®) + (k/2)r? Pusupr?, con k := 87G, se obtiene

k
m = —§T27‘P,
k
m/ — §T2T/p
Finalmente, las ecuaciones de Einstein
2 ~ ~ tf 1,..
- ;(Vavbr) = k(p+P) (uaup + 59ab | ¥

2 e =
5 [rd"VaVir =1 =N)] = —k(p—P),

donde (tf) denota la parte sin traza, implican las siguientes ecuaciones dinadmicas:

b = L,
T
. 2m kr
- AW Y e M _p
P ) e 2 S(p=P),
.. m ;. kr
R

y para cerrar el sistema se agrega la definicion de N (= r%r,),

2m .
1— 2= =p2 42,
r

Definiendo las dos nuevas variables U := 7 y I := 1/, se puede probar la siguiente

Proposicion 2.1.1 Las funciones U y I' satisfacen el sistema de ecuaciones

. m k
U = d)/r — ﬁ — §TP,
U/ = 1/JF,
. m k
' = U+ 25"
r = ¢'U,

donde en términos de U y T' se puede escribir m = r(1+ U? —T'2)/2.

Demostracion. Dado que U = #, de la ecuacion (2.13) se tiene U= ¢T - m/r?

(2.7)

(2.8)

(2.11)
(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Analogamente para U’, usando a ecuacion (2.11)), se obtiene U’ = (7)" = ¢I. Luego, dado que
I’ = 7" la ecuacion (2.12) se puede escribir como I” =U+yU - ¢'T' + 2m/r? — kr(p — P)/2,y
sustituyendo en ésta la ecuacion l| resulta IV = ¢U + m/r? — krp/2. Finalmente para T,

=)= (e7¥Ogrr) = T+ e (%) = -y + U¢' + U,

y usando la ecuacion 1' se obtiene I' = ¢'U. O

2.2. Termodindmica del fluido en colapso

En esta seccion se considera un fluido perfecto tal que cada uno de sus elementos se mantiene
en equilibrio termodinamico a lo largo de su trayectoria, de tal manera que se cumple la primera
ley de la termodinamica. También se asume que no hay transporte de calor entre los elementos
de fluido y por lo tanto no hay incrementos de entropia. Si se denota con n a la densidad de
particulas medida por un observador co-movil con el flujo, entonces € := p/n es la energia interna
por particula de fluido y la primera ley de la termodinamica se escribe como de = —PdV, donde
V =1/n es el volumen por particula. En términos de n se tiene

de:—Pd<1>.
n

Es conveniente introducir la variable termodinamica conocida como entalpia f := (p+ P)/n =
e+ P/n, cuyo incremento diferencial esta dado por df = de+d (P/n), y de acuerdo con la primera
ley,

1
df = —dP. (2.19)
n
Otras cantidades relevantes y tutiles en lo sucesivo son la velocidad del sonido Vs -la cual mide

la rapidez de propagaciéon de las perturbaciones mecanicas a través del fluido-, y su derivada
logaritmica W, definidas por

opP
2 .
‘/s T ap?
W dlog(Vy) — n 9V

dlog(n) Vi on'

Como resultado central de este apartado se tiene la siguiente

Proposicion 2.2.1 La densidad de energia del fluido p, su presion P y su densidad de particulas
n, medidas por un observador co-mdovil con el flujo, satisfacen la identidad
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Demostraciéon. Por un lado, la primera ley de la termodinamica implica que f = P/n, y
entonces f/f = P/(p+ P). Por otro lado, de la definicion de la entalpia,

f_ n (p+P Ap+P)\ _ p N P i
f p+P n n? p+P p+P n
Combinando ambos resultados se llega directamente a lo que se queria probar. O

2.2.1. La ecuacion de estado

En esta subseccion se asume que el fluido perfecto que colapsa gravitacionalmente obedece una
ecuacion de estado particular correspondiente a un gas politropico. Dicha relacion politropica

estd dada por
P(n) = Kn”,

donde K > 0 es una constante real, al igual que 1 < v < 5/3, la cual se llama ¢ndice politrdpico
del gas. Combinando esta ecuacién con se llega a la forma particular de la primera ley de
la termodinamica

de = Kn"%dn, (2.20)

la cual puede integrarse para obtener la energia interna e y luego calcular p = ney f =e¢+ P/n.
Los resultados son:

K
- 0
e(n) 'y—ln + o,
K
p(n) = _1nv+€on,
Ky
f(n) = 'y—ln + €o,

donde ¢y es una constante de integracién interpretada como la energia en reposo por particula
de fluido. Luego, de la definicon de la velocidad del sonido, la primera ley de la termodinamica
y el enunciado de la Proposiciéon se obtiene

V2 — dlog(f)

* dlog(n)’



Capitulo 2. Las ecuaciones dinamicas del colapso de un fluido perfecto
22 esféricamente simétrico

En resumen, para el caso particular de un gas politropico se tiene,

K
e(n) - " + €o,
p(n) = nY + egn,
N —
_ K’y y—1
f(n) = *yfln + €o,
—1DKnY 1
V—SQ(n) _ ’7(’7 ) n ,
co(y—1) +yKn1t
n OV
W o= -
Vi On

2.3. Las ecuaciones de evolucion

El siguiente objetivo es plantear un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que gobierne la
dinédmica del colapso del fluido perfecto, el cual se planea resolver despﬁesﬂ utilizando métodos
numéricos. Por lo tanto es importante formular el sistema como un problema de Cauchy bien
planteado, y lo anterior se logra al escribirlo de forma que sea fuertemente hiperbdlico [36], lo
cual se precisa mas adelante.

La primera ecuacion de este sistema se puede deducir de la ecuacion (2.5)), que al combinarse con
el enunciado de la Proposicion [2.2.1] resulta

T (2r + ¢> . (2.21)
n r
Luego tomando ¢ del enunciado de la Proposicion se obtiene n = —nU’ /T — 2nU/r.

Observacion 2.3.1 FEs importante notar que la ecuacion se puede escribir como (r’ne?) =
0, la cual puede obtenerse paralelamente del principio de conservacion de particulas, V,(nu*) =
0. En ese sentido, Junto con las consecuencias de la termodindmica (Proposicion , es
equivalente a tener conservacion de particulas.

La segunda y tercera ecuaciones de evolucion vienen de y (2.18)), con la funcién ¢’ calculada
a partir de la ecuacion del fluido , la primera ley de la termodinamica y la definiciéon de la
entalpia, lo cual resulta

P/ nf/ fl

ptP  pxP [’

¢ =— (2.22)

ademas por otro lado se tiene que
fr_1of _ (nofyn
f fon  \fon)n’

donde la cantidad entre paréntesis es justamente el cuadrado de la velocidad del sonido (VSQ),

1Fuera de los alcances de este trabajo.
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entonces ,
¢ = -2 (2.23)
n

lo cual debe ser introducido en las ecuaciones (2.15)) y (2.18).

La dltima ecuacién, para cerrar el sistema, es 77 = U, y en resumen las ecuaciones de evolucién
son:

) n_, 2n
- Ty 2.24
n FU . U, (2.24)
r , , m k
- _= __—_Zyp 2.2
U = — Vi =5 - SrP(), (2:25)
ro= —ZV2m, (2.26)
n
r = U, (2.27)

conm=r(l+U?-T?%)/2.

Proposicion 2.3.1 Fl sistemal - es quasi-lineal y fuertemente hiperbdlico siempre
quen>0,V; >0y >0.

Demostracion. El sistema (2.24))- (2.27)) se puede escribir matricialmente como

/

n n 27"U
Ul_4|lU | _| B+srp
r o T 0 ’
r r -U
donde el simbolo principal del sistema es
0 —n/T 0 0
s -I'V2/n 0 0 0
| -UVZ/n 0 0 0
0 0 0 0

Por definicion, el sistema es fuertemente hiperbdlico [36] si A es una matriz diagonalizable con
eigenvalores reales. Al respecto se obtiene que los eigenvalores de A son {Vy, —V,0,0}. Luego, el
conjunto de eigenvectores {(—n/T'Vs,1,U/T,0)T, (n/TV,,1,U/T,0)T,(0,0,1,0)T,(0,0,0,1)T} es
linealmente independiente dado que la matriz que forman es invertible, en efecto

“n/TV, n/TVs 0 0
1 1 0 0 n
ety w10 | T 7Y
0 0 0 1

Entonces se ha exhibido un conjunto de eigenvectores de A que forman una base de R*, y por lo
tanto A es diagonalizable y se sigue la afirmacion de la proposicion. 0O

Sucede que el sistema (2.24)- (2.27)) asi escrito presenta un par de inconvenientes sutiles. En primer
lugar, todos sus eigenvalores se degeneran a cero cuando Vi — 0, es decir, sobre la superficie de
la estrella. En segundo lugar, en ese mismo limite, el elemento de matriz —n/T" — 0, mientras
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que V2/n —s 0/0. Con el objetivo de evitar tales problemas se introduce el siguiente cambio
de variable: n — z%, con « > 0, de tal manera que n/n = ai/x y n’'/n = az’/z. Luego en
términos de z, el sistema se ve como:

x 2z
P = ——u -2y
. al ar
!
. k
U = —aI‘Vf%—g—ﬁrP(x),
!
I = —aUV2Z,
T
r = U

Como se discutié previamente, la ecuacion de estado politrépica implica que V2(n) x n771, lo
cual sugiere identificar Vj con r para luego determinar « dado que Vs = nd, Vs = WVsn/n. Por
lo tanto o = WL, n/n = V,/(WV,) y n'/n = V!/(WV,). Asi finalmente, en términos de Vy(n),

el sistema toma la forma

. 2
Vs = —WEU'— ﬂVSU,
r T
. r , m k
= T Iz Vs - — —zrP s)s
U W,VVS 25" (V%)
- U
r = ——=WV,V/
woooE

o= U,

el cual sigue siendo fuertemente hiperbolico y es tal que el simbolo principal es proporcional a
Vs v por lo tanto se anula en la superficie de la estrella.

2.3.1. El sistema adimensional para un sistema politrépico

Puesto que el proposito a largo plazo es resolver numéricamente el sistema de evoluciéon para el
fluido perfecto en colapso gravitacional, es necesario plantear el mismo de forma que las cantidades
involucradas sean adimiensionales. Para lograrlo, la primera variable adimensional que se define
es la densidad especifica de particulas z := n/ng, donde la constante ny es una densidad de
particulas caracteristica arbitraria por ahora. La siguiente cantidad adimensional es la entalpia
especifica h := f/ey. En términos de z, para una ecuacion de estado politropica se tiene f(z) =
€0+ K~ (ngz)""" /(v — 1), de forma que la entalpfa especifica es

_K
60(’7 - 1)

y—1

h(z) =1+ ng 2L

Luego el truco para tener h(z) = 14 27! es definir ng tal que ny~ " = eo(y — 1)/(7K). Con
esa eleccion particular, para una ecuacion de estado politropica, las funciones termodinamicas en
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términos de z son, en resumen,

P(z) = Kn}2",
® = o)
€(z) = € + R
’ v
271
p(z) = mnoez <1 + ) ,
Y
f2) = e(1+2771),
h(z) = 142771
2 _ (=D
Vilz) = 1
- -1
W(Z) - 2(1+Z,Y_1)3

Enseguida las ecuaciones de evolucion para el colapso se pueden escribir en términos de cantidades
adimensionales. Considérese por ejemplo el dltimo término de la ecuaciéon , krP/2, donde
k = 8nG y P = P(z). En términos de z se tiene krP(z)/2 = (4nGKn{)rz". La expresion
entre paréntesis tiene unidades de longitud inversa al cuadrado, lo cual sugiere definir la longitud
caracteristica lo := (4rGKn))~ /2, y en términos de la misma,

Asimismo se re-escala el resto de las funciones involucradas en las ecuaciones: R — lgR, 7 —
lor, v — lor, m — lgm, Ry —> loRy, y como consecuencia Vi — V/lg y U — U'/ly.
Entonces que las ecuaciones adimensionales y re-escaladas se leen:

Vs — —WEU’—%VSU,
r r
: I / 1 2 2
= ViV - o (L4 U2 - T2) — (V)7

U WVVS 27‘( +U ) rz(Vs)
. U
P = -2V,

W S
r = U

donde se ha usado m = r (1 + U? —T'?) /2 (ver la ecuacion (2.14)) y ademas se escribe z como
funcion de V.

2.3.2. El problema de Cauchy

En la practica, al plantear el problema de Cauchy para resolverlo por medios numéricos, es
necesario desplegar la notacion para los operadores diferenciales, esto es,

‘=e %0,
"= e_waR7
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de modo que se requiere la forma explicita de las funciones exponenciales. Primero se calculara
e~ % retomando la ecuacion , la cual implica que 0; (r*ne?) = 0, es decir, r*ne? = ((R),
donde ((R) se puede determinar evaluando la ecuacion en 7 = 0 y resulta ¢ (R) = R?*n/(0, R)ewo(R)7
con ¥o(R) := (0, R). Por otro lado se sabe que ¢¥0(®) = 1/T'x(R), donde T'o(R) := T'(0, R),
entonces

y en términos de z,

donde zo(R) := (0, R).

Para determinar la funcién exponencial e® hay qué integrar la ecuaciéon (2.22)), que en términos

de la entalpia especifica h = f /ey -adimensional-, se ve como ¢’ = —h'/h. Eligiendo de manera
conveniente la constante de integracion se llega a ¢ = —log(h), y entonces
1 1
e® =

h(z) ST

Finalmente, el sistema a evolucionar numéricamente es

. )
0.Vs = —e? eFWng%—i—TWVSU], (2.28)
L .
U = —e GWFVS%+§(1+U%FQ)+TZ(VS)V : (2.29)
-
0.0 = —¢* %VU%%‘;}, (2.30)
o, = €U, (2.31)
con
V2 1/(v=1)
2(Vs) = (7_1_‘/52) ;
- -1
WE = saiay

Datos iniciales

El dato inicial para la evolucion del sistema -es decir, las funciones dadas en el tiempo inicial
7 = 0- consta de Up(R) := U(0, R), T'o(R), V5(0, R) y r(0, R) = R. Considérese primero Uy(R) =
7(0, R), que no es mas que el perfil inicial de velocidad vo(R). Considérese la siguiente funcion ¢
-cuya definicion seré interpretada después-,

1,2 mo(R)
2 _ aWw(R) - %
q (R) = —moéR) )
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donde mgp(R) := m(0, R). Recordando que para trabajar con cantidades adimensionales se ha-
cen los cambios m — lgm y R — [pR, entonces es claro que ¢ es adimensional. Enseguida
considérese la siguiente funcion ¢, la cual es proporcional a la densidad media de masa conte-
nida en un cascaron esférico etiquetado por R, ¢(R) := 2’”137@. En términos de ésta se tiene
v3(R) = R%c(R) (1 — ¢*(R)), lo cual conduce a Uy(R) = —/R2¢(R) (1 — ¢*(R)), con la eleccién
del signo menos de acuerdo con la tendencia inicial de la nube a colapsar y no de expandirse.
Notar que Uy(R) también es adimensional porque el producto R?c lo es. Para calcular dicho
producto, a partir de la ecuaciéon se calcula la masa al tiempo inicial:

R — — —
mo(R) = 47TG/O p (20(R)) R*dR
R

_ RN ., -
47TGTLO€()/ 20 (R) (1 + ZO()> deR
0

o a®T
- zaw—l)/oZ“(R)(H 7 )RdR’

de donde se obtiene la forma explicita de ¢(R), y por lo tanto

R2¢(R) = L)R /R 2 (R) (1 + W) R2dR.
0

(v—1

El calculo de la funcién T'y(R) = r'(0, R) -que también forma parte del dato inicial- es mas
directo, pues de la ecuacion ([2.14)) se tiene

2m0(R)

I'2(R) =1+ v2(R) — 7

=1-(1-¢*(R)) R*¢(R) — R’¢(R),

lo que conduce a la funcién adimensional T'g(R) = /1 — R2¢(R)¢%(R).

Finalmente, el dato inicial para V; es

—1)z(R)Y 1
V0.8 = \/ (71—1—,2)0(0}(3)7)1 |

En resumen se tiene:

Us(R) = —/R%(R)(1-¢(R)),

Io(R) = +/1—R%(R)@(R),
—1)zo(R)71

vy = o Der,

r(0,R) = R,
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donde
5 B 2y B 20 (R o, .-
R*c¢(R) = G-DE 1)R/0 20 (R) (1 e R*dR,

y unicamente falta especificar las funciones g y z, o alternativamente ¢ y ¢. Una elecciéon particular
para éstas se discutira en el siguiente capitulo.

Propagaciéon de la restriccion de masa

En todo momento de la evolucién, las cantidades dindmicas estan restringidas de tal manera
que satisfacen la ecuacion , m' = kr?r'p/2, donde k = 87G. Definase la nueva funciéon
C(r,R) :== m/ — kr?r'p/2. En términos de ésta, el sistema de evolucién esta sujeto a la llamada
restriccion de masa

C(r,R)=0

para todo 7.

Lema 2.3.1 Fl sistema de evolucion — implica la ecuacion ,
k o

1 = — =P,
2

Demostracién. De la ecuaciéon 1) se sabe que m = r (1 +U? - FQ) /2. Diferenciando ésta
respecto a 7 se obtiene mh = U (1 +U? - Fz) /24T (UU — Ff‘>7 luego las ecuaciones (2.15)) y (2.18

conducen a

Ul —TT = U (% + 477Grp) :

y por lo tanto
m=US U (12 + 47TG7°P) = —4rGr’UP.
r r

O

Proposicion 2.3.2 Si la restriccion de masa se cumple en el tiempo inicial T = 0, entonces el
sistema de evolucion — implica que tal restriccion se cumple para cualquier tiempo
subsecuente.

Demostraciéon. Diferenciando C respecto a 7 se obtiene C = (m') — 87GrUT'p — 4nGr2I'p —
47Gr®Tp. Luego a consecuencia del Lema y de la ecuacion (2.23)),

(m') = —m + ¢+ (m)
—1) (C + 471'Gr2Fp) +4nG (TQUPVSQZ/ — (rQUP)I) .

Por otro lado se puede escribir P’ = %—1; o' = V2p', que utilizando la definicién de la entalpia f y
el enunciado de la Proposicién m se puede re-escribir como P’ = V2 fn/, entonces

I
(m') = =9 (C + 47Gr?Tp) + 47 G <r2UPV82n — 2 TUP — 12U'P — r2UV? fn’) .
n
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Poniendo esto ultimo en la expresion para C y usando otra vez la Proposicién asi como

29 y (220), se llega
¢

—1) (C+4nGr®Tp) + 4G (fnr*U’ — r*U’'P)
—C + 4nGr? [U’ (fn—P) — zj)rp} .

Luego de (2.21)) v (2.24), se encuentra que ) = U’/T, entonces C = —¢C+4nGr2U’ (fn — p — P) =

—C, lo cual es equivalente a .
(6¢C) =0.
Esto significa que e¥C es independiente del tiempo, y si al inicio de la evolucion se tiene C(0, R) =

0, entonces la restriccién se masa se cumple para tiempos posteriores. O

Para comprobar numéricamente la validez de la restriccion de masa -usando las cantidades
adimensionales-, en cada paso de tiempo se deben calcular las funciones

om _ I
AR~ 2e ¥

or vy r 27
anc2 8 0 2 L z
oo =5 (o5) (4 7))

luego conforme se incrementa la resoluciéon numérica, para todo tiempo debe ocurrir

ou or
2 _ 2 oy 9
(1+ZJ 1")+r(li r )

om or
Vo _ 2
eC—a 47TG7"a p — 0.

2.4. Discusion

En este capitulo se ha deducido el sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna la dinamica
de los campos que describen el colapso de un fluido perfecto esféricamente simétrico. Se comenzo
por construir el espacio-tiempo 4-dimensional y se obtuvieron las ecuaciones de evolucién a partir
de las ecuaciones de Einstein. Después se hizo un apunte breve sobre la termodinédmica del fluido
considerando la clase particular de ecuaciones de estado politropicas, la cual es ampliamente
usada en la descipcion de flujos en astrofisica. En la ultima seccion de este capitulo se escribid
el sistema de evolucion como un sistema fuertemente hiperbolico adimensional pensando en la
futura implementacion de métodos numeéricos para calcular su solucién, y por esa misma razon
se han discutido los datos iniciales adecuados para resolver el problema de Cauchy. No obstante
el planteamiento con miras a la solucién numérica dicho sistema, en este trabajo el estudio del
colapso esférico de un fluido perfecto con presion distinta de cero no va mas alla del presente
capitulo. El resto del trabajo de doctorado se centra en el estudio de las bastas propiedades del
colapso de polvo, cuya principal ventaja es el hecho de que la solucién del sistema dindmico
se puede obtener de forma exacta y asi mismo la métrica del espacio-tiempo. Sin embargo, en
proyectos futuros se pretende retomar el problema del colapso de fluidos perfectos con presiones
distintas de cero y ecuaciones de estado genéricas para determinar si la formacién de singularida-
des desnudas es posible y establecer condiciones bajo las que esto ocurre, y aunque el problema
sigue siendo abierto en varios aspectos, ya existen importantes avances al respecto (ver por ejem-
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plo las referencias [37, [38], B9]). Dada la gran extension y complejidad del problema del colapso
gravitacional en relatividad general, es necesario concentrar los esfuerzos en casos simples cu-
yo entendimiento a detalle pueda conducir a la comprension del fenomeno en condiciones més
realistas, es por eso que en los siguientes capitulos se asume que la presion del fluido es cero.



Capitulo 3

El modelo de colapso gravitacional
de Tolman-Bondi

En este capitulo se analiza extensivamente el colapso gravitacional de una nube de polvo esférica-
mente simétrica, el cual esta descrito por el modelo de Tolman-Bondi [40}, 41], el cual describe el
colapso total de una nube de polvo esféricamente simétrica. La métrica del espacio-tiempo corres-
pondiente a este modelo es conocida de forma exacta, lo cual simplifica enormemente el analisis
de su estructura causal. Incluso se sabe que este modelo de colapso permite la formacion de singu-
laridades de enfoque con una porcion nula y visibles para observadores locales [42] [7, 8 [0] 43}, [10],
y ademas, dados los datos iniciales adecuados, una parte de la singularidad se vuelve visible pa-
ra observadores arbitrariamente lejanos a la nube de polvo [§], en otras palabras, se forma un
horizonte de Cauchy que se extiende hasta el infinito nulo futuro. En gran parte de este tra-
bajo se estudia qué tan genérico es este fendmeno, al menos dentro del modelo de colapso de
Tolman-Bondi.

Con el propésito de esclarecer la estructura causal del espacio-tiempo que describe el colapso
de una nube de polvo esférica, en este capitulo se desarrolla un método para generar diagramas
conformes a partir del dato inicial constituido por las distribuciones de materia y velocidad. Este
método, el cual representa una herramienta valiosa para determinar de manera sistematica si
cierto dato inicial da lugar o no a una singularidad desnuda, esté basado en una combinacién de
técnicas analiticas y numéricas: las analiticas son necesarias para entender el comportamiento de
las geodésicas nulas en la vecindad de la singularidad, mientras que las numéricas son necesarias
para integrar los rayos de luz lejos de la misma. Generando diagramas conformes para diferentes
datos iniciales es posible obtener espacio-tiempos con singularidades desnudas sin necesidad de
ajustar finamente los parametros, lo que indica que estas singularidades son genéricas dentro del
modelo de Tolman-Bondi. De esta forma es posible identificar una clase de datos iniciales que
conducen a la formacion de singularidades desnudas.

En la primera seccién se describe dicho modelo de Tolman-Bondi y se establece claramente una
lista con las condiciones fisicamente razonables y generales que se imponen sobre el dato inicial.
En la seccion se hace un anélisis cualitativo de los rayos de luz radiales entrantes y salientes
que emanan de la singularidad o que terminan en ella, y en particular se analiza la existencia,
la unicidad y las propiedades asintoticas de tales rayos en la vecindad de la singularidad. Los
resultados de esta seccidon resumen de manera simple los conocimientos anteriores sobre el tema,

31
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sin embargo el alcance es mayor puesto que se obtienen nuevas expansiones asintoticas de los
rayos de luz que terminan en la singularidad y una nueva cota sobre el dato inicial que garantiza
la formaciéon de una singularidad desnuda. Después, en la seccion [3.3] se describe el algoritmo
para construir coordenadas conformes dentro de la nube que colapsa y se presenta una manera
natural de extenderlas hacia afuera de la nube, es decir, al espacio-tiempo de Schwarzschild en
coordenadas de Penrose-Kruskal. Finalmente, en la seccion [3.3.5] se presentan diagramas confor-
mes generados numéricamente correspondientes a distintos datos iniciales y se analiza en qué
casos la singularidad resultante es desnuda u oculta detrds de un agujero negroE

3.1. Descripciéon del modelo

En términos de coordenadas co-moviles sincronizadas [34], la solucion de las ecuaciones de
Einstein-Euler (2.15)- (2.18)) en el caso en que el fluido es polvo (P = 0) conduce a la siguiente
expresion para la métrica del espacio-tiempo g, la cuadri-velocidad u y la densidad p del fluido:

—  _dr2 (1, R)? 2 20192 1 ain2 2
g = T+ 1+ 2B(R) dR* + r(1, R)*(d¥” + sin” 9 dp*), (3.1)
0 R \* 1
v g st =m) () (32

donde la funcién 7 — r(7, R) describe la evolucion del radio de area a lo largo del cascarén de
polvo R como funcion del tiempo propio, y 7 y r’ denotan derivadas parciales de r respecto a 7
vy R, respectivamente. Se elige la coordenada R de tal manera que cada cascarén de polvo esté
etiquetado por su radio de area en 7 = 0, es decir, 7(0, R) = R. La evolucién temporal de r esta
gobernada por el sistema mecanico unidimensional

%’f‘(T, R)? +V(r(1,R),R) = E(R), V(ir,R) := _m(R)’ (3.3)

r

para cada cascaron R, donde m(R) es la funcion de masa de Misner-Sharp [35] la cual esta
determinada por el perfil de densidad inicial py por medio de

R
m(R) = 47G / oo R)R2R, (3.4)
0

donde G es la constante de la gravitacion universal. El dato inicial consiste de los perfiles de
velocidad y densidad iniciales vo(R) := 7(0, R) y po(R), respectivamente, los cuales determinan
la energia F(R) = vo(R)?/2 — m(R)/R para cada cascarén R.

En este trabajo se consideran nubes de polvo de radio finito R; > 0. Mé&s precisamente, se asumen
las siguientes condiciones sobre el dato inicial:

i) po,vo : (0,00) — R tienen extensiones de clase C*° par e impar, respectivamente, en el eje
i
real R (dato inicial suave y regular),

(ii) po(R) > 0 para 0 < R< Ry y po(R) =0 para R > R; (densidad positiva y finita),

LEste capitulo esta basado en el articulo [I8].
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(iii) pp(R) < 0 para toda R > 0 (densidad mon6tonamente decreciente),

(iv) 2m(R)/R < 1 para toda R > 0 (ausencia de superficies atrapadas en la superficie inicial).

Notese que la condicion (iv) automaticamente implica que 1 + 2E(R) > 0 para toda R > 0, de
tal manera que la ecuaciéon (3.1)) no presenta singularidades de coordenadas siempre que r > 0y
r’ > 0. Enseguida se imponen condiciones sobre el perfil de velocidad inicial:

(v) vo(R)/R < 0 para toda R > 0 (nube que colapsa),
(vi) (vo(R)/R)?* < 2m(R)/R? para toda R > 0 (colapso en estado ligado).

La condicion (vi) significa que inicialmente la energia potencial domina sobre la cinética de tal
manera que la energia total es negativa, es decir E(R)/R? < 0 para toda R > 0. Nétese que la
condicion (v) no representa una restriccion genuina en el sentido de que, si se desea, se puede
considerar un dato inicial tal que la velocidad inicial sea cero en algunos puntos, en un intervalo, o
en toda la nube (en tal caso el dato inicial seria simétrico en el tiempo) pero después de un tiempo
arbitrariamente pequeno el dato inicial evolucionara a una configuracion donde se cumplen (v)
y (vi). Sin embargo los resultados del trabajo en este capitulo también aplican para el caso
simétrico en el tiempo con solo sustituir vg = 0 en las féormulas siguientes. Notar también que las
suposiciones enunciadas aqui no cubren el caso de una nube de polvo de densidad inicial uniforme
y E = 0 estudiado por Oppenheimer y Snyder [5], aunque este caso puede ser aproximado en
cierto limite de un dato inicial que si cumpla las condiciones dadas.

Enseguida es conveniente introducir las siguientes funciones -las cuales fueron someramente in-
troducidas en el capitulo anterior-:

c(R) = 277;%(3]%)’ ¢(R) = /E(R)/V(R,R) = /1 — M'

La primera de ellas es proporcional a la densidad promedio dentro del cascarén de polvo R,
mientras el cuadrado de la segunda es la razén entre la energia total y la potencial. De acuerdo
con la suposicion (i), estas funciones tienen extensiones pares de clase C* en el eje real, y las
suposiciones (ii) y (iii) garantizan que ¢(R) > 0y ¢/(R) < 0, mientras que las suposiciones (v) y
(vi) implican que 0 < ¢(R) < 1 para toda R > 0. De hecho, los resultados son igualmente validos
si se reemplaza la suposicion (iii) por la condicién mas débil:

(iii)" ¢(R) < 0 para toda R > 0 (densidad promedio monotonamente decreciente).
Finalmente se imponen las siguientes dos condiciones sobre la funciéon ¢g. Primero,
(vii) ¢'(R) > 0 para toda R > 0 (exclusion de singularidades de cruzamiento),

que, junto con la condicién (iii)’, implica que r'(R) > 0 para toda R > 0 y garantiza que no
se forman singularidades de cruzamiento (ver la referencia [9] y la nota después de la prueba
del Lema para detalles sobre singularidades de cruzamiento). Para formular la segunda
condicion sobre ¢, primero hay que notar que las funciones ¢//R y ¢’/R son acotadas cerca de
R =0 y tienen extensiones pares de clase C* en el eje real. Entonces, la segunda condiciéon es

(viii) Para toda R > 0, se tiene ¢'(R)/R > 0 siempre que ¢’(R)/R = 0 (condicién de no-
degeneracion).
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En particular, esta tultima condicion significa que los valores centrales de ¢” y ¢’ no pueden
ser cero simulatdneamente, y como se verd en la siguiente seccidn, esta condicién implica la
existencia de rayos de luz que escapan de la singularidad central, permitiendo que ésta sea visible
al menos para observadores locales. Si los valores centrales de ¢” y ¢’ son ambos cero, se puede
mostrar [9, 44] que no existen tales rayos de luz. Por lo tanto la condicion (viii) para R =0 es la
propiedad clave sobre el dato inicial que determina si la singularidad central es localmente visible
0 no.

Bajo las condiciones (i)—(viii), la solucion de la ecuacion ([3.3]) se puede calcular analiticamente
y resulta ser

(e ) = s [ (£laR) + VelRia(Ry)] (35)

con la funcion estrictamente decreciente
f:00,1] = [0,7/2], x+ 21— 22+ arccos(z), (3.6)

cuya derivada es f(z) = —222/v/1 — 22, 0 < x < 1. Nétese que f es de clase C™ en el intervalo
[0,1) y la solucion es regular en el dominio R > 0y 0 < 7 < 74(R), donde la frontera 7 = 75(R)
describe la singularidad de enfoque, la cual esta definida por /R = 0. De la ecuacion (3.5)), se

obtiene
5 — [(g(R))

~ Vemarp 20

Como la densidad p del polvo diverge en /R = 0, las ecuaciones de campo de Einstein implican
que el escalar de Ricci diverge en la singularidad de enfoque, y por lo tanto, la superficie frontera
7 = 75(R) representa una singularidad de curvatura. Las fuerzas de marea son mucho mas intensas
cerca de esa superficie que en el caso de singularidades de cruzamiento [45]. Fuera de la nube
(R > Ry), el espacio-tiempo es isométrico a un subconjunto de la variedad de Schwarzschild-
Kruskal de acuerdo al Teorema de Birkhoff (ver por ejemplo la referencia [46]).

Ts(R (3.7)

Vale la pena notar que la ecuacion clave (3.3)), que describe la dinamica de los cascarones de polvo,
es idéntica a su contraparte newtoniana si 7 se identifica con el tiempo newtoniano -absoluto-.
Lo que hace mucho mas interesante el caso relativista es el analisis de la estructura causal del
espacio-tiempo resultante del colapso. Una pregunta relevante en particular es si existen o no
rayos de luz que emanen de la singularidad de enfoque y que puedan ser vistos en el infinito nulo
futuro. La respuesta se investiga més adelante.

3.2. Rayos de luz provenientes de la singularidad: analisis
cualitativo

En esta seccion se analiza el comportamiento de las geodésicas nulas radiales en la vecindad de
la singularidad de enfoque. Aunque la mayoria de los resultados obtenidos aqui son conocidos en
la literatura (ver por ejemplo las referencias [8] [0, 43]) y han sido generalizados para geodésicas
causales no radiales [47] (ver también [48] 49| para el caso marginalmente ligado), la derivacion
alternativa de la teoria presentada en este trabajo es auto-consistente y simple. Ademaés se obtie-
nen expansiones asintoticas nuevas de los rayos de luz (las cuales seran importantes para generar
los diagramas conformes méas adelante) y nuevos resultados sobre el comportamiento global del
horizonte de Cauchy.
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Se comienza por dividir los puntos singulares en: la singularidad central ¥¢ := {(75(0),0)}, y la
parte restante ¥ := {(75(R),R) : 0 < R < R;}. Primero, para cada punto p € ¥ se establece la
existencia de una tnica pareja de rayos de luz radiales, uno entrante y uno saliente que terminan
en p. Enseguida, se demuestra que bajo las suposiciones listadas previamente, existe un tinico rayo
de luz entrante que termina en Y, mientras que hay una infinidad de rayos de luz salientes que
emanan de la singularidad central 3y. Luego se analiza el comportamiento global del horizonte
de Cauchy y se determinan condiciones generales sobre el dato inicial para garantizar que éste
permanezca fuera de la region del agujero negro. En particular, se obtiene una cota superior para
la densidad central tal que si el dato inicial la satisface, entonces aparece una singularidad central
visible desde el infinito nulo futuro.

El método para analizar los rayos de luz se basa en el uso de nuevas coordenadas {y, R}, donde
y se define mediante r(7, R) = Ry?, es decir, para cada punto (7, R), y? es la razon entre los
radios de area del cascaréon R medidos a tiempos 7 y 0. Con este cambio de coordenadas, el
espacio-tiempo dentro de la nube de polvo que colapsa se convierte en la regién rectangular

A:={(y,R):0<y<1,0<R< R},

cuya frontera consiste de la uniéon de X U Xy = {(0,R) : 0 < R < R;} (la singularidad central),
O :={(y,R1) : 0 < y < 1} (la superficie de la nube), T := {(y,0) : 0 < y < 1} (el centro de la
nube), y I := {(1,R) : 0 < R < Ry} (la superficie inicial). Ver la figura

y
Superficie inicial (IT)
y=1 =
3 A |-
c 5 )
= g 3
Q <
2 g g
= % 2
k]
© 8 3
= 3 L
=} 5 Q
2 g g
5} = 15}
@) = =%
& E
R
Z, z R=R

Figura 3.1: Diagrama del espacio-tiempo en el interior de la nube de polvo en las coordenadas
{y, R}. En estas coordenadas el interior de la nube es el rectdngulo A cuya frontera es la union
de la superficie inicial II, la superficie de la nube ©, la singularidad ¥ U X, y el centro I

Las geodésicas nulas radiales son las curvas nulas de la parte radial de la métrica (3.1),

dr . (1, R) (3.8)

dR ~ \/1+2E(R)

donde € = 1 para geodésicas nulas salientes y ¢ = —1 para entrantes. En términos de las nuevas
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coordenadas {y, R} se tiene
R R?
P2 0D e R B, (39
¢(R) Yy
y la ecuacion para los rayos de luz radiales es

dy 1 RA(y, R) eRQ(R)
JR "3 1—q(R)%y? {yz (1 -

o) RCI] PRt

donde las funciones A : [0,1) X [0,R;] = R, @ : [0, R1] = R, y g,h : (0,1) x [0,1) — R estan
definidas de la siguiente manera:

Mo B) = 2 b)) ~ 5e s ala(R). ),
_ o(R)
QUR) = \/1—R2q(R)2C(R)’
day) = f(qy)q;f(q)7
1 Y3 3
h(g, - ~ Z9(q,y).
(4,v) N RN 59(a:9)

Notese que 1 — R?¢?(R)c(R) = 14 2E(R) > 0y ¢(R) > 0 son positivas, de tal manera que Q
estd bien definida. De las suposiciones sobre el dato inicial, se sigue que las funciones A, Q, g y
h son de clase C'*°. Como consecuencia, los coeficientes en el lado derecho de la ecuacion (3.10
son suaves para todos los puntos (y, R) € A dentro de la nube. Sin embargo la ecuacion (3.10
es singular para y = 0, y entonces el anélisis de los rayos de luz que terminan o emanan de esos
puntos debe ser especial.

Antes de emprender ese anélisis, se resumen las propiedades elementales de las funciones A, @,
g vy h, las cuales serdn importantes mas adelante.

Lema 3.2.1 Las funciones A, Q, g y h son estrictamente positivas y de clase C* en su dominio.
Ademds, para q fija, g(q,-) y h(q,-) son estrictamente decrecientes, y para R fija, A(-,R) es
estrictamente decreciente.

Demostracion. Primero, @) > 0 se sigue directamente de su definicion y las suposiciones sobre
el dato inicial. Después, que la funcién g sea positiva y monoénota en y se sigue de que f es
estrictamente decreciente. Para la funcion h, sea 0 < ¢ < 1 fija. Notar que

oh q2y4

fm h(q,y) =0,  —-(¢,y) =——— 5 5375
lim May) =0, 7 (a:y) TEIEE

<0, O<y<l,

lo cual implica que h(g, ) es estrictamente decreciente y que h(q,-) > 0 en el intervalo [0, 1). Esto,
junto con las suposiciones (iii)’, (vii) y (viii) inmediatamente implica que A > 0y que A(-, R) es
estrictamente decreciente para R fija. O

En particular, de la ecuacion (3.9) y A > 0 se sigue que 7’ > 0 en A, lo cual descarta la existencia
de singularidades de cruzamiento e implica que en cada punto p € A pasa solamente un par de
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geodésicas nulas radiales, una entrante y una saliente. Enseguida se analizan los rayos de luz en
los puntos singulares p € ¥ y p € .

Finalmente se mencionan dos casos limite que pueden ser incluidos en este analisis con los si-
guientes ajustes:

1. ¢ =1 (dato inicial simétrico en el tiempo)
Este caso corresponde a una velocidad inicial cero. Aqui g(q,y) = f(y) mientras que la
funciéon A es
d(R)

2Rc¢(R)

A(y’R) = f(y)7

y la funcién h es innecesaria.

2. ¢ = 0 (colapso marginalmente ligado)
Este corresponde al caso en que cada cascarén tiene energia cero (E(R) = 0). Aqui, las
funciones ¢(q,y) y A(y, R) tienen las siguientes formas:

d(R)
3Re(R)

9(q.y) = %(1 -v%),  A(y,R) =- (1—9°).

3.2.1. Comportamiento asintético de los rayos nulos radiales cerca de
)y

Sea p = (0,Rp) € ¥ un punto en la parte no central de la singularidad, con 0 < Ry < Rj.
Se mostrard que existe un tnico par de rayos nulos radiales, uno entrante y uno saliente, que
terminan en p, los cuales pueden parametrizarse en la forma R = Ry + ¢(y) para alguna funcion
de clase C™ ¢ : [0,0) — R que satisfaga ¢(0) = 0. Para esto, primero se escribe la ecuacion

en su forma inversa,

dp _dR 2 [RA [ €RQ /722> ]_1
dy  dy m{zﬂ (1 y toay @ (8.11)

Para encontrar el comportamiento asintotico de la funcién ¢, se asume que ¢ ~ Ay® donde
A # 0y a >0 es algin exponente positivo a ser determinado. Més precisamente, siguiendo [43],
se establece x := y“ y se asume ¢(y) = ¥(z), con ¥ : [0,§) — R una funcién de clase C*
que satisface ¥(0) = 0 y d¢/dx(0) = A # 0. La ecuacion para la funcion ¢ implicada por la

ecuacion (3.11)) es

41 .
=2 o) ]

Como el lado izquierdo converge a A # 0 mientras que la expresion dentro del corchete en el
lado derecho converge a —eRZQ(Ro)A(0, Rg) # 0 cuando 2 — 0, una condicién necesaria para la
existencia de tal solucién es @ = 4. En este caso se obtiene, en el limite z — 0,

L .
y=za,R=Ro+y ()

1
A= S RO(RA (0, Ro)' (3.12)
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Para dar condiciones suficientes para la existencia de una solucién, se propone el ansatz
o(y) = Ay'[1 + z(y)],

donde A esta dada por la ecuacion (3.12) y z : [0,0) — R es de clase C*° y satisface z(0) = 0.
Como consecuencia de la ecuacion (3.11)), la funcion z satisface la ecuacion diferencial

dz

yd—y +4z =yF(y, z), (3.13)

con el término no lineal definido por

2

AT @ [RAy — eR2QAV/T— 2y — Qy|

De acuerdo con la definicion de la constante A y las propiedades elementales de las funciones ¢, @
y A, se sigue que yF' : [0,9) X (—d1,01) — R es una funcion de clase C* bien definida siempre que
d > 0y &; > 0 sean suficientemente pequetias. Como yF(0,z) = 0 para toda |z| < 41, también se
sigue que la misma funcion F : [0,d) x (—=d1,d1) — R es de clase C°.

yF(y,2) :

R=Ro+Ayt(1+z)

La ecuacion es una ecuacion diferencial ordinaria con un punto singular regular en y = 0
con el término no lineal yF(y, z). Entonces existe una tnica solucion de clase C°, z: [0,e) - R
que satisface z(0) = 0 y dz/dy(0) = F(0,0)/5 (ver el Teorema 1 en [§] 6 el Teorema en el
Apéndice . Los resultados hasta ahora se resumen en la siguiente

Proposicion 3.2.1 Sea p = (0,Ry) € X. En la vecindad de p existe un tnico par de rayos de
luz radiales de clase C' que terminan en p. Ademds estos rayos son de la forma

R(y) = Ro + Ay*[1 + 2(y)], (3.14)

donde A estd dada en la ecuacion , ¥y z:[0,0) = R es una funcidn de clase C™ que
satisface z(0) = 0.

Demostracién. Como se argumento antes, la existencia se sigue del Teorema[A.0.1] Para probar
la unicidad, supéngase que (y(A), R(\)) es un rayo de luz radial de clase C* que termina en p.
Se puede elegir el parametro A tal que el punto p corresponda a A = 0. Entonces, de acuerdo a

la ecuacion (3.11)),

dR dR
Iim ——=1lim ——=A4
i S = s, = A7 0

lo cual implica que se puede elegir A = y en una vecindad [0,5) de p. Ademas, la funcion C*

z:(0,0) = R, z(y) := (R(y) — Ro)/(Ay*) — 1 es acotada y satisface la ecuacion (3.13) y de

acuerdo a la Regla de 'Hopital, h'n% z(y) = 0. Luego la unicidad se sigue del Theorem |A.0.1
Yy—r

Finalmente, de la ecuacion (3.8) y del signo de A se sigue que 7 crece cuando y decrece a cero,
evidenciando que en el punto p terminan los rayos de luz. O



3.2. Rayos de luz provenientes de la singularidad: analisis cualitativo 39

3.2.2. Comportamiento asintético de los rayos nulos radiales cerca de
2o

Ahora se consideran los rayos de luz radiales que emanan o terminan en la singularidad central,
p = (0,0) € Xy. Como en la subseccion previa, primero se discute el comportamiento asintotico
asumiendo que la solucion de la ecuacion se puede escribir en la forma y(R) = ¢(u), donde
¢ :]0,0) — [0,41) es una funcién de clase C'! de la variable adimensional u := (R/R;)® y que
satisface ¢(0) = 0y dp/du(0) = XA > 0, con « > 0 por ser determinado.

La funciéon ¢ satisface la ecuacion diferencial

de _ I V1—=q(R)%y* x

du 2«

RiA(y, Ryus > (Zf (1 - eR@(R)u*ﬁW) - eQ(R)ui*} (3.15)

1
y=¢(u),R=Riu«

El lado izquierdo converge a A > 0 en el limite v — 0. El lado derecho también converge a un
valor positivo si @ = 2/3, en cuyo caso la ecuacion (3.15) se simplifica a

d(p o 3R1 3 5
q0 = 1 V1T aB)?y? x
2
u u
) (1) (1 mQUAVEE VT= TR ) - QR (3.16)
Yy Yy 3
y=¢(u),R=Riu?2
En el limite u — 0 se obtiene .
3 3
A= (4R§Ao> >0, (3.17)
con
245 <

donde qq := ¢(0), qf := ¢"(0), co :=¢(0) y ¢f := "(0).

Para probar la existencia de tales rayos de luz, se propone el ansatz p(xr) = Ax?v(z), donde
z = (R/R))"? y v :[0,6) = [0,61) es una funcion de clase C> que satisface v(0) = 1. La
ecuacion para v se obtiene de la ecuacion (3.15) con oo = 1/3 y se puede escribir como

3
x% +60° = 92ﬁ 1 —q(R)?y? x
RiA(y, R eR1Q(R)x eQ(R)zv?
|: 1 /gg/ )(1_ 1/\( ) 1_q(R)2y2>_ (/\) .
v R=R;x3,y=X\z2v

Finalmente, se define la nueva funcion de clase C* z : [0,0) — (—0z2,d2) mediante v(z)3 =

1+ z(z), y tal que z(0) = 0. En términos de ésta se tiene

d
x£ +62 = aF(z,2), (3.19)
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con el término no lineal

xF(x,z2) = % 1 —¢q(R)%y? x (3.20)
[RlA(y, R) <1 _ eRQ(R)x — q(R)2y2) _Q(R)z(1+ 2)?/3 s
A3 AL+ 2)1/3 A R=Rqa8y=Az2(1+2)1/3

Como zF(x, z) es idénticamente cero en z = 0 de acuerdo a la definicion de A en la ecuacion (3.17)),
entonces F': [0,0) X (—d2,d2) — R es una funcion de clase C* y se puede aplicar el Teorema
para concluir la existencia de una tnica soluciéon local z : [0,e) — R para la ecuacién (3.19) tal
que z(0) =0y dz/dx(0) = F(0,0)/7. Ahora, de la ecuacion se tiene que 7 crece (decrece)
con R para rayos nulos radiales salientes (entrantes), y ello demuestra la existencia de un rayo de
luz radial saliente que emana de ¢ y la existencia de un rayo de luz radial entrante que termina
en Y. Todo esto se resume en la siguiente

Proposicion 3.2.2 Sea p = (0,0) € Xy la singularidad central. Eziste un rayo de luz radial
saliente que emana de p y un rayo de luz radial entrante que termina en p, los cuales son de la
forma

1/3
y(z) = Az?[1 4 z(x)]*/?, T = (1{;1) ) (3.21)

donde la constante \ estd dada en la ecuacion y z:[0,0) = R es una funcidn de clase
C*™ que satisface z(0) = 0.

Ademds, éstos son los tinicos rayos de luz radiales de clase C', y : [0,0) — R que satisfacen
h’n}) y(z) /2% = N\

T—

En este caso la unicidad es més sutil que en la subseccién anterior y merece una discusion
detallada. La razon es en que podrian existir rayos de luz radiales y : [0,d) — R con y(0) =0
cuyo limite y(z)/2? cuando z — 0 no exista. Para analizarlo se hara uso del siguiente lema
técnico, el cual se demuestra en el Apéndice

Lema 3.2.2 Sea ¢ : I := (0,6) — (0,61) una solucion local de clase C* de la ecuacion
tal que h'n%) o(u) = 0. Definanse
u—

m::l’nfMEO7 M::supwgoo
uwel U uel U

Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(i) Sim >0, entonces M < co.

(i) Si M < oo ye=—1, entonces m > 0.

(i) Sim >0y M < oo, entonces lin%) # = )\, donde X\ estd definida en la ecuacion (3.17).
uU—r

Como consecuencia de este lema se tiene el siguiente resultado sobre la unicidad:

Proposicion 3.2.3 Sea ¢g : I := (0,0) — (0,61) la solucion de la ecuacion de la forma
wo(u) = Auvg(u) con vg : I = R una funcion de clase C' tal que ll’H}J vo(u) =1, cuya existencia
u—
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fue probada en la Proposicion . Sea ¢ : I' :== (0,8") — (0,87) una solucion local C*de la
ecuacion con 0 <6 < y0<d) <oy tal que ilg}) o(u) = 0.

Entonces, en el caso entrante (e = —1) se tiene p(u) = po(u) para toda u € I', es decir, pg es la
dnica solucion local que se conecta con Xo. En el caso saliente (e = 1) se tiene que p(u) < o(u)
para toda u € I', es decir, g es el primer rayo de luz radial que sale de Xg.

Demostraciéon. Como HH}) vo(u) = 1, entonces existen constantes M > m > 0 tales que m <
uU—

Avg(u) < M para toda u € I. Definase la funcion v(u) = ¢(u)/(Au), u € I'. De acuerdo a
la Proposicion se sigue que v(u) = wvo(u) para todo u € I’ si es posible mostrar que
h'n%) v(u) = 1.

u—

Primero considérese el caso ¢ = —1 y supongase que p(u) # @o(u) para algin v € I’. Como

las soluciones no se pueden cruzar en A, se sigue que, o bien p(u) > ¢o(u) para toda u € I’ 6

o(u) < po(u) para toda u € I'. En el primer caso se sigue que ¢(u)/u > po(u)/u = Avg(u) >
, . R ; _

m > 0 para toda u € I’. Entonces el Lema (i) y (iii) implican que ilg%) o(u)/u =X\ y se

tiene la unicidad. En el segundo caso, p(u)/u < @o(u)/u = Avg(u) < M para toda u € I’ y el
Lema (ii) y (iii) implican que zltlg%) o(u)/u=A.

Finalmente, supéngase que € = 1y ¢(u) > ¢o(u). Entonces el Lema[3.2.2] (i) y (iii) implican que
lir% ¢(u)/u = X como antes, y entonces se tiene la unicidad. O
u—

Notese que en el caso de geodésicas nulas radiales salientes que emanan de Yy no se puede probar
que ¢o(u) sea tnica. De hecho, resulta que hay una infinidad de de rayos de luz radiales salientes
que emanan de Y. Ciertamente, dado un punto p = (Rp, yo) € A suficientemente cerca de Xg y
tal que yo < @o(ug) con ug = (Ro/R1)%/3, el rayo de luz saliente (u) que pasa por este punto
no puede cruzar pg, y entonces p(u)/u < @o(u)/u < M para toda u € I donde ¢ esta definida.
Luego, como la Proposicion [3.2.1] garantiza que el rayo de luz ¢ no puede emanar de 3, se sigue
©(u) se conecta con Xg. Por lo tanto, hay una infinidad de rayos de luz radiales que emanan de
3o, siendo el primero de ellos ¢y, el cual genera un horizonte de Cauchy.

Los resultados obtenidos hasta ahora se resumen en el siguiente

Teorema 3.2.1 Dadas las suposiciones (i), (i), (i1i)’, (iv)~(viii) hechas en la seccion[3.1} se tiene
el siguiente comportamiento de las geodésicas nulas radiales cerca de la singularidad de enfoque:
para cada punto p = (0, Rg) € X, Ry > 0, existe un dnico par de rayos de luz radiales de clase
C®> que terminan en p, uno entrante y uno saliente. También hay un unico rayo de luz radial
entrante de clase C* que termina en la singularidad central (0,0) € . Sin embargo, hay una
infinidad de rayos de luz salientes que emanan de Xo. El primero de ellos es descrito por la
solucion dada en la Proposicion[3.2.9y genera el horizonte de Cauchy.

Estos resultados, incluyendo las expansiones asintoticas (3.1443.21)) resultan ser ingredientes im-
portantes para el algoritmo generador de diagramas conformes que se describira en la seccion (3.3
Pero antes de describir ese algoritmo, se analizan las condiciones bajo las cuales el rayo de luz que
genera el horizonte de Cauchy llega a la superficie de la nube de polvo antes que el horizonte de
eventos, implicando que una parte de la singularidad sea visible para observadores en el infinito
nulo futuro.
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3.2.3. Visibilidad global de la singularidad

En esta subseccion se establecen condiciones sobre el dato inicial que garantizan la formacion de
una singularidad desnuda visible no solo para observadores locales, sino también para observa-
dores a una distancia arbitraria de la nube. Esto ocurre si y so6lo si el rayo de luz que genera el
horizonte de Cauchy llega a la superficie de la nube antes que el horizonte de eventos, implicando
la existencia de rayos de luz que emanan de la singularidad y que llegan al espacio-tiempo de
Schwarzschild con r > 2m.

Para hacer este anélisis, es atil considerar el horizonte aparente, el cual en el modelo esféricamente
simétrico es la superficie critica que divide las regiones en las cuales el radio de area crece y
decrece, respectivamente, a lo largo de rayos nulos radiales salientes. Si se parametrizan los rayos
nulos radiales salientes con R, y usando las ecuaciones , y se obtiene

5—; = j—;f 4ol = <y2 + R2A(y, Ry VAT Z(R)2y2> (1 ~ RQRYMA A Z(R)2y2> (3.22)

a lo largo de rayos nulos salientes, donde como antes y? = r/R. Entonces el horizonte aparente es
la superficie para la cual la expresion dentro del segundo paréntesis se anula, lo cual es equivalente

a la condicion y = yapg(R) := Ry/c(R) 6 bien
r=rag(R) = R*¢(R) = 2m(R). (3.23)

De la ecuacion , se ve que al menos para R < Rj el rayo de luz y = yo(R) que genera
el horizonte de Cauchy permanece fuera del horizonte aparente, pues yo(R) =~ R?/3 mientras
que yapg(R) ~ R. Ahora, ndtese que un rayo nulo saliente que emana de un punto dentro del
horizonte aparente, r < 2m(R), no puede escapar de esa region porque r decrece mientras que
m(R) crece conforme R crece. Por lo tanto, un rayo nulo que emana de un punto dentro del
horizonte aparente dentro de la nube o bien llega a la singularidad dentro de la nube o a la
superficie de la misma con r < 2m(R;), y entonces permanece dentro de la region del agujero
negro. Como consecuencia, una condicién necesaria y suficiente para que el horizonte de Cauchy
quede fuera del horizonte de eventos es que el rayo de luz yy permanezca fuera del horizonte
aparente para toda R > 0, es decir,

ro(R) := Ryo(R)? > 2m(R)

para toda R > 0. En lo sucesivo se vera que esta estimaciéon es valida bajo ciertas condiciones
sobre el dato inicial. Esto se logra estimando cada término en la ecuacion de propagacion (3.22))
para el radio de area, pero primero es importante hacer la siguiente observacién.

Lema 3.2.3 La siguiente cota superior es vdlida para la funcion yg, que describe el generador
del horizonte de Cauchy:

q(R)?
@

() < 1 (Sat) + [ - Fan)]

1 - JE—
q(R) 2 C(R)> =:n(R), (3.24)

para toda 0 < R < Ry, donde é¢(R) := c(R)/co es el perfil de densidad media normalizado, y
donde ¢y := ¢(0) y go := ¢(0).

Demostracion. A consecuencia de la ecuacion (3.8), 7 no puede decrecer a lo largo de yo,
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entonces, usando la ecuacion (3.9) se tiene

9(q(R), yo(R)) = vV e(R)T = \/¢(R)7(0)

donde de acuerdo a la ecuacion (3.7), 75(0) = (7/2 — f(qo0))/(g5+/c0). Luego el enunciado del
lema se sigue de la definicion de la funcién g y de que f es estrictamente monétona decreciente.

O

Notar que 7(R) es estrictamente positiva para R > 0 y satisface n(R) ~ R?/? para R < R;.
Ademas 1 solamente depende de la funcion inicial ¢ y de la densidad media inicial normalizada
¢ = ¢/co, y no de su magnitud cq.

Enseguida, asumiendo que el radio de area es uniformemente acotado lejos del horizonte aparente
en algtn intervalo, se integra la ecuacion (3.22) para obtener una cota inferior conveniente para
7

Lema 3.2.4 Sea § > 0, y supdngase que yo(R) > (1406)yan (R) para toda 0 < R < Ry. Entonces
el generador del horizonte de Cauchy satisface

5 / T a R R)

R
ro(R) 2 7 —&(R +61+60/ R?c¢(R ¢(R) ::/RQA(n(R),R) ) dR

+0

’ (3.25)

para toda 0 < R < Ry.

Demostracion. Considérese la ecuacion . Se pretende estimar cada término dentro de
los parentesis del lado derecho Para el primero se tiene que y? > (1 + 6)?R%c(R), Ay, R) >
A(n )y V1-q(R)2y2/y > /1 —q(R)*n(R)2/n(R), donde se han usado los resultados del
Lema prev1o y del Lema [3:21] Para el begundo término se usa

1 —q(R)?y? V1= (1+6)2R?q(R)%¢(R)
y s BB TS R TR
_ \/1(1+5)2R2q(R)2c(R) L1

RQ(R)

1 — R2q(R)2c(R) 146 — 1446
Reuniendo los resultados se obtiene

dr
dR

1—q(R)?*n(R)*| ¢

(14 6)*R%¢(R) + R*A(n(R), R) V(R 114

para toda 0 < R < Ry. Integrando ambos lados de esta desigualdad y observando que r(0) = 0,
el enunciado del Lema se sigue inmediatemente. O

Igual que n(R), la funcion {(R) es estrictamente positiva para R > 0y solo depende de ¢ y de
la densidad media normalizada ¢ = ¢/cg. En contraste con esto, la funcién de masa m(R) =
R3¢(R)/2 se escala con la magnitud de la densidad central co. Por lo tanto, bajo la hipétesis del
Lema siempre se puede hacer un ajuste para que ro(R) > 2m(R) en el intervalo 0 < R < Ry
por medio de un re-escaleo del perfil de densidad inicial. Esta observacion conduce al resultado
final en cuanto al comportamiento global del horizonte de Cauchy.
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Teorema 3.2.2 Considérense perfiles iniciales de densidad y velocidad (po, Do) que satisfagan las
condiciones (i), (i), (iii)’, (iv)—(viii) de la seccion y con &(0) = 1. Sea p > 0 suficientemente
pequena y tal que p <1y

b o A LB

= 0<R<r, 27 R3¢(R)”

1 (3.26)
Entonces el dato inicial re-escalado (py := p?po,vo := pudy) también satisface las condiciones
(i), (i), (iii)’, (iv)—(viii) de la seccion [3.1], y el generador del horizonte de Cauchy en el espacio-
tiempo resultante satisface

Ry
2
3 / R2E(R)AR > 2m(Ry).

ro(Ry) > g (Ry1) + 1

0

Demostraciéon. Primero, notar que &(R) ~ R7/3 para R < Ry, y que £(R) es estrictamente
positiva para R > 0, de tal manera que la funcién (R / ( ( )) es estrictamente positiva y
diverge cuando R — 0. Por lo tanto, el infimo en la cota es estrictamente positivo.

Luego, notar que la solucién re-escalada satisface ¢ = ,u26 y ¢ = q porque el re-escaleo es tal

que las energias cinética y potencial ambas se escalan con el factor p2. Ahora se ﬁj&ﬂ Jd=1/2.
Sea Ry € [0, R1] el valor méaximo para el cual yo(R) > (1 + 0)yam(R) para toda 0 < R < Rj.
Obsérvese que Ry > 0 porque yo(R) ~ R?/3 mientras que y4x(R) ~ R para R < R;. Entonces
el Lema y las hipétesis implican que

R

/ R2c(R)dR

0

R
rO(R)>Lg( +51+5/ R%¢(R)dR > R3 (R) +
0

=~ w

T 149

para toda 0 < R < Ry. En particular esto implica que yo(Ro) > 3yam(Ro)/2. Pero entonces el
requerimiento de que Ry sea méximo conduce a que Ry = R;. O

Por lo tanto, dado un perfil de densidad media normalizada ¢ y una razoén inicial entre la energia
total y la potencial ¢, que satisfagan las condiciones mencionadas, la existencia de una singu-
laridad localmente visible se basa en el requisito de que las segundas derivadas ¢’ y ¢” no se
anulen simultaneamente en el centro (R = 0) (ver los comentarios debajo de la condicion (viii)
en la seccion , mientras que la visibilidad global esta garantizada si la magnitud central de
la densidad media (cg) es suficientemente pequenia. En el caso de un dato inicial simétrico en el
tiempo (¢ = 1) la expresion para la funcion £ se simplifica a

R R
(R) = / R-Cn(RdR = Ry(R)” - / W(RPAR, n(R)= 1 (5 VER).

En la siguiente seccion se calcula numéricamente la cota ([3.26)) para una familia de datos iniciales
de cuatro pardmetros y se muestra que ésta es consistente con los diagramas conformes generados.

2También se podrian considerar otros valores positivos para §. Esta eleccién particular es la que maximiza la

constante en la cota (3.26).
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3.3. Diagramas conformes

En esta seccion se presenta un algoritmo para construir coordenadas conformes (7, X), en las
cuales la parte radial de la métrica (3.1),

3 dR? V1+2E(R)
= — 2 _— =
e eme YT e

adquiere la forma simple
g = Q(Ta X)z(_dTQ + dX2)7

con Q(T, X) > 0 el factor conforme. En estas coordenadas, la estructura causal del espacio-tiempo
se vuelve clara porque los rayos de luz radiales estan descritos por las lineas rectas T+ X = const.
Las coordenadas Ty X se obtienen convenientemente por medio de coordenadas nulas U :=T—X
y V :=T 4+ X, las cuales satisfacen las ecuaciones de adveccién

U=—U, V =44V, (3.27)

sujetas a condiciones de frontera adecuadas. Ciertamente, si U y V satisfacen la ecuacion (3.27)),
entonces

o dR?
O (—dT? + dX?) = —Q2dUdV = O? —dr?+ —
( + ) udv Uuv T +7(T7R)2 ,

y el factor conforme es Q =1/vV UV, dado que U y V son positivas.

3.3.1. El caso especial de una nube de densidad homogénea con velo-
cidad inicial cero.

Como ejemplo simple, considérese el caso de densidad homogénea y velocidad inicial cero, en el
cual ¢ =1y ¢ = ¢y = const. En este caso r = Ry?, v~ ! = 42/\/1 — coR?, donde y = f~1( /coT)
es independiente de R. Por lo tanto,

oyt 2dy N ( VCodR )2
g=—|— —_— — )
Co ﬂ V1—coR?
y las sustituciones y = cos(T'/2), \/¢coR = sin(X) conducen a una métrica de tipo Friedmann-
Robertson-Walker con tiempo conforme T,
4
cos*(T'/2
g = o (T/2) [—dT? + dX? + sin(X)(dv? + sin® ¥ dp?)] ,
Co
con0 <T <7y0<X <arcsin(,/¢coR1). El diagrama conforme correspondiente para ¢y = 0.75 y
R1 =1 se muestra en la ﬁgura Notar que la ecuacion del horizonte aparente yap(R) = \/coR
se reduce a la simple ecuacion T' = m — 2X, que describe una 3-superficie tipo tiempo. La singu-
laridad resulta ser tipo espacio y oculta detrds de la region del agujero negro. Sorpresivamente,
esto cambia por completo en el caso genérico, pues como se aclar6 en el Teorema [3.2.1] la sin-
gularidad central es nula y visible para observadores locales cuando se cumplen las condiciones
(i)-(viii). Ademas, la parte nula de la singularidad se puede extender hacia el pasado lo suficiente
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para que el horizonte de Cauchy quede fuera del agujero negro: ver Teorema [3.2.2]y los siguientes
diagramas conformes.

35
3~ : 7]
| \\\\ : === Singularidad E
S~ . -+« Trayectoriade unaparticula
25 S.o : 7
\f/,q\ .
\\\\ P
2 el EH—
- | N 8 i
~ o
. S~ k]
15 : S~o B
i . S~ @ )
1 o
05F LT 7
i v =77 1
0 B \ \ \
0 0.2 04 0.6 0.8 1
X

Figura 3.2: Diagrama conforme para una nube de polvo homogénea con velocidad inicial cero y
parametros ¢g = 0.75 y R; = 1. Las lineas denotadas por “HA” y “HE” se refieren a los horizontes
aparente y de eventos, respectivamente. Se sabe que en el vacio, el horizonte aparente coincide
con el de eventos, entonces dentro de la nube, este dltimo queda determinado por el rayo nulo
saliente que pasa por la interseccion del horizonte aparente con la superficie de la nube. Notar
también que, para esta eleccién de parametros, el horizonte de eventos intersecta la superficie
inicial, lo cual implica que las particulas de polvo inicialmente cercanas al centro de la nube se
encuentran atrapadas dentro del agujero negro desde el inicio del colapso.

3.3.2. El caso genérico

En el caso genérico, donde los perfiles de velocidad y densidad inicial satisfacen las condiciones
(i)—(viii), es posible resolver las ecuaciones de adveccion por el método de caracteristicas.
Las ecuaciones implican que U y V son constantes a lo largo de las geodésicas nulas radiales
salientes (74 (R)) y entrantes (7_(R)), respectivamente, donde

dry 1 dr_ 1
_ -t 3.28
dR v(re, R)’ dR v(1—, R) (3:28)
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En términos de las coordenadas {y, R} introducidas en la seccion estas ecuaciones son

dys+ dy-
ﬁ - ’Uj+(y+7 R)a dR - w—(y—a R)7 (329)

donde la funcion w(y, R) (e = £1) est4 dada por el lado derecho de la ecuacion (3.10). Para la
integracion numeérica se usa un nuevo parametro A (en lugar de R) y se re-escriben las ecuaciones
para los rayos nulos radiales como el sistema auténomo

dy:  Fwi(ys, Ri) dR: _ +1
A T+ wi(ys, Re)? dA 1+ wi(ys, Re)?

(3.30)

La definicién del parametro A es tal que éste corresponde a la longitud de arco respecto a la
métrica euclidea (artificial) en la carta (y, R), entonces el lado derecho de las ecuaciones (3.30))
no puede ser muy grande ni muy pequeno en magnitud, y por lo tanto no hay necesidad de usar
métodos adaptativos o implicitos para integrar numéricamente el sistema , y es suficiente
implementar un método integrador de Runge-Kutta de cuarto orden de precision (ver por ejemplo
la referencia [50]) con tamafio de paso h fijo. El signo de X es tal que 7 crece con A a lo largo de
los rayos de luz radiales entrantes y salientes.

Una vez que se encuentran las curvas caracteristicas, las coordenadas nulas U y V se pueden
construir asignando a cada rayo nulo saliente un dnico valor para U y a cada rayo nulo entrante
un tnico valor para V, tales que U >0,V > 0. Para esto, se especifican condiciones de frontera
para U y V en la superficie de la nube ©, condiciones de frontera para U en la singularidad X
y condiciones de frontera para V en la superficie inicial II (ver la figura . Para asegurar que
U,V > 0 se requiere que U crezca cuando uno se mueve hacia el futuro a lo largo de © y luego
hacia el centro a lo largo de la singularidad . Asimismo, se pide que V crezca cuando uno se
mueve del centro hacia la superficie a lo largo de II y luego hacia el futuro a lo largo de ©.

A continuacion se describen tales condiciones de frontera con mas detalle. La idea es unir suave-
mente el diagrama conforme del interior de la nube con el diagrama de Penrose-Kruskal corres-
pondiente a la solucioén exterior de Schwarzschild.

Condiciones de frontera para U y V en ©

Las coordenadas U y V en O se determinan haciendo coincidir sus valores con los correspon-
dientes a las coordenadas de Penrose-Kruskal en el espacio-tiempo de Schwarzschild. U y V se
obtienen analiticamente calculando la trayectoria de un observador radial en caida libre en el
espacio-tiempo de Schwarzschild, el cual inicia en r = R; con velocidad inicial vg(R7). El célculo,
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presentado en el Apéndice [C] conduce al siguiente resultado:

tan@a)) = o (/af 087 /1)

1
exp i_ v l_b% 1+2b% arctan 7@%—1)%342 -z —Q—E a3 — biy?
2a3 202 by bry 9 a2 V@ — 01 .
1
tan(Vo(y)) = - (\/ Ty + y\/l - b?) x

exp L2+m L+ 203 arctan @ -5 +l\/m
20 20 b biy 2) etV

Q

1

donde a1 := \/2m(R1)/R1 = Ri1\/c(R1) y by := \/—2E(R;) = q(R1)a;. Como se muestra en el

Apéndice[C| Ug y Vi son funciones estrictamente decrecientes en y y normalizadas de tal manera
que Ug(0) = Vo (0) = arctan(1) = w/4.

Condiciones de frontera para V en II

En la superficie inicial 11, se elige V' como una funcién lineal tal que sus valores y los de su primera
derivada coincidan con aquellos correspondientes en las coordenadas de Penrose-Kruskal, por lo

tanto R 5V
=1 =Ry —2
Rl > ) B Rl

Vir(R) := V(1) + 8 ( Ry |,y

En los casos estudiados mas adelante, se ha verificado que S sea positiva, lo cual implica que
V' >0 alo largo de II.

Condiciones de frontera para U en X

La eleccion de U en la porcién tipo espacio de la singularidad X es natural y se basa en la obser-
vacion de que en el diagrama de Penrose para el espacio-tiempo de Schwarzschild, la singularidad
de curvatura en r = 0 es un subconjunto de la linea recta 2T = U + V = const. Por lo tanto,
se opta por elegir U de tal manera que U + V = const. = Ug(0) 4+ Vg(0) = 7/2. Sin embargo
esto requiere conocer V en cada punto de ¥, asi que en cada punto dado p € ¥ se determina el
valor V}, de la funcién V' mediante la integracién numérica de una geodésica nula radial entrante
hacia el pasado hasta que ésta intersecta ya sea la superficie de la nube © o la superficie inicial
II, donde V es conocida, y como V' es constante a lo largo del rayo nulo entrante, esto determina
Vp, y luego U, :=7/2 =V,

3.3.3. Construccion del diagrama conforme

Las condiciones de frontera determinan un tunico par de coordenadas (U, V') para cada punto
p € A dentro de la nube. Para encontrarlo es suficiente integrar un rayo nulo radial saliente
dirigido hacia el futuro y uno entrante dirigido hacia el pasado desde p. El rayo saliente intersecta
va sea X o O, donde U esta dada. El rayo entrante intersecta ya sea Il o ©, donde V' es conocida.
Con este algoritmo, en principio es posible construir las imégenes conformes de las superficies
relevantes II, ', ©, X, el horizonte aparente o la trayectoria de una particula de polvo en el
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diagrama T-X, donde T = (V + U)/2, X = (V —U)/2, y las coordenadas (U, V) se calculan

numéricamente para cada punto de esas superficies.

Sin embargo, en la practica, un problema con este procedimiento ocurre cuando los rayos salientes
se aproximan a la superficie singular Y, pues ahi la ecuaciéon de los rayos nulos esta indefinida.
Para evitar integrar hacia la singularidad, se adopta el siguiente algoritmo:

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Se construye una malla uniforme (y;, R1) a lo largo de la superficie de la nube ©, donde
y;j=4/J,j=0,1,2,...,J. Como U y V son conocidas en ©, su imagen conforme se obtiene
de inmediato calculando (Ug(y;), Veo(y;)) para cada punto de la malla, j =0,1,2,...,J.

Para cada j = J,J — 1, ... se integra una rayo de luz radial saliente hacia el pasado desde
(yj, R1). Ese rayo de luz puede intersectar ya sea la superficie II, T', el horizonte aparente o
la trayectoria de una particula en algtn punto p, al cual se le asocia el valor U, = Ug(y;), ¥
luego se determina V}, integrando un rayo de luz radial entrante hacia el pasado desde p. El
procedimiento anterior dé la imégen conforme de las superficies relevantes localizadas en el
pasado de la superficie ©. Esa region necesariamente contiene una porcion de la superficie
inicial IT o incluso podria contenerla completa, ademés de una porcion del centro I', o incluso
todo el centro. En este tdltimo caso ocurre que algtin rayo nulo saliente dirigido al pasado
llega a la singularidad central ¥y para algin j* positivo. De acuerdo con el Teorema
los subsecuentes rayos de luz salientes con j < j* deben provenir de ¥y también.

De manera similar, se define una malla uniforme (0, Rx) a lo largo de la singularidad X,
donde R, = R1k/K, k = 1,2,..., K, y a partir de cada uno de los puntos de la malla
se integra un rayo de luz radial saliente hacia el pasado. Para efectuar tal integracion se
empieza en el punto cercano a la singularidad (y, R) = (h, Ry + Ah*), el cual proviene del
truncamiento de la expansién asintética . Luego el rayo de luz se intersecta con las
superficies relevantes y se determina la pareja (U, V') en cada punto de interseccién como en
el paso previo. De esta manera se obtiene la imagen conforme de las superficies relevantes
més alla del pasado de la superficie ©.

Finalmente, se determina la imagen conforme de las singularidades ¥y y X. Por construc-
cion, la imagen de X es una linea horizontal en el diagrama T-X con extremos en (7/4, Xg)
y (7/4,0), donde X = (Vg — Up)/2 como se estableci6 previamente. En cambio, la imagen
de Yo, esta determinada por un tnico valor V; de V' y todo un rango de valores U € [Uy, Uy].
De hecho, de acuerdo al Teorema[3.2:1] hay un tanico rayo de luz radial entrante que termina
en Yy mientras que hay una infinidad de rayos de luz radiales salientes que emanan de X,
siendo el primero de ellos el generador del horizonte de Cauchy. Como consecuencia, en el
diagrama conforme T-X, ¥ se desenvuelve en un subconjunto de la linea recta T+ X = V.
Por lo tanto, para determinar sus puntos extremos, es suficiente calcular V, Uy y U;.

Para calcular V|, se integra hacia el pasado el tinico rayo de luz radial entrante empezando
desde el punto (y,R) = (1.25h,/4(1.25h)3/(3A0)), €l cual se obtiene del truncamiento
de la expansién asintética , hasta que éste intersecta © o II. Para calcular Uy, se
integra hacia el futuro el rayo de luz radial saliente generador del horizonte de Cauchy
empezando desde el punto (y, R) = (1.25h, 1/4(1.25h)3 /(3A¢)) hasta que éste intersecta ©
6 Y. El punto de intersecién establece el valor de U;. Finalmente, Uj se determina mediante
el requisito de que Uy + Vy = 2T = w/2, pues Uy debe coincidir con el valor de U en el
extremo de X.
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3.3.4. Perfiles iniciales de densidad y velocidad

En esta subseccion se presenta una familia particular de datos iniciales con cuatro pardmetros. Se
verd que tales parametros satisfacen ciertas condiciones que garantizan que los correspondlentes
perfiles de densidad y velocidad iniciales (pg,vo) = ((R3c)’/(87GR?), —R+/(1 — ¢?)c) satisfagan
los requisitos (i)—(viii) en el intervalo [0, R;]. Aunque el perfil resultante de densldad 1n1c1al po(R)
no se puede hacer coincidir con cero en R = R; de forma arbitrariamente suave, de todas formas se
tiene esencialmente po(R1) = 0. A continuacion se pretende extender la funcion c fuera de la nube
de manera suave a través de su superficie. Para ello, denétese con m; la masa total de la nube.
Por un lado se tiene m(R) = my para R > Ry, y por otro lado m(R;) = R3c(R;)/2, entonces se
deduce que my = R?cl /2, donde ¢; := ¢(Ry). Dendtese la densidad media fuera de la nube -en
el espacio-tiempo de Schwarzschild- por ¢, que por analogia se define como & := 2m(R)/R? para
R > R;. Como afuera de la nube se tiene m(R) = m; para toda R, entonces

&R) = (R)S, R > R;.

Adicionalmente se tiene

. _ R
d(R) = -3 7
1 _ (R)
d'(R) = 12—~ R
/11 R
oy =

Para obtener una extensién de la densidad media fuera de la nube que al menos sea de clase C?
en R = Ry, se requiere que

(a) c(R) = ¢(R),
(b) () = (),
(c) "(Ba) =" (),

)
) ¢
)
(d) ¢"(Ry) = &"(Ry).

Para determinar las implicaciones de las condiciones (a)-(d) sobre el perfil de densidad inicial pg,
Ic)ji'riezc()oie>d8ﬁnen la densidad central de la nube p. := po(0) > 0 y la densidad central media

Proposicion 3.3.1 Sea ¢ una funcion de densidad media con una extension ¢ en el espacio-
tiempo de Schwarzschild, al menos de clase C* a través de la superficie Ry y que satisfaga las
condiciones (a)-(d), ademds de ¢/(0) = 0 y regularidad de ¢" en R = 0. Entonces p. y ¢y se
relacionan mediante co = 8wGp./3, ademds po(R1) =0, p3(0) =0, py(R1) =0 y pg(R1) = 0.

Demostracion.

De la definiciéon de ¢ y de relacion li se obtiene R3¢(R) = 87G fo po(R)R%dR, luego po(R) =
[RC'(R) 4 3¢(R)] /(87G). Dadas p. > 0y ¢o > 0, se sigue que ¢g = 87erc/3 Entonces se puede
escribir

po(R) = == [R/(R) + 3¢(R)] .

30
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Usando esta ultima ecuaciéon y sus dos primeras derivadas, se concluye que
1) Las condiciones (a) y (b) implican que po(R;) = 0,
2) La regularidad de ¢’ en R =0y ¢/(0) = 0 implican que p{,(0) = 0,
3) Las condiciones (b) y (c) implican que pj(R1) =0, y
4) Las condiciones (c) y (d) implican que pfj(R1) = 0.
]

Enseguida se propone la siguiente familia de perfiles de densidad media inicial con cuatro para-
metros reales: «, 3, vy 9,

2 4 6 8
pe R R R R
= — — R _ — 11 -
po(R) 3 [3 5a(R1) +7ﬁ(R1) —&-QV(Rl) + 6<R1>
I LAN RY LAY
po(R) = 3R, l S5a (Rl + 145 7 + 27y o) + 449 i
R\? R\* R\°

Por construccion esta familia es tal que ¢” es regular en R = 0y ¢/(0) = 0. Un poco mas adelante
se mostrara que los parametros (a,8,7,0) no son independientes entre ellos si se imponen las
condiciones (a)-(d). Enseguida se integra para obtener la funcion de densidad media:

oo G oo () ) o (R)

Lo 26 R R\* R\’ R\’

7 (3.31)

)

2pc

1" _
Po (R) - 3R%

Q
—~~

=
~—

Il

, (3.32)

)

B 2o R\? R\* R\°
= 20 = 15y | — 285 [ —
(R) iz a+ 643 7 + 154 i + 286 7 ,
24¢, R R\* R\’
d"(R) = 73; ﬁ<&)+5y <-Rl> + 146 (-Rl> .

Para propésitos numéricos es necesario codificar la funcién ¢, es por eso que los coeficientes
en se eligen de tal manera que en tengan una forma simple. Con esta eleccién, no
es dificil ver que la condicion (a) se satisface autométicamente, mientras que (b)-(d) imponenen
ciertas relaciones entre los parametros «, 8, v y 0, a saber, la condicién (b) implica que 75 +
9y + 116 = —3 4 5¢; la condicion (c¢) implica que 9y + 22§ = 6 — 5a; y la condicion (d) implica
que 78 + 15y + 336 = —5 4 5a. Sin pérdida de generalidad se considera o como parametro libre
y se tiene el siguiente sistema lineal para 8, v y 9,

709 11 A 34 5o
0 9 22 v = 6-5a |,
7 15 33 b 5+ 5o
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cuya solucion es

B = —%(6—5007 (3.33)

= s (330
1

0 = —3(9-50). (3.35)

Se concluye entonces que la familia de densidad inicial media solamente tiene dos para-
metros libres: ¢y y . También vale la pena hacer énfasis en que la Proposicién garantiza
que po(R1) = 0, p3(0) = 0, po(R1) =0y py(R1) = 0, entonces el estatus de la satisfaccion de
las condiciones (i) — (iv) sobre pg establecidas en la Secciéon es la siguiente: La condicion
(i) se satisface parcialmente puesto que se tiene py regular y de clase C2. En cuanto a la condi-
cion (ii) ya se tiene po(0) > 0y po(R1) = 0 pero faltan pg(R) = 0 para R > Ry y po(R) > 0
para 0 < R < R;. En cuanto a la condicion (iii) se tiene py(0) = 0y pj(R1) = 0, pero falta
pp(R) < 0 para 0 < R < Ry, y la condicién (iv) todavia no se satisface. A continuacion se cubre
lo que falta: Primero notese que se puede pedir po(R) = 0 para R > R; sin que eso afecte la
suavidad de pg en Ry, dado que se tiene po(R1) = 0y p((R1) = 0. Enseguida, notese que dadas
p0(0) >0y po(R1) =0, la condicion pj(R) < 0 para 0 < R < R; automéaticamente implica que,
en ese mismo intervalo, po(R) > 0. Con lo anterior terminan por satisfacerse las condiciones (i)
- (iii). Enseguida se establece una condicion suficiente sobre el parametro a para garantizar que
po(R) <0 con R € (0,Ry).

Proposicion 3.3.2 Sea Ry > 0. Considérese el perfil de densidad inicial py dado en la ecua-

cion con 0 < a<12/5 y B, v, § restringidos por las ecuaciones — . Entonces
p0(R) < 0 para todo R € (0, Ry).

Demostracion.

Sean R € [0,Ri] y 0 < a < 12/5. Supéngase que se cumplen las relaciones (3.33)- (3-35).
Defmanse z := (R/R1)° y g: [0,1] = R, 2 — 44623 + 2722 + 148z — 5a. Notar que pj(R) < 0
para R € (0, Ry) es equivalente a g(z) < 0 con = € (0,1). Para mostrar eso tltimo, primero hay
que notar que ¢g(0) = —5a < 0, y a partir de p((R1) =0y pj(R1) = 0 automaticamente se tiene
g(1) =0y ¢'(1) = 0, respectivamente. Por otro lado se puede calcular que ¢”(z) = 2646x + 54y
y g"(1) = —6(12 — 5a) < 0, lo cual implica que g tiene un maximo local en x = 1. Luego, como
¢'(x) es un polinomio de segundo grado, g no puede tener més de un punto critico en (0, 1).
Supongase que g(x) > 0 para algtn x € (0,1). Esto requiere que g tenga al menos dos puntos
criticos en (0,1), lo cual es contradictorio. Por lo tanto g(z) < 0 para = € (0, 1). O

La tltima condicion por satisfacer es la (iv), la cual implica que R?c(R) < 1. Como ¢(R;) < c¢(R)
para 0 < R < Ry, entonces R?c(R;) < 1. En particular R3¢(R;) < 1, es decir R2co(1 — a+ B+
v+ 0) < 1. Tomando en cuenta las relaciones (3.33)- (3.35)) se obtiene la restriccion

231

Rlcy < —20
10 < 164 —a)
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El siguiente paso es extender la funciéon ¢ hacia el espacio-tiempo de Schwarzschild de manera
suave a través de la superficie de la nube. Dentro de la nube se propone

a(R) = @+a (R>27

Ry

2

(7)) = R
2¢:1

1/

q (R) = 5o
R

q///(R) — O7

donde gy y g1 son parametros reales sujetos a 0 < gop < 1y 0 < ¢1 < 1 — go para satisfacer las
condiciones (v)- (viii) establecidas en la Seccion Sea ¢ la extensién de ¢ fuera de la nube
sujeta a las siguientes condiciones:

(e) limp 00 (R) =1,
(f) a(R1) = q(Ra),
(8) @'(R1) =q'(R1),
(h) ¢"(R1) =" (Ra),
(1) ¢"(R1) = ¢"" ().

Luego considerérese el siguiente ansatz

i(R) = 1+a(R1)+ﬁ< )2+7(1§>3+5<};),

< 3o (3 (8] (2]
- b)) o () (3]
i < {8 o) () ()

La condiciéon (e) se satisface automaticamente, mientras que (f) implica 1 + a4+ 8+ + 6 =
qo + q1, (g) implica o + 28 + 3y + 46 = —2¢;, (h) implica o + 38 + 6y + 105 = ¢1 y (j) implica
a + 48 + 10y 4+ 200 = 0. Lo anterior define el siguiente sistema algebraico que relaciona los
parametros de ¢ con qo y q1,

11 1 1 «o g +q —1
12 3 4 3| —2q
1 3 6 10 o q ’
1 4 10 20 6 0
cuya solucion es @« = 4(qo+5¢1 — 1), 8 = —3(290+15¢1 —2), v = 4(qo+9¢1 —1) y 6 =

—(qo +10¢; — 1).
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3.3.5. Ejemplos de diagramas conformes generados numéricamente

En las figuras y se muestran diagramas conformes correspondientes a tres elecciones
particulares de parametros. Como se anticip6 en la seccién anterior, la estructura causal en el
caso genérico es bastante diferente a la del caso del colapso simétrico en el tiempo con densidad
homogénea ilustrado en la figura [3:2] Primero, nétese que en los diagramas [3.3] [3:4] y B3] el
horizonte aparente puede ser tipo espacio dentro de la nube, mientras que en el diagrama (3.2
siempre es tipo tiempo. Notese también que en este dltimo caso g U X es tipo espacio mientras
que en el caso genérico ¥ es tipo espacio pero la singularidad central ¥ es nula, y por lo
tanto es visible para observadores locales; ademas la parte nula de la singularidad puede estar
completamente oculta dentro de la region del agujero negro como en la figura 3.3 o bien una
porcion de ésta puede ser visible desde el infinito nulo futuro como en las figuras [3.4] y 3.5

== Singularidad
-0.5[— -+« Trayectoriade una particula

Figura 3.3: Diagrama conforme para el modelo descrito en la ecuaciéon con la elecciéon
de parametros cg = 0.521943, o = 1.5, qo = 0.75 y g1 = 0.02. Las lineas etiquetadas con “HA”,
“HE” y “HC” se refieren al horizonte aparente, de eventos y de Cauchy, respectivamente. En
este caso la singularidad est& oculta dentro de la region del agujero negro, pues todos los rayos
de luz que emanan de ésta terminan en la singularidad tipo espacio. Aunque el centro de la
nube parece ser nulo en el diagrama, una inspecciéon cuidadosa revela que en realidad es tipo
tiempo. La linea punteada corresponde a la trayectoria de la particula de polvo con radio de
area inicial Ry = 0.97R;. Este diagrama fue generado con 1500 y 500 puntos en las mallas y;
y Ry, respectivamente (ver los pasos 2 y 3 en la seccion previa), y usando un tamano de paso
h = 0.0005 para las integraciones numéricas.

Es importante remarcar que no se necesita hacer un ajuste fino de los parametros para construir
los ejemplos mostrados con singularidades globalmente visibles. De hecho, como lo establece
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0.5

= Singularidad
-0.5 -+« Trayectoriade unaparticula

-05 0 05 1 15

Figura 3.4: Diagrama conforme para el modelo descrito en la ecuacién con la misma
elecciéon de parametros de la figura previa, excepto por ¢y = 0.521907. En este caso existen rayos
de luz que emanan de la parte nula de la singularidad y que llegan a la superficie de la nube antes
que el horizonte aparente, por lo tanto una porcién de la singularidad es visible para observadores
arbitrariamente distantes fuera del agujero negro.

el Teorema es suficiente disminuir la densidad central py = 3co/(87G) por debajo de
cierto valor critico para generar este tipo de singularidades. Para el dato inicial descrito en la
ecuacion con los parametros usados en las figuras y la cota sobre ¢y dada en
el Teorema [3.2.2] resulta

p? <0.18,

la cual es consistente con los resultados en esas figuras. Sin embargo los resultados numéricos
también indican que la cota ([3.26) esta lejos de ser 6ptima porque la transicion de visibilidad
local a global ocurre alrededor de ¢y ~ 0.521 lo cual es mucho mayor que p2.

Se ha verificado la auto-convergencia de los resultados numéricos generando los diagramas con-
formes con diferentes tamafios de paso h. En la tabla[3.1]se muestran los valores de las cantidades
clave Uy y Vp en el ejemplo de la figura[3:4] los cuales determinan la localizacion del primer punto
singular, del cual emana el horizonte de Cauchy. Los resultados muestran auto-convergencia a
un orden entre tres y cuatro. Una prueba de auto-convergencia similar se llevé a cabo para la
trayectoria de la particula de polvo mostrada en la figura correspondiente a un radio de area
inicial Ry = 0.97R;. En la figura [3.6] se muestra el error numérico para cada punto de la tra-
yectoria. Los errores numeéricos se estiman calculando la norma euclidiana entre dos resoluciones
sucesivas (hy h/2, h/2y h/4, etcétera), y claramente decrece conforme se aumenta la resolucion.
Para analizar cuantitativamente estos errores, en la tabla se muestra el maximo del error
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0.5

== Singularidad
- Trayectoriade unaparticula

-0.5

-05 0 05 1 15

Figura 3.5: Diagrama conforme para el modelo descrito en la ecuaciéon (3.32) con la misma
eleccion de parametros de la figura [3.3] excepto por go = 0.7501. También en este caso una

porcién de la singularidad es visible fuera de la regién del agujero negro.

Resolucion Paso U, Error FC
1 h =0.01 | —8.420575541310F — 01 — —
2 h/2 —8.035660851224F — 01 | 3.849146900854F — 02 —
3 h/4 —8.003654350247F — 01 | 3.200650097737E — 03 | 12.0261408879
4 h/8 —8.001195839923F — 01 | 2.458510324211F — 04 | 13.0186563229
5 h/16 —8.001020899334F — 01 | 1.749405890161F — 05 | 14.0534014320
6 h/32 —8.001010377021F — 01 | 1.052231238807F — 06 | 16.6256790868
Resolucién Paso Vo Error FC
1 h =0.01 | 4.816850209055F — 05 — —
2 h/2 4.816841584155F — 05 | 8.624900550295F — 11 —
3 h/4 4.816840759756 FE — 05 | 8.243991013662F — 12 | 10.4620450653
4 h/8 4.816840680132E — 05 | 7.962398508544F — 13 | 10.3536528657
5 h/16 4.816840672312F — 05 | 7.819538473761FE — 14 | 10.1826962489
6 h/32 4.816840671528FE — 05 | 7.847448548186E — 15 | 9.96443420526

Cuadro 3.1: Prueba de auto-convergencia para las cantidades U; y Vj en el ejemplo mostrado
en la ﬁgura Para la i—ésima resolucion, el error se define como E; := |U; — U;_1|, y el factor
de convergencia como FC; := E;_1/E;.

respecto a todos los puntos de la trayectoria para cada resolucién fija. Los resultados exhiben
auto-convergencia a cuarto orden.
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Figura 3.6: FError numérico para los puntos de la trayectoria de la particula mostrada en la
figura [3.4] La linea continua indica la distancia euclidiana entre puntos correspondientes calcu-
lados con tamanos de paso h = 0.01 y h/2. La linea punteada representa el error entre puntos

calculados con tamanos de paso h/2 y h/4, y asi sucesivamente.

Resolucién | Tamano de paso Error maximo FC
1 h =0.01 — —
2 h/2 9.5726038FE — 08 —
3 h/4 5.5985632F — 09 | 17.0983222981211
4 h/8 3.3830969F — 10 | 16.5486338863070
5 h/16 2.0961372F — 11 | 16.1396730137703

Cuadro 3.2: Prueba de auto-convergencica para la trayectoria de la particula de polvo mostrada
en la figura[3.4] El i—ésimo maximo del error se define como la mayor distancia euclidiana entre
puntos correspondientes en la trayectoria calculados con las resoluciones i e ¢ — 1. El factor de
convergencia se calcula como en la tabla[3.1] Notar que un tamafio de paso del orden de h = 0.01
es suficiente para mantener el maximo del error por debajo de 9.6 x 1078,

Es importante anotar que los resultados numéricos mostrados en esta seccién son semejantes a
los mostrados en la referencia [I8], los cuales fueron generados con una familia de datos iniciales
distinta a la que se usa en este trabajo. El hecho de que los resultados sean cualitativamente

similares prueba que el algoritmo es robusto.



58 Capitulo 3. El modelo de colapso gravitacional de Tolman-Bondi

3.3.6. Espacio fase de parametros

En esta subseccion se exploran algunas propiedades del espacio fase correspondiente a la familia
de datos iniciales de cuatro parametros dada en . En la ﬁgurase muestra un subconjunto
de tal espacio con q fija, es decir, el plano a-cg. La curva sélida, obtenida numéricamente, contiene
valores criticos de la densidad central promedio y al espacio fase en dos regiones, una donde los
datos iniciales dan lugar a agujeros negros y otra donde dan lugar a singularidades globalmente
visibles. De la figura se observa que los perfiles de densidad con a < 1 (distribuciones de polvo casi
uniformes cerca del centro) tienen un valor critico menor para ¢y que los perfiles con distribuciones
de polvo concentradas cerca del centro. En ese sentido, los perfiles diluidos favorecen la formaciéon
de agujeros negros mientras que los perfiles concentrados favorecen la formacién de singularidades
globalmente visibles. La curva quebrada corresponde a la cota obtenida del Teorema[3.2.2] notese
que tal cota esta lejos de ser 6ptima, sin embargo cualitativamente se comporta como la curva
critica.

En la figura [3.8] se muestra la curva critica en el plano a-cy para diferentes valores de qo y
q1 = 0.01. Como puede observarse, el valor critico de ¢y decrece conforme gy decrece de 0.98
a 0.015. Como 1 — ¢? es la razon entre la energia ciiietica inicial y la magnitud de la energia
potencial inicial, esto significa que las velocidades iniciales grandes en direccion radial negativa
favorecen la formacion de agujeros negros.

0.8
0.7(—
- — c,critica
0.6 — - Cotaparac, 1
0.5 —

Agujeros negros
Rz2c, 0.4

03 Singularidades globalmente visibles
0.2

0.1

Figura 3.7: Corte del espacio fase correspondiente a la familia de datos iniciales de cuatro
pardmetros dada en la ecuaciéon . El corte corresponde al subconjunto con pardmetros
fijos g0 = 0.75 y ¢1 = 0.02. La regién sombreada corresponde a datos iniciales que dan lugar
a singularidades globalmente visibles. La linea quebrada describe la cota superior para cg del
Teorema
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Figura 3.8: Linea critica que delimita las regiones de datos iniciales que dan lugar a agujeros
negros y singularidades globalmente visibles para distintos valores de gy y con ¢; = 0.01 fija.

3.3.7. Discusion

En este capitulo se ha presentado un algoritmo numeérico para construir el diagrama conforme
del espacio-tiempo en el interior de una nube de polvo esférica que colapsa gravitacionalmente.
La construccion se basa en la integracién de geodésicas nulas radiales y en un cuidados anélisis
de su comportamiento cerca de la singularidad. Las suposiciones sobre el dato inicial, a saber, los
perfiles iniciales de densidad y velocidad, son fisicamente razonables y genéricas dentro del mo-
delo de Tolman-Bondi. Se ha encontrado que bajo tales suposiciones, la singularidad de enfoque
siempre consta de una porcién tipo espacio que se extiende hasta el espacio-tiempo exterior de
Schwarzschild, y una porcién nula visible al menos para observadores suficientemente cercanos
al centro de la nube. Estos resultados confirman los encontrados en las referencias [8], [9] 43}, [10].

En base al método presentado aqui para construir diagramas conformes, se ha considerado una
familia de datos iniciales de cuatro parametros y se han determinado las condiciones bajo las
cuales la parte nula de la singularidad comienza a formarse suficientemente temprano de tal
manera que una porcién de ella quede fuera del horizonte de eventos, dando como resultado una
singularidad desnuda visible para observadores globales, es decir arbitrariamente lejanos. Ademés
se comprobd que lo anterior ocurre sin necesidad de ajustar finamente los parametros del dato
inicial, lo que significa que no es dificil obtener singularidades conectadas causalmente con el
infinito nulo futuro, lo que confirma los resultados en [8] para datos iniciales simétricos en el
tiempo, pero ademas lo anterior indica que la formacién de singularidades desnudas es estable
bajo perturbaciones esféricas dentro del modelo de Tolma-Bondi. De hecho, este resultado de
estabilidad se confirma y se refuerza en el Teorema el cual provee una cota sobre el dato
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inicial que garantiza la formacién de una singularidad desnuda. Como consecuencia, un espacio-
tiempo con una singularidad de este tipo no es globalmente hiperboélico y entonces es imposible
determinar -més alla del horizonte de Cauchy- la evolucion de campos de prueba gobernados por
ecuaciones diferenciales parciales hiperbolicas propagéndose a la velocidad de la luz, a menos que
se impongan condiciones de frontera sobre la parte nula de la singularidad. Como el horizonte de
Cauchy se localiza fuera del agujero negro, esto implica, en particular, que ni siquiera es posible
predecir la evolucién de tales campos de prueba en la region de Schwarzschild para r» > 2m.

Aparte de los resultados mencionados hasta ahora, existen varias posibles aplicaciones del algo-
ritmo numérico discutido en este capitulo: en primer lugar, éste constituye una herramienta para
analizar de manera sistemaética el espacio fase del colapso de polvo esféricamente simétrico, iden-
tificando la clase de datos iniciales que conducen a la formaciéon de singularidades globalmente
desnudas. Al respecto, en la seccion [3.3.6] se han explorado distintos cortes del espacio fase y en
ellos se ha determinado el conjunto critico que separa los agujeros negros de las singularidades
desnudas; en segundo lugar, la construcciéon numeérica de las coordenadas conformes puede ser
atil para describir la propagacion de campos de prueba en el espacio-tiempo considerado aqui,
donde por ejemplo la ecuacién de onda 0P = 0 se reduce a una familia ecuaciones de onda de la
forma

82w€m 32¢em 1 14

—_— T, X)em =0, (T, X,0,p) = - m (T, X)Y (9, .
a7z~ gxz TV X)m =0 ( ) ”Zw (T, X)Y™(d, ) (3.36)

con potencial V, cuando se descompone el campo en armonicos esféricos Y. Por lo tanto, las

propiedades de las soluciones fuera del horizonte de Cauchy se pueden inferir, en principio, de la

estructura del potencial V.

Aun falta estudiar si los resultados mostrados aqui se pueden extrapolar a casos més realistas de
colapso gravitacional considerando que la presencia de momento angular y/o presion pudieran
retrasar la formacion de la singularidad. Si tales efectos fueran suficientemente intensos, es de
esperarse que la singularidad resultante sea oculta por un agujero negro de tal manera que la
censura cosmica débil sea valida. Desafortunadamente, analizar escenarios con ecuaciones de
estado més realistas y en ausencia de simetrias requiere un esfuerzo mayor dado que en esos
casos no se conocen soluciones exactas -al menos no para datos iniciales genéricos-. Algunos
pasos intermedios en el entendimiento de el caso mas general son los siguientes: primero, dado
que el método discutido aqui se basa en la integraciéon numérica de rayos nulos radiales y su
comportamiento asintotico cerca de la singularidad central, deberia ser posible generalizarlo para
el caso de un colapso esférico con presion distinta de cero. Después, se podria considerar un
fluido no esférico, en cuyo caso el problema se podria analizar usando la teoria de perturbaciéon
de espacio-tiempos esféricamente simétricos [3I]. Ademas existen escenarios méas exoticos donde
se ha estudiado el colapso gravitacional en espacio-tiempos cinco-dimensiones |51}, 52] y atn en
dimensiones mas altas [53] [54].

Incluso si se concluyera que las singularidades resultantes del colapso con ecuaciones de estado
més realistas son siempre ocultas detras de agujeros negros, sera interesante entender qué pasa
en el limite en que el objeto se aproxima a la simetria esférica y su presion se vuelve despreciable,
pues el hecho de que en ese limite existan las singularidades desnudas debe tener consecuencias
en el caso perturbado.



Capitulo 4

Estabilidad de singularidades
desnudas I: campos de prueba
esféricos

Como se ha discutido a lo largo de los capitulos anteriores, el modelo méas simple de colapso
gravitacional de un objeto masivo en la teoria de la relatividad general es de Tolman-Bondi, el
cual describe el colapso total de una nube de polvo esférica. Aunque las suposiciones de simetria
esférica y presion cero dificilmente se satisfacen en un escenario realista, la ventaja de este modelo
yace en el hecho de que la métrica del espacio-tiempo y la densidad de energia se pueden describir
de forma exécta en términos de coordenadas co-moviles sincronizadas, lo que facilita el analisis
de las propiedades fisicas del modelo, el cual ha tenido un papel importante en el entendimiento
de la formacion de agujeros negros en el trabajo trascendental de Oppenheimer y Snyder [5].

En este capitul(ﬂ se inicia un estudio de la propagaciéon de campos de prueba en el espacio-
tiempo fijo -aunque dindmico- de Tolman-Bondi. El interés particular consiste en estudiar el
comportamiento de tales campos en una vecindad de la singularidad central desnuda y el horizonte
de Cauchy asociado. Asumiendo un dato inicial regular para los campos de prueba sobre una
superficie de Cauchy, es relevante investigar si la amplitud del campo o su densidad de energia
crecen sin cota en la vecindad del horizonte de Cauchy. Un comportamiento divergente sugeriria
que el horizonte de Cauchy es inestable cuando se toma en cuenta la auto-gravedad de los campos,
y por lo tanto la singularidad desnuda también seria inestable.

Al respecto de la estabilidad del horizonte de Cauchy asociado a una singularidad desnuda ori-
ginada por el colapso de polvo en el modelo de Tolman-Bondi hay varios trabajos previos: en
el régimen de la optica geométrica para los campos de prueba, Christodoulou [8] mostré que,
para un dato inicial simétrico en el tiempo, un rayo de luz radial emitido desde el centro de la
nube (incluso cerca de la singularidad) no experimenta un corrimiento al rojo infinito; en una
aproximacion similar, Waugh y Lake [22] estudiaron la estabilidad del horizonte de Cauchy en el
caso particular del colapso auto-similar y no encontraron evidencia de inestabilidad; después, el
comportamiento del corrimiento al rojo en el caso del colapso marginalmente ligado fue analizado
por Dwivedi [23]. Duffy y Nolan fueron mas alla del régimen de la 6ptica geométrica y estudiaron

LEste capitulo esta basado en el articulo [24].

61
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la estabilidad del horizonte de Cauchy en el caso del colapso auto-similar marginalmente ligado
bajo perturbaciones métricas lineales con paridad par [25] e impar [26]. En el sector impar, ellos
encontraron que las perturbaciones permanecen finitas a lo largo del horizonte de Cauchy. En
contraste, en el sector par, mostraron que las perturbaciones divergen a lo largo del mismo. Otros
progresos en el caso marginalmente ligado incluyen el trabajo de Iguchi, Harada y Nakao [27],
quienes analizaron numéricamente la estabilidad del horizonte de Cauchy bajo perturbaciones
gravitacionales lineales con paridad impar, las cuales no divergen en el horizonte de Cauchy
cuando se desprecian las perturbaciones materiales, y en cambio si divergen cuando las pertur-
baciones materiales son tomadas en cuenta [28], sin embargo esa divergencia solamente ocurre en
la singularidad central y no se propaga a lo largo del horizonte de Cauchy. Los mismos autores
extendieron sus estudios numéricos al sector de perturbaciones de paridad par, concluyendo que
éstas divergen cerca del horizonte de Cauchy pero el flujo de energia se mantiene acotado [29],
sugiriendo que este tipo de singularidad no seria una fuente importante de ondas gravitacionales.

El principal propoésito de este capitulo es profundizar en el estudio de los efectos que ocurren
cerca de las singularidades centrales y el horizonte de Cauchy dentro del modelo de Tolman-
Bondi con dato inicial genérico y bajo suposiciones fisicamente razonables, sin restricciones a
casos particulares como el colapso marginalmente ligado o auto-similar. En la primera seccién
se establecen algunos resultados preliminares que seran ttiles en lo sucesivo; en la seccion [4.2) se
calcula el factor de corrimiento al rojo gravitacional para un rayo de luz emitido y recibido por
observadores en caida libre con la nube. Primero se muestra que para observadores suficientemente
cercanos a la singularidad central, este factor siempre es negativo, implicando un corrimiento al
azul gravitacional, incluso a lo largo de rayos nulos salientes. Se mostraré que el hecho de que haya
un corrimiento al azul y no al rojo se debe a que al colapsar la nube, incluso los fotones salientes se
mueven hacia regiones donde el campo gravitacional es mas intenso. Conforme la trayectoria del
rayo de luz se acerca a la singularidad central, ese corrimiento al azul se vuelve mas pronunciado
-como es de esperarse-, sin embargo en la seccién también se demuestra que el corrimiento al
azul total es uniformemente acotado. Con esa motivacién, en la secciéon se analiza la dinamica
de un campo escalar esféricamente simétrico ® sobre el fondo de Tolman-Bondi. La propagacion
de tal campo esta gobernada por una ecuaciéon de onda efectiva en 141 dimensiones con potencial
V para el campo re-escalado 1y = r®, donde r denota el radio de area. Luego se demuestra que
bajo condiciones adecuadas de integrabilidad para el potencial efectivo V', el campo re-escalado v
se puede extender continuamente hasta el horizonte Cauchy. Enseguida se verifica que V' satisface
tales condiciones y se concluye que el campo fisico ® debe ser acotado por una constante dividida
por 7 en la vecindad del horizonte de Cauchy, lo cual implica, en particular, que ® es finito a lo
largo del horizonte de Cauchy, excepto posiblemente en la singularidad central. Por lo tanto, si
® fuera divergente en la singularidad central, esa divergencia no podria propagarse a lo largo del
horizonte de Cauchy.

4.1. Preliminares y notacion

En esta seccion se introduce notacion tutil y se derivan algunos resultados preliminares acerca del
colapso del modelo de Tolman-Bondi que seran usados posteriormente en el capitulo.

En lo sucesivo se denotara con 1/4?% al coeficiente métrico radial de la métrica de Tolman-
Bondi descrita en la ecuacion (3.1). Recordando la definicién de la funciones ¢ y ¢, se tiene
1-R%?(R)c(R) = 1+2E(R) > 0, y entonces en términos de las coordenadas {y, R} introducidas
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en el capitulo anterior, la funcién v se escribe como

_ V1 R%(R)*c(R)
’V(:%R) - r’(y,R) .

Asimismo, la densidad de energfa p dada en la ecuacion (3.2)) puede calcularse de acuerdo a:

(4.1)

py, R) = y‘*f’(’)((z%’ (4.2)

donde po(R) = 2m/(R)/(87GR?) = [R3c(R)]'/(87GR?) y la derivada parcial de r(r, R) respecto
a R se re-escribe convenientemente de la ecuacion (3.9) como

' (y, R) =y (1 - I;\/WA(% R)) : (4.3)

En el resto de este capitulo se considerara solamente el caso de una singularidad globalmente
desnuda, aunque la mayoria de los resultados también son validos en el caso de agujeros negros.
Sea D la region del espacio-tiempo que describe el desarrollo méaximo de la superficie inicial
(T =0). Ver la ﬁgura En términos de las las coordenadas {y, R} esta region es

D:={(y,R): R>0,ycu(R) <y <1},

donde la curva yo g (R) describe el horizonte de Cauchy, es decir, el primer rayo de luz que emana
de la singularidad. Para 0 < R < ¢ suficientemente pequetia, en la Proposicion [3.2.2] del capitulo
anterior se mostro que yom(R) tiene la forma

A
yen(R)® = 2R [L+=(RV%)],  Re,9),

donde Ag := A(0,0) > 0y 2z :[0,6) — R es una funcién de clase C*° que satisface z(0) = 0.
Ademas de la region D, para cada e € (0,1) considérese la pequena region D(e) C D cerca de la
singularidad central (0,0) definida por

D(e) :=={(y,R) : 0 < R < R(e),yon (R) <y < y(e)} (4.4)

(ver la figura [4.1)), donde las funciones R(g) € (0,6) y y(e) := ycu(R(€)) se eligen tales que
convergen a cero cuando € — 0 y tales que

(i) 2(RY/3) > —¢ para toda 0 < R < R(e)
(ii) A(y,R) < (1+e)Ag para toda 0 < R < R(e) y 0 <y < y(e),
Para cada (y, R) € D(¢) se tiene que

RQ
0< 5 VI a(RPPA. B) <

2
you(R)3

Lo anterior junto con la ecuacion (4.3)) implican que dentro de la region D(e) vale la estimacion

1 A(y,R) _4l1+e¢

4
A _z <Z2TE
WR) = s mm A, S31-e Y

, 41+¢
y* <7'(y,R) < (1+31_€) Y. (4.6)
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Superficie de la nube

Superficie inicial

Centro de la nube

Figura 4.1: Diagrama conforme que ilustra el desarrollo maximo D de la superficie inicial, asi
como los pequenos subconjuntos D(e) cercanos a la singularidad central. “HC” denota al horizonte
de Cauchy mientras que u y w son una base ortonormal de vectores radiales.

Considerando las ecuaciones (4.1}}4.2) se tiene el siguiente comportamiento del coeficiente métrico
v y la densidad de energia p en la vecindad de la singularidad central:

Lema 4.1.1 Sea € € (0,1). Entonces existen constantes m < M tales que para toda (y, R) €
D(e),

m M m M

— <7y, R) < 2P <ply;R) < 5 (4.7)

<

Por lo tanto v diverge como 1/y? y p como 1/y°® conforme uno se acerca a la singularidad desde
el interior de D. En las dos secciones siguientes, se analiza la propagacién de campos de prueba
en el espacio-tiempo de fondo (D, g) y se muestra que, a pesar de esas divergencias, los campos
no se comportan tan mal conforme uno se aproxima a la singularidad central (0,0) y al horizonte
de Cauchy.

De ahora en adelante los campos vectoriales radiales u, w, k y 1 juegan un papel importante:
u = J; es la cuadri-velocidad de los observadores radiales co-moviles con los cascarones que
colapsan, w := (7, R)Ogr es el vector radial unitario saliente ortogonal a u, y k := u + w,
1 := u — w son campos vectoriales nulos salientes y entrantes, respectivamente.

4.2. Acotamiento del corrimiento al azul a lo largo de rayos
de luz radiales

En esta seccion se comienza el estudio del comportamiento de campos de prueba en el espacio-
tiempo de fondo (D, g) en el limite de la Optica geométrica. En este limite, la propagacion de
campos de prueba -con o sin masa- se describe por geodésicas nulas en (D, g). Esto lleva a la
identificacion de los campos vectoriales § € X' (D) que satisfacen g(£,£) =0y Ve& = 0 (en este
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trabajo el estudio se restringe a geodésicas nulas radiales). Considérese un emisor (e) que envia
una senal de alta frecuencia a un observador (0bs). La tarea es calcular el cambio en la frecuencia
de la senal debida a efectos gravitacionales, para eso se asume que ambos, el emisor y el receptor
se mueven con los cascarones de polvo que colapsan y por lo tanto su cuadri-velocidad es u. Ver
la figura para identificar los posibles escenarios.

Trayectoria del observador

Trayectoria del emisor

Trayectoria del emisor N
‘Trayectoria del observador

Centro de Ia nube Centro de la nube Centro de Ia nube

Figura 4.2: Panel izquierdo: un emisor (e) en caida libre envia un rayo de luz radial saliente el cual
es recibido por un observador (obs) en caida libre. Panel central: la misma situacion, pero ahora
(e) emite un rayo de luz radial entrante el cual es recibido por el observador (obs). Panel derecho:
situaciones similares, pero ahora el observador se localiza en un punto diametralmente opuesto
al emisor.

Bajo tales suposiciones, el cambio en la frecuencia estd dado por (ver por ejemplo la referen-
cia [46])
Vobs _ g(ua E)‘obs
Ve g(u7 5) |e

con & el generador de los rayos nulos. El interés particular se centra en el caso en que la senal
es emitida o recibida en una region arbitrariamente cercana a la singularidad central, pues un
corrimiento al azul no-acotado en esa regién indicaria una gran concentraciéon de energia y por
lo tanto una inestabilidad del horizonte de Cauchy. De hecho, hay otro fenémeno interesante
que puede ocurrir debido a un corrimiento al azul infinito, a saber, cuando se toma en cuenta
la auto-gravedad del campo de prueba, un corrimiento al azul grande a lo largo de rayos de luz
entrantes podria conducir a la formacién de una superficie atrapada, cuya presencia efectivamente
censurarfa la singularidad [55], como ocurre en el caso del colapso de un campo escalar auto-
gravitante esféricamente simétrico [56] 111, [13].

(4.8)

Para poder estudiar el cambio de frecuencia, primero se identifican los campos vectoriales radiales
£ que generan las geodésicas nulas. Estos deben ser paralelos a uno u otro de los vectores nulos
k y 1 definidos al final de la secci6n anterior, entonces lo tinico que se necesita determinar es el
factor entre E y k 6 £ y 1.

Lema 4.2.1 Las geodésicas nulas radiales de (M,g) dirigidas ol futuro y parametrizadas de
manera afin, son generadas por los campos vectoriales €4 = frk y&_ = f_1, donde las funciones
f+ se determinan mediante las ecuaciones de adveccion

K =2r, wpl=1r (49)
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Demostracion. Respecto a las coordenadas locales {7, R, ¥, ¢} se tiene para £ =&, 6 € =€&_:
0=Ve& =E"Valy = (Vs — Viba) = £ (0abp — 0p€a), (4.10)
donde se ha usado el hecho de que £ es nulo. Usando las expresiones
=fe E=dfr, £=60=0,

y
Cor=—f1r, Carn=Ft7"f1, Erov=E1,=0,

para las componentes contravariantes y covariantes de €4 se obtiene de (4.10) la ecuacion

10 0 o
-+ — = — 4.11
(vaT 8R> f+ 72f¢, (4.11)
lo cual es equivalente a lo que se buscaba. O

Una representacion explicita de las funciones f1 se puede obtener por el método de caracteristicas,
para ello definase como 74 (R) a una solucion de

d 1
&= = mRy

dR
la cual describe un rayo nulo radial saliente o entrante. Sea F(R) := f1(7+(R), R), entonces en
virtud de la ecuacion (4.11), Fy satisface las ecuaciones diferenciales ordinarias

d gl

e (R) = 45 (72 (R), R)Fa(R).

Para lo siguiente se introducen los propagadores

Ro
Po(Ra, Ry) = exp i/%(ri(R),R)dR , (4.12)

Ry

los cuales propagan los valores de fi a lo largo de los rayos de luz radiales (74 (R), R) desde
R = R; hasta R = Rs. Usando estos propagadores, el Lema y la observacion de que
g(u, k) = g(u,1) = —1, la ecuacion (4.8]) conduce a la siguiente expresion para el cambio en la

frecuencia gravitacional:
Vobs

= Pi(RobsaRe)a (413)
Ve

donde el signo mads se refiere al caso en que se envia una senal saliente, y el menos al caso de

una senal entrante. Por lo tanto, la pregunta acerca del acotamiento del cambio de frecuencia se

reduce al analisis de los propagadores . Como el interés esté en la vecindad de la singularidad

central, primero se resalta la siguiente propiedad del integrando +/~?:

Lema 4.2.2 Para ¢ > 0 suficientemente pequena, existe una constante C; > 0 tal que sobre
D(e),

0< y% <. (4.14)
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Demostraciéon. Primeramente se calcula explicitamente la funciéon +/7? en base a la ecua-
cion (4.1)), la cual se puede re-escribir como

1 /

Y V1= RqRc(R)

Tomando la derivada parcial respecto a 7 a ambos lados se obtiene

donde la funcion Q(R) es la misma que se defini6 en el capitulo anterior. Luego para evaluar la
funcioén 7/ se usa la ecuacion

=y« 2B - V)

la cual proviene de la ley de conservacion de la energia (3.3). Junto con

R
y = Tyzvl —q(R)?y*A(y, R),

finalmente se obtiene

' R
% = Q(y)H(va), (4.15)
con la funcion
_ 1 d(R) oo d(R)  LdR)\] LR
0 )= e |1+ Ry o (14 By 4 Ry )| - 5 e )

(4.16)
cuyo primer término del lado derecho es una funcion continua de (y, R) que converge a 1 cuando
(y,R) — (0,0). Para el segundo término se usa una estimacion similar a , lo que muestra
que dentro de la region D(e),

R? 41+¢

<A <--T=
0= 3 W R)< 57—

Entonces se sigue que para ¢ > 0 suficientemente pequeno, 0 < H(y,R) < 4/3 para toda
(y,R) € D(g), y como @ es estrictamente positiva y continua, se sigue el enunciado del lema.

Una primera consecuencia del Lemaes el hecho de que P (Rops, Re) > 1 para Rops > Re > 0
suficientemente pequefia, y que P_(Rops, Re) > 1 para R, > R,ps > 0 suficientemente pequefia.
Esto implica que los fotones sin momento angular detectados por observadores co-méviles cerca
de la singularidad experimentan un corrimiento al azul, lo cual es de esperarse en el caso entrante
porque los fotones se mueven hacia la singularidad central, sin embargo, el hecho de que en el
caso saliente los fotones se corran al azul y no al rojo resulta poco intuitivo y sorpresivo porque en
este caso se alejan de la singularidad. De hecho, recientemente se mostr6 evidencia numérica [57]
de que, en el caso del colapso marginalmente ligado, el corrimiento al azul que experimentan los
fotones emitidos en el interior de la nube puede ser mayor que el corrimiento al rojo en la region
exterior, de forma que un observador lejano puede medir en total un corrimiento al azul.
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Para clarificar por qué los fotones salientes se corren al azul cerca de la singularidad, considérese
la razén de compacidad definida como

C(r,R) = (4.17)

la cual da una medida de la intensidad del campo gravitacional en cada punto (7, R). Su variacion
a lo largo de las geodésicas nulas salientes esta dado por

2m
K[C] = — k] + Lom'.
r r
Como el rayo nulo permanece fuera del horizonte aparente, se tiene k[r] > 0 y el primer término
es negativo. Como se asume que la densidad de masa es positiva, el segundo término es positivo
dentro de la nube, pero fuera de la misma, este término se anula y los fotones se corren al rojo

dado que llegan a la superficie de la nube antes de que se forme el horizonte de eventos. Para ver
cuél término domina dentro de la nube, se usa 2m = R3c y » = Ry? para re-escribir la variacién

K[C] = 27? [—k[r] + (3 + Rj) w?} , (4.18)

y dado que

Ryc

k[r] = ’f‘—}-f}/r’:_T\/l_quQ_A'_\/I_RZqQC’

e V1 — R2q¢2%c
1+ 5—32\/1 —quQA’

es claro que k[r] y yy? convergen ambas a 1 cuando R — 0 dado que y es acotada lejos de cero.
En consecuencia, la expresion dentro de los corchetes en el lado derecho de la ecuacion (4.18))
converge a 2, y como 2m/r? > 0, se concluye que k[C] > 0 para rayos de luz radiales salientes
cerca del centro. Usando la estimacion se puede ver que k[C] es positiva en el interior de
la region D(e) para € > 0 suficientemente pequetio. En este sentido, cuando los fotones salientes
se encuentran cerca del centro de la nube o cerca de la singularidad central, se mueven hacia
regiones donde el campo gravitacional es mas intenso, lo cual explica por qué se corren al azul.

Otra consecuencia importante del Lema [£:2.2] tiene qué ver con el acotamiento del corrimiento al
azul’] Este resultado se formula en términos del factor de corrimiento al rojo:

Rops .
Ve

z = —1=Ps(Re,Rops) — 1 =exp |F / %(Ti(R),R)dR —1. (4.19)
Y

Vobs

e

Proposicion 4.2.1 Considérese el factor de corrimiento al rojo z a lo largo de las geodésicas
nulas radiales entrantes y salientes en la region D del espacio-tiempo. Entonces, |z| es uniforme-
mente acotado dentro de la nube de polvo y z es negativo en una region de la forma D(g) cercana
a la singularidad central.

2Para el caso de colapso marginalmente ligado, el acotamiento del cambio de frecuencia también ha sido
encontrado en [23] bajo la condicién de no-degeneracion (viii). Algunos ejemplos en los que se viola tal condiciéon
en el caso marginalmente ligado y donde hay un corrimiento al rojo infinito se han mostrado en [23] y [58].
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Demostracion. Sea D(¢) tal que la desigualdad del Lema sea valida. Como 7/4? es una
funcion suave en D, es suficiente probar que |z| es uniformemente acotada en D(g). Para eso se
usa una estimacion similar a (4.5) para encontrar que
2
i < M3 .= 41
y3 - 3A0 1—¢

sobre D(e). Por lo tanto, del Lema se sigue que dentro de D(e),

72 ? R2/3°
lo cual implica que
Rops Rops
0< / %dR <O\ M / % <3C;MRY? < o
R, R,

para R,ps > R, > 0 suficientemente pequena. Esto prueba que z es uniformemente acotada y
negativa en D(e). O

Resumiendo los resultados de esta seccion, se ha encontrado que los fotones emitidos y recibidos
por observadores radiales co-méviles con los cascarones de polvo se corren al azul en una vecindad
de la singularidad central. Tal corrimiento al azul se puede calcular explicitamente de (4.19).
Dado que %/~? diverge como 1/y cerca de la singularidad (ver el Lema , el corrimiento
al azul es méas pronunciado cerca de la singularidad -como era de esperarse-, sin embargo la
Proposicién [.2.1| muestra que este corrimiento al azul es uniformemente acotado incluso cuando
el rayo de luz pasa arbitrariamente cerca de la singularidad. En particular esto implica que
los fotones que son enviados por un observador estatico fuera de la nube, que atraviesan la
misma y luego son recibidos por otro observador estatico fuera de la nube, no pueden ganar una
cantidad arbitrariamente grande de energia incluso si pasan cerca de la singularidad central. En
los capitulos 7 y 8 se analizara este efecto con més detalle.

4.3. Acotamiento de campos efectivos de prueba esférica-
mente simétricos

En la seccion anterior se discutié la propagacion de campos en el limite de la 6ptica geométrica
sobre el fondo de polvo que colapsa. En esta seccion se relaja la suposicion de alta frecuencia y se
considera la evoluciéon de Cauchy de campos escalares de prueba masivos y no-masivos ® a partir
de un dato inicial regular sobre la superficie de Cauchy 7 = 0. La dindmica de ® esta gobernada
por una ecuacion de onda efectiva con potencial V para el campo re-escalado ¢ = r® sobre el
espacio-tiempo 2-dimensional (M, g), donde M = {(r,R) : R> 0,0 <7 < 75(R)}, & = —d72 +
dR?/~y(7, R)? y r es el radio de area. Considerando una solucién ¢ sobre el dominio de dependencia
D de la superficie inicial 7 = 0 que satisfaga condiciones de regularidad adecuadas en R = 0, en
el Teorema se demuestra que 1 se puede extender continuamente a la cerradura de D de D,
dado que el potencial V sea L'-integrable sobre subconjuntos compactos de (M ,&) v sobre una
vecindad de la forma de D(e) de la singularidad desnuda (ver la figura . Esto significa que el
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campo 1 se puede extender continuamente al horizonte de Cauchy, incluyendo el primer punto
singular del cual emana. En particular este resultado implica que 1 es uniformemente acotado en
la parte D, de D dentro de la nube. En el Lema [4.3.1] se muestra que para un campo escalar de
prueba esféricamente simétrico ® de masa arbitraria se cumplen las condiciones de integrabilidad
sobre V', y por lo tanto se concluye que r® se puede extender hacia el horizonte de Cauchy y es
uniformemente acotado en D..

Se comienza por descomponer el campo en arménicos esféricos:

o0 4
q)(Ta R7 197 SD) = % Z Z T/JZm(Ta R)Yzm(ﬁv S0)7

£=0 m=—/¢

y entonces la ecuacién de Klein-Gordon sobre un espacio-tiempo de fondo esféricamente simétrico
arbitrario se reduce a una familia de ecuaciones de onda efectivas sobre (M, g) (ver por ejemplo
la referencia [31])

7V aVitem = Vitbem, (4.20)

con potencial

0+ 1) . GOV, Vyr L

I
2 r )

Vi (4.21)

r

donde V denota la conexion de Levi-Civita asociada a (M ,€) v p es el inverso de la longitud
de Compton del campo ®. Es importante resaltar que el potencial efectivo V, diverge en la
singularidad central incluso para £ = 0 (ver abajo la ecuacion ), entonces uno esperaria
que el campo escalar divergiera en la singularidad central y que esa divergencia se propagara a
lo largo del horizonte de Cauchy, pero sorpresivamente ese no es el caso, y eso es precisamente lo
que se demuestran enseguida.

Teorema 4.3.1 Sea (M,g) el espacio-tiempo 2—dimensional M = {(1,R) : R > 0,0 < 7 <
75(R)} con métrica g§ = —dr*+dR?/~(r, R)? obtenida de la ecuacion fijando las coordenadas
angulares. Sopdngase que se cumplen las condiciones (i)—(viii) sobre el dato inicial y que ademds
V' es una funcion localmente integrable sobre (M,g) y tal que para algin € € (0, 1),

/ |V (2)|/] det §(z)|d*z < oco. (4.22)

D(e)

Entonces, cualquier solucion 1 de la ecuacion de onda efectiva
3NVt =V, (4.23)

sobre el dominio de dependencia D perteneciente a un dato inicial suave sobre la superficie inicial
7 =0 y que satisface la condicion de regularidad en el centro (t,R =0) =0, 0 < 7 < 75(0),
se puede extender continuamente a la cerradura D de D. En particular, ¥ es uniformemente
acotada en la region D, es decir, existe una constante C > 0 tal que para toda x € D,

[h(z)| < C. (4.24)

Observacion: Es interesante notar que el principio de extensiéon de 1 solamente requiere la
condicion de integrabilidad (4.22)) y ninguna otra condicién sobre la métrica g. La razon de esto
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es que en términos de coordenadas doble-nulas (u, v) la 2—métrica tiene la forma g = —Q2dudv,
y entonces todas las singularidades de g estan contenidas en el factor conforme positivo 2. En
términos de esas coordenadas, la ecuacion (4.23) se ve

— 20,000 = v |det§($)\v($)¢v (4.25)

y es claro que la singularidad solamente entra en la combinacion +/|det g(z)|V (z). En conse-
cuencia, el Teorema [£.3.1] también es valido para espacio-tiempos esféricamente simétricos cuyo
diagrama conforme se ve como el de la figura y los cuales son mucho méas generales que los
que describen el colapso de polvo.

Demostraciéon. Primeramente, de acuerdo a los teoremas estandar de existencia y unicidad,
la solucién 1 debe ser al menos continua en D. La prueba del Teorema se basa en la
integracion de la ecuacion sobre un rectangulo caracteristico E := [uy,uz] X [v1,v2] C D,
lo que conduce a

_QWW%WV”MMWQ—WWMM+¢WhMH:/V@W@MA®W@NfW (4.26)
E

Centro de la nube

Figura 4.3: Tlustracion de las regiones usadas en la prueba del principio de extension.

Primero se mostrara que ¢ es uniformemente acotado dentro de la region D(e). Para ello se elige
E tal que el punto (ug,v1) esté en el centro de la nube (ver la figura {4.3)). Luego, como 9 = 0 en
el centro, se obtiene la relaciéon implicita

Oluz,vz) = wlur,vn) = Vw0 (u) - 3 [ VE@u@V[EGEP @20
E
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para 1, donde v1 (u2) indica que v1 depende de us. Esto conduce a la estimacion

|9 (ug, v2)| < |th(ur, v2)| + [ (u, vi(u2))| + %/IV(x)II@/J(x)I\/Idetﬁ(x)ld%o (4.28)
E

De acuerdo a las hipotesis del teorema, la cantidad

B::% / |V (x)|v/| det §(z)|d*x

D(e)

es finita para algin € € (0, 1). Haciendo £ > 0 mas pequefio si es necesario, se puede asumir que
B < 1 (esto se sigue del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. Ver por ejemplo la
referencia [59]). En lo sucesivo, se fija ¢, asi como u; alejada del horizonte de Cauchy, y se elige
un subconjunto cerrado D’ C D(e) de la forma descrita en la ﬁgura Ademas, se introduce la
cantidad

A = 2sup{|¢(u1,v)| : v tal que (u1,v) € D'},

la cual es finita de acuerdo a las hipotesis del teorema. Con esta notacion, la estimacion (4.28))
implica que
[p(uz,v2)| <A+ B sup [¢(u,v) (4.29)
(u,v)€D’
para toda (ug2,v2) € D’. Tomando el supremo sobre (uz,v2) € D’ a ambos lados se obtiene la
desigualdad
x < A+ Buz, z:= sup [|v(u,v)].
(u,v)€D’
Puesto que 0 < B < 1, entonces
r <
~1-B
lo que demuestra que ¥ es uniformemente acotado en la uniéon de todos los subconjuntos ce-
rrados D' C D(e) de la forma descrita en la figura con uy fija. Como |V| es integrable en
cualquier subconjunto compacto K C M de acuerdo a las suposiciones del teorema, se pueden

usar argumentos similares para concluir que 1 es acotado sobre cualquier subconjunto de la forma
KnD.

Enseguida se prueba el resultado de extension. Para ello, sea (u., v.) un punto sobre el horizonte
de Cauchy y sea (u(”),v(”)) una suceson en D que converge a (ue,v.). Evaluando la relacion
implicita en (ug,ve) = (u(k),v(k)) y (ug,v9) = (u(”),v(")), y tomando la diferencia se
obtiene la estimaciéon

9,09 (D, 6] < o) = P, 0] + [, 0 ) = s, o0 ()
oM / WV (2)]/[det (@), (4.30)

E® AEM®)

< 00,

donde E®) A E(™) denota la diferencia simétrica de E*) y E(™  es decir, el conjunto de puntos
que estan en alguno de los dos conjuntos pero no en su interseccion. Al derivar esta estimacion se
ha usado el resultado previo de acotamiento para . Como ¢ es continuo en D, y por la condicién
de integrabilidad de V, se sigue que el lado derecho de se anula en el limite k,n — co. En
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consecuencia, de la ecuacion (4.30) se concluye que 1 (u(™, v(™) es una sucesion de Cauchy en
R, y el limite
lim ) (u™, v™)

n—oo

existe en R. Este limite es independiente de la sucesion que converge a (u., v.), pues si (a(™, 5(™)
es otra sucesion que converge a (ue, v.), se tiene que al reemplazar (u®, v*)) con (a(™,5() en
la ecuacion (4.30) y tomar el limite n — oo,

lm (™, 5") = lim (ul™,0™) = P(ue, ve).

n—oo n— 00

Esto define una extensién continua de v sobre D. En particular 1 se anula en la singularidad
central desnuda puesto que es cero a lo largo de todo el centro. O

El siguiente lema muestra que las condiciones de integrabilidad sobre V} se satisfacen en el caso
de simetria esférica (¢ = 0).

Lema 4.3.1 Para ¢ = 0 el potencial efectivo Vyy definido en la ecuacion es localmente
integrable, y para todo € € (0,1) se satisface

/ [Vo(x)|+/| det §(z)|d*z < oo. (4.31)

D(e)

Demostracion. En términos de las coordenadas {y, R}, el potencial efectivo (4.21]) est4 dado
por

AL+1) , o(B)  RE(R)+3c(R) |,

Ve(y, R) = g 7 2T + 12, (4.32)
y 2 2,./
= 1 yor
|det gy, R)| = :
VeR)\/1 = q(R)?y? \/1— R?q(R)2c(R)

Por lo tanto, el lema se reduce a la verificacion de la integrabilidad de la funcion

R 1 20(+1)A  2cA Rd+3¢c 54
Vor/[det §| = p 28T 2], (433
J4 | g| \/E\/l — q2y2 \/1 — R2q20 R2 y2 yg ny ( )

donde se ha introducido la funcién

r’ R 2,2

)

Esta funcién es continua en D, lo que implica la integrabilidad local de V. Ademaés la funciéon
A(y, R) es acotada en D(e) de acuerdo a la estimacion (4.6]). Como el factor junto al corchete en
la ecuacion (4.33)) es acotado, se sigue que existe una constante k > 0 tal que para ¢ = 0,

— k
[Velv/| det g| < 372

sobre D(g). Luego el lema es una consecuencia de la integrabilidad de la funcién 1/y? sobre la
region D(e). Para mostrar esto, recuérdese la definicion (4.4) de D(¢), la cual implica en particular
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que ycour(R)® > 322 (1 — £)R? para todo (y, R) € D(¢). Por lo tanto,

R(e) y(e)

1 d
/ —dydR = / / Yl ar
Yy Yy
D(e) 0 cu(R)
R(e) ) )
= — _ —_)dRr
o/ (yCH(R) Z/(E))
R(e)
- 4 1/3 / dR  R(e)
— \3A¢(1-¢) R23 y(e)
0
4 1/3 R(e)
= 3| — R(e)'? — =2 < o,
(sAou —s>> S
lo cual es finito. O

En contraste con el resultado anterior, la funcién 1/R? no es integrable sobre D(g), y en conse-
cuencia el enunciado del lema no se puede generalizar para el caso £ > 0. En tal caso es necesario
obtener cotas via estimaciones de energia, lo cual se explorara en el capitulo 6.

Como consecuencia del Teorema y del Lema [£.3.1] se obtiene el siguiente:

Teorema 4.3.2 Considérese una solucion suave y esféricamente simétrica ® de la ecuacion de
Klein-Gordon en el dominio D con dato inicial suave y acotado para ® y P sobre la superficie
inicial T = 0. Entonces, existe una extension continua de ® sobre D \ {(0,0)} y eziste una
constante C' tal que

|®(z)] < % (4.34)

para toda x € D, en el interior de la nube.

Es importante remarcar que esta cota no garantiza que ® sea finito en la singularidad central,
pues aun permite que ® diverja cuando r — 0, sin embargo la importancia de este resultado es
que descarta que un campo infinito se propague a lo largo del horizonte de Cauchy. En otras
palabras, incluso si ® divergiera en la singularidad central, esa divergencia no podria propagarse
a lo largo del horizonte de Cauchy.

4.4. Discussion

En este capitulo se han analizado los fenémenos fisicos que ocurren en la vecindad de una singu-
laridad central originada por el colapso de polvo en el modelo de Tolman-Bondi. El dato inicial
para los perfiles de densidad y velocidad satisfacen un conjunto de suposiciones razonables y son
genéricas. En particular, no se ha restringido el estudio a los casos de colapso marginalmente
ligado o auto-similar. El primer fenémeno analizado fue el corrimiento al rojo gravitacional a
lo largo de rayos de luz radiales medido por observadores que se mueven con los cascarones de
polvo. Al respecto, se ha mostrado que en la vecindad de la singularidad hay un corrimiento al
azul a lo largo de rayos entrantes y salientes. Como se explico antes, ese efecto se debe al colapso
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de la nube, lo cual implica que los fotones salientes se mueven hacia regiones donde el campo
gravitacional es mas intenso y por lo tanto ganan energia. Aunado a esto, se mostrdé que ese
corrimiento al azul es uniformemente acotado cerca de la singularidad y del horizonte de Cauchy.
Un corrimiento al azul infinito hubiera indicado una inestabilidad del horizonte de Cauchy, como
sucede en el caso de horizontes internos de agujeros negros [19, 21}, 20]. Por supuesto que el hecho
de que se ha excluido un corrimiento al azul infinito no prueba que el horizonte de Cauchy sea
estable, pero indica que su estabilidad podria ser mucho mas sutil que en el caso de los horizontes
internos.

Con la motivacion de los resultados en el limite de la 6ptica geométrica, después se considerd un
campo escalar de prueba esféricamente simétrico ® propagandose en fondo de Tolman-Bondi. El
resultado principal fue el principio de extensiéon probado en el Teorema el cual establece
que el campo re-escalado 7® se puede extender continuamente al horizonte de Cauchy. Este re-
sultado tiene varias consecuencias interesantes: en primer lugar, implica que es posible extender
el campo escalar continuamente mas alla del horizonte de Cauchy dado un dato apropiado sobre
una superficie caracteristica entrante en lugar de la porciéon nula de la singularidad; en segundo
lugar, el principio de extension implica que cerca de la singularidad, ® es acotado por una cons-
tante dividida por el radio de area r. Una consecuencia importante de esta cota es que incluso si
® divergiera en la singularidad central, esa divergencia no podria propagarse a lo largo del hori-
zonte de Cauchy. Aunque las técnicas usadas para obtener esta cota no se pueden extender para
campos no-esféricos (como campos electromagnéticos u ondas gravitacionales linealizadas), este
resultado es interesante en vista de que es consistente con los reportes numéricos del estudio de
perturbaciones gravitacionales, donde se encontré que una singularidad desnuda no representaria
una fuente importante de radiacion gravitacional [27, 28] 29].






Capitulo 5

Estabilidad de singularidades
desnudas 1I: estudios numeéricos de
la propagacion de campos de prueba
no esféricos

Este capitulo constituye la segunda parte del estudio de estabilidad del horizonte de Cauchy
asociado a una singularidad desnuda proveniente del colapso gravitacional total de una nube de
polvo esférica. Después de haber estudiado analiticamente la estabilidad del horizonte de Cauchy
bajo la propagacion de campos de prueba en el limite geométrico y esféricos en el capitulo previo,
en el presente se plantea una estrategia numeérica para estudiar la evolucién de campos de prueba
fuera de simetria esférica en la vecindad de la singularidad central y del horizonte de Cauchy, lo
que puede aportar informacioén acerca de la estabilidad del mismo en un escenario més realista
que el anterior.

Sucede que en un fondo esféricamente simétrico M = M x S2 como el que se considera en este
trabajo, la propagaciéon de un campo ® -cuya naturaleza puede ser variada-, ya sea de prueba
o incluso de perturbaciones gravitacionales, esta gobernada por una ecuacion efectiva en 1 + 1
dimensiones de la forma [31] .

C6 + Vg = 0, (5.1)

donde ¢ := r® es un campo re-escaldo, V; es un potencial efectivo cuya forma particular depende
de la naturaleza del campo, y O es el operador de d’Alambert sobre la 2-variedad (M ,g). Por
ejemplo, puede tratarse de un campo escalar que satisface la ecuacion de Klein-Gordon y tiene
nimero de momento angular ¢ (ver la ecuacion ([£.20))), o de un campo electromagnético con
indice multipolar £. Dado que no es necesario definir el tipo de campo por el momento, en la
primera seccién de este capitulo, se considera un campo genérico ® propagandose en el fondo
de Tolman-Bondi y se plantea el ploblema de Cauchy para su evoluciéon usando una formulacion
caracteristica que se motiva méas adelante. Luego, en la Seccion se discute la estabilidad y
convergencia del algoritmo numérico que se implementa para resolver el problema. Finalmente,
en la Seccion se presentan los resultados numeéricos de la evolucién caracteristica de un campo
escalar de prueba no esférico y se discuten los resultados y sus implicaciones sobre el problema

7
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de estabilidad del horizonte de Cauchy.

5.1. Formulacioén caracteristica

El interés de este capitulo se centra en resolver la ecuacién efectiva en 1 + 1 dimensiones ,
la cual describe la propagacion del campo efectivo ¢ = r® sobre la variedad M. El operador
d’Alembertiano respecto a (M, g) es explicitamente [ := —§*V,V,. El potencial V; depende de
la naturaleza del campo y serd discutido mas adelante. Por lo pronto vale la pena recordar que
en coordenadas locales co-moviles sincronizadas {7, R, 6, ¢}, la métrica sobre M es

dR? 1+ 2E(R)

e T e 2t

g=—dr’ +
La intensioén es estudiar el comportamiento del campo ¢ cuando éste se propaga en una vecindad
del horizonte de Cauchy, el cual es una superficie nula. Entonces la idea es hacer una foliaciéon
el espacio-tiempo adaptada al horizonte de Cauchy, es decir, usando hipersuperficies nulas, las
cuales, por otro lado, resultan ser superficies caracteristicas de la propagacién del campo ¢. En
ese sentido, la formulacion del problema de Cauchy para ¢ sera caracteristica. El primer paso es
definir la coordenada nula U y la foliacién de la 2-variedad M con superficies de U constante.

Ver la figura

Figura 5.1: Representacion idealizada de la foliacion del espacio-tiempo de Tolman-Bondi usando
hipersuperficies de U constante, util para formular el problema de evolucién caracteristico para
campos de prueba ¢ que obedecen la ecuacién tipo onda ([5.1)

A partir de las coordenadas locales {y, R} discutidas en el Capitulo 3, la coordenada nula U =
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U(y, R) se define como la solucién la ecuacion de adveccion
U=-U', Uy0) =Uly), (5.2)

con condiciones de frontera adecuadas en el centro de la nube (R = 0) Up(y) := U(0,y). La
funcion Up(y) debe ser estrictamente mondtona para obtener una foliacion univoca. Notese que
dU = U(dT —~~1dR) es nula. Ahora se puede trabajar en las nuevas coordenadas {U, R}, en las
cuales la 2—métrica es

1
g = —* (WdU? + 2dUdR), con W:=—L y .=

: - (5.3)

Obsérvese que en el caso de W = 1, e2# = 1 se recupera el espacio-tiempo de Minkowski en las
coordenadas semi-nulas {U, R}.

En estas coordenadas, las ecuacion de onda (5.1) toma la forma:

0% 0 0¢ 5
— = (Wo 5 ) + Ve’ =0 5.4
OUOR 8R< 8R)+ ¢ =0, (54)
donde U juega el papel de tiempo retrasado. La ecuacion (5.4]) sugiere definir la nueva funcion
o¢
U= — 5.5
=2, (55)

en términos de la cual la ecuacion (|5.4)) se puede escribir como el siguiente problema de evolucion
integro-diferencial de primer orden:

o _ o
oU OR

R
2 W) = —Veew/ U(U, R)dR, (5.6)
0

lo cual supone la condicién de regularidad para el campo efectivo
o(U,R=0)=0. (5.7)

Para resolver la ecuacion es necesario conocer los coeficientes métricos W, €2 y el potencial
efectivo Vp en funciéon de las coordenadas semi-nulas {U, R}. Todos ellos dependen del espacio-
tiempo de fondo y por lo tanto para calcularlos se pueden seguir los siguientes pasos:

Primer paso: calcular y en funcion de (U, R) integrando la ecuacion de los rayos nulos radiales
salientes, es decir, la ecuacion diferencial ordinaria tomando (yo(U),0) como dato inicial,
donde yo(U) se obtiene al invertir Up(y). Como por definicion U es constante a lo largo de
los rayos nulos radiales salientes, entonces la integracién de la ecuacion con dato inicial
(yo(U), 0) devuelve el valor de y(U, R) a lo largo del rayo nulo radial saliente que emana del punto

Segundo paso: calcular U en funcién de (U, R). Para ello se deriva la ecuacion li respecto a T

y se obtiene
) N, A
<87_+761%)U—7U—0
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Como a lo largo del rayo de luz saliente

10 0 d
to, o _<l (5.8)
vor  OR dR|,
entonces se tiene la ecuacién ordinaria para Ualo largo de las superficies de U constante,
d A
—| U—-—=U=0 5.9
2|, U~ U =0 (59)

donde %/~? esta dada por la ecuacion . La ecuacion se puede integrar numéricamente

para obtener U a lo largo de las superficies de U constante a partir de un dato inicial adecuado

en el centro de la nube Uy(U) := U(U,0). Para determinar la funcion Uy(U) se puede partir de

la observaciéon de que

UO = % @ )
Oy OT|p_y

donde la relacion 7(y, R)|,_, se puede obtener de (3.9) y luego

or 2

ay

r=0 eov/1—q2y?

donde, como antes, cg = ¢(0) y g0 = ¢(0). Como ademéas Uy = yo_l, se obtiene

: -1 co/1 — q2y?
UO(U) = \/TJ ) %Y

yo(U) 2y

(5.10)

y=y0(U)

Tercer paso: finalmente hay qué escribir los coeficientes métricos W, 8 y el potencial efectivo V;

en funcion de las coordenadas {U, R}. De los dos pasos anteriores se conocen y(U, R) y U(U, R)
y ademas se tiene

B \/1 +2E(R) B \/1 — R?¢q(R)%¢(R)
v R) = r(y,R) r(y, R) ’

(5.11)

con 7'(y, R) dada en la ecuacién (4.3), entonces se puede escribir explicitamente W = ~/ Uy
e?# =1/(yU) de la siguiente manera:

O S S e ()11
7 y2U(y, R) 1+ 15/1—4a(R)*y*A(y, R)’
28w R) ?JZ L+ %WA(% R)

Uy, R)  /1-R2q(R)%c(R)

Para calcular el potencial efectivo V(U, R), primero es necesario definir la naturaleza del campo
fisico de prueba ®. Por ejemplo, para un campo escalar de masa p (en unidades tales que i =
¢ = 1) que satisface la ecuacion de Klein-Gordon y cuya descomposicién en arménicos esféricos
es & = ! Y tm bem Y™, el potencial efectivo correspondiente tiene la forma . De igual
manera, cuando se trata de un campo electromagnético descompuesto en armonicos esféricos
Y*m el correspondiente potencial efectivo es Vy = £(£ +1)/r? = (¢ + 1)/(R?*y*). Entonces en en
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resumen se tiene:

(l+1)  c(R) RJI(R)+3c(R)

Vi(y, R) = Ry " IO +p?  (campo escalar),  (5.12a)
0e+1
Ve(y,R) = (R;_y‘l) (campo electromagnético). (5.12b)

Recapitulando esta seccion, la formulacion caracteristica del problema de evolucion sobre M
comienza de la siguiente manera: se construye una foliacion del espacio-tiempo usando hipersuper-
ficies de U constante, las cuales definen superficies nulas radiales que son curvas caracteristicas
del problema de evolucion del campo efectivo ¢ = r®. En las coordenadas locales semi-nulas
{U, R}, el problema de evolucion se reduce a resolver la ecuacion intregro-diferencial para
U = Jr¢, donde los coeficientes originalmente estan dados en funcion de (y, R) y deben ponerse
en funcion de (U, R) de acuerdo al siguiente algoritmo: dada una funcién estrictamente mono-
tona yo(U) en el centro de la nube, para cada U fija, la solucion de la ecuacion de los rayos
nulos radiales con dato inicial (yo(U),0), devuelve y(U, R) para toda R, lo que se utiliza

para calcular los coeficientes de la ecuacion de evolucion -de manera similar se calcula la funciéon

U(U, R)-.

Para elegir la funcion yo(U) en el centro de la nube se tiene cierta libertad, sin embargo por
consistencia con la definicion de la coordenada y, se pide yo(0) =1 e yo — 0 cuando U — oo, de
tal forma que la superficie definida por U = 0 intersecte el centro de la nube en la superficie inicial
(t = 0), y de tal manera que la foliacion se aproxime al horizonte de Cauchy asintéticamente
cuando el tiempo retardado va a infinito. Un par de posibilidades que se usaran en este trabajo
para yg son las siguientes:

wU) = 1/1+U), >0,06 (5.13)
w(U) = e Y, a >0, (5.14)

cuya implementacién numérica se discutird mas adelante.

5.1.1. Regularidad de los coeficientes del sistema de evolucién

En este apartado se muestra que los coeficientes del problema de evoluciéon son regulares en
el centro de simetria del espacio-tiempo y en particular en una vecindad de la singularidad central.
Primero noétese que la funcion U satisface la misma ecuacion diferencial que el propagador del
corrimiento al rojo a lo largo de los rayos nulos salientes (comparar las ecuaciones y )
Entonces por analogia con los estudios del corrimiento al rojo presentados en la Seccion
se puede definir un propagador P(R) de la funcion U a lo largo de los rayos nulos salientes
tal que U(Up(U), R) = P(R)Uy(U), el cual es uniformemente acotado segin el resultado de la
Proposicion [£.2.1] atn cerca del horizonte de Cauchy y de la singularidad central. Entonces el
analisis de regularidad de las funciones

1 1 1

woly o, e 1L
P Uy P AUy

se reduce a al andlisis de /Uy y 1/(70p). Del Lema se sabe que existen constantes m

y M tales que la funciéon « es acotada en la vecindad de la singularidad D(e) de acuerdo a
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m/y? <~ < M/y?. Entonces, usando la expresion para y evaluando en el centro de la nube
se obtiene

/ /4
W< 2Myq 026 < _ 2Y0%0

<20 <o, < < 0.
Pyeov/1 - q3ys mP/co\/1 — q3y3

En particular, eligiendo cualquiera de las posibilidades sugeridas para yo(U), ya sea (5.13)) 6 (5.14)),
se tiene yg — 0y y4 — 0 cuando U — oo, y como P es regular, entonces W — 0y e? — 0

cuando U — oo, lo que significa que los coeficientse métricos W y e se mantienen regulares
arbitrariamente cerca del horizonte de Cauchy.

Enseguida se analiza el coeficiente V;e?? que aparece en el lado derecho de la ecuacion (5.6 en
el caso simple de un campo escalar masivo (¢ # 0) sin momento angular (¢ = 0). De (5.12a)) se
obtiene

Voe?? =

1 1 [r’c (R +30) . 2}
PUy /1 — R2¢%c | ¥° 2y4 o

Lo cual en el centro de la nube (y = yo, R = 0) se ve

1 Co 2,2 1 1 co¥y 472
Voew:.(—ﬂ/u == —2yay01” ) »
PO\ 28 ") T Pyavi-@m N

lo cual diverge cuando yy — 0, y entonces en el caso simple de £ = 0 el producto Vye?? diverge
cerca de la singularidad. Tal comportamiento anémalo evidentemente persiste en el caso gene-
ral de ¢ # 0 -donde se pueden incluir los campos electromagnéticos- y las consecuencias seran
discutidas méas adelante.

5.1.2. Comportamiento asintético de la solucién

En esta seccion se analiza el comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacion
cerca del centro de la nube que colapsa (R = 0) en una superficie de U fija. Primero, se analiza
el caso simple del espacio-tiempo de Minkowski, es decir, cuando W = 1y € = 1. En este caso
la ecuacion se puede escribir como

1 1
O = SORY = 3Vid, U= Ono,

donde el potencial Vy es

v, — {(¢+1)/R? + p?, para un campo escalar de masa asociada p,
¢ ((0+1)/R?, para un campo electromagnético.

Para un campo escalar masivo con £ = 0, la condicion de regularidad ¢|,_, = 0 para toda U
(ecuacion (5.7))) implica que
1
g = b} OrY|p—g -

En cambio, en el caso de £ # 0, ya sea para un campo escalar masivo o un campo electromagnético,
se tiene

1 1 ) &
| py = 5 RV — 55(6 +1) 11%1210 <R2> ,
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y la regla de I’Hopital indica que
1 1 , v
Wy = 5 On¥lg — 30+ 1) i (). (5.15)

Para que el altimo término de la derecha sea regular se necesita ¥|,_, = 0 para toda U. Por
un lado esto implica que dy ¥|,_, = 0, y por otro lado, permite aplicar otra vez la regla de
I’Hopital en la ecuacion (5.15)) para llegar a

0= {1 _ %e(e + 1)] PR (5.16)

Notese que para £ = 1 la expresion dentro del corchete se anula y entonces esta condicion se
satisface automaticamente si OpV|,_, es finita, es decir si ¥ es lineal en R cerca de R = 0. Sin
embargo, para ¢ > 1 el interior del corchete no se anula y entonces necesariamente debe ocurrir
OrY|p_o = 0, es decir: la condicion de regularidad requiere que al menos ¥ sea cuadratica en R
en una vecindad de R = 0.

Ahora se deja el caso de Minkowsky y se considera el fondo general de Tolman-Bondi. En este
caso la ecuacion de evolucion es (ver ((5.6))

oV = %8R(W\I/) - %vge%

con el potencial V;:

v, — 00+ 1)/R%y* + ¢/y5 — (R + 3¢)/2y*r" + p?, para un campo escalar de masa y,
ET (e +1) /Ry, para un campo electromagnético.

En el caso de un campo escalar con ¢ = 0, la condicién de regularidad ¢|,_, = 0 implica
simplemente

1
8U‘I’|R:o = b} 8R(W\II>‘R:O'

En cambio, en el caso de ¢ # 0, ya sea para un campo escalar masivo o para un campo electro-
magnético, se tiene

1 1 e2f . o
Vg = 3 ORW )| p_g — 55(5"‘ 1) e Lim "2
= Mo u s won) o) o] e (B, an)
= B R R R=0 4 y4 o nglo R 5 .

donde se aplico la regla de I’'Hopital en el altimo paso. Notese que
2y,
R=0 co(1 — a5y3)

donde se ha usado que v = /1 — R2¢2c/r’, 1’| p_y = 42 v Uy = —/co(1 — ¢243)/2y3y). También

noétese que

v

WO = W‘R:O = E

62’6

y4

1
r=o YUy*

= WO)

R=0
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y ademés un calculo directo revela que dgW|,_, < co. Luego, para que el tltimo término en el
lado derecho de la ecuacion ([5.17)) sea finito, se necesita W|,_, = 0 para toda U. Por un lado
esto implica que dy ¥|,_, = 0, y por otro lado permite aplicar otra vez la regla de I’'Hopital en

la ecuacion ((5.17)), lo que conduce a
1
0=MWp [1 - §€(£+ 1)} OrY|p_g -

Como Wy # 0, entonces valen la mismas conclusiones obtenidas para la ecuacion (5.16]), es decir:
para £ = 1 es suficiente que ¥ sea lineal en R, y para ¢ > 1 es necesario que ¥ sea al menos
cuadratica en R cerca de R = 0.

5.2. Analisis numérico

Es importante mostrar que la soluciéon del problema de evolucion caracteristica , ademaés
de ser unica, es estable en cierto sentido que se precisa mas adelante. Dado que no se conoce la
solucién exacta, se plantea resolverlo por métodos numéricos empleando un esquema de diferen-
cias finitas con operadores diferenciales e integrales particulares, los cuales son consistentes con
los operadores continuos correspondientes. Sin embargo, no es claro a priori que las soluciones
del problema discretizado sean estables bajo este esquema, y tampoco es claro que deban ser
convergentes a la soluciéon en el régimen continuo. Saber si las soluciones numéricas seran esta-
bles y convergentes es fundamental antes de intentar implementar un algoritmo computacional,
y para investigarlo es preciso emplear las herramientas del analisis numérico que se presentan en
el Apéndice [E] La estrategia es obtener los resultados primero en un caso simplificado del pro-
blema y después generalizarlos; es por eso que este estudio se divide en dos amplios apartados:
el primero concierne al caso en que los coeficientes de la ecuaciéon de evolucién son constantes,
y el segundo corresponde al caso de coeficientes variables. El resultado en ambos casos es que el
esquema es estable y las soluciones numéricas deben ser convergentes a las exactas, y por lo tanto
tiene sentido construir un algoritmo computacional para resolver el problema de propagacion de
campos de prueba en el fondo de Tolman-Bondi en una vecindad del horizonte de Cauchy, de
cuyos resultados se espera obtener informacion valiosa acerca la estabilidad del mismo.

Dado que el anélisis numérico es bastante técnico en este caso y que requiere de algunos conceptos
que desviarian significativamente el enfoque de este capitulo, se ha optado por incluirlo completo
en el Apéndice[E]

5.3. Resultados numéricos

En esta seccion se presentan los resultados numéricos del estudio de la propagacién campos de
prueba ® no esféricos en la vecindad de una singularidad globalmente desnuda. Para ello se ha
elegido el espacio-tiempo de fondo presentado en la figura [3.:4] La evolucion del campo @ se
determina resolviendo el problema caracteristico formulado en la primera parte de este capitulo:
especificamente se resuelve la ecuacion de evoluciéon para ¥, donde ¥ = Oro, y ¢ = r® es
un campo efectivo re-escalado. Para ilustrar los resultados se ha elegido un campo escalar masivo
no esférico, al cual corresponde el potencial efectivo V; dado en la ecuacion con £ =1
y 1 = 1 en unidades geométricas. Para la solucién numérica se ha implementado el esquema de
diferencias finitas descrito en el Apéndice [E] junto con un integrador temporal de Runge-Kutta
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de cuarto orden de precision [50]. La malla espacial es uniforme con distancia entre sus puntos
AR = 9.72 x 10~* y el tamafio de paso temporal es AU = 9.72 x 107°. El dato inicial para el
campo efectivo ¢ es un perfil gaussiano de amplitud A = 0.15R;, ancho o = 0.15R; y centrado en
Ry =0.73R;, donde R; es el radio de area inicial de la nube de polvo que colapsa. Este pulso es
posicionado inicialmente de tal manera que el maximo de su amplitud incida sobre una vecindad
de la singularidad central (ver la figura . En la figura se muestra la amplitud del campo
escalar ® en funcién del tiempo propio 7 de un observador en caida libre con un cascaréon de
polvo etiquetado por su radio de area inicial R = 9.72 x 107*R; (muy cercano al centro de la
nube). La evolucion termina cuando 7 se aproxima al tiempo propio en que comienza a formarse
la singularidad respecto al centro de la nube, 70, sobrepasando una tolerancia A7 = 1.0 x 10~%.

La figura hace evidente que la amplitud del campo escalar es acotada en la vecindad de la
singularidad, es decir, cuando 7 — 72. Aqui se muestra un caso representativo, no obstante se
ha experimentado con distintos valores de ¢, i, A, o, Ry, e incluso cambiando los parametros del
espacio-tiempo de fondo o usando el potencial efectivo correspondiente a un campo electromag-
nético, y se han obtenido cualitativamente los mismos resultados. Como prueba de la efectividad

0.03

0.02-

— Campo escalar masivo ®

0.01

-0.01

-0.02-

T/tS

Figura 5.2: Amplitud del campo escalar de prueba masivo y no esférico ® como funcion del tiempo
propio de un observador en caida libre muy cerca del centro de la nube (R = 9.72 x 107%Ry).

del algoritmo numeérico, en la figura se grafica la magnitud del error relativo |®; — ®;_1| en
funcion de 7, donde ®; es calculada con el tamafio de paso AR, ®; es calculada con AR/2 y
asi sucesivamente. El hecho de que la magnitud que el error numérico disminuya al aumentar la
resoluciéon, muestra que la solucion es auto-convergente.

5.4. Discusion

En este capitulo se ha implementado una estrategia numérica para estudiar la evoluciéon de
campos de prueba no esféricos en la vecindad de una singularidad globalmente desnuda y el
horizonte de Cauchy asociado. Antes de realizar cualquier experimento numérico, si se tiene en
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Figura 5.3: Prueba de la efectividad del algoritmo que calcula numéricamente el campo .
Se muestra que la magnitud del error relativo |®; — ®,_;| disminuye al aumentar la resolucion
numérica, lo que indica auto-convergencia de la solucién.

cuenta la divergencia del producto V;e?? en la fuente de la ecuaciéon de evolucion, y si se piensa
que la conjetura de la censura cosmica deberia ser valida dentro de este modelo, entonces uno
esperaria encontrar algin comportamiento anémalo cuando los campos de prueba evolucionan
cerca de la singularidad, como una divergencia de su amplitud, por ejemplo. Sin embargo, el
resultado numérico no es consistente con esa intuiciéon, pues la ﬁgura (junto con la prueba de
auto-convergencia , sugiere que el campo de prueba es bien comportado en la vecindad de la
singularidad y por lo tanto no se tiene evidencia de alguna inestabilidad. En otras palabras, no se
tienen elementos que permitan descartar la violacion de la conjetura de la censura césmica dentro
del modelo de Tolman-Bondi cuando se perturba la singularidad desnuda con la propagacion de
campos de prueba fuera de simetria esférica. Esta observacion motiva el trabajo del siguiente
capitulo, el cual constituye la tercera parte de los estudios de estabilidad, donde se retoma el
trabajo analitico para tratar de demostrar rigurosamente los hallazgos numeéricos.



Capitulo 6

Estabilidad de singularidades
desnudas II1I: estimaciones de
energia para campos de prueba
fuera de simetria esférica

En el presente capitulo se contintia con la linea de estudio iniciada en los anteriores, el cual
concierne al estudio de la estabilidad del horizonte de Cauchy asociado a una singularidad glo-
balmente desnuda que proviene del colapso gravitacional total de una nube de polvo esféricamente
simétrica, cuyo espacio-tiempo interior esta descrito por la métrica de Tolman-Bondi discutida
en el Capitulo 3. Vale la pena mencionar que el orden de presentacion de los capitulos de este tra-
bajo corresponde al orden cronolégico en que se desarroll6 el estudio, de modo que la motivacién
del presente apartado proviene de las conclusiones previas: en vista de que los resultados numé-
ricos sugieren que los campos de prueba no esféricos son bien comportados cuando se propagan
arbitrariamente cerca del horizonte de Cauchy, uno se plantea retomar el trabajo analitico para
intentar demostrar rigurosamente que tales campos son acotados, y ese es justamente el problema
que se aborda en este capitulo. Como se mencioné previamente, algunos ejemplos conocidos de
este tipo de campos son: campos electromagnéticos, o campos escalares -ya sean masivos o no-,
con momento angular no trivial. La principal dificultad al tratar este tipo de campos yace en
que no se puede generalizar el resultado del Lema m para £ > 1 (y en consecuencia tampoco
el Teorema puesto que el potencial efectivo involucrado en la ecuacién que gobierna la
propagacion del campo resulta no ser integrabe en una vecindad de la singularidad. Este hecho
sugiere cambiar de estrategia y atacar el problema utilizando una herramienta conocida como
estimaciones de energia, la cual a grandes rasgos funciona de la siguiente manera: dado el tensor
de energia impulso T correspondiente al campo en cuestion, el cual tipicamente proviene de una
teoria fundamental y tiene divergencia cero como consecuencia de las ecuaciones de movimiento
para el campo, la idea es encontrar un campo vectorial X respecto al cual pueda definirse una
densidad de corriente Jx mediante Jy := —T*, X", tal que se cumpla la condicién de energia
dominanteE] y luego una energia asociada a Jx que obedezca cierta ley de balance en una region

1Es decir que Jx sea causal y dirigido hacia el futuro.

87
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dada de la variedad de fondo (no se trata necesariamente de una energfa fisica). El siguiente
paso es verificar que esa energia sea uniformemente acotada en cualquier superficie espacial, y
ese hecho a su vez permite acotar la energia del campo medida por observadores en caida libre
con el polvo que colapsa, y finalmente -con ayuda de una estimacion de Sobolev- establecer cotas
sobre la amplitud del campo y de su gradiente. El método de estimaciones de enegia funciona
tipicamente en geometrias estaticas como el espacio-tiempo de Schwarzschild [60], donde resulta
natural elegir a X como el vector de Killing que genera la simetria temporal. En cambio en el
caso de una geometria de fondo dinamica y singular como la de Tolman-Bondi resulta inesperado
que el método funcione puesto que no hay una eleccién natural para el campo X. Sin embargo
en este capitulo se muestra como es posible hacerlo. En la primera seccion se establecen algunas
herramientas preliminares, se introduce un campo X conveniente, luego se define una energia y se
comprueba que ésta es uniformemente acotada. Luego en la Seccion [6.2] se realizan las estimacio-
nes que implican que la energia del campo es acotada, asi como los flujos a través de superficies
nulas. En las Sub-secciones [6.2.1] y [6.2.2) respectivamente, se consideran los tensores particulares
de energia-impulso asociados a campos escalares no esféricos y a campos electromagnéticos, y
se desescribe explicitamente su energia uniformemente acotada. Finalmente, en la Seccién [6.2.3
se considera un campo escalar de prueba no esférico @ y se muestra que el campo re-escalado
\/T|®| es uniformemente acotado, lo que implica que la amplitud del campo |®| es uniformemente
acotada excepto posiblemente sobre la singularidad central (r = 0). La importancia de este re-
sultado, el cual -como era de esperarse- es consistente con las simulaciones numeéricas discutidas
en el capitulo anterior, radica en que no proporciona evidencia de inestabilidad del horizonte de
Cauchy bajo la propagacion de campos escalares de prueba no esféricos, lo cual sera discutido
més adelante.

6.1. Preliminares

En esta primera seccién se proporcionan algunos resultados preliminares que seran tutiles para
las estimaciones de energia. A lo largo de todo este capitulo se asume que el espacio-tiempo
de fondo (M,g) es fijo y esta descrito por la métrica de Tolman-Bondi. Ademéas se usan las
descomposiciones M = M x S? y g = g+r2g discutidas en el Capitulo 2, y se asume que el campo
vectorial u es la cuadri-velocidad de los observadores en caida libre con el polvo que colapsa, y
que w es el campo radial ortonormal a u. A lo largo de este capitulo también se utilizaran los
campos vectoriales radiales nulos k. := u + w salientes y entrantes, respectivamente.

Lema 6.1.1 Sea T un tensor de energia-impulso con divergencia cero, asociado a un campo
arbitrario ® que satisface la condicion de energia dominante sobre el fondo de Tolman-Bondi.
Considérese un campo vectorial tipo tiempo dirigido hacia el futuro X. Entonces existe una cons-
tante C tal que

|T(u,w)| < CT(X,u). (6.1)

Demostracion. Definase la densidad de corriente con respecto al campo vectorial X como
J% = —T",X". La condicién de energia dominante establece que Jx es un vector causal dirigido
hacia el futuro. Considérese una tetrada ortonormal {u,w,es,e,} adaptada al flujo de polvo,
donde {eg, e, } es la base ortonormal usual del espacio tangente de la 2-esfera en cada punto.
Supoéngase primero que X = u, entonces Ji = =T, u¥ = —T", y en ese caso la desigualdad
se reduce a |T(u, w)| < CT(u,u). El hecho de que Jy, sea dirigido al futuro implica que Tyo > 0,
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mientras que la causalidad implica que

3
0> T Juu =T Too + T? 4 Tjo = —(Too)* + > _(Tjo)*,
J=1

y por lo tanto
|T10| < Too, (6.2)
lo que demuestra el lema para el caso X = u. Ahora sean o > 0 y 82 < 1. Otro campo vectorial
tipo tiempo y dirigido al futuro es X = a(u + Sw). Al respecto notese que
T X*u” = a(Too + BTo1) > o(Too — |Bl|To1]) = (1 — |B])Too,

donde se ha usado la desigualdad (6.2)) en el ultimo paso. Similarmente se obtiene T}, X*u” <
a(1 + |B])Too, entonces a(1 — |B[)Too < T XHu” < o1 + |B])To0, que junto con la desigual-
dad (6.2)) implica

a(l—18)
To| < Too < CT,,, XHu",
orl = g o0 = Gl AT
con C = [a(1 —|B])] 7}, lo cual demuestra el lema para X = a(u + Sw). 0O

6.1.1. La ecuacion de balance

En esta sub-seccion se obtiene una ecuaciéon de balance a partir de la densidad de corriente Jx,
primero en una carta local con coordenadas arbitrarias y depués en coordenadas co-moviles sincro-
nizadas y doble-nulas. Como primer paso se calcula la divergencia de la corriente Jx, que en virtud
de que el tensor de energia-impulso T tiene divergencia cero, resulta ser V,J§ = —T*'V,X,,,
donde el término de la derecha no se anula en general puesto que X no necesariamente es un
vector de Killing, lo cual motiva el siguiente paso: definir la fuente asociada a T y a X:

Sx = —~T"'V,X,,.

Para obtener una ley de balance hay qué integrar ambos lados de la ecuacion V,J& = Sx sobre
un dominio cerrado 2 C M. En una carta local con coordenadas arbitrarias {z*} esto es:

1
/ V. %V |gld*z = / Sx+/|gld*x, con  V,Jg=—=0, (\/ |g|J§) .
Q Q V1l

Aplicando el teorema de Gauss en R* con la normal unitaria n sobre la frontera de Q, 95, se

tiene
/ag Jgn,/|gld®x = /QSX\/ lg|d*z. (6.3)

Supoéngase que el dominio 2 queda fuera del horizonte de Cauchy y que su frontera 92 se puede
dividir en N segmentos no triviales 02y, 09, ..., 9y, entonces el lado izquierdo de la ecuaciéon
de balance ([6.3)) se puede descomponer de la siguiente manera:

N N
/ Jhn,/|glde = Z/ Jn() V]gldiz =: Zli’
09 i=17 0% i=1
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donde la normal unitaria n(? corresponde al segmento de frontera 9Q;. En el resto de esta
sub-seccién se introducen cartas particulares del espacio-tiempo de Tolman-Bondi y se define la
descomposicion el dominio 2 respecto a ellas, lo cual permitira calcular de manera explicita las
integrales de frontera del lado izquierdo de la ecuacion de balance . Sobre la 2-esfera (52, g)
se toman siempre las coordenas estandar {6, ¢}, en cambio sobre la 2-variedad (M, g) se eligen
alternativamente dos conjuntos de coordenadas, a saber, las co-moviles sincronizadas {7, R} y las
doble-nulas {u,v}. Como se discutié en los capitulos anteriores, en las coordenadas {7, R, 0, ¢}
la métrica de Tolman-Bondi tiene la forma

1

2
- = = r =
g:_d72+WdR2+r2g y v\g|=r2vlg|\/@=;v|9|7

en cambio en las coordenadas {u, v, 6, ¢},

1 ) _ 2
g:f%dudvﬂﬂg y \/@:ﬁ\/@\/@:%\/g’

donde el punto denota derivacién parcial respecto a 7 con R constante.

En particular considérese un dominio {2 como el de la figura[6.1] el cual se servira para formular la
ecuacion de balance. Sin pérdida de generalidad se eligen las fronteras 0€2; y 0§25 de tal manera
que sean superficies nulas con u y v constantes, respectivamente. En contraste, las fronteras 92,
y 04 estan adaptadas a superficies de 75 y 71 constantes, respectivamente, mientras que 0f23
estd adaptada a la superficie de R = 0. Para calcular las integrales de frontera I, Is e I se

R= R
(Centro de la nube) (Centro de la nube)

Figura 6.1: Tlustracion idealizada de la region particular 2 C M considerada para escribir expli-
citamente la ley de balance En el panel izquierdo se usan coordenadas conformes {7, X, 6, o}
y en el panel derecho se usan coordenadas co-moviles sincronizadas {7, R, 0, ¢}. En ambos dia-
gramas estan suprimidas las coordenadas angulares.

trabaja en la carta de coordenadas {7, R, 6, ¢}, donde los vectores normales convenientes son,
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respectivamente:

(ngp) —(1,0,0,0)7, (nff’)) —(0,-1,0,0)7, (ng‘*)) = (-1,0,0,0)7,

dr R dR
L .
v ’ 0 %) v
con Ry >0, 70> 71,y (f)ge = f52 f/|g|ld0de denota integracion sobre la 2-esfera. Notese que
si Jx es regular en el centro, entonces Is = 0 puesto que r(7,0) = 0 para todo 7. Para calcular las
integrales de frontera I e Iy se trabaja en la carta de coordenadas {u, v, 6, ¢}, donde los vectores
normales utiles en este caso son:

() =0000r, ()= 01007

v2 7,2 u2 7,2
I =/ <,,J§é> dv , I =/ <,.J§(> du
v1 uv S2 u=us (5% uv S2

con uy,v; > 0y us > uy, vg > vi. Enseguida se calculan las componentes de la densidad de
corriente Jx necesarias para efectuar las integraciones. En la base ortonormal {u,w} se tiene
Jx = J,(Zu + Jiw, donde Jg( = —Jxu, = T, X u y J)l( = Jxw, = =T, X w". Luego,
las formas particulares de {u,w} en cada carta particular, {u,w} = {9;,79r} v {u,w} =
{10y, + 00y, —10,, + 00y} conducen a

T2
5 13 = —/ <T2J)§>SQ
T2 T1

T= R=0 T=T1

entonces

)
V=U2

Jx = J% = T X u”, J¥ =vJx = T X w",

J% = a(Jx — Jx) =T, X" (u” 4+ w”) = 4T, X"k,
Jx = o (Jx +Jx) =0T X" (v —w”) =0T}, X"k

Introduciendo estas componentes en las expresiones para las integrales de frontera I;-I5, en
resumen se tiene:

Rz dR
Il = / <7ﬂ27-‘;uj)('u‘lty>S2 _— s
0 Y T=To
2 dv
I, = / <r2TWXMk1>SzlT ,
vl u=uz
I = 0,
f2 dR
I4 - _/ <7’27—>“/X#UV>S2 - )
0 Y lr=r
u d
I; = / <T2wauki>82§
Ul V=v2

)
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Ahora puede definirse la energia asociada a una superficie de 7 constante (tipo espacio), 3,:

E(T) ::/E <r2T(X,u)>S2dTR, (6.4)

la cual es definida positiva en virtud de que el campo vectorial X es causal y dirigido hacia el
futuro. Notese que I} = FE(m2) > 0 e Iy = —FE(71) < 0. Ademas los flujos a través de superficies
de w y v constantes (X, y X,), respectivamente se definen como:

F(u) ::/E <r2T(X,k+)>S2% y  F(v) ;:/E <r2T(X,k_)>S2%“, (6.5)

v

los cuales también son definidos positivos. Notese que Is = F(ug) > 0 e Is = F(ve) > 0, y
entonces la ecuacion de balance (6.3)) en términos de las energias y los flujos toma la forma

E(rs) — B(m) + Flug) + F(vs) = /stx\/@d%. (6.6)

6.1.2. La fuente de la ecuacion de balance

En este apartado se presentan las herramientas técnicas necesarias para calcular la fuente Sx
que aparece en el lado derecho de la ecuacion de balance . Recordando su defincion, Sx :=
—T""V,X,, la primera observacioén es que ahora se hace necesario definir el campo vectorial X y
calcular su gradiente simetrizado V(,X,). Una eleccion natural en el caso de un espacio-tiempo
estacionario es X = k, donde k es el vector de Killing que genera la simetria temporal. En ese
caso Sy = 0 como consecuencia de la ecuacion de Killing y entonces de la ecuacion se
obtiene directamente la siguiente estimacion de energia: F(72) = E(11) — F(u2) — F(v2) < E(my).
En nuestro caso, como el espacio-tiempo de Tolman-Bondi es dindmico, no existe un vector de
Killing tipo tiempo dentro de la nube, y por lo tanto no hay una eleccién evidente para X. Una
eleccion simple es tomar X igual a la cuadri-velocidad de las particulas de polvo, X = u, pero
esta eleccion no resulta ser conveniente. Para explicar ese punto se calcula el gradiente de u:

Vaup = _%wawba Voup =0, Vauy, =0, Vaup=gaprr,

donde {z%} y {xA} son coordenadas locales arbitrarias sobre M y S2, respectivamente. Lo
anterior conduce a la fuente

Su = ZT(W,W) - CTAA.
~y r
Evaluando explicitamente los dos coeficientes /v y 7/r se obtiene

_ Ve H(y, R) 6.7)

1+ B 12Ny R)’
7 c
U _yfgm, (6.8)

r

202

donde la funcion regular H(y, R) fue definida en la ecuacion (4.16). Claramente, ambos coeficien-
tes divergen como 1/y% cerca de la singularidad central. Como se vera més abajo, esa divergencia
es demasiado pronunciada como para obtener una cota uniforme para la energia. Intuitivamente,
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esta divergencia es de esperarse puesto que los cascarones de polvo convergen hacia el centro de
la nube. La idea central ahora es evitar que el campo X converja al centro de la nube junto con
los cascarones, y para lograrlo se elige

X = yr'u —rw.

Este campo satisface las siguientes propiedades:

(b) g(X,X) = —(1 — R%¢/y?),
(¢) —g(X,u) =~ =+/1— R?¢%c > 0,
(d) VaXy = fuguwy + |37+ 5(90") | wars,  VaXp=VaXy =0 y VaXp=0.

Como consecuencia de la propiedad (a) se tiene que X es paralelo a las lineas de r constante. La
propiedad (b) implica que el vector X es tipo tiempo en la region exterior del horizonte aparente
(y > yau(R) = R\/c), lo cual junto con la propiedad (c) implica que X es dirigido hacia el futuro,
y por lo tanto satisface las hipotesis del Lemma Finalmente, la propiedad (d) conduce a la
siguiente fuente:

1 .
S = T, X, = = |07 4 5(0r' | T (6.9)
Un calculo explicito usando las ecuaciones (2.12)- (2.13) muestra que

‘ k 34 RS
= () () = —grp = *QR% = i = :
Y Y 1—|—yf3\/1—qu(y,R)

Dado que R?/y? es acotado en el dominio D(g) (ver la figura )7 la expresion diverge
como 1/y°/? cerca de la singularidad. Como se demuestra enseguida, esta pequeiia diferencia en
el exponente que caracteriza la divergencia de la fuente (5/2 en lugar de 3), permite obtener una
cota uniforme para la energia E(7). Notese que la parte derecha de la ecuacion se anula
en la region exterior de la nube.

(6.10)

Para lo que sigue se usa el siguiente resultado:

Lema 6.1.2 Sea 75(R) el tiempo propio que le toma llegar a la singularidad a un cascardn esférico
de radio de drea inicial R, entonces valen las siguientes desigualdades:

_
Ts(R) — T

C

< <

S

o
o

(6.11)

[SCR )

(R)—7

Demostracion.

Considérese la primera ecuacion de (3.9), que explicitamente se ve como 7 = [f(qy) — f(q)]/v/<¢>,
con f(x) = 2/1 — 22 + arccos (z) definida en (3.6) para 0 < < 1. Usando las desigualdades:

zffas?’zf(a:)>

iy
—(1-2° <r<l1
53 >5(1-4%), 0<w<,



Capitulo 6. Estabilidad de singularidades desnudas III: estimaciones de energia
94 para campos de prueba fuera de simetria esférica

por sustitucion directa se obtiene

T — 2(qy)® - f(q) 55w’ —fla)

vegd vegd
La afirmacion se obtiene recordando que 74(R) = [7/2 — f(q)]/(v/c¢?). O

>T2>

Como consecuencia del lema anterior y los comentarios posteriores a la ecuacion (6.10), se ha
demostrado la siguiente:

Proposicion 6.1.1 Considérese el espacio-tiempo de Tolman-Bondi con las supociones (i)-(viii)
discutidas en el Capitulo 3. Entonces existe una constante C > 0 tal que fuera del horizonte de
Cauchy vale la siguiente estimacion:

ﬁ () + (')

C
< —
= (Ta(R) = 7)?/

Proposicion 6.1.2 Considérese el dominio finito Q C M ilustrado en la figura , Sea E(71) la
energia definida para superficies espaciales de T constante en la ecuacion . Entonces vale la

cota supertor
T2

E(r) — E(m) < / a(T)E(T)dr, T2 >7 >0,

T1

donde a(T) es una funcion no negativa e integrable, es decir
o0
/ a(T)dr < 0.
0

Demostracion. Dado que los flujos (6.5) son positivos, entonces a partir de la ecuacion de
balance (6.6 se tiene

E(Tg)—E(Tl)g/QSX\/@d‘lx.

Sustituyendo la fuente en la ecuacién de balance y usando los resultados de los Le-
mas y asi como el hecho de que los flujos son positivos, se obtiene

E(r)—-E(n) < C /Q (15(R) — 7)~/5T(X, u)\/|g|d*z
To Ro(T)
C o(R) — 7) 7%/’ (X, u
[, (e w)
To Ro(T)

Ry (T
- dR
¢ iy R)—7)7"/" / 2T(X, 1)) g —d

/7'1 Rl(T)IgnR}S{RZ(T) (TS( ) T) R (1) <r ( )>52 Y T

d—RdT.
sz vy

IN

= /:2 a(r)E(T)dr,

1

—5/6

donde o(7) := C maxp, (r)<R<Ry(+) (Ts(R) — 7) . A continuacion se estima «(7) para los tres

casos siguientes:
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Caso 1. 0 < 7 <70 (ver la figura .

Claramente en este caso 70 — 7 > 0. Por otro lado siempre se tiene 75(R) > 70 para toda R, por

lo tanto 75(R) — 7 > 70 — 7 > 0. Como consecuencia,

alt) < C (TSO —7) 75/6,

yparatodo 0 <73 <1 < TS vale
0
T2 7'3 O 1/6
a(r)dr < a(r)dr =6C (12)"" < o0
T1 0

Caso 2. 79 < 7 < 1., donde T. es el tiempo propio de un observador en la superficie de la nube
en el momento en que cruza el horizonte de Cauchy (ver la figura .
En este caso no es trivial demostrar que la integral de «(7) es finita. La parte no trivial consiste

R= Ren(m) Ri(m) Ry()
(Centro de la nube)

Figura 6.2: Ilustracion idealizada del dominio §2 considerado en las estimaciones de energia.

en demostrar que o(7) es integrable en una vecindad de la singularidad central (72,70 +¢), € > 0.
(la integrabilidad sobre [0 + ¢, 7.] es inmediata en virtud de la continuidad de a(7)). Para verlo
se comienza con la siguiente estimacion:

, —5/6 -5/ -5/
s (B =) = (n(Ra(7) = 1) < (ru(Ren() =)

donde Rcp(T) es la coordenada R con la cual la superficie de 7 constante intersecta al horizonte
de Cauchy (ver la figura . Enseguida se debe estimar 7,(Rcn(7)) — 7, y para ello resulta ttil
la expansion obtenida a partir de los resultados sobre el comportamiento de los rayos nulos en el
Capitulo 3,

A
0+ =L R? 4 O(RY), (6.12)

7s(R) NG
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donde Ag fue definida en la ecuacion (3.18). A partir de ello se puede escribir

A
To(Ren(r)) —T=10—7+ 7%RCh(T)? +O(Ren(r)Y). (6.13)
Ahora el objetivo es estimar Rcp(7) y sustituirla en la ecuacion (6.13). Esto se logra de la
siguiente manera: primero se usa la ecuaciéon (3.9) y la expansion f(z) = /2 — 223/3 + O(z®)
para obtener la siguiente parametrizacion del horizonte de Cauchy:

N f(Q(R)yC’h(R)) — f(q(R)) _ . 2 3 5 5
Ton(R) = JeR)a(R)? = 7s(R) W C(R)yCh(R) + O (q(R)°yen(R)°) .

Enseguida hay que recordar que en la Proposicion [3:2.2] se establecio que cerca de la singularidad
central, yop(R) = Az? |1 +z(x)]1/3 con x = (R/Ry)3, X = (3R?A¢/4)"/? y 2 una funcion de
la forma z(z) = zjz + O(x?). Ademés, antes de dicha Proposicién, en la ecuacion (3.20), se da
implicitamente una funcion F(z, z) tal que F(0,0)/7 = z{,, ver el Teorema En el presente
problema se requiere el término lineal de la funcién z, y éste se puede obtener expandiendo la
funcion xF'(z, z) a primer orden y evaluando en (0,0). El resultado para rayos nulos salientes es
F(0,0)/7 = —3R14/co/2), y entonces z(z) = —3R1,/coz/2X + O(x?), por lo tanto

R\2 3R\ R\™3
ven(rp =3 () =B a (1) o),

y en consecuencia

2% (R’ , (R 8/3 0o, 1 73 8/3
TC'L(R):TS(R)_S\/CT)(RJ + R <R1) +O(RY?) = 1)+ 5 R + O(RY?),

donde se ha usado la expansion (6.12) de 7,(R) y se ha definido k := (3A0/4)~ /3. Invirtiendo

esta relacion se obtiene
Ren(r) = [K(r = 70" [1+ 0% (r = 70)'/7]..
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion se obtiene
Ts(Ren(T)) =7 =k (T — 72)6/7 [1 + 0 (1 - 7‘9)1/7] ,
donde x := 2/(3\/cok? ") > 0 es constante. Por lo tanto existe una constante C' tal que

alt) < 6’(7770)_5/7, <r<mn

S

y es claro que la integral

/2a(7)d7'§/ *Oé(T)dTSO/ ) (7__7_80)*5/7de§(7_*_7_50)2/7

1 T

es finita para todo 70 < 7 < Ty < T,.
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Caso 3. T > Ty.
En esta region, la fuente Sx = 0 dado que X es un vector de Killing en el exterior de la nube,
por lo tanto se puede elegir a(7) = 0 para 7 > 7. O

6.2. Estimaciones de energia
El resultado central de este capitulo se puede resumir de la siguiente forma:

Teorema 6.2.1 Considérese un espacio-tiempo de fondo de Tolman-Bondi (M,g) que satisface
las condiciones (i)-(viii) dadas en el Capitulo 3, con una singularidad globalmente desnuda, y
el desarrollo mdximo D C M ilustrado en la figura . Sea ® un campo de prueba suave (no
necesariamente escalar) que se propaga sobre M, que tiene asociado un tensor de energia-impulso
T con divergencia cero y que satisface la condicion de energia dominante. Entonces existe una
constante C tal que para cada hipersuperficie espacial de T constante ¥, C D y cada hipersuperfice
nula de u y v constante, ¥,, C D y ¥, C D respectivamente, se tiene
Y

/ (r*T(u, u))
s,
dv

/ <r2T(u, kJr)>S2 — < C (Cota uniforme para el flujo nulo saliente), (6.15)

ar < C (Cota uniforme para la energia), (6.14)

0
du
U

u

/EU <r2T(u, k—)>s2

< C (Cota uniforme para el flujo nulo entrante). (6.16)

Demostracion. A partir del enunciado de la Proposicion [6.1.2] considérese

E(r) — E(n) <1 /TQ a(r)E(r)dr

T — T1 T T —T1

T1

y en el limite en que 75 — 71. Asumiendo la suavidad suficiente se tiene E(7) < a(7)E(7), lo que
es equivalente a

% [e_ Jo O‘(Tl)dT/E(T)] <0.

Integrando esto ultimo sobre 7 se llega a E (7o) < E(Tl)ef:l2 almdr 00, lo que significa que la
funcién de energia es uniformemente acotada, es decir que para todo 7 se tiene

E(1) < A < oo, (6.17)

donde A es una constante independiente de 7. De acuerdo a la definiciéon de la energia (6.4]), el
resultado en ((6.17) se puede escribir explicitamente como

d
/ <T2TWX”U”>S2 R <A< o0 (6.18)
=, aé

Recordando que en la base ortonormal {u, w} las componentes del campo vectorial X son X* =
yr'ut — rw*, y tomando en cuenta que 7 < 0 y la desigualdad (6.2)), se puede hacer la siguiente
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estimacién:

T XPu” =yr' T uf v — T wta” = ~r'Tog + |7|To
> r'Too — |7||To|
> (v = 1#]) Too = (vr" = |7]) T utu”.

Ademas se tiene que (yr’ — |F]) > con § > 0, lo cual implica que T}, X*u” > 6T}, u*u”, y por
lo tanto, re-escalando la constante A en (6.18)),

Ba dR
/0 <r T(u,u)>52 7

lo cual era precisamente el primero de objetivos por demostrar. Los dos restantes se pueden
probar de la siguiente manera: el resultado del Lema permite acotar la fuente , de
hecho siguiendo las mismas ideas de la prueba de la Proposicién se obtiene

< A< oo,

T

/Q Sxv/Jgld*z < / o(r)E(r)dr,

después usando el hecho (6.17)) de que la energia es acotada, se sigue

/SX\/|g\d4;v < A/ a(r)dr,
Q T1

T2
T1

lo cual es finito puesto que la integral de a(7) lo es (ver la Proposicion|6.1.2)). Entonces las energias
y la integral sobre la fuente en la ecuacién de balance son acotados, y en consecuencia

F(u2) + F(v2) < C < o0,

lo que implica que cada uno de los flujos F' es uniformemente acotado en una vecindad de la
singularidad, y por lo tanto

/ : <7‘2T(u, k+)>32 % <C v / ’ <r2T(u, k,)>s2 d—u <C.

V1 u ul u v

6.2.1. Campos escalares no esféricos

Sea ® un campo escalar de masa u, que satisface la ecuacién de Klein-Gordon. Su tensor de
energia impulso asociado a @ es [4]

1
T = V@V ® = S g, (VOOV, + 1>@?)

donde V@V, = —®? + (7@')2 + LVADV &, VOO = —@ y V!® = 2@'. El Teorema
garantiza que, en una superficie de 7 constante .-, la energia medida por observadores co-moviles
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con el polvo que colapsa es acotada, es decir

1 . 1 A dR
7/ r? <<I>2 + (72 + VARV + u2<1>2> — < o0, (6.19)
2 /s, r s

y ademas los flujos a través de superficies nulas de v y v constantes (X, y X,) también son
acotados:

1 : 2 1, d
§/ 2 <(<1> +7<1>’) + VARV + u2<1>2> 7” < o0,
1 . 2 1. N d
f/ r2 <(¢> - @’) + S VADV 4P + u2q>2> - .
2 Xy r g2 U

6.2.2. Campos electromagnéticos

Para un campo electromagnético el tensor de energia-impulso esta dado por [4]
1
T = F“ﬂF’b — ZgﬂuFaﬁFaﬁv

donde F),, son las componentes del tensor de Faraday. Un marco de referencia lorenziano parti-
cular es el de la base ortonormal {u,w}, en el cual el tensor de Faraday tiene las componentes
usuales
0 —-Ey —FEy, —Fj
Ey 0 Bs —DBg
(FMV) - E2 7B3 0 Bl
Es By —-B 0

y F*F,5=-2(E?-DB?)),

donde E y B denotan los campos eléctrico y magnético, respectivamente. En este caso, del
Teorema [6.2.1] se sigue que la energia del campo es acotada en superficies de 7 constante X, :

1 2 (12 2@
2‘/ET(E+B)TV<OO,

.

y ademas los flujos a través de superficies nulas de u y v constantes (X, y ¥,) también son
acotados:
1 dv

5/ r? (E® + B? = 2(E2B3 — E3Bs)) g o <%
S

1

du
5/ r*(E® + B® + 2(E2B; — E3B2)>S2 o S
E'U

6.2.3. Acotamiento uniforme de campos escalares no esféricos

Sea ® un campo escalar suave no esférico con masa asociada p > 0. Considérese una hipersuper-
ficie de 7 constante X, := [0, 00) x S? donde el campo ® tiene soporte compacto, lo que significa
que existe R; > 0 tal que ®(R,-) = 0 para toda R > R;. La descomposicon se ® en esféricos

armonicos es:
o = § Gem Y.

m
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De la ecuacion (6.19)) se sabe que

a2 : Loy o dR
/ 7?2 <q>2 +(7®)? + 5 VARV 4D + u2¢>2> — <A< o0,
0 r g2
con Ry > 0. Obsérvese que en una superficie de T constante, dr = r’dR, y que en una vecindad
de la singularidad se tiene 0 < cte. < yr’ < 1, entonces se puede re-escalar la constante A para
obtener
T2 . 1 - A
/ r? <<I>2 + @2+ ﬁvAch@ + u2<1>2> dr < A, (6.20)
0 S2
donde ®,. denota la derivada parcial 9,® y ry := r(R2). Como ® satisface la ecuacion de Klein-
Gordon, entonces a consecuencia de la simetria esférica sus derivadas angulares también la sa-
tisfacen, lo que permite concluir que los resultados obtenidos en este capitulo son validos para
las derivadas angulares de ®, en particular se cumple de desigualdad . Enseguida definase
la derivada angular generalizada D7® := 3", (20 + 1)%¢, Y™, o > 0. En términos de ésta, la
desigualdad implica

/ <r2 (D7®,)* + VA (D°®)V 4 (D"q>)>s2 dr < A.
0

Como ingrediente adicional se tienen las siguientes identidades:

(VA (D7@) Va4 (D7D)) SO0+ 1)|(204 1) Gem 2,

S2
Im
(D7), = D0+ 120+ 1) deml,
Im

y dado que (2¢ + 1) < 8/(¢ + 1) para ¢ > 1, entonces
(ID7H0[2) g, <8(VA(D7R) VA (D7D))
lo que implica que

72
/ (r?|D?®.[> + | D7) o, dr < A. (6.21)
0

Lema 6.2.1 Sear; > 0, ¥, := [r1,00) x S?, y sea ® € C5°(X,) un campo escalar suave con
soporte compacto en X.. Entonces, para o > 1/2 existe una constante C > 0 tal que

r|®(r, 2)]? < c/ (r’|D7®, > + | D7), dr
para todo ® € C§°(X;).

La demostraciéon se encuentra en el Apéndice |G| El enunciado del Lema m junto con ([6.21])
implica que r|®|? es uniformemente acotado, es decir

|®? < A
.
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para £ > 1. El resultado anterior indica que el campo re-escalado /7® es uniformemente acotado.
Como consecuencia, lejos de r = 0 el campo P es uniformemente acotado, en particular cuando se
propaga arbitrariamente cerca del horizonte de Cauchy, lo cual es consistente con los resultados
numéricos discutidos en el capitulo anterior, y por lo tanto no se ha encontrado evidencia de
inestabilidades en el horizonte de Cauchy asociado a la singularidad desnuda.

6.3. Discusion

En este capitulo se ha considerado el colapso de una nube de polvo esférica que da lugar a la
formacién de una singularidad desnuda con su correspondiente horizonte de Cauchy asociado. Se
ha considerado ademas la propagacion de un campo de prueba no esférico ® sobre la geometria
del fondo fijo de Tolman-Bondi. El resultado central de este capitulo ha sido el Teorema [6.2.T] el
cual establece que la energia y los flujos nulos asociados al campo de prueba ® son uniformemente
acotados atin cuando el espacio-tiempo es dindmico y no hay prescripcién clara que permita hacer
estimaciones de energia. A partir de este resultado, para un campo escalar con momento angular
no trivial, se demuestra que el campo re-escalado /r® es uniformemente acotado incluso cuando
la propagacion ocurre arbitrariamente cerca del horizonte de Cauchy o de la singularidad central.
La estrategia consistié en definir una funcién de energia sobre superficies espaciales que pueda
ser acotada por arriba, la cual a su vez proporciona una cota para la energia del campo medida
por observadores co-moéviles con el polvo que colapsa. Finalmente se efectiia una estimacion de
Sobolev que conduce al acotamiento uniforme del campo re-escalado /r®, lo cual es consistente
con los resultados numeéricos discutidos en la Seccién 5 porque que significa que el campo ® es
uniformemente acotado lejos de r = 0, en particular cuando se propaga arbitrariamente cerca del
horizonte de Cauchy. Sin embargo es importante sefialar que el estudio analitico llevado a cabo
en este capitulo deja abierta la posibilidad de que el campo diverja cuando r — 0 (pero no mas
rapido de cte./+/r), aunque los resultados numéricos no mostraron evidencia de ello.

La conclusion acerca de los estudios de estabilidad realizados en este trabajo -Capitulos 4, 5 y 6-
es que no se tiene evidencia de inestabilidades del horizonte de Cauchy bajo la propagaciéon de
campos escalares de prueba esféricos y no esféricos. Este hecho sugiere que la busqueda de ines-
tabilidades del horizonte de Cauchy debe hacerse mas alla del régimen de campos de prueba,
es decir: si uno asume que debe cumplirse la conjetura de la censura coésmica débil en el mo-
delo de Tolman-Bondi, y de alguna manera se espera encontrar inestabilidades del horizonte de
Cauchy asociado a una singularidad desnuda dentro de este modelo, parece ser necesario conside-
rar la auto-gravedad de los campos. Una posibilidad es considerar perturbaciones gravitacionales
-naturalmente fuera de la simetria esférica- acopladas al polvo que colapsa y estudiar su pro-
pagacion. Para ello puede comenzarse en el régimen de perturbaciones linealizadas, el cual esta
ampliamente desarrollado, por ejemplo en la referencia [3I]. Al respecto existen estudios numé-
ricos donde no se encontré evidencia de que las perturbaciones diverjan a lo largo del horizonte
de Cauchy [27] 28] [29]. Como complemento a esos estudios, actualmente se esta explorando la
técnica de estimaciones de energia para tratar de establecer cotas sobre los campos de perturba-
ciones gravitacionales linealizadas. De no encontrar alguna inestabilidad, el siguiente paso seria
explorar el régimen no lineal de las perturbaciones.






Capitulo 7

El corrimiento al rojo gravitacional
a través de una nube en colapso

7.1. Introducciéon

El trabajo desarrollado en los capitulos previos se orient6 principalmente a los estudios de esta-
bilidad de singularidades globalmente desnudas provenientes del colapso de polvo, sin embargo a
partir de este capitulo el enfoque cambia considerablemente para analizar algunos rasgos observa-
cionales del objeto que colapsaE] Por ejemplo, para caracterizar tal objeto es relevante examinar
la radiacién electromagnética emitida desde su superficie y asi obtener informacion valiosa a par-
tir del corrimiento al rojo de la luz o de la desviacién de la misma como funciones del tiempo. Al
respecto ver por ejemplo las referencias [62], [63], [64], [65] 66].

Recientemente se mostro evidencia numérica [57] de que una fraccion significativa de los fotones
emitidos desde el interior de un objeto en colapso gravitacional seria detectada por un obser-
vador distante con un corrimiento al azul en lugar de al rojo. Este efecto, el cual fue verificado
explicitamente en el caso de rayos de luz radiales provenientes de una nube de polvo esférica y
marginalmente ligada que colapsa gravitacionalmente, se debe a que los fotones se corren al azul
dentro de la nube, y para algunos de ellos ese efecto puede llegar a ser mayor que el corrimiento
al rojo en la region exterior de la nube. Incluso en [57] ha sido calculado el espectro de la radia-
ci6n emitida por una nube de polvo esférica en colapso dada una funcién de emisividad simple,
y en [67] se ha estudiado la posibilidad de usar ese espectro para distinguir si el resultado del
colapso es un agujero negro o una singularidad desnuda, sin obtener resultados favorables.

En este capitulo se considera un escenario similar, pero significativamente diferente, en el cual los
fotones son emitidos por una fuente distante, luego atraviesan un objeto que colapsa sin interac-
tuar con su contenido de materia, y finalmente son detectados por un observador distante. Como
ejemplo, se puede pensar en la radiacion emitida desde una galaxia distante o una supernova,
que atraviesa una nube en colapso y finalmente es detectada en la tierra. Para longitudes de onda
suficientemente grandes, los fotones no interacttian significativamente con la materia que colapsa
y por lo tanto sélo se ven afectados por el campo gravitacional de la nube, representando asi
una posible fuente de informaciéon sobre la distribucién de masa que atraviesan. Este capitulo se

LEste capitulo esta basado en el articulo [61].
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concentra en el corrimiento de la frecuencia de tales fotones, asumiendo que ambos, el emisor y
el receptor son estaticos y se localizan arbitrariamente lejos del objeto en colapso. Para objetos
estacionario, como estrellas en equilibrio, por ejemplo, naturalmente no se espera un corrimiento
en la frecuencia, pues en ese caso idealizado se conserva la energia a lo largo de la trayectoria.
Sin embargo, como se demuestra mas adelante, en el caso de un objeto que colapsa, la dinamica
del espacio-tiempo induce un corrimiento de frecuencia no trivial, el cual siempre se manifiesta
como un corrimiento al rojo en el escenario simple de una nube de polvo esféricamente simétrica
que satisface condiciones poco restrictivas.

Para modelar este problema se asume que el objeto que colapsa esté aislado, de tal manera que
el espacio-tiempo correspondiente es asintéticamente plano. Entonces, un rayo de luz proveniente
de un emisor asintético y detectado por un observador asintético también, se puede describir por
una geodésica nula que se propaga desde el infinito nulo pasado hasta el infinito nulo futuro. En
este trabajo se calcula el corrimiento de frecuencia de los fotones que viajan a largo de geodésicas
nulas radiales, atravesando una nube de polvo esférica por su centro.

En la primera seccién se comienza con el caso simple de una nube con distribucién de materia
homogénea, cuyo interior se puede modelar como un espacio-tiempo de Friedman-Robertson-
Walker (FRW) en contraccion (ver por ejemplo la Seccién [3.3.1)). Cuando los fotones viajan
desde el infinito nulo pasado hacia la nube experimentan un corrimiento al azul dado que se
aproximan a una regiéon donde el campo gravitacional es méas intenso. En el interior de la nube
los fotones también se corren al azul puesto que se propagan en un universo en contraccion. Sin
embargo, se demuestra explicitamente que esos corrimientos al azul se compensan por un par de
efectos Doppler y por el corrimiento al rojo gravitacional que los fotones experimentan cuando
viajan desde la superficie de la nube hasta el infinito nulo futuro, de tal manera que el corrimiento
total siempre es hacia el rojo. De paso se obtienen cotas sobre el corrimiento al azul discutido

en [57]E|

Despties, en la seccion se deriva una identidad geométrica vélida para cualquier espacio-
tiempo esféricamente simétrico con un fluido como materia que colapsa; tal identidad constituye
una interesante relacion entre el factor de corrimiento al rojo a lo largo de rayos nulos radiales
entrantes y salientes, el campo de velocidad de los cascarones que colapsan y la presién radial
del fluido. En el caso particular del polvo, la presion es cero y se tiene una relaciéon directa entre
el factor de corrimiento al rojo y la razon de compacidad de los cascarones. Con base en esa
identidad, en la seccion [7-4] se considera una nube de polvo esférica inhomogénea y se deriva una
cota superior explicita sobre el factor de corrimiento al rojo de los fotones sin momento angular
que viajan desde el infinito nulo pasado hasta el infinito nulo futuro a través del centro de dicha
nube. La cota se deriva primero para el caso del colapso marginalmente ligado y luego para el caso
ligado, asumiendo solamente que la masa es positiva, que no hay singularidades de cruzamiento
y que la energia total de los cascarones es una funcién decreciente del radio de area. La mayor
importancia de esta cota es que implica que los fotones siempre sufren un corrimiento al rojo
total respecto a observadores estacionario asintéticos.

En la seccién se calcula numéricamente el corrimiento total de la frecuencia de los fotones
para una familia particular de datos iniciales simétricos en el tiempo para la nube de polvo. Tal
familia consta del perfil inicial de densidad de masa inhomogénea, el cual estd parametrizado
por la densidad central, el radio inicial de la nube y un parametro inicial que mide el grado
de homogeneidad del perfil: si éste dltimo se elige muy grande, el escenario se aproxima con

2Es importante sefialar que en contraste con el trabajo [57], aqui no se restringe el estudio al colapso margi-
nalmente ligado.
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precision arbitraria al caso homogéneo discutido en la seccién [7.2] y de esa forma se puede
verificar la validez del algoritmo numérico: comparando el corrimiento en la frecuencia calculado
computacionalmente con los resultados de la seccion [7.2} De paso se muestra que la cota superior
para el corrimiento al azul derivada en la seccion |7.4] es consistente con los resultados numéricos.
Luego, se toma una sub-familia particular con masa total y radio inicial fijos para graficar el
corrimiento al rojo total medido por un observador arbitrariamente lejano como funcién de su
tiempo propio. Lo mismo puede hacerse para perfiles con distintas distribuciones de masa -siempre
manteniendo la masa total y el radio inicial constantes-, lo cual sugiere un método observacional
para inferir el perfil de densidad de la nube que colapsa a partir de la funciéon de corrimiento al
rojo. Al final se definen y discuten algunas implicaciones cosmologicas que los resultados pudieran
tener.

A lo largo de este capitulo se usan unidades geométricas, donde la constante gravitacional y la
velocidad de la luz son iguales a uno.

7.2. El caso homogéneo

En esta seccion se deriva el corrimiento al rojo total en el caso simple de una nube de polvo esférica
de densidad homogénea y radio finito. El espacio-tiempo en el interior de la nube corresponde
a un untverso de FRW en contraccién, mientras que el exterior esta descrito por la métrica de
Schwarzschild. Se considera un foton sin momento angular que viaja desde el infinito nulo pasado
(#7) hasta el infinito nulo futuro (#F) a través del centro de la nube (ver la figura [7.1). El
corrimiento en la frecuencia del fotén tiene tres diferentes contribuciones: la primera consta de
un efecto combinado de un corrimiento al azul gravitacional desde .#~ hasta la superficie de
la nube, con un corrimiento al rojo tipo Doppler debido al movimiento de la superficie relativo
a observadores estéticos; la segunda contribucién consta de un corrimiento al azul debido a la
contracciéon del universo; la tercera contribucién es similar a la primera, ahora desde la superficie
de la nube hasta #, pero en este caso el efecto Doppler y el efecto gravitacional son ambos
corrimientos al rojo. Enseguida se calculan explicitamente esas tres contribuciones. El corrimiento
al azul gravitacional medido por observadores estaticos cuando el foton viaja desde .#~ hasta
la superficie de la nube estd dado por (1 —2my /1] )71/2 (los detalles se pueden encontrar en la
referencia [4], por ejemplo), donde m4 es la masa total de la nube y r; es su radio de area en el
momento en que el foton incide en ella. El efecto Doppler debido al movimiento de la superficie
esta dado por g (u, k_) /g (a,k_), donde g es la métrica del espacio-tiempo, u y @ son las cuadri-
velocidades de observadores co-moviles y estaticos en la superficie de la nube, respectivamente, y
k_ es un vector nulo radial entrante proporcional al cuadri-momento del fotén. En términos del
campo vectorial unitario radial saliente w ortogonal a u, se tiene k_ = u — w. Para determinar
el campo vectorial @1, primero hay que recordar que el movimiento de la superficie de la nube
esta dado por la ecuacion de movimiento (ver la ecuacion (3.3))

1 .2 miq

2’/‘ , = El, (71)
donde E; es la energia total de la trayectoria y 7 := u[r]. En lo sucesivo se asume que —1/2 <
E; <0 (ver el Capitulo 3), lo que significa que la trayectoria es ligada (F; < 0) o marginalmente
ligada (E; = 0), y que 2m;/r < 1 en la region donde 72 es pequena, de tal manera que no
haya superficies atrapadas dentro de esa region. Combinando la ecuacion con el requisito
de que afr] = 0 y la definicién invariante de la funcién de masa de Misner-Sharp [35], m(r) =
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Superficie de la nube

Figura 7.1: Diagrama conforme idealizado que muestra la trayectoria de un fotén que viaja desde
el infinito nulo pasado hasta el infinito nulo futuro a través del centro de la nube de polvo que
colapsa. Las etiquetas v se refieren a la frecuencia del fotén en los eventos indicados. También se
muestra la cuadri-velocidad de observadores estacionarios (1) y en caida libre (u) en la superficie
de la nube.

r[1 — g(dr,dr)]/2 = r(1 +u[r]?> — w[r]?)/2, se obtiene que w[r] = /1 + 2E; y entonces

P (\/1+2E1u—fw). (7.2)

_ 2m1
1 T

Por lo tanto, el efecto Doppler es

gluk)  VI- (7.3)

g, k) VI+2E —7 ’

T=7y

y el corrimiento en la frecuencia del fotén entre un observador estéatico arbitrariamente cercano
a .~ y un observador en caida libre con la superficie de la nube es

o L (7.4)

Voo \T+2E; +4/Ci +2E;

Recordando la definicion de la razén de compacidad de la nube, C = 2m/r, se observa que en

el caso particular del colapso marginalmente ligado (E; = 0), el corrimiento en la frecuencia se
-1/2

simplifica a vy /vy, = |14+ 4/Cy < 1, lo que muestra que en este caso el corrimiento al

rojo de Doppler domina al corrimiento al azul gravitacional.

En el interior de la nube que colapsa, el fotén experimenta un corrimiento al azul debido a la



7.2. El caso homogéneo 107

contraccion del universo de FRW (ver por ejemplo la referencia [46]) dado por

v a(r) G

v a(r) G i

donde 71 denota el tiempo propio de un observador co-movil con la superficie de la nube y donde
se ha usado el hecho de que el factor de escala a(71) es proporcional al radio de area r a lo largo
de esa misma superficie.

Finalmente, el corrimiento al rojo entre la superficie de la nube y un observador estatico arbitra-
riamente cercano a .1 esta dado por

vl
f:\/1+2E1—y/Cf+2E1 <1, (7.6)

como lo demuestra un calculo similar al que condujo a la ecuacion ([7.4)).

7.2.1. El corrimiento al rojo total

De los resultados obtenidos hasta ahora se concluye que el corrimiento total en la frecuencia de

los fotones es
v o VIHF2E —\/Cf +2E, -
X = = . 7.7

vo  Cr TT2E; +4/C; + 28,

Esta formula se puede simplificar encontrando la relaciéon explicita entre las razones de compaci-
dad Cf y C; mediante la integraciéon de los rayos de luz dentro de la nube. Para ello, primero hay
que notar que el radio de area es proporcional al factor de escala, es decir r = rga(7) con alguna
constante 1y independiente de 7. Sustituyendo esta relaciéon en la ecuaciéon se obtiene la
ecuacion de Friedmann

A
2
a*=——k, 7.8
- (79)
con \ := 2m/rd y el parametro de curvatura espacial k := —2FE; /r3. De acuerdo a la convencién

usual, se elige 79 tal que k = 1 cuando E; < 0, en cuyo caso la geometria espacial es S3. En el
caso marginalmente ligado k es cero, lo que corresponde a una geometria espacial plana y r( es
indeterminado. La métrica del espacio-tiempo de FRW es entonces

g = —dr’ +a(r)? (dR? + sinn®(R)dQ?) , (7.9)

con sinn(R) = sin(R) para k = 1 y sinn(R) = R para k = 0, y se sigue que ry = sinn(R).
Integrando a lo largo del rayo nulo dentro de la nube se obtiene

+
odr
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Usando la ecuacion de Friedmann (7.8]) se llega a

a(ry ) . a(T1+) k=0

)

R, = by a(T+>)\ oo (7.11)
arccos( 'S )—arccos( ' >, k=1

lo cual conduce a la siguiente relacion entre las razones de compacidad Cfr y Ci:

IS _ Aem - Je- N N - y-ni i
a = 1 =+ 2E1 — Cl + 2E1 (0] G = 1+ 2E1 4+ Cl =+ 2E1 (712)

Usando estas relaciones para eliminar Cj" en la ecuacion (7.7), se obtiene

I U Cr
T1-c | 21
! <,/1 +2E) —/C] + 2E1>

Como se trata de un colapso (7 < 0), y como se ha supuesto que el rayo de luz esta fuera del
horizonte de eventos, es decir Cf‘ < 1, entonces la razéon de compacidad en el momento en que el
rayo penetra la nube C; esta restringido al intervalo

(7.13)

NI
8l‘8+

1

—2B <Cf <
1<C < 4(1+2E,)

(7.14)

Esto a su vez restringe F; al intervalo —1/4 < E; < 0.

Cuando el rayo de luz incide sobre la nube en el instante en que ésta se encuentra en reposo
(r=0),C; =—2E; >0, y el corrimiento total en la frecuencia es

+
Yo _ L&Q <1, (7.15)
Ve 1+4FE;+4E7

lo que implica un corrimiento al rojo. Cuando C; se aproxima a su cota superior [4(1 + 2E1)] 71,
la razon de frecuencias vt /vy converge a cero, lo cual es de esperarse porque en este caso el
rayo de luz sale de la nube en un punto muy cercano al horizonte de eventos, implicando un
corrimiento al rojo enorme en la regiéon de Schwarzschild. Para analizar el comportamiento del
corrimiento en la frecuencia dentro del intervalo es conveniente introducir las cantidades
adimensionales z := —7//1+2E y €1 := —2F1 /(1 +2E4), 0 < g1 < 1, en términos de las cuales
la ecuacion ((7.13)) se puede re-escribir como

(14 e)
Voo _ (14 7
Ve YA+ a)A—ap)?

1—61—255;

(7.16)

con 0 < 7 < (1 —e1)/2. Derivando explicitamente el lado derecho respecto a x] se comprueba
que la razon de frecuencias v /v es una funciéon mondtonamente decreciente de z; dentro del
intervalo 0 < 27 < (1 —&1)/2, de forma que tal razon siempre es menor que 1. Esto conduce a
la primera conclusiéon importante de este capitulo: un rayo de luz radial que atraviesa una nube
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de polvo esférica y homogénea a través de su centro, siempre se corre al rojo.

En el limite €1 — 0, el cual corresponde al caso del colapso marginalmente ligado, la ecua-

cion (7.16]) se simplifica a

+
I/OO

= <1+;—_)(21x1 sy RO, o

y resulta que el factor de corrimiento al rojo z := vy /vt — 1 =2(z )3 + O*(z]) se escala como
la razon de compacidad a la potencia 3/2 para x] pequena.

7.2.2. Sobre el corrimiento al azul de fotones emitidos desde el interior
de la nube

Como se mencion6 al inicio de este capitulo, en el trabajo reciente de Kong et al. [57] se mostro
que los fotones emitidos desde el interior de la nube pueden experimentar un corrimiento al
azul en lugar de un corrimiento al rojo cuando son detectados por un observador distante y
estacionario. En [57] se ha analizado solamente el caso del colapso marginalmente ligado, y aqui
se generaliza esa discusion para el caso ligado, el cual es méas general.

De los resultados obtenidos hasta ahora se sabe que todos los fotones dentro de la nube homogénea
se corren al azul, pero el maximo de ese corrimiento se obtiene al considerar los que son emitidos
desde la superficie de la nube, que la atraviesan por el centro y finalmente escapan a #+.
Asimismo, de los resultados previos se obtiene la siguiente expresion para el corrimiento de

frecuencia de tales fotones: N
v 1—¢ey —227
2 = Tte—— b
v (1—a7)?
En el caso marginalmente ligado, el cual corresponde al modelo de colapso de Oppenheimer-
Snyder [5], esta expresion se simplifica a vi /vy = (1 —227)/(1 —27)% = 1 + 2] + O%*(a7),
mostrando que es posible tener un corrimiento al azul para x; suficientemente pequena.

(7.18)

En general, la expresion en el lado derecho de la ecuacion ([7.18) tiene un maximo local en
x; = (1 —3¢e1)/4, donde
v 32 1

(o8]

vl T 2T (14 e1)?/

Por lo tanto, los fotones que emanan desde la superficie de la nube con x; ~ (1 — 3¢1)/4 se
corren al azul si g, < e} := 8-2/3/9 — 1 ~ 0.1199. Por encima de ese umbral el corrimiento
en la frecuencia siempre es menor que uno, y por lo tanto, los fotones sin momento angular que
son emitidos dentro de la nube homogénea durante un colapso ligado y con €; > &7, siempre
experimentan un corrimiento al rojo medido un observador distante y estacionario.

7.3. Relacion entre la razén de compacidad y el factor de
corrimiento al azul
En esta seccion se deriva una identidad geomeétrica vélida para cualquier espacio-tiempo esférica-

mente simétrico (M, g) que satisfaga las ecuaciones de campo de Einstein con el tensor de energia-
impulso T correspondiente a un fluido. Como se discuti6 en la Seccion tal espacio-tiempo es
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de la forma M = M x S2 con la métrica g = g + r2(dv? + sin® 9dyp?), donde § = japdada® es
una métrica Lorentziana 2—dimensional sobre M y r es la funcién de radio de area. El tensor de
energia-impulso del fluido tiene la forma genérica

T = (puaup + p1 wowy)dzdz® + r?p) (d9* + sin? 9dp?), (7.19)

con u = u®d, la cuadri-velocidad del fluido y w = w®d, el vector radial, unitario y saliente
ortogonal a u. Aqui p, p1 y pj| denotan la densidad de energia y las presiones radial y tangencial
del fluido medidas por observadores lagrangianos, respectivamente. Enseguida las ecuaciones de
campo de Einstein-Euler se pueden re-escribir como

(@aﬁbr)tf = =2mr(p+ pL)(uqup + wawy), (7.20)
- 2m
Ar = = —4rr(p—pi), (7.21)

donde V es la derivada covariante asociada con (M, g), Ar = gV, Vyr y (tf) denota la parte
sin traza.

Los campos vectoriales u y w dan lugar a los campos vectoriales radiales nulos entrantes y
salientes k_ :=u—w y k; := u+ w. En lo sucesivo, las cantidades ., definidas por

Vi ky = =81k, (7.22)

juegan un papel importante porque determinan el corrimiento al azul a lo largo de las geodésicas
nulas radiales entrantes y salientes medido por observadores co-moéviles con cuadri-velocidad u.
Especificamente, si v es la frecuencia de una senal de luz radial medida por un observador con
cuadri-velocidad u, entonces v satisface la ecuacion diferencial

ki [log l/] = ,Bi
a lo largo de geodésicas nulas entrantes (-) y salientes (+). Usando el hecho de que k4 son radiales
y nulos, ademas de su normalizacion relativa g(ky,k_) = —2, se llega a que
Vi ks = fiks, (7.23)

y a que la aceleracion de los elementos de fluido satisface

BB

=Vau=
a u 5

(7.24)

Enseguida se introduce (el valor absoluto de) la velocidad de los elementos de fluido en caida
libre V := —u]r|, donde el signo menos indica que los elementos de fluido se mueven hacia el
centro. La identidad clave se obtiene aplicando los campos vectoriales nulos k4 sobre V. Usando
el hecho de que 2u = k + k_ y las ecuaciones ([7.22}f7.23)), se obtiene

ki[V] = —kyulr] = —% (KK (TuT0r) — Ar] + Bawlr]. (7.25)

En este punto se usan las ecuaciones de campo de Einstein ([7.20}7.21]) para eliminar las segundas
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derivadas de r y obtener, de la ecuacion (7.25)), la identidad
ki [V] = dmrp. + % + Bowlr]. (7.26)

Para ver la relevancia de esta identidad, considérese el caso particular del colapso de polvo
marginalmente ligado, para el cual p; =0, a=0, wir] =1,y V = —u[r] = v/2m/r es la raiz
cuadrada de la razén de compacidad. Bajo estas suposiciones, la ecuacién se simplifica
considerablemente y conduce a

kellogv] = B = ke [V]F 5. (7.27)

Esta es la identidad clave que proporciona una relaciéon directa entre el corrimiento al azul a lo
largo de los rayos nulos radiales y la razén de compacidad. Las consecuencias de esta identidad
y su generalizacion para el caso del colapso ligado de polvo se discuten en la siguiente seccion.

7.4. El corrimiento al rojo total en el caso de una nube in-
homogénea

En esta seccion se aborda el caso en que los fotones cruzan una nube de polvo en colapso cuyo
perfil de densidad es genérico y no necesariamente homogéneo. Para ello, es preciso establecer
claramente las siguientes suposiciones:

(i) La densidad de masa es no-negativa, es decir m >0y m’ > 0.
(ii) La energia total de los cascarones es una funcién decreciente de R, es decir E/ < 0.

(iii) 7' > 0, lo cual excluye la posibilidad de que se formen singularidades de cruzamiento.

7.4.1. El caso del colapso marginalmente ligado

Como se explico en la seccién anterior, el caso particular del colapso marginalmente ligado se
caracteriza por el hecho de que todos los cascarones de polvo tienen energfa total cero (E(R) = 0),
y en este caso se tiene la identidad simplificada , que relaciona el corrimiento en la frecuencia
con el cambio de z :=V = /2m/r a lo largo de geodésicas nulas radiales entrantes y salientes.
En el caso saliente, la integracién de la ecuacién desde el centro hasta la superficie de la
nube (ver la figura conduce al siguiente corrimiento en la frecuencia:

+ Ry
v n m
oo =P <x1 —/O T2r’dR> ) (7.28)

donde se ha parametrizado el rayo de luz por la coordenada R, se ha usado el hecho de que
k., [R] =1/r", y que x — 0 cuando R — 0 a lo largo del rayo de luz. De manera similar en el
caso entrante, la integracion de la ecuacion ([7.27) desde la superficie de la nube hasta su centro

conduce a
Ry
20— exp <:1:1 +/ @r’dR) , (7.29)
l/l 0 T
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lo cual es evidentemente mayor que 1, implicando un corrimiento al azul. Por lo tanto, el corri-
miento en la frecuencia de los fotones emitidos desde la superficie de la nube, que pasan por el
centro y son recibidos por un observador co-moévil en un punto diametralmente opuesto sobre la
superficie de la nube esta dado por

I/+ Ry 7 7!
L =exp |2 2] + / m(R) | | — =| |dR]|, (7.30)
vy 0 T r +

donde los subindices (—) y (+) indican evaluacion a lo largo de rayos nulos entrantes y salientes,
respectivamente.

Enseguida se agrega la contribucion del corrimiento de frecuencia entre un observador estatico
arbitrariamente cercano a .#~ y un observador en caida libre en la superficie de la nube, asi
como la contribuciéon del corrimiento de frecuencia entre la superficie de la nube y un observador
estatico arbitrariamente cercano a .# 1. Tales contribuciones son independientes del interior de la
nube y fueron calculadas explicitamente en la seccion El corrimiento de frecuencia resultante
para un rayo de luz radial que se propaga desde .# ~ hasta .#+ pasando por el centro de la nube

es
Ry 7
o + a7 +/ m(R) | | — dR
0 - +

r
Para encontrar una cota superior para este corrimiento de frecuencia, primero hay que notar que
a lo largo de los rayos nulos se tiene

!
r2

2

= ex
Voo 1+« P

+
L : (7.31)
1

1 ! A
Lotk |- =S F L,
r r r2 72

asi que la integral en el lado derecho de la ecuacion (7.31) se puede escribir como

Rl d 1 Rl r'F
_/0 m(R) (dRr +> dR+/O m(R) <T2++ ) dR.

Integrando por partes el primer término se obtiene

r'r

r2

d 1

dR T

+ Ry 1 1 /0 /.
o= = o)) e [/ m'(R) ( o +> +m(R) ( St ) dR| . (7.32)
con las funciones fi definidas como
fo(z) = (1 —x)exp(z + 22/2), fo(z):=(1+x) Lexp(z —2%/2), z>0. (7.33)

La afirmacion por demostrar es que la expresion dentro de los corchetes del lado derecho de la
ecuacion es negativa o cero. Para verlo, hay que recordar que m y m’ son no-negativas
puesto que se asumié una densidad de masa no-negativa; ademés, como la nube colapsa, es
evidente que r~ > rT pues para un cascarén parametrizado con un valor fijo de R, su radio de
area r es mayor en el momento en que es penetrado por el rayo de luz que en el momento en que
el rayo sale del mismo; finalmente, teniendo en cuenta que 7 < 0 y la suposicién de que no hay
singularidades de cruzamiento (r’ > 0), se concluye que el corrimiento total de frecuencia esta
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acotado por arriba de acuerdo a
+
v _
=22 < fo(af) f-(a1), (7.34)
Voo
con las funciones fi definidas en la ecuacion ([7.33)), las cuales son monoétonamente decrecientes
en el intervalo 0 < x < 1 y satisfacen f(0) = f_(0) = 1. Lo anterior demuestra que hay un

corrimiento total al rojo, igual como ocurre en el caso homogéneo.

Ademas, como z] > x] y fi es monétonamente decreciente, se puede estimar f, (z) < fi (z])
y obtener la cota solamente en términos de 7 :

+ —
Yoo -z

< frla)f-(a7) =

Vso 14+a2,

exp(2z7 ). (7.35)
En particular para valores pequenos de ] se tiene

+
Voo o _ % (1) + O (7). (7.36)

1%

Comparando esto ultimo con el resultado del caso homogéneo en la ecuacion se observa
que el factor de corrimiento al rojo z = v /vE — 1 tiene la misma dependencia en la razon
de compacidad C; = (27 )? pero con la constante —2/3 en lugar de —2. Por lo tanto, para C;
pequena, la cota superior deducida en esta secciéon reproduce la dependencia correcta en términos
de la razon de compacidad pero con una constante mayor.

7.4.2. El caso genérico

A continuacion se generaliza la cota (7.34]) para el caso en que los cascarones de polvo tienen una
energia total cero o negativa (F(R) < 0). En este caso se sigue la misma cadena de argumentos
que en el caso marginalmente ligado, empezando con la identidad (7.26]) con p; =0y wir] =

V14 2E. Introduciendo la variable adimensional © := V/v/1+2E =/ sz +2E/+/1 4 2E como

en la seccion e integrando la ecuacion (|7.26) a lo largo de los rayos de luz radiales entrantes
y salientes, se encuentra la generalizacion de las ecuaciones (|7.28)) y (7.29),

+ Ry / Ry /
v +_ m_ TR / _2E iR 7.37
Yo eXp<x1 /0 11262 ) 1328 ) (7:37)

Ry / Ry /
Vo _ m T zFE
(U T L) .
o exp (xl /0 T 9 R /0 T3 R> , (7.38)

donde se ha usado el hecho de que kyi[R] = £+/1+4 2E/r'. Lo anterior conduce a la siguiente
generalizacion de la ecuacion ([7.31) para el corrimiento total en la frecuencia:

R1 / Ry /
Ftar SRR dR / B (ot vu)dR
R +/0 1+2E <1"2 +> ) 1)

(7.39)

+ I ’
ve,  1—xf r
r2

= ex .
Voo 14+z, P
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Usando la siguiente identidad a lo largo de los rayos nulos radiales entrantes y salientes:

da1_ H_ v
dRr Vit 2E —|r| r2$\/1+2ET2’

e integrando por partes, se obtiene finalmente

2 + - nom (! e
E—f#%)f—(g”l)e}(p /0 1425 \ r +

i m r'r ! S Ol L, 2 N2
+ /0 ESTEE <r2++ _)dR+/0 Y {x +a2” + () = (= )}dR :

r'r

e
donde las funciones fi son las mismas que fueron definidas en . Los argumentos dados en
el caso marginalmente ligado también son validos aqui e implican que las dos primeras integrales
en el lado derecho son negativas o cero; en cuanto a la tercera integral, ésta también es negativa
o cero de acuerdo a la suposicion de que £’ < 0 y al hecho de que ™ > x~. Por lo tanto se
llega exdctamente a la misma estimacion para la razon de frecuencias v /vy que en el caso
marginalmente ligado (ver la ecuacion ) En particular, hay un corrimiento al rojo total, y
para z; pequena, el factor de corrimiento al rojo se escala como (z7)3.

1

r

7.5. Ejemplos numéricos

En esta seccion se dan algunos ejemplos numéricos para el corrimiento al rojo de un fotéon con
momento angular cero que viaja desde .#~ hasta .# T a través de la nube de polvo que colapsa.
Para ello se considera una nube de polvo inicialmente en reposo y cuyo perfil inicial de densidad
esta dado por (los detalles sobre este perfil particular se pueden encontrar en la referencia [68])

po(R) = pe ll - <1§1>2n

donde R; es el radio de area inicial de la nube, p. > 0 es la densidad central, y el parametro
n > 1 proporciona una medida del grado de homogeneidad del perfil y es tal que en el limite
n — oo se recupera el caso homogéneo discutido en la seccién Notese que po(R1) = 0, de
tal manera que la densidad es una funcién continua y mondétonamente decreciente en el intervalo
(0, Ry). Para lo sucesivo se fijan el radio inicial R; y la masa total de la nube, la cual esta dada
por

AT 4 2n
= . ———, 41
mi 3 Rip o+ 3 (7.41)

y entonces la densidad central del perfil (7.40)) en términos del parametro libre n > 1 es

_ 3
pe=7 (1 " %) , (7.42)

donde p := 3m; /(47 R3) es la densidad inicial promedio de la nube. En la figura se muestra
este perfil inicial de densidad para diferentes valores de n.

Como una primera prueba numérica, en la ﬁgura que corresponde al perfil (7.40) con n = 50
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Figura 7.2: Perfil inicial de densidad po(R)/p descrito en (7.4047.42)) como funcion de R/R; para
n = 1.5,2.5,10, 50, 150.

y 2m1/R; = 1/10, se muestra la razon total de frecuencias v /v como funciéon de la razén de
compacidad C;~ de la nube en el momento en que el rayo de luz sale de la misma. Esa curva se
compara, con la cota superior obtenida en la ecuacion de la seccion Para este perfil de
densidad inicial particular, la condicion E’ < 0 deja de ser valida dentro de la nube, sin embargo
la figura [7.3] muestra que ain en ese caso la cota sigue siendo valida. La integracion numérica de
los rayos de luz radiales se llevé a cabo mediante un algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden
de precision.

En la figura se muestra la razon de frecuencias v /v calculada numéricamente para un
fotén que recorre una trayectoria v desde .#~ hasta ™+ a través del centro de una nube con
razén de compacidad inicial fija 2m4/R; = 1/10 pero con diferentes distribuciones de densidad.
Este corrimiento de frecuencia se muestra como funcién del tiempo propio 7 de un observador
estatico arbitrariamente distante que enciende su cronémetro y su espectrometro al tiempo 7 = 0
cuando detecta el rayo de luz radial 7 el cual incide sobre la nube en el momento en que ésta se
encuentra en reposo. A continuacién se muestra como este tiempo propio 7 se puede relacionar
con el radio de area 7" de la nube cuando el foton sale de la misma: en términos de coordenadas
de Schwarzschild estandar se tiene

2my 2m,

T=4/1- (u — ugp),

t—to)=4/1—
Tobs ( ) Tobs

donde 7.5 es el radio de area del observador estético, t y to son los tiempos de Schwarzschild

en el momento en que el observador detecta los rayos de luz v y 7, respectivamente, y u =

t—r—2Mlog(r/2M —1) es el tiempo retrasado, el cual es constante a lo largo de las trayectorias

v ¥ 7Yo- Por otro lado, en la superficie de la nube, u esta dada por (ver el Apéndice [C))

u(y) = —4my log(—U(y)),
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Figura 7.3: Comparacion del corrimiento total de frecuencia vl /vy, con su cota superior dada
en la ecuaciéon en la seccion El perfil inicial de densidad corresponde al dado en la
ecuacion con n = 50 y 2my;/R; = 1/10. La cota se mantiene valida incluso cuando en
este caso E’ > 0 en una region dentro de la nube cercana a la superficie. Notese que la cota es
practicamente exacta en el limite Cf — 1, el cual corresponde a un rayo de luz que sale de la
nube muy cerca del horizonte de eventos.

donde para un dato inicial simétrico en el tiempo,

Uly = (Vlij\/la%)x
1
2 /1 — 2 1 22 /1 — 2
exp{y oy | L4 2ai arctan <y>+y l—yzl},
Y

aj ai

2 2
2a% 2a%

con ay := y/2mi/Ry y y := /r/R;. Como u es constante a lo largo de rayos nulos radiales
salientes, se obtiene que para observadores con r.,s > 2m; localizados a muchos radios de
Schwarzschild de la nube que colapsa,

_ u()
T = 4m log (U(yf)) , (7.43)

donde yf =4/ rf /R1. Una observacién interesante es que para m; y R; fijos, el corrimiento al
rojo es mayor para nubes cuyo perfil de densidad es poco homogéneo, es decir mas concentrado
cerca del centro (n pequena), que para nubes cuyo perfil es muy homogéneo (n grande).

Finalmente se discute el efecto de corrimiento al azul estudiado en la referencia [57] por Kong
et al., donde se argumentd que los fotones emitidos desde el interior de la nube que colapsa
pueden experimentar un corrimiento al azul medido por observadores distantes. En la figura [7.5]
se muestra la razon de frecuencias vl /vy para fotones que viajan en trayectorias radiales que
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Figura 7.4: El corrimiento total de frecuencia v}, /v que experimenta un fotén que viaja desde
7~ hasta £ T a través del centro de una nube con razén de compacidad inicial fija 2my /Ry =
1/10, mostrada como funcién del tiempo propio 7 de un observador estatico arbitrariamente
distante. Este corrimiento de frecuencia fue calculado usando las diferentes distribuciones de
densidad mostradas en la figura [7.2] Se observa claramente que para una masa total fija, el
corrimiento al rojo es mayor para nubes cuyo perfil de densidad es poco homogéneo (n pequena)
que para aquellas con perfil casi homogéneo (n grande).

emanan de la superficie de la nube, la atraviesan por el centro y llegan a .# . Como puede verse,
para la familia de datos iniciales considerada, existen fotones que experimentan un corrimiento al
azul (vl /vy > 1), sin embargo es claro que tal efecto solamente ocurre para perfiles de densidad
que son casi homogéneos (n grande). Para perfiles poco homogéneos (n < 10) ninguno de los
fotones se corre al azul, lo que sugiere que tal efecto podria ser dificil de detectar en la préctica.

7.6. Discusion

En este capitulo se ha estudiado el corrimiento de frecuencia de rayos de luz que se propagan
en un espacio-tiempo dindmico asintéticamente plano descrito por el colapso gravitacional total
de una nube de polvo esféricamente simétrica. Como primera aproximaciéon al problema se ha
asumido que los fotones no tienen momento angular y no se dispersan ni experimentan algin
otro efecto debido a interacciones con la materia que colapsa. Especificamente, se han considerado
fotones provenientes del infinito nulo pasado que atraviesan la nube de polvo por el centro y luego
escapan al infinito nulo futuro; al respecto, se ha discutido la informacién que se puede obtener del
corrimiento de su frecuencia, la cual es medida por observadores estacionarios. La suposicion de
que los fotones no interacttian con las particulas de polvo cambia esencialmente la concepcion del
trabajo de Kong et al. [57, [67], donde se supone que los fotones son emitidos desde el interior de
la nube, lo que involucra procesos complejos que deben ser simplificados asumiendo un espectro
de emision particular. En este sentido, el enfoque de este trabajo es mas limpio y mas simple
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Figura 7.5: Célculo numérico de la razon de frecuencias v} /v para fotones que viajan desde la
superficie de la nube, la atraviesan por el centro y son detectados en .# " en funcién del tiempo
propio 7 de por un observador estatico arbitrariamente distante. En todos los casos la razén de
compacidad inicial de la nube es 2m;/R; = 1/10. Para perfiles de densidad casi homogéneos (n
grandes), algunos fotones experimentan un corrimiento al azul (v1 /vy > 1), sin embargo tal
efecto no ocurre con perfiles poco homogéneos (n pequeiias).

puesto que se asume que los fotones provienen de fuentes conocidas a priori, como explosiones
de supernovas o la radiacién césmica de fondo, por ejemplo.

Primero, se ha analizado la situacién simple en la cual la nube posee una distribuciéon de densidad
homogénea: bajo este modelo, el colapso de la nube esté descrito por un espacio-tiempo de FRW
en contracciéon mientras, que el exterior esta descrito por la métrica de Schwarzschild. En este
escenario, se han considerado fotones propagandose desde .# ' hasta .# ~ pasando por el centro de
la nube, los cuales experimentan un corrimiento de frecuencia que consta de tres contribuciones,
la primera de ellas consiste de un corrimiento al azul gravitacional entre el emisor estatico cerca
de #~ y la superficie de la nube, combinado con un corrimiento al rojo tipo Doppler debido al
movimiento de la superficie respecto a observadores estaticos; la segunda contribucién consiste
de un corrimiento al azul debido a la contraccién del espacio-tiempo de FRW; y la tercera
contribucién es una combinacién de un corrimiento al rojo tipo Doppler en la superficie de la
nube, con un corrimiento al rojo gravitacional entre dicha superficie y un observador estatico
cerca de .#T. El calculo explicito de estas tres contribuciones en conjunto revela que los fotones
siempre se corren al rojo respecto a observadores estaticos. Ademés se ha escrito el corrimiento
de frecuencia en funcién de la razon de compacidad de la nube al momento en que es incidida
por el rayo de luz. Adicionalmente, se ha calculado el corrimiento de frecuencia de los fotones
que son emitidos en la superficie de la nube para luego atraviesarla por el centro y escapar a
#7T. Los resultados obtenidos en este trabajo confirman el hecho de que algunos de los fotones
pueden experimentar un corrimiento al azul, como se mostro en la referencia [57] para el caso
particular del colapso marginalmente ligado, sin embargo, aqui se ha demostrado que en el caso
ligado existe cierto umbral en la energia total por debajo del cual todos los fotones se corren al
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rojo.

Después se ha dado un paso méas alla del caso de densidad homogénea y se ha considerado el
modelo de Tolman-Bondi con dato inicial genérico. Con base en una identidad geométrica que
relaciona el factor de corrimiento al azul a lo largo de las geodésicas nulas radiales entrantes y
salientes con la razéon de compacidad de los cascarones que colapsan, se ha encontrado una cota
superior sobre el factor de corrimiento al azul de los fotones sin momento angular que viajan
desde .#~ hasta #*. Asumiendo solamente una densidad de masa no-negativa, la ausencia de
singularidades de cruzamiento y que la energia total es una funcion decreciente del radio de &area,
la cota se puede expresar en términos de las razones de compacidad de la nube en los momentos
en que el rayo entra y sale de la nube. Esta cota implica, en particular, que los fotones siempre
se corren al rojo.

Después se calculd el corrimiento en la frecuencia experimentado por los fotones como funcién del
tiempo propio de un observador estacionario arbitrariamente lejano, y se mostré la dependencia
de tal funcién en la distribucion de masa del objeto que colapsa, lo cual conduce al problema
inverso que consiste en determinar la distribuciéon de masa a partir del corrimiento de frecuencia
observado en funcion del tiempo propio.

La cota para el corrimiento de frecuencia derivada en este capitulo también es valida para una
nube de polvo esférica que colapsa y forma una singularidad desnuda siempre que la razén de
compacidad 2m/r converja a cero cuando uno se aproxima al centro a lo largo de rayos de luz
entrantes y salientes. Tal condicion se cumple para rayos de luz radiales que pasan arbitrariamente
cerca del primer punto singular bajo suposiciones razonables y genéricas sobre el dato inicial que
caracteriza el colapso, y como consecuencia, esta cota excluye la posibilidad de que los fotones
que viajan a lo largo de tales rayos de luz se corran al azul en una magnitud arbitrariamente
grande, lo cual hubiese indicado una inestabilidad del horizonte de Cauchy. En ese sentido, este
resultado es consistente y confirma el resultado del capitulo 4E|

Adicionalmente, el estudio del corrimiento al rojo total en este capitulo indica que una nube
de polvo que colapsa no se puede concebir como un mecanismo que provee de energia a los
fotones cosmolégicos, como por ejemplo aquellos emitidos por supernovas, galaxias distantes
o la radiacién cosmica de fondo; por el contrario, tales fotones experimentarian una pérdida
de energia cada vez que atravesaran una nube en colapso gravitacional. Entonces una pregunta
relevante es: ;los fotones cosmoldgicos que atraviesan varias nubes de polvo interestelar en colapso
pueden experimentar un corrimiento al rojo comparable en magnitud al corrimiento al rojo que
experimentan debido a la expansion del universo? Tipicamente esas nubes interestelares son muy
poco compactas y estan lejos de poder ser consideradas en el régimen relativista (su razon de
compacidad C = 2m/r es mucho menor que uno), y en ese caso los calculos realizados en las
secciones y revelan que el factor de corrimiento al rojo z debido al colapso se escala de
acuerdo a

p=22 1~ Y2 (7.44)

vk

lo cual sugiere que la correcion al corrimiento al rojo cosmolégico es casi despreciable, a menos
que el fotén atraviese un ntumero enorme de nubes interestelares en colapso gravitacional.

3En el caso marginalmente ligado, este resultado también coincide con el de la referencia [23].






Capitulo 8

Distinciéon observacional entre
singularidades desnudas y agujeros
negros

Desde el punto de vista tedrico -y astrofisico en particular-, es importante contar con herramientas
teoricas listas y a la mano para poder distinguir la formacion de una singularidad desnuda de
la de un agujero negro durante el colapso gravitacional de un sistema aislado. Por ejemplo, se
puede obtener informacién importante sobre la naturaleza del objeto que colapsa a partir del
espectro de radiacion electromagnética emitida desde la superficie o desde el interior del objeto
(ver las referencias [62] 63, [64], 65] [66] 57, [67]). En este capitulo, siguiendo las ideas del capitulo
anterior, se considera un escenario fisico en el cual la radiacién, en lugar de originarse en el
interior del objeto en colapso, proviene de una fuente lejana y lo atraviesa sin interactuar con
la materia. Esa fuente podria ser una supernova distante o ser parte de la radiaciéon coésmica
de fondo, por ejemplo. Este escenario tiene algunas similitudes con el que se plantea en las
referencias [69, [70, [7T], donde se discute la idea de usar lentes gravitacionales para distinguir
agujeros negros de singularidades desnudas descritas por una solucién estatica y esféricamente
simétrica de las ecuaciones de Einstein con un campo escalar no-masivo, sin embargo la diferencia
es que aqui se tiene un espacio-tiempo dinamico dado que describe un colapso, y ademaés el analisis
se centra en el comportamiento de los fotones entrantes que pasan cerca de la singularidad.

En el resto de este capitulo, como se ha hecho a lo largo de todo el trabajo, se asume que el objeto
que colapsa es una nube de polvo esférica y que los fotones que la atraviesan carecen de momento
angular. Especificamente, se consideran fotones que viajan desde el infinito nulo pasado hasta el
infinito nulo futuro a través del centro de la nube de polvo y se muestra que el corrimiento al
rojo experimentado por tales fotones en funcion del tiempo propio de un observador estacionario
distante, exhibe rasgos distintos dependiendo del estado final de la nubeE]

LEste capitulo esta basado en el articulo [72]
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Figura 8.1: Diagrama conforme para ilustrar la situacion bajo consideraciéon: un haz de fotones
que se propaga desde .#~ hasta £ a través del centro de la nube en colapso. La frecuencia
medida por observadores lejanos estéticos es vy en el pasado y vL en el futuro. El rayo de luz
etiquetado por 7 = 0 corresponde al que penetra la nube en el instante de simetria temporal, es
decir cuando la nube se encuentra en reposo (linea horizontal), y marca el momento en el cual el
observador en la region asintotica futura enciende su detector.

8.1. Caracteristicas distintivas de una singularidad desnuda
a partir del corrimiento al rojo

Considérese un haz de fotones sin momento angular proveniente del infinito nulo pasado (.¢ )
con frecuencia v medida por un observador lejano estatico. Este haz de fotones atraviesa la nube
por su centro y finalmente se propaga al infinito nulo futuro (# 1) con frecuencia vJ, medida por
un observador lejano estatico. Ver la figura [81]

Considérese un dato inicial simétrico en el tiempo para la nube que colapsaEI, a saber, la siguiente
familia de perfiles de densidad, la cual fue introducida y ampliamente usada en la referencia [I8],

R 2 R 4
p(R) = pe x 1_2a(37> +(2a_1)<b‘7) » VSRR, (8.1)
0, R > Ry,

donde R; > 0 es el radio de area inicial de la nube, p. > 0 es su densidad central y a es un
parametro adimensional que provee una medida del grado de homogeneidad del perfil y esta
restringido al intervalo 0 < a < 1. Este perfil es continuo y monotonamente decreciente en el
intervalo [0, 00) y satisface los requerimientos fisicamente razonables (i)-(viii) listados y amplia-
mente discutidos en el capitulo 3, excepto por la falta de diferenciabilidad en la superficie de la
nube (R = R;). En particular, este perfil de densidad es suave en el centro de la nube, donde
Orp(0) = 0y 9%p(0) < 0. Como se discuti6 antes, tales condiciones garantizan la formacion de

2Se ha experimentado numéricamente con datos iniciales asimétricos en el tiempo y los resultados son cualita-
tivamente similares.
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una singularidad de enfoque visible para observadores locales, y ademaés, en el capitulo 3 se han
establecido condiciones sobre los pardmetros para garantizar la formaciéon de una singularidad
desnuda. Para la densidad definida en la ecuacion (8.1)) la masa total de la nube es

4 6 3
my = gwapc 1-za+ ?(2a —1)]. (8.2)

Para lo siguiente se elige a = 1/2 -se comprob6 que otras elecciones para a conducen a resultados
cualitativamente similares-.

Enseguida se calcula numéricamente la razon de frecuencias v /vy como funciéon del tiempo
propio 7 de un observador estatico distante -de igual manera que en el capitulo anterior-, el cual
enciende su cronémetro (7 = 0) cuando recibe el rayo de luz radial que incide en la nube en el
momento de simetria temporal, es decir, en el instante en que la nube se encuentra en reposo
(ver la figura . Al respecto es importante aclarar que se trata de una convencion arbitraria,
aunque geométrica, para fijar 7 = 0.

La formula explicita para calcular la razén de frecuencias v} /vy fue derivada en el capitulo
anterior (ver la ecuacion ((7.39))). Para dicho calculo se requiere integrar numéricamente los rayos
de luz radiales (ecuacion (3.10)), para lo cual se implement6 el mismo algoritmo de Runge-Kutta
de cuarto orden descrito en el capitulo anterior.

El panel izquierdo de la ﬁguramuestra el corrimiento total de frecuencia vL /v como funcion
de 7. La linea solida corresponde a una nube con razéon de compacidad C; := 2m; /Ry = 1/5
cuyo colapso da origen a un agujero negro; las lineas no sélidas corresponden a nubes con valores
menores de C; y su colapso da lugar a singularidades globalmente desnudas. La integracion
numérica de los rayos de luz se detiene un instante antes de la formacion ya sea de un horizonte
de eventos asociado a un agujero negro, o de un horizonte de Cauchy asociado a una singularidad
desnuda, con una tolerancia de aproximaciéon arbitrariamente pequena. Como era de esperarse,
en virtud de las propiedades del espacio-tiempo de Schwarzschild, se observa que en el caso del
agujero negro los fotones experimentan un corrimiento al rojo infinito (3 /vy — 0) conforme
éstos se aproximan al horizonte de eventos. En contraste, la razén de frecuencias presenta un corte
repentino en el caso de formacién de singularidades desnudas cuando los fotones se aproximan al
horizonte de Cauchy, mostrando de paso que su corrimiento al rojo es finito, lo cual confirma el
resultado del capitulo 4. Dicho corte se debe a que en cierto momento los rayos de luz entrantes
provenientes de .# ~ ya no pueden atravesar la nube, se dirigen al agujero negro y su destino final
es la porcion espacial de la singularidad (ver la figura . Este corte constituye el primer rasgo
observable que podria ayudar a distinguir una singularidad desnuda de un agujero negro.

El panel derecho de la figura [8.2] muestra la primera derivada del corrimiento de frecuencia
vt /uL con respecto al tiempo propio T de un observador estatico distante. Notese que esta deri-
vada temporal alcanza un valor negativo y finito conforme el observador se aproxima al horizonte
de Cauchy, sin embargo en el caso de un agujero negro esta derivada tiende a cero suavemente
conforme el observador se aproxima al horizonte de eventos. Esta diferencia en el comportamiento
de la primera derivada constituye un segundo rasgo distintivo entre singularidades desnudas y
agujeros negros. Finalmente, del panel derecho de la figura [8:2] se infiere que la segunda derivada
del corrimiento de frecuencia también juega un papel importante en la distincién entre singula-
ridades desnudas y agujeros negros: en el primer caso, la segunda derivada se mantiene negativa
y diverge cuando el observador se aproxima al horizonte de Cauchy, mientras que en el caso del
agujero negro de pronto se vuelve positiva y converge a cero conforme el observador se aproxima
al horizonte de eventos. Estas tres diferencias sugieren un procedimiento sistematico para discri-
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Figura 8.2: Panel izquierdo: comparacion de corrimientos de frecuencia en los casos de forma-
ci6on de un agujero negro y singularidades desnudas a partir del colapso de una nube de polvo
esférica con el perfil de densidad con a = 1/2. La linea solida corresponde a una nube con
razon de compacidad C; = 2m;/R; = 1/5 cuyo colapso da lugar a un agujero negro. Las lineas
no solidas corresponden a nubes con valores mas pequenos de C; cuyo colapso genera singulari-
dades desnudas. Panel derecho: Derivada temporal de los corrimientos de frecuencia mostrados
en el panel izquierdo. Se observa que la primera y segunda derivadas de tales curvas exhiben
comportamientos cualitativamente diferentes en el caso de la formacién de agujeros negros y de
singularidades desnudas.

minar entre singularidades desnudas y agujeros negros en base a observaciones del corrimiento
al rojo.

Es importante mostrar que las propiedades cualitativas discutidas hasta ahora no dependen de
las caracteristicas particulares del perfil de densidad empleado . Para dar evidencia de ello, a
continuacion se repiten los calculos numéricos discutidos hasta ahora, implementando la siguiente
familia de perfiles de densidad introducida en la Seccién

1_@(£>2+w<@>4+3 (£)6+M(£)8 0<R<R
p(R) = pe x 3 \R 3 R T\ ® s \R') 0 == (8.3)
0, R > Ry.

Como antes, Ry > 0 es el radio de area inicial de la nube, p. > 0 es su densidad central y el
parametro adimensional a provee una medida del grado de homogeneidad del perfil. El resto de
los parametros esta determinado por 8 = —3(6 — 5)/7, v = (8 = 5a)/3 y 6 = —(9 — ba)/11.
Ademas, « es tal que 0 < a < 12/5 para que el perfil satisfaga las condiciones (i)—(viii) listadas
en el capitulo 3, a excepcion de la diferenciabilidad C* en R = R;. Como en el caso previo, este
perfil de densidad es continuo y monoétonamente decreciente en el intervalo [0, 00), sin embargo,
a diferencia de , este perfil es dos veces continuamente diferenciable en todo su dominio. La
masa total de la nube descrita por el perfil de densidad esta dada por

4
mlzgﬂR:{’pc(lfa+B+7+5). (8.4)
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La figura [B.3] muestra las mismas funciones que la figura [8.2] pero ahora empleando el perfil
de densidad definido en la ecuacion (8.3) con la eleccion o« = 1. Claramente, las diferencias
observables entre agujeros negros y singularidades desnudas persisten.

10
T/2m,

Figura 8.3: Las mismas funciones que las mostradas en la figura [8.2] empleando el perfil de
densidad mas suave definido en la ecuacion (8.3) con a« =1y C; = 2my /Ry = 16/77. Se observa
que los rasgos mostrados en la figura[8:2] se preservan, sugiriendo que los resultados sin robustos.

8.2. Discusion.

En este capitulo se ha estudiado el corrimiento de frecuencia de rayos de luz propagandose en un
espacio-tiempo dindmico y asintéticamente plano que describe el colapso gravitacional total de
una nube de polvo esférica. Especificamente, se han considerado fotones viajando desde el infinito
nulo pasado hasta el infinito nulo futuro a través del centro de la nube y se ha discutido cémo se
puede discriminar una singularidad desnuda de un agujero negro a partir de la informaciéon obte-
nida del corrimiento al rojo de tales fotones, medido por un observador estacionario distante. El
analisis ha revelado las siguientes tres diferencias fundamentales: (i) el corrimiento de frecuencia
correspondiente a fotones salientes propagandose en la vecindad del horizonte de Cauchy aso-
ciado a una singularidad desnuda muestra un corte repentino con un corrimiento al rojo finito.
En contraste con ello, en el caso en que se forma un agujero negro, el corrimiento de frecuencia
converge suavemente a cero y por lo tanto el correspondiente factor de corrimiento al rojo diverge
(ver el panel izquierdo de las figuras[8.2]y[8.3); (i) la primera derivada temporal del corrimiento
de frecuencia de los fotones se comporta de forma completamente distinta dependiendo de si se
forma una singularidad desnuda o un agujero negro. En el primer caso la derivada alcanza un
valor negativo finito cuando el observador se aproxima al horizonte de Cauchy, mientras que en
el segundo caso, la derivada converge suavemente a cero cuando el observador se aproxima al
horizonte de eventos (ver el panel derecho de las figuras y 8.3); (ii¢) la segunda derivada
temporal del corrimiento de frecuencia de los fotones también muestra claras diferencias entre
singularidades desnudas y agujeros negros. En el primer caso, esta segunda derivada se mantiene
negativa y diverge cuando el observador se acerca al horizonte de Cauchy, mientras que en el
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segundo caso, la segunda derivada cambia de signo y tiende a cero conforme el observador se
acerca el horizonte de eventos (ver el panel derecho de las figuras y . Se ha verificado que
las diferencias cualitativas (i) — (ié¢) son robustas en el sentido de que éstas persisten atn cuando
se consideran datos iniciales distintos. Por lo tanto, se puede concluir que dentro del modelo
simple considerado en este trabajo, es posible distinguir entre la formacion de una singularidad
desnuda y la de un agujero negro en base a la informacion obtenida de la deteccion de fotones
que atraviesan el objeto que colapsa.

Es importante enfatizar que una confirmacion de la posibilidad de distinguir singularidades des-
nudas de agujeros negros en escenarios mas realistas requiere trabajo adicional. Por ejemplo, es
importante generalizar este estudio para fotones con momento angular distinto de cero, e incluso
considerar modelos de colapso que involucren la rotacién de la nube y/o presion, entre otros
aspectos.



Capitulo 9

Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado exhaustivamente el modelo de Tolman-Bondi en el contexto de
la teoria de la Relatividad General, el cual describe el colapso gravitacional total de una nube
de polvo esféricamente simétrica. Se ha comenzado, en el Capitulo 2, por deducir las ecuaciones
de Einstein-Euler que gobiernan el colapso de un fluido perfecto con una ecuacion de estado
genérica en un espacio-tiempo esférico. Después, en el Capitulo 3, se ha tomado el caso particular
de presion cero y se ha obtenido la solucion exacta del sistema de Einsten-Euler, lo que permite
establecer la métrica de Tolman-Bondi y una formula explicita para la evolucién de la densidad
de materia de la nube. Enseguida se ha llevado a cabo una amplia revision de la estructura causal
del espacio-tiempo en base al analisis de los rayos de luz radiales, confirmando que en este modelo
pueden aparecer singularidades desnudas estables bajo perturbaciones esféricas. Ademés se ha
dado una condicién sobre el dato inicial del colapso para garantizar la formacién de una singu-
laridad globalmente desnuda. Asimismo se ha presentado un algoritmo numérico para generar
sistematicamente diagramas conformes del espacio-tiempo resultante del colapso.

En los Capitulos 4, 5 y 6 se han realizado estudios de estabilidad de singularidades globalmente
desnudas dentro del modelo de Tolman-Bondi. Como perturbacion se ha considerado la propaga-
cién de campos de prueba en la vecindad de la singularidad y del horizonte de Cauchy asociado.
Los resultados en el régimen de altas frecuencias -Capitulo 4- no muestran indicios de inesta-
bilidad, lo cual es consistente con estudios previos discutidos oportunamente. En el régimen de
bajas frecuencias se ha demostrado rigurosamente que los campos escalares esféricos de prue-
ba son uniformemente acotados, excepto posiblemente sobre la singularidad central, sin que esa
divergencia se propague a lo largo del horizonte de Cauchy. En el Capitulo 5 se ha estudiado nu-
méricamente la propagacion de campos de prueba no esféricos en la vecindad de la singularidad,
sin haber encontrado evidencia de inestabilidades. Con esa motivacion, en el Capitulo 6 se ha
demostrado rigurosamente que, asociada a los campos de prueba no esféricos, existe una energia
uniformemente acotada en superficies tipo espacio, lo que permite probar que tales campos son
uniformemente acotados, excepto tal vez por una divergencia en la singularidad, de la cual no
hay evidencia numérica en el Capitulo 5. De hecho, los resultados de los Capitulos 5 y 6 son
consistentes y complementarios.

Finalmente, en los Capitulos 7 y 8, fuera del contexto de la estabilidad, se han encontrado
propiedades interesantes sobre el corrimiento al rojo de fotones sin momento angular provenientes
de fuentes lejanas, que atraviesan la nube de polvo por el centro para luego ser detectados por
observadores igualmente lejanos. En especial se ha demostrado que siempre hay un corrimiento
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al rojo y no al azul. Ademés se ha discutido la posibilidad de aprovechar las propiedades de ese
corrimiento para inferir la distribuciéon de masa de la nube que colapsa, y de paso se ha mostrado
que ese mismo corrimiento al rojo exhibe propiedades distintas dependiendo de si el remanente
del colapso es un agujero negro o una singularidad globalmente desnuda, lo que sugiere un método
observacional que permite distinguir la formacién de una singularidad globalmente desnuda de
la de agujero negro dentro del modelo de Tolman-Bondi.

Este trabajo revela un amplio panorama de proyectos a futuro, pues practicamente cada capitulo
sugiere nuevas lineas de investigacién: por ejemplo, se pueden implementar métodos numéricos
para resolver el problema de Cauchy bien planteado en el Capitulo 2 para las ecuaciones que
describen el colapso de un fluido perfecto con ecuaciones de estado genéricas, lo cual permitiria
explorar la aparicion de singularidades desnudas en ese ambito y complementar los avances exis-
tentes en la literatura, ver por ejemplo [37, [38, 39]; en ese mismo contexto, se planea generalizar
el algoritmo numérico presentado en el Capitulo 3 para construir diagramas conformes en el caso
del colapso con presion distinta de cero, y buscar condiciones que garanticen la formacién de sin-
gularidades desnudas en los casos en que éstas existan. Por otra parte, los estudios de estabilidad
aqui discutidos sugieren ir més alla del régimen de campos de prueba y considerar, por ejemplo, la
propagacion de perturbaciones gravitacionales en la vecindad el horizonte de Cauchy. Al respecto
se tienen algunos resultados primitivos sobre estimaciones de energia que permitirian demostrar
que cierto tipo de perturbaciones gravitacionales linealizadas son uniformemente acotadas. Ade-
mas se tienen herramientas computacionales valiosas y algunos estudios numéricos preliminares
que reproducen los resultados de trabajos previos sobre la propagacion de ciertas perturbaciones
gravitacionales linealizadas [27, 28] 29] y marcan una pauta para investigar los casos més gene-
rales. En cuanto al estudio del corrimiento al rojo de fotones que atraviesan la nube en colapso,
una extenciéon natural que se planea realizar a mediano plazo es considerar rayos de luz que no
necesariamente atraviesan la nube por el centro, lo cual implica el estudio de trayectorias nulas
no radiales, es decir, fotones con momento angular distinto de cero. Al respecto no se tiene un
pronéstico claro de lo que pueda ser el resultado, de modo que el proyecto es bastante intrigante,
y de persistir las diferencias observacionales entre agujeros negros y singularidades desnudas en
ese escenario mas realista, el interés seria mayor.



Apéndice A

Teorema de existencia para
perturbaciones no lineales de puntos
singulares regulares

En este apédice se presenta una prueba corta del siguiente teorema, el cual se usa en la seccion [3.2]
para mostrar la existencia local de rayos de luz que emanan o terminan en la singularidad. La
prueba se basa en herramientas bésicas de la teoria de sistemas dinéumicosE] Una generaliza-
cion para sistemas de ecuaciones y aplicaciones a estrellas relativistas puede encontrarse en la
referencia [73].

Teorema A.0.1 Sean 8> 0 y D C R? un subconjunto abierto de R? que contiene el origen. Sea
f: D — R una funcion de clase C*°. Entonces la ecuacion diferencial

d
xﬁ + By = f(x,y) (A.1)

tiene una Unica solucion local de clase C*, y: (0,e) — R la cual es acotada y satisface

) N . dy, . f(0,0)
t) =0t P = 469
Demostracion. Definanse « := f(0,0) y el parametro t = —log(x) para = > 0. Entonces las

soluciones de la ecuacién (A.1) estan dadas por las trayectorias del sistema auténomo

d
U= Au + F(u), (A.2)

=(3) 2= (28) ro=(apoosem ) @9

1Se agradece que Thomas Zannias por sugerir esta elegante prueba.

con
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El sistema dindmico descrito por la ecuacion tiene un punto estacionario en v = 0, y el
sistema linealizado en ese punto estd dado por la matriz A. Los eigenvalores de A son —1y 8 > 0,
con sus correspondientes variedades uno-dimensionales estable e inestable, las cuales contienen
los puntos en el espacio fase que convergen a v = 0 para t — oo y para t — —o0, respectivamente;
ver por ejemplo la referencia [74]. Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion acotadas para
pequenas x = exp(—t) corresponden a la variedad estable. Su vector tangente en u = 0 esta dado
por el eigenespacio de A correspondiente al eigenvalor —1. Como este eigenespacio es generado
por el vector (5 + 1, ), la pendiente de la solucion en v = 0 es a/(8 + 1). O



Apéndice B

Prueba del Lema 3.2.2

El proposito de este apéndice es probar el Lema [3.2.2] que concierne a las soluciones locales
de clase C! de la ecuaciéon li que satisfacen h’rr%) ©(u) = 0. Para la prueba es conveniente
u—

re-escribir la ecuacion (3.16)) en la forma

W Aww) <Z>2 {1 By, u)Va (;‘ﬂ - % By, upa (B.1)

donde las funciones A, B : [0,1) x [0,1] — R estan definidas por

)

3
A(y7 U) = ZR%A(?% R) 1- q(R)2y2 "y
R:Rlu 2

Bly.w) = RQEWVI— R .

De acuerdo al Lema [3.2.1] esas funciones son continuas y satisfacen

Ay = A(0,0) = zRfA(0,0) =X¥>0,
By = B(0,0) = R1Qo > 0,

donde M\ estd definida en la ecuacion (3.17) y Qo := Q(0) > 0. Por lo tanto, dada § > 0 con
d < min{Ay, By}, existen d, > 0y &, > 0 suficientemente pequenas tales que D := [0,0,] X
[07610] C [071) X [07 1] y

0<Ayg—6< A(y,u) < Ap+ 6,
0<By—6< B(y,u) <Bp+9

para todo (y,u) € D. Sea ¢ : (0,d,) — (0,d,) una soluciéon local de la ecuacion (B.1)) tal que
HI% p(u) =0, y definanse
uU—r

m:= inf MZO, M := sup Mgoo.
0<u<d, u 0<u<dy U
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Ahora se esta en condiciones de probar el lema.

(i) Supoéngase que m > 0. Entonces se puede usar u/y < 1/m en la ecuacion (B.1)) y estimar

@§A0+5 1+Bo+5\/a +3<BO+6)\/5::M’,
du m2 m 4

para 0 < u < 6,. Como h’n}) p(u) = 0, entonces p(u) < M'u para toda 0 < u < §,. Por lo
uU—
tanto, M < M’ < oo.

(ii) En cambio, si se supone que M < oo y se asume ¢ = —1, usando la estimacion u/y > 1/M
en la ecuacion (B.1) y el hecho de que B es positiva en D, se obtiene

@>A0—6
du — M?

=m' >0,

lo cual implica que ¢(u) > m’u para toda 0 < u < d,. Por lo tanto, m > m’ > 0.

(iii) Finalmente, supéngase que m > 0y M < co. De acuerdo a la regla de L’Hopital (ver por
ejemplo la referencia [75]), se tiene

ttm 20 g (“”(“))

u—0 uS u—0 u

2

de 3
2= Ay = A
du 0 )

donde, en el segundo paso, se ha usado la ecuacion (B.1)) y el hecho de que u/y es acotada.
Por lo tanto h’n}J o(u)/u=A.
u—



Apéndice C

La superficie de la nube de polvo que
colapsa en coordenadas de Kruskal

En este apéndice se construyen coordenadas de Penrose-Kruskal a lo largo de la superficie de la
nube ©. Para ello se comienza con las expresiones para las coordenadas nulas de Kruskal, las
cuales estan relacionadas a las coordenadas de Schwarzschild (¢,7) por medio de [4]:

r r—t
- i,/——l‘ r=r
v ‘2m exp<4m>,
r r+t
v ‘Qm exp<4m>,

donde la eleccion de signo (4/—) corresponde a la region dentro o fuera del horizonte de eventos,
respectivamente. Estas coordenadas satisfacen la relaciéon

Uv = (1— %) exp (%), r > 0. (C.1)

La superficie © estéd generada por la trayectoria de una particula en caida libre sin momento
angular en el espacio-tiempo de Schwarzschild, y la dinamica de tal particula estéd gobernada por
la ecuacién con R = R;. La coordenada ¢ a lo largo de la geodésica se determina mediante
la ecuacion de conservacion de la energia

dt 17 2E,

dr 11— 2m’
E

donde F; :=2E(R;) y my := m(Ry). Usando esto tltimo, la ecuacion (3.3)) y la definicion de U

y V, se encuentran las siguientes ecuaciones:

d ' 1 + 2E1
dm;—log(U) = —— |1 \ B o C.2
mq d?" Og( ) r— 2m1 ( + 27:}1 4 2E1> ) ( )
d r 1+2F;
amy 21 = L |1 [ .
m dr og(V) r— 2my ( —2T1 + 2E1> ’ (C:3)
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las cuales son validas tanto fuera como dentro del horizonte de eventos. Integrando la ecua-

cion (C.2) se obtiene
1
Uly) = m(\/a%—b%’!ﬂ—y\/l—b%)x
2 2 2 T 72,2
y /1—0b7 [142b vai — byy y
exp{ L b1 L arctan # +?\/a%fb%y2 ,

2a? B 202 ]

donde a? :=2m1 /R, b3 := —2E1 y y*> = r/R;. De la relacion (C.1) se sigue de inmediato que

1
\% - 2_b2 2 1_b2
() a1 (\/a’l 1Y +y\/ 1) X
2 /lsz 1 2b2 /27b22
exp{y L : L arctan (albyly>+52\/a%—bfy2]}.
1 1

+
2a? 202 2

Una translacion en ¢ induce las transformaciones U — «U y V — V/k con £ > 0. Aqui se elige
k tal que U(0) = V(0) = 1. Las coordenadas de Penrose-Kruskal Ug y Ve en la seccion se
obtienen del re-escalamiento después de la compactificacion Ug(y) := arctan(U(y)), Veo(y) :=
arctan(V (y)).

Usando las ecuaciones y y el hecho de que 7 < 0 a lo largo de la superficie, no es dificil
comprobar que U y V siempre son positivas a lo largo de ©. Por lo tanto, el factor conforme de
la seccién Q=1/v U@V@, esté bien definido.



Apéndice D
Divergencia del campo vectorial X

Dado el campo vectorial

X =el (r’u— Tw) ,
0

y la decomposicion V# f = gut 4+ hw*, las componentes de su divergencia son
VX, = el gr'uyu, + hr'wyu, + Vr'u, + 7'V 0, — g;uuw,, — h;wuwu -V, (7) w,, — Vvuw,,] )

Si se elige ef = v, entonces g = —%/v y h = v'. Usando las propiedades de simetria del espacio-
tiempo y las siguientes identidades:

(ult) = (_17070’0) ’ (wlt) = (051/'-)/’050) ’
Vaup = _%wawlﬂ Vaug = 0=V aup, Vaup = japr,
Vawp = —lwaub, Vowg = 0= Vpgug, Vawg = Gagyrr,

se obtienen las componentes

~ ) YT ~ 1 ) ~ T
VoXp = v {’yr’uaub + (’y’r’ + 72> wap + Ver'uy — = ('7 4+ 41" ) wawy + le’uawb -V, (> wb] )
Y Y Y Y Y
ﬁaXB = 0= @AXZ)’
@AXB = 0.
Luego, las descomposiciones Vo1’ = —uq +7r"w, y Vg (%) =— (% — ]—27“) Uq + (7'“’ — %,r) W,

asi como el hecho de que (y7') = 0, implican

Vo Xy = Fugwy + (37‘ + 7(77“’)') Walp.
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Notese que
. 1
ViaXp) = (7 (v7) + 'y('yr')’) U(qWp)-

Solo para comparar, si X = e/ u resulta

@aXb = ef <guaub + hwqup — zwawb> R ?QXB =0= @AXb, ?AXB = efoQAB.



Apéndice E
Analisis numeérico

En este apéndice se muestra que la solucién del problema de evolucién caracteristica , ademas
de ser tnica, es estable en el sentido que se precisa mas adelante. Después se plantea un esquema
de diferencias finitas para resolverlo numéricamente, y se demuestra que bajo tal esquema las
soluciones del problema discretizado son estables y convergentes a la solucion en el régimen
continuo. Primero, en la Seccion [E-I] se estudia el caso simplificado en que los coeficientes de la
ecuacion de evolucion son constantes; después, en la Seccion [E-2] se estudia el caso mas complejo
en que los coeficientes son variables.

E.1. Caso del fondo plano (coeficientes constantes)

E.1.1. El régimen continuo
Considérese la ecuacion efectiva ([5.4]) en el caso en que el espacio tiempo de fondo es de Minkowski,

es decir: W = 1y €*) = 1. Lo anterior permite plantear el siguiente problema de coeficientes
constantes:

20;0r(t, R) — 9%p(t, R) + V(t, R)(t,R) =0, t>0, 0<R< Ry, (E.1)

con condiciones de frontera ¢(t,0) = 0y Orp(t, Rinaz) = 0. Supongase que V es una funcion suave
y acotada. Definanse las nuevas funciones ¥ := dge, y F(t,R,¥) := —V (¢, R) fOR\I/(t,R)dR,
entonces la ecuacion (E.1)) toma la forma

1 1
OiW(t, R) = 50p¥(t, R) = SF(LRD), t>0, 0<R< Ry (E.2)

Considérese el espacio L? de funciones reales cuadraticamente integrables con dominio [0, Ryaz)-
Sean f,g € L?. El producto escalar de f y g sobre el espacio L? se define como

Rpax
(F.g)pe = /0 f(R)g(R)dR,

el cual induce la norma sobre el espacio L? definida para f como ||f| 2 :== \/{f, [) -
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138 Capitulo E. Anilisis numérico

Lema E.1.1 La estimacion ||F(t,R,V)|2, < |VRV(#)|2, - [|[¥(t)||2. es vdlida respecto a la
norma L?.

Demostracion.
|F(t, R, V)| = [V(t,R)

R R
/ U(t, R)dR| < \V(t,R)|/ 1-|U(t,R)|dR
0 0

1/2

R 12 /R )
< V(t’R)|</O 12'dR> (/0 | (t, R)| dR) = VR|V(t, R)| T (t)] 2,

donde se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz | (f,¢) |2 < | fllL2 - |lg||L2- Finalmente

Rmax
IF(t, R, W)|7- SA RIV(t, R)* || 72dR < VRV ()72 - [ 9(#)]|72-

O

Teorema E.1.1 (Estabilidad) Sea Ry > 0, R € [0,R1], t € [0,00). Supdngase que ¥ :
[0,00) x [0, R1] = R, (t,R) — U(t,R), es una solucion suave de la ecuacion diferencial par-
cial inhomogénea de primer orden , con condiciones de frontera VU(t, Ryar) = 0. En-

tonces U es estable en el sentido de que existe una constante c independiente de V¥, tal que
|U(t, R)||L2 < e||¥(0, R)||L2 para todo t > 0.

Demostraciéon. La estrategia de la prueba es usar estimaciones de energia, la cual en este caso
se define como

Riax
E(t) := / U(t, R)*dR > 0.
0

Derivando respecto a ¢ y usando la ecuacion de evolucion (E.2) y la condicion de frontera
U(t, Rmaz) = 0:

dE

Rmax
= = 2/ U(t, R)0, U (t, R)dR
dt 0

Rmaz 1 1
2 / U(t, R) {28R\If(t,R) +F( R, \1/)} iR
0

1 R'mam Rmaz
5/ Or (¥(t,R)?) dR+/ U(t, R)F(t,R,¥)dR
0 0

1 Rmae
= —im(t,())%/ U(t,R)F(t,R,V)dR
0
Rmaw
< / U(t, R)F(t, R, ¥)dR. (E.3)
0
Lo anterior puede escribirse en términos de la norma y del producto escalar sobre L? de la

siguiente manera:

d
%”\IJ(LR)”%P < <\Ij(t7R)aF(taR7\Ij)>L2 ’
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luego la desigualdad de Cauchy-Schwarz conduce a Z%H\II(t, R)||p2 < ||F(t, R, )| L2, y usando
el enunciado del Lema se llega a L||U(t, R)||r2 < c||¥(t, R)|| 2, donde ¢ := L[|V RV (t)] 12

~¢t se obtiene L (e=°||¥(t, R)|z2) < 0, e integrando

Finalmente, multiplicando ambos lados por e 2

sobre t,
[t R)|lr2 < W0, R)|lr2,  t>0.

O

Corolario E.1.1 (Unicidad) La solucion del problema de valores iniciales con valores en la
frontera es unica y depende de manera continua del dato inicial.

Demostracién. Supéngase que existen dos soluciones distintas de la ecuacion (E.2|), a saber ¥,
y U5. Entonces por linealidad, ¥; — ¥5 también es solucién y a consecuencia del Teorema [E-1.1}

| W1 (t, R) — Ua(t, R)| 12 < e||¥1(0, R) — W5 (0, R)|| 12, t>0.

Dado un dato inicial tnico se tiene ¥;(0, R) = ¥5(0, R), por lo tanto ¥, (¢, R) = ¥1(¢, R) para
todo t > 0, lo que implica que la solucién es dnica.

Dados datos iniciales distintos, ¥1(0, R) — P5(0, R) implica ¥;(¢t, R) — WUs(t, R) para toda
t > 0, lo que significa que la solucién depende continuamente del dato inicial. O

E.1.2. El régimen semi-discreto

En lo subsecuente supéngase que el dominio espacial esta discretizado en IN puntos separados
por una distancia constante h := Ry,q,/N, de tal manera que el j-ésimo punto del dominio
se encuentre en la posicion R; := jh, con j € {0,1,2,...,N}. Una funcion f : {R;} — R,
R; — f(R;) =: f; sellama discreta en el sentido de que su dominio es el conjunto finito {R;} C R,
y por lo tanto su co-dominio es el conjunto finito {f;} C R. Es claro entonces que el operador
continuo d/dR no tiene sentido para la funcion f y en su lugar es necesario definir un operador
diferencial discreto D. Existen varias opciones para ello, y una elecciéon particular es

(f1 = fo)/h , J=0,
(Df)] = (fj+1 - fj—l)/Qh P .7 = 1v27"'>N - 17
(fv = fn-1)/h =N,

que corresponde a una derivada espacial de segundo orden de precision, excepto en las fronteras,
donde es de primer orden. Esto significa que si f es al menos una funcién de clase C3, entonces

qa

o (Bi) = (Df); + 15, (E4)

donde 7; = O(h?) para j = 1,2,...,N — 1, mientras que para j = 0y j = N, r; = O(h)
(ver el Apéndice . r; es se llama error de truncamiento y aparece necesariamente cuando se
aproxima la derivada espacial por un operador discreto D. Nétese que (D f); — % (R;) conforme
h? — 0 para j = 1,2,..., N — 1, mientras que para j = 0 y j = N ocurre conforme h — 0. Esta
propiedad se conoce como consistencia del operador D con el operador d/dR. También la integral
de Riemann de la funcién discreta f pierde sentido y es necesario aproximar su valor. Una manera
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estandar de hacerlo es mediante la llamada regla del trapecio [50]:

j—1
nt(F); = 2o+ £)4hY fr F= 12N, int(f)o =0, (E5)
=1

la cual es de segundo orden de precisiéon puesto que el error de truncamiento introducido al

aproximar la integral fORj f por int(f); se puede acotar por un término de segundo orden en h,
es decir

R;
/O f = int(f); +7;, (E.6)

con || < (R*/12)R; |f"|.., = 0,1,2,...,N. Notese que int(f); — fORj f cuando h — 0, de tal
forma que el operador int es consistente con la integral continua.
Dado que computacionalmente no se puede evaluar una funciéon real con precision infinita, el
planteamineto discreto es apropiado para reproducir la situacion que se tiene al intentar resolver
un problema de evolucién numericamente. El problema particular que se aborda en esta seccién
es la version semi-discreta de la ecuaciéon diferencial parcial

0ut5(1) — 5 (DV);(0) = SF5(1,0), £ 0, (.7

donde se asume que las funciones discretas v, (¢) y F}(t,1) son aproximaciones numeéricas de
U(t,R;) y F(t,R;, ), respectivamente. Como se trata de aproximaciones, en general ¢;(t) #
U(t,R;)y F;(t, ) # F(t, R;, ¥). De hecho, la magnitud de las diferencias depende del algoritmo,
por ejemplo si Fj(t,1) aproxima a F(t, R;, V) mediante la regla del trapecio 7 es decir,

Jj—1
Fy(t,0) = =V |3 (ol0) +65(0) +h3_05(0) | con =100,

y Fo(t,1) = 0,y V;(t) := V(t, R;), entonces de acuerdo ala ecuacion (E.G), Fj(t,¢)—F(t, R;, ¥) =
Vi (t)-

Para lo siguiente hay que introducir otro concepto ttil: sean f,g: {R;} — R funciones discretas
arbitrarias, R; — f; := f(R;) y Ri — g; := g(R;),coni =0,1,..., N. En analogia con la definicion
del producto escalar sobre L2, se define el h-producto escalar de la siguiente manera:

N-1

(f,9)y = g(f090+ngN)+hZ [i9i, (E.8)

=1

lo que constituye una aproximaciéon del producto escalar sobre L? mediante la regla del trapecio.
La correspondiente h-norma discreta es || f||n = /(f, f),-

Lema E.1.2 La funcion Fj(¥) == —V; [g (o + ) + h I M G =0,1,.., N, con Fo(sh) =
0, se puede acotar respecto a la h-norma de la siguiente manera:

1w < VRV [I1l19]-
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Demostracién. La funcion F;(1) se puede escribir como —V; (x\),4), , donde

=312, =g
0 , 1> 7,
para 1 < j < N, mientras que XEO) =0y XgN) = 1 para cada ¢. Entonces, usando la desigualdad

de Cauchy-Schwarz,
B3] = 1Vl | (xPw) | < Vil IXD - 13-

De manera trivial se tiene || x(?)||;, = 0, mientras que para 1 < j < N,
N-1 j—1
. h . . N 2 h h
Gz " (@) () @Gy _ " Ry S o3
I = 5 (Xo +><N)+h ;l (xi ) =5 +h;11+ 5 =Jh =R,

de tal forma que |F;| < \/R; |V;| - |¢|ln, y por lo tanto || F||n < VRV ||n][¢|n- O

Ahora se tienen las herramientas necesarias para demostrar la estabilidad numérica de la solucién
del sistema semi-discreto, y mas adelante el teorema de Lax, el cual establece que la estabilidad
numérica de la solucién y la consistencia de los operadores discretos con los continuos, garantiza
que para todo ¢, ¢;(t) — ¥(t, R;) cuando h — 0, para todo j, es decir, la soluciéon del sistema
semi-discreto (numérica) converge a la solucion del sistema continuo (exacta).

El siguiente teorema (que constituye la versién semi-discreta del Teorema [E.1.1)), establece la
estabilidad numérica de v, luego el Teorema establece la convergencia y proporciona una
cota superior para la magnitud del error numérico, el cual se define como

e)(t) = (1) — U(L, Ry). (£.9)

Teorema E.1.2 (Estabilidad numérica) Sean N € N, Ry,4, > 0. Sea h := Ryq2/N, R; :=
jh, con j €{0,...,N}, y sea t € [0,00). Supdgase que ¢ : [0,00) X {R;} = R, (t,R;) — 1;(t), es
una solucion del sistema diferencial parcial inhomogéneo y semi-discreto de primer orden

0u5(6) ~ 5(D);(1) = 5F5(t,1)

con la condicion de frontera Y (t) =0 y F;(t,¢) := F;(t,¥) + f;(t), donde f una funcion semi-
discreta arbitraria. Entonces 1 es estable en el sentido de que existe una constante ¢ independiente
de 1, tal que [(0)[ < ¢ ([[0(O)[ +E(t.1)), & > 0, para todo t > 0.

Observacioén. En futuras aplicaciones del Teorema la funcion semi-discreta f sera rele-
vante porque jugara el papel del error de truncamiento.

Demostracién. La idea de la demostracion es la misma que en el Teorema La version
discreta de la energia es la siguiente:

L N-1
En(t) := [0 (t)ll = 5uo(®? +h Y w(1)*,
j=1

donde ya se ha tomado en cuenta la condicion de frontera. Luego, omitiendo la dependencia en
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t por simplicidad de la notacion,

4
dt dt

(., DY)y + (0, F) s

Ev = (o), =2 <w, dw>
h

donde explicitamente el primer término es

N-1

1 1 1
(W, DYy, = 590(r —vo) + 5 D ¥y (Vs = ¥jm1) = — 598,
j=1
entonces
Ch =ty ——3w2+@¢f+hNi¢f
dth_ 970 7h_20200 j:1]1

1 ho\? n? =
= -3 (wo — 2%) - g}'g +h YU F.
j=1

Aprovechando la negatividad el primer término y la desigualdad Z;\;l Vi F; < % Zj\;l (%wjz + g]—‘f)
con k > 0, se obtiene la siguiente estimacion:

d, o h? 5, 1. NN . hka~
- < - L M <.
dt”d}”h =3 Fo + Kh ;:1 Y5+ 1 ;:1: F;

Ademas se puede agregar el término positivo (h/2k)132 y usar la condicién de frontera (la cual
implica que ¥ = 0) para escribir

N-1
d 5 1 o,  h? _, hk 5 1 9 Ky 9
- < = i i 2 _ _
VIR < IR+ 5784 5 5 75 = DIl + 171

donde Fy = \/g]:o, y F; = F; parai=1,...,N. Como Fy = 0, entonces Fo = \/gfo =: fo.
Defiase f; = fi para i = 1,..., N, entonces | F|? = ||[F + flI? < 2||F|? + 2| f|?, y usando el
Lema[E19 |73 < 2RV - [9]3 + 21712, lo que conduce a

d ~ K., =
S — el < IR,

donde ¢ := 1/ + (r/2)||VRV|?. Finalmente, multiplicando ambos lados por e~ se obtiene

d . .
— (e vll7) <

¥ eI IR,

il
2
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luego integrando en t,

ool < (1O + 5 [ e 17eRds).
]

Teorema E.1.3 (Teorema de Lax) Sea ¥ (¢, R) una solucion de la ecuacion diferencial parcial
1 1
0, (t,R) — 583\11(75, R) = éF(t, R, ), (E.10)

donde F(t,R,V) = =V (t, R) fOR WU(t, R)dR. Sea 1;(t) una solucion de la misma ecuacion ahora
en el régimen semi-discreto, es decir

0usi (1) — 5 (DY);(0) = SF3(t,), (B.11)

con la condicion de frontera V(t, Rimaz) = 0= N (t), y donde
F(t,¢) =-V; %(wo + ;) + hzgll %}; para j =1,..,N, y Fy(t) = 0. Entonces para todo t,

la h-norma del error numérico es del orden de h2.

Demostracion. Evaluando la ecuacion (E.10) en R = R; se obtiene 0,¥(t, R;)—0rV (¢, R;)/2 =
F(t,R;,¥)/2, lo que, usando la ecuacion (E.4)), se puede escribir como

0V (t, R;) — %(D\I/)j(t) = %F(t,Rj, )+ %rj(t). (E.12)

Tomando la diferencia de (E.11) y (E.12) se encuentra que el error numérico (ver la defini-
cion (E.9))) satisface la siguiente ecuacion:

dre;(t) - %(De)j(t) = %]—"j(t,w, ), (E.13)

donde F;(t,,v, ¥) := F;(t,¢0) — F(t,R;, V) — r;(t). Sea 7;(t) el error cometido al aproximar la
integral fOR U(t, R)dR mediante la regla del trapecio, entonces

j—1

h (U(t,0) — ¥(t, Rj)) + hz U(t, R;) +7;(t)

F(t, B, %) = =V; |3
i=1

)

y luego la diferencia:

Fy (1) — PO i) = V| B o) ) 403 eu(t) ~ 7,00 = Fyf0,0) + Viry 1),

por lo tanto F;(t,v,¥) = Fj(t,e) + f;(t), con f;(t) := V;7;(t) — r;(t). Notese que la ecua-
cién ([E.13) tiene precisamente la forma de la ecuacion en el Teorema con F; = Fj(t,e), y

en consecuencia

el < (11 + 5 [ 7).
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donde k > 0y &= 1/k+ (r/2)|VRV|3. Ahora, recordando que la funcion f se defini6 mediante
fo=+(h/K)foy f; = f; para j =1,..., N, entonces de puede calcular

i = A (R R)oh Y = (2+12) oy
h 2 0 N J 2 P 0 N J
j=1 j=1

h ]’L N-—-1
= 5 (H(%TQ — 7”0)2 + (VN’FN — ’I“N)2> +h Z (‘/jfj — Tj)Q.
=1

Finalmente, del Apéndicese tiene |ro| < (h/2)[¢)" |0, 75 < (B?/6)9" |0 para j =1,...,N — 1,
y |rn| < &[], mientras que |7;| < (h?/12)R;[¢" | para j = 0,1, ..., N. Por lo tanto
le@)I < e*lle(0)lI} + O(h*).

O

En la prictica, al resolver el problema numérico, si al menos [|e(0)||, = O(h?) (a veces incluso es
posible elegir ||e(0)||, = 0), entonces |e(t)||n < O(h?), lo que significa que un algoritmo numérico
basado en el esquema semi-discreto mostrado en este capitulo debe ser convergente a segundo
orden.

E.2. Caso del fondo de Tolman-Bondi (coeficientes varia-
bles)

E.2.1. El régimen continuo

Considérese la ecuacién efectiva

8, U(t, R) — %aR (W(t, R)U(t, R)) = %F(t, R, 0). (E.14)

donde F(t,R,¥) := —V(t,R) fOR\I/(t,R)dR, con V. y W > 0, funciones dadas arbitrarias y
suficientemente suaves. El siguiente resultado es analogo al del Teorema [E.1.1}

Teorema E.2.1 (Estabilidad) Sea Ry,4z > 0, R € [0, Ryqzl, t € [0,00). Sean ¥ : [0, 00) X
[0, Rmaz] — R, (¢, R) — ¥ (t, R) una solucion suave de la ecuacion diferencial parcial inhomogé-
nea de primer orden con condiciones de frontera U(t, Ryq.) = 0. Entonces ¥ es estable
en el sentido de que existe una constante c independiente de W, tal que ||[¥(¢)|pz < || P (0)| L2
para todo t > 0.
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Demostracion. Siguiendo la idea de la demostracion del Teorema

d ) Riaz Rmax
0 0

Rm,aw 1 1
/ [26R(W\112) - 2(8RW)\112} dR+ (U, F) .,
0

1 1 anaz
< —SWO)¥(0) + 5/ (0rW)W2dR + (U, F),,
0
1
<

Rmax
5/ (OrRW)V?dR + (U, F) . .
0

El primer término se puede acotar por arriba por (1/2) |[0rW|__ ||¥]%., y el segundo -usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz- por || U2/ F| 12, entonces 4 [|¥|2, < (1/2) [0rW ], |¥[22 +
19| L2]| F|| 2 - Luego usando el resultado del Lema se llega a || ¥||r2 — c[|¥||2 < 0, donde

c = (1/2)|(1/2) |0gW|_ + |[VRV||12| es una constante independiente de W. Multiplicando
(1/2) |(1/2)] oo L p p

C

ambos lados por e~ e integrando en ¢ se obtiene finalmente

[w@)[z2 < e [[T(0)] 2.

E.2.2. El régimen semi-discreto

En este apartado se discute la estabilidad y convergencia de las soluciones de la versiéon semi-
discreta de la ecuacion efectiva de coeficientes variables (E.14)), lo cual en analogia con (E.7)) se

escribe como 1 1
duis (1) — 5D (W), (1) = 5 Fs(t.9), 10, (E.15)
donde .
h o
Fy(t,4) = =V;(t) | 5 (%o(t) +45(2)) + Y i), i=1,...N,
i=1

y Fo(t,9) = 0, con Vj(t) := V(t, R;) y W(t, R) > 0.

Lema E.2.1 Sea g : R — R, R — g(R) al menos de clase C'. Dendtese su primera derivada
respecto a R con g'. Sea N € N y {R;} CR, j=0,1,...,N. Definase g; := g(R;). Entonces

1D, gllln <19l 1¢1n,

donde D es el operador diferencial discreto definido en la seccion y [D,g] := Dg— gD.
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Demostracion. Expandiendo el conmutador, [D, g]t = D(gv)—gD1, se obtiene explicitamente

gl¢1;90¢0) . 1= (/Jo) . =0,
D, gl = gj+11l’j+12—hgjfl’¢'j—1 — g (WIQ;};Z’FI) . j=1,2,..,N—1,
QN'(,Z’N*Q}Z:—IT/}N—1> —gn (wN*;le—l) ., j=N,
lo cual es equivalente a
(91 go) 7/}1 , j _ 07
[D7g]¢: % (9J+1 9]),(/}]+1+ (gJ = 1)’(/}] 1 ’ j: 1727"'aN_17
(7” ;‘:]Nfl) YN-1 , Jj=N.
Luego el teorema del valor medio[75] implica que
g'(F5)in X . J=0,
[D79]¢ = §gl(R}<)¢j+l + §gl(R}<71)¢j—l 3 J = 17 27 ceey N — 17
gI(R}(Vfl)’lr/)N—l ) J =N,

donde R; < R} < Rj41. Finalmente calculando explicitamente y estimando el cuadrado de la
h-norma;
1D, glvll; = 5 [9'(Rg)*¥t + ¢'(Ry—1)*d% 1]

N-1
+ h [49/(Rj)2 J2'+1+191( j—1)2 32'—1+29/(Rj)¢j+19/(Rj—1)¢j1}

IN
o

712 h 2 2 hN 1
|5 §(¢1+¢N 1 +§Z 2o+ Y1)
j=1

[h h
= ¢l |5 (F + vk ) 2(¢§+¢8+w§+w?+---+w?v+w?v2)]
o 72 i — 12 2
—|wm(%+w+h2¢ = 1g'I5 1117
j=1

Por lo tanto,

D, gl¥lln < 19"l 1¥]ln-

El siguiente resultado es analogo al Teorema [E.1.2]
Teorema E.2.2 (Estabilidad numérica) Sea N € N, R0 > 0, h := Ryae/N, R; = jh,

con j € {0,...,N}, y sea t € [0,00). Supdngase que v : [0,00) x {R;} = R, (t,R;) — ©;(t) es
una solucion de la ecuacion parcial semi-discreta e inhomogénea de primer orden

Ous(t) — DOV, (0) = LFs(t), 150,
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donde Fj(t, ) = F;(t,¢) + f;(t), con f una funcidn semi-discreta arbitraria. Considérese la
condicion de frontera ¥y (t) = 0. Entonces ¢ es estable en el sentido de que existe una constante
¢ independientede 1, tal que |[¥(1)]|7 < e ([[0(0)||7 + &t h)), € > 0, para todo t > 0. La
constante ¢ y la funcion & estan por determinarse.

Demostracién. Esta prueba sigue las mismas ideas que la del Teorema Considérese la
energia

N-1
Bult) = 901 = 5200(0? + 1 Y (0%,

donde ha sido implementada la condicién de frontera. Luego

d _ AN
GE =2 (0 50) = @D, + (..

donde la dependencia en t ha sido omitida por simplicidad de la notacién. El primer término se
puede escribir como:

(. DOWE)), = 3 (w0, DOV, + (DU, W) + 5 (6, DOV, — (D W),
(Wit — Woud) + 3 (0, DOV, — (6, WD),

DN = N =

donde se ha aprovechado la simetria del h-producto escalar y se ha sumado por partes (ver el
Apéndice . Recombinando los tltimos términos y recordando la condicion de frontera se obtiene
(Y, DW)), = —(1/2)Wog + (1/2) (b, [D, W]tp),. Luego usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y el resultado del Lema (Y, DW)), < —(1/2)Woyig + (1/2) [0rW ] |[¥]12,

entonces

N

d 1 1 h

ZIClE < =5 Wotd + 5 0rW o 117 + SuoFo+h D o7
j=

N—-1
1
Fo+ 5 0rW 05 +1 Y 0 F,

. _<ﬁwo ST ) i 7+ 3 0

h2 N-1
< st S ORI+ b S 7,
7j=1

luego usando la desigualdad Z;V 11 Vi F < 5 Z ( 1/)2 “.7:2) con Kk > 0,

s < x W L h“N_lﬂ
G < G+ 5 1oR W IR+ Zw D
e
< h2 2 1 a %% 2 2
< mfo + 5 10rW o 191+~ ||1/J||h+* Zf

1 9 1 9 Kz
= 5 ORWIoc 191l + — Nl + 2 1715,
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donde Fy := 1/%]—'0, y Fi=0F parai=1,..., N. Como Fy = 0, entonces Fo= %Wofo =: fo.

Defiase fi = fi para i = 1,..., N, entonces | F|? = ||[F + flI? < 2||F|? + 2| f]?, y usando el
Lema [E.1.2] se llega a

2
h<

d 1 9 1 2 K 28112 2 | KyzFe2
SI0IE < 5 10rW 1o 191 + 13 + S IVRVER | - Il + 51713,

lo cual es equivalente a
d _ K,z
—li = éllvll; < SIFI7
dt

donde ¢ := (1/k) + (1/2) |0rW|, + (x/2)||[VVRV||?. Finalmente, multiplicando ambos lados por
e~ e integrando sobre t se obtiene

ool < (IOIR + 5 [ e 17eRds).

Teorema E.2.3 (Teorema de Lax) Sea U(t, R) la solucion de la ecuacion diferencial parcial
1 1
o¥(t,R) — 583 (W(t,R)¥(t,R)) = iF(t’ R, V), t>0, (E.16)

con F(t,R,¥) = =V (t,R) fOR\I/(t,R)dR. Sea 1;(t) una solucion de la misma ecuacion pero en
el régimen semi-discreto, es decir

O (t) — %D(Wz/})j(t) = %Fj(tmﬁ), (E.17)

con la condicion de frontera U(t, Ryaz) = 0 = ¥n(t), y Fi(t, ) = =V; [% (o + )+ h Zf;ll wj} ,
j=1,..,N, y Fo(t) =0, con V;(t) := V(t,R;). V y W > 0 son funciones dadas arbitrarias y
suficientemente suaves. Entonces, para todo t y j, 1¥;(t) converge a V(t,R;), y la h-norma del
error numérico se puede acotar de acuerdo a |le(t)|n < O(h?).

Demostracion. Evaluando la ecuacion (E.16) en R = R;, 8;V(t, R;)—30r(W (¢, R;)¥(t, R;)) =
%F(t, R;, ). Luego usando la ecuacion (E.4) lo anterior se puede escribir como

0¥ (t,Rj) — %D(W\If)j(t) = %F(t, R;,¥)+ %rj(t). (E.18)

Tomando la diferencia entre (E.17) y (E.18)), uno encuentra que el error numérico (ver la defini-
cion (E.9))) satisface la siguiente ecuacion:

Bre; (1) — %D(We)j(t) = %Fj(t,w,\ll), (E.19)
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donde Fj(t,,9, V) := F;(t,9) — F(t,R;,¥) —r;(t). Sea 7;(t) el error introducido al aproximar
la integral foR U(t, R)dR mediante la regla del trapecio, entonces

j—1

Pt Ry, W) =~V | & (0(1,0) ~ 0(t, Ry)) +h Y0 Wt R +75(1)|
i=1
y la diferencia es
Fy (1) = Pt Ry, ) = V3 |2 (eo(t) = es0) 40 eult) ~ 50)| = Fy(te) + Vi 1),

por lo tanto F;(t,v,¥) = Fj(t,e) + f;(t), con f;(t) = V;7;(t) — r;(t). Notese que la ecua-
cién (E.19) tiene precisamente la forma de la ecuacion del Teorema con F; = Fj(t,e), y
como consecuencia

el < (11 + 5 [ e I7e1Ras).

donde k >0y é = (1/k) + (1/2) |0rW |, + (k/2)|VRV|]?. Recordando que la funcién f fue
definida mediante fy = 1/#]”0 y f] = fj para j =1, ..., N. Entonces

171

hi(z | w hN71~2_h h o | w2 hNil 2
§(f0+fN)+ jz_:lfj—Q(Mfo"‘fN)'f‘ ;fj

N-1

h( h

= 3 <nWo(W° —710)% 4 (VnTn — TN)2> +h (VT =)
j=1

Del Apéndice [F| se tiene que |ro| < (h/2)[¢) |0, 75 < (h%/6)[¢)"|oo para j = 1,..,N — 1,y
Irn| < (h/2)Y)" |, mientras que |7;| < (h?/12)R;[¢)"|o para j = 0,1,..., N. Por lo tanto
le()i < elle(0)]l7 + O(hY).
[

En la préctica, al resolver el problema numéricamente, si al menos ||e(0)||, = O(h?), entonces
lle@®)]|n < O(h?), lo que significa que un algoritmo numérico basado en el esquema semi-discreto
presentado aqui, debe ser convergente a segundo orden.






Apéndice F

Aproximaciones numeéricas

F.1. Derivacion

Sea f : R = R, z — f(z) una funcién al menos de clase C3. Dendtense con apostrofes las
derivadas de f. Considérese la siguiente expansion truncadaE] de Taylor de f alrededor de x = zq:

§(@) = £(@o) + J'(w0)(@ = 10) + 5" (@) & — o) + 1" (@) — w0,

donde z < z, < zy. Evaluando esta expansion en z = xg + h, con h > 0, se tiene

2 3
Fla +h) = Flao) + hf (o) + o (o) + o () (F.1)

donde xy < x4 < g + h. Por otro lado, evaluando la expansién inicial en x = zg — h:

3

if/l/(x**)7

Flo — 1) = fao) ~ h'(wo) + 51" ()

donde zp — h < Z.. < xo. Ahora se puede calcular la siguiente diferencia f(xo+h) — f(xo—h) =
2hf' (w0) + (h3/6) [f""(2+) + f""(24x)], de la cual se obtiene la formula

f(xo+h) = f(xo —h)

f(xo) = 57 + r(xo, h), (F.2)

donde r(zg, h) := —(h?/12) [f"(x.) + f"(2..)] se conoce como el error de truncamiento. Esta

aproximacion es de segundo orden de precision en el sentido de que r(zg,h) = O(h?). Ademas

notese que |r| < (h?/6)|f"”|, . Otra alternativa comtn para aproximar la derivada f’(z¢) es

truncar la serie de Taylor en el término de segundo orden en h y luego tomar la diferencia

con f(zo) para obtener

f(zo +h) — f(xo)
h

['(@o) = + 7(wo, ), (F.3)

1El altimo término se conoce como el término complementario de Lagrange.
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donde 7(zo,h) = —(h/2)f"(x4), ¥ ®0 < x4« < xo + h. Esta aproximacion es de primer orden
de precision puesto que 7(xg,h) = O(h). De nuevo, el error de truncamiento se puede acotar
de acuerdo a || < (h/2)|f"|- La aproximacion se llama diferencia adelantada, mientras
que se llama diferencia centrada. Andlogamente se puede construir la diferencia atrasada

f(zo) — f(wo —h)
h

fl(xO) = +?($0,h),

con
_ h _ h
T(xo, h) = §f”($*)> xo—h<me<z0, y |7 < §|f”|oo~

F.2. Suma por partes

Sean ¢, : [a,b] C R — R funciones al menos de clase C! y dendtese su derivada con un apostrofe.
Considérese la integracién por partes
b b b
[ owdns [ owds = [ (@v)de = o)o) - oa)ita),

la cual se puede escribir en términos del producto escalar sobre el espacio de funciones cuadrati-
camente integrables ( - ). como

(@0 2 + (¢ ,1) 12 = S(D)Y (D) — d(a)i(a). (F.4)

Ahora sean ¢, 1 funciones discretas en el sentido del Apéndice [El Entonces, en analogia con la
integracion por partes de la ecuacion (F.4)), en el régimen discreto se tiene la identidad

<¢a Dw>h + <D¢7w>h = ¢N1;[}N - ¢01/’07

donde D es un operador diferencial discreto y ( - ), denota el h-producto escalar definido en la
ecuacion (E.8), con h:= (b—a)/N, N € N. Esta formula se conoce como suma por partes [76].



Apéndice G

Prueba del Lema 6.2.

En este apéndice se demuestra el Lema Sea r; >0, X, 1= [r1,00) x S, y sea ® € C5°(%,)
un campo escalar con soporte compacto en 3,.. Para ¢ > 0, sea D? el operador lineal definido
por

D® = Z(% +1)7hpn YO, o= Z e YO,

m m

donde Y*™ denota los armoénicos esféricos estandar. Sean ¢ y m fijos y v := ¢y, € C, entonces
para todo r > rq,

o0 d oo
T|v(r)|2 = —/ d—s|v(s)|2ds = 7/ [|v(5)|2 + 25Re(17(s)v'(s))] ds,
T S T
donde ' = %. Multiplicando ambos lados por Af‘z" donde Ay := 2£ + 1, se obtiene

AP = - / [AFF70(s) P + 2Re(A; F70(s)A7 s'(5))] ds

IN

[ o u@ P 4 Ao + 1Az (9] s,

T1

donde se ha usado la desigualdad 2Re(ab) < l|a|*> + |b?, a,b € C. Enseguida obsérvese que
|A;/2+UU(S)‘2 < |A;T7v(s)|?, entonces

A%+20T|’U(T‘)|2 < 2/ UA%J’_UU(S)‘Q + SQ\AZU’(S)F] ds.

Sumando sobre ¢/m y teniendo en cuanta las siguientes identidades:

1
<|DU¢)‘2>32 = in Z ‘Agﬁbémﬁ
m

(r|D"®[*) 4, < 2/ (r?’|D?®'|* + [ D7) , dr, (G.1)
1
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con K := 1/2+ 0 > 1. Solamente falta mostrar que el lado izquierdo es una cota superior de r®2.
1/2
Para ello se usa el hecho de que 47 3" Y2 = Ay y se define a; == (an=—tz \¢gm|2) ,

m=

entonces para cada r > r; fijoy & € 52,
(I)2 < " Y@m < A1/2—HAH < A172K AB 2 )
@ (;m [ |) 4ﬂ<e§_% ST ) S g (AT ) | Al

La suma dentro del primer paréntesis del lado derecho converge puesto que k¥ > 1. La expresion
dentro del segundo paréntesis en el lado derecho es igual a 47 <|D"”"<I>|2> g2+ Por lo tanto,

|®(r,2)]* < Cu (|D"®%) (G.2)

para todo (r,2) € X; con Cy, := >0 A%d”, y el enunciado del lema se sigue de la combinaciéon

de las desigualdades (G.1) y (G.2). 0O
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