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Resumen

En la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, el criterio de Bendixson-Dulac es
una herramienta muy util para el estudio de los ciclos limite, sin embargo, su implemen-
tacion requiere de una funcion auxiliar, llamada funcion de Dulac, para la cual, no hay
procedimientos generales a fin de obtenerla. El interés principal de esta tesis es el estudio
de las funciones y sus aplicaciones. Primero desarrollamos un método para construir la
funcién Dulac en el caso de dominios simplemente conexos usando ecuaciones diferenciales
parciales. Luego estudiamos varias caracteristicas importantes de estas funciones, por ejem-
plo, se introduce el conjunto de funciones de Dulac, también estudiamos algunas relaciones
entre las funciones de Dulac de un campo vectorial con otro campo perturbado, considera-
mos condiciones suficientes para que una suma de los campos de vectores admita funciones
Dulac. Ademas se estudia el comportamiento de las funciones Dulac si transformamos un
campo vectorial por un difeomorfismo, entre otros.

Posteriormente, se generaliza el método de construccion para el caso de los dominios
multiplemente conexos, en este contexto los criterios Bendixson-Dulac dan cotas superiores
para estimar el numero de ciclos limite. Finalmente con el uso de nuestros métodos se
estudiaron las condiciones suficientes para la existencia, unicidad y algunas cotas en el
nimero de ciclos limite para ciertos sistemas especiales como: sistemas Liénard, sistemas
Liénard generalizadas y los sistemas de tipo Kukles.

Palabras clave: Bendixson-Dulac, funciones de Dulac, 6rbitas periddicas, ciclos limite,
sistemas tipo Kukles, sistemas tipo Liénard.
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Abstract

In the qualitative theory of differential equations, the Bendixson-Dulac criterion is a very
useful tool for the study of limit cycles, however its implementation requires an auxiliary
function, called Dulac function, for which, there are no general procedures to obtain it. The
main interest of this thesis is the study of such functions and their applications. We first
developed a method for constructing Dulac function in the case of simply connected domains
using partial differential equations. Then we study several characteristics of these functions,
for example, we introduce the set of functions of Dulac, we give some relations between the
Dulac functions of a field and some perturbations, we consider sufficient conditions for a
sum of vector fields admits Dulac functions. We also study the behavior of Dulac functions
if we transform a vector field by a diffeomorphism, among others.

Subsequently, we generalize our construction method to the case of multiply connected
domains in this context the Bendixson-Dulac criteria give upper bounds for the number of
limit cycles. Finally using our methods we studied sufficient conditions for nonexistence,
uniqueness and some bounds on the number of limit cycles for certain special systems like:
Liénard systems, generalized Liénard systems and Kukles type systems.

Key words: Bendixson-Dulac, Dulac functions, periodic orbits, limit cycles, Kukles-
type systems, Liénard-type systems.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son una pieza clasica y central en las matematicas modernas,
han mostrado ser una herramienta poderosa para el desarrollo de las ciencias, asi como una
alta eficacia en la descripcion de fenémenos en la naturaleza y por ende en el campo de las
aplicaciones.

Después de su desarrollo inicial debido a I. Newton y Leibnitz, durante los siguientes
dos siglos el interés en el drea estuvo centrado principalmente en la bisqueda de métodos de
integracion explicitos para las ecuaciones diferenciales por medio de funciones elementales.
Sin embargo como exhibi6é Liouville es imposible integrar ciertas ecuaciones diferenciales
mediante funciones elementales, esto abrié la necesidad de encontrar nuevos enfoques de
estudio.

Posteriormente H. Poincaré y A. Lyapunov en [1] y [6] respectivamente sentaron las bases
de lo que hoy se conoce como la teorfa cualitativa de las ecuaciones diferenciales. La meta
ahora counsiste en describir propiedades locales y globales de las soluciones en el conjunto
de definicién de la ecuacion. En las matemaéticas contemporaneas, la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales es un area de amplio estudio sin embargo ain quedan muchas
cuestiones bésicas por responder, varias de ellas relativas a ciclos limite es decir, 6rbitas
periddicas aisladas en el conjunto de orbitas periddicas. Como sabemos hoy estas son piezas
claves en el comportamiento global de las soluciones. Asi muchos problemas de ecuaciones
estan relacionados con las érbitas periddicas del sistema, lo cual motiva su estudio, pero
decidir si una ecuacioén diferencial tiene 6rbitas periédicas o no, asi como la cantidad de estas
es un problema dificil de resolver, de hecho estas cuestiones estan conectadas a preguntas
famosas en el medio matematico.

Aln en el caso bidimensional se esta lejos de tener un entendimiento aceptable sobre
las orbitas periodicas o ciclos limite, a pesar de que se han logrado resultados fuertes en el
caso del plano, por ejemplo: el teorema de Poincaré-Bendixson, teoria de indice, criterio de
Bendixson-Dulac, etc.

Ivar Bendixson y Henri Dulac son los autores del famoso criterio de Bendixson-Dulac,
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Introducciéon IX

recordemos que en [2] Bendixson, fue quien en 1901 enunci6 un caso particular y posterior-
mente en [4] Dulac propuso en el afio 1923 una generalizacion de este criterio para descartar
existencia de orbitas periddicas, esta version clésica asi como su extensiéon a anillos forman
parte esencial de los cursos de teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales [18], [25], [19].
El teorema de Bendixson-Dulac ha mostrado ser una herramienta muy util en el estudio de
ciclos limite en el plano, sin embargo su aplicaciéon posee una debilidad pues requiere de la
existencia de una funcién auxiliar con propiedades especificas, llamada funcidon de Dulac, la
cual es muy dificil de encontrar y generalmente se obtiene mediante intuicién. En esta tesis
nos ocuparan cuestiones relativas a las o6rbitas periddicas de ecuaciones diferenciales en el
plano, en particular nos enfocaremos a la existencia, construccion de funciones de Dulac y
sus generalizaciones, asi como algunas de sus aplicaciones.

El criterio de Bendixson-Dulac nos da una condicién suficiente para la no existencia de
Orbitas periodicas en regiones simplemente conexas. Como hemos mencionado a pesar de
la fuerza de dicho criterio sufre la desventaja de que no existen algoritmos generales para
encontrar funciones de Dulac, algunas funciones de Dulac clasicas han sido propuestas en
base a la intuicién. En [15] los autores adaptan un método debido a Krasovskii usado en la
construccién de funciones de Liapunov, para encontrar algunas funciones de Dulac en el caso
simplemente conexo, sin embargo su aplicacién es limitada pues como es conocido el método
de Krasovskii requiere la determinaciéon de una matriz con propiedades especificas. Por otro
lado en [42] y [33] se trabaja un procedimiento principalmente para el caso polinomial, en
este método se propone una funcién de forma especifica y mediante una estrategia tipo
coeficientes indeterminado se ajustan los coeficientes de la funciéon, para la obtencién de
una funcién de Dulac, sin embargo el sabor atin es de prueba y error.

También existen métodos aproximados para predecir la existencia o no existencia de
orbitas periodicas (ver por ejemplo [9],[56], [57], [58], [59]).

Uno de nuestros objetivos es que ésta tesis sea lo méas auto contenida posible, por lo
que dedicamos el primer capitulo a la revisién de algunos resultados bésicos sobre 6rbitas
periddicas y ecuaciones diferenciales parciales que seran de utilidad para el desarrollo de
nuestro trabajo. También presentamos los resultados preliminares que se han obtenido a lo
largo de la historia y que son necesarios para la realizacion de la misma.

En el Capitulo 2 de esta tesis proponemos un método para la construccion de funciones
de Dulac basado en ecuaciones diferenciales parciales. Asi, establecemos el siguiente:

Teorema 2.4 . Para la ecuacion diferencial en el plano

{ i1 = fi(z1, x2) (0.0.1)

i"2 = f2($1,:L‘2), (1'1, ZEQ) S Q.

Una solucion h del sistema asociado (2.2.2), (para alguna funcion c tal que c(x1, x2)h(xz1, x2)
no cambia de signo y que sélo se anula en un conjunto de medida cero) es una funcion de
Dulac sobre 2.
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Como una consecuencia inmediata tenemos el corolario 2.5 el cual resulta 1til para la
existencia y construccién de funciones de Dulac. Aplicamos dichos resultados para dar con-
diciones suficientes para la existencia de funciones de Dulac que dependen de una variable,
para ello consideremos el conjunto

Fao={f €C°Q,R): f no cambia de signo y s6lo se anula en un conjunto de medida cero}.

En particular obtenemos

Proposicion 2.7. Suponga que existe ¢ € Fq, tal que

1 0 0
i = 7 <c — (é?acfi + 85:2)) depende sdlo de x;, para algin i € {1,2}

y es continua, entonces el sistema admite una funcion de Dulac.

Posteriormente generalizamos esta idea para dar condiciones suficientes para la exis-
tencia de funciones de Dulac que dependen de funciones especiales; ver teorema 2.10 y
corolario 2.11. Ademas en este capitulo construimos funciones de Dulac de algunos sistemas
con formas especificas y presentamos varios ejemplos para ilustrar nuestros resultados.

En el capitulo 3, estudiamos algunos aspectos del conjunto de funciones de Dulac Dgz (F)
asociado a un campo vectorial y a un dominio especifico, (ver proposicion 3.1), en particular,
para obtener una versién mas débil del criterio de Bendixson-Dulac, se tiene

Proposicion 3.5 Sea () una regién abierta simplemente conexa y F € C1(Q,R?) un
campo vectorial. Si para cada conjunto abierto simplemente conexo )y compactamente
contenida en € se tiene Dg, (F') # 0, entonces el sistema (3.1.1) no tiene 6rbitas periodicas
en €.

Damos también en este capitulo 3 algunas relaciones entre funciones de Dulac de un
campo y algunas perturbaciones, ver proposicion 3.6. Ademas consideramos condiciones
suficientes para que una suma de campos vectoriales admita funciones de Dulac. Tam-
bién estudiamos el comportamiento de las funciones de Dulac si transformamos un campo
vectorial mediante un difeomorfismo, (éste es el contenido de la proposicion 3.17).

Por otro lado, el teorema de Bendixson-Dulac ha sido objeto de varias extensiones
interesantes en diversas direcciones (ver por ejemplo [17], [22], [29], [42], [33] y las referencias
en ellas), unas de estas generalizaciones que seran de nuestro particular interés son las
que se refieren al dominios mas generales en el plano. Asi el teorema de Bendixson-Dulac
en domintos multiplemente conexos juegan un papel fundamental para encontrar cotas
superiores para el namero de ciclos limite que puede tener un campo vectorial ver [42], [33],
[45]. En las versiones extendidas resulta que el estudio de las funciones

oh oh ofi  0f
M, = fi=— — = 4 =
fl 8:(}1 + f28.%'2 + sh (8%‘1 + 81’2)

son de sumo interés para controlar el nimero de ciclos limite del sistema, sin embargo, el ob-
tener una funcion h tal que la expresion anterior posea ciertas propiedades sigue siendo una
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tarea bastante complicada. Por uniformidad continuaremos llamandole a tales funciones,
funciones de Dulac.

En el capitulo 4 extendemos el método de construccién usando ecuaciones parciales a
este contexto, asi en combinacion con resultados en [45], obtenemos

Proposicién 4.5 Sea QO C R? un conjunto abierto con frontera regular. Supongamos
que ezisten s € R y una funcion c: Q — R tal que

(Vh, F) 4+ shdiv(F') = ch, (0.0.2)

admite una solucion analitica h, con el producto ch definida en todo Q y que no cambia de
signo y solo se anula en un conjunto de medida de Lebesque cero. Entonces los ciclos limite
del sistema (4.0.1), o estdn completamente contenidos en Z(h), o no interceptan a Z(h).
Mads ain el nimero de ciclos limite contenidos en Z(h) es a lo mds co(h) y el nimero N
de ciclos limite que no interceptan a Z(h) satisface

1(02) st s>0,
N<<O0 st s =0,
I(,h) st s<O.

Ademds para cualquier s # 0 los ciclos limite de esta seqgunda forma son hiperbdlicos.

En el resto del capitulo presentamos varios ejemplos para ilustrar nuestros resultados.

En el capitulo 5 aplicamos los métodos desarrollados en los capitulos anteriores analizan-
do algunos sistemas fisicos o bioldgicos relevantes en la literatura. En particular, estudiamos
algunos modelos matemaéticos en dindmica de poblaciones o modelos epidemiolégicos los
cuales envuelven sistemas no lineales auténomos de dos dimensiones, también estudiamos
el famoso ejemplo debido a Van der Pol, obtenemos resultados relativos a la no existencia
y unicidad de ciclos limite.

Continuando con la aplicacion de los métodos previamente desarrollados, nos enfocamos
sobre ecuaciones tipo Liénard, esta es sin duda una de las ecuaciones diferenciales més

estudiadas dada por
{ T (0.0.3)

to = —g(z1) — f(z1)z2.
En el capitulo 6, presentamos varios criterios relativos a la no existencia o unicidad de ciclos
limite por mencionar algunos probamos los siguientes:

Proposicion 6.3 Sea G : R — R una funcion dada por G(x1) := [ g(x1)dz1 con g
analitica en R. Si para algin a € R el conjunto donde G + a es no positivo, tiene solo una
componente cerrada coneza y se satisface que f(x1)(G(x1)+a) € Fre, entonces la ecuacion
de Liénard tiene a lo mds un ciclo limite.

Proposicion 6.5 Suponga que existe m tal que f(x1)[2F(x1) +m] — g(x1) € Fre con
F(z1) = [ f(z1)dz1, entonces la ecuacion de Liénard no tiene drbitas periddicas.
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En la segunda parte de dicho capitulo, estudiamos sistemas de Liénard generalizados,
para los cuales damos varias condiciones de no existencia y algunas cotas del niimero de
ciclos limite, por mencionar algunos obtenemos:

&1 = k(z2),
{ To = —g(a:l) — f(m‘l,m'g)k<x2)_ (004)

Proposicion 6.14 Si cualquiera de las siguientes funciones pertenece a Fp,
i).- (royf(z1, 22)K (22))? + drx1g(x)K (z2) para algin r € R,
it).- (f(21,22)k(22))? + 49/ (x1)22k(22),

entonces el sistema anterior no admaite ciclos limite.

Proposicion 6.16 Sea ¢ : R — R una funcidn estrictamente mondtona tal que
FH(wr, w2)? (1)K (w2) + 49 (1) (21) g (21)K (22) € Fpa, (0.0.5)

entonces el sistema anterior no admite ciclos limite.

Capitulo 7, aqui estudiamos sistemas tipo Kukles de la forma dada en la ecuaciéon 7.1.1,
realizando su anélisis mediante nuestros métodos se obtienen varios condiciones para la
ausencia de ciclos limite por mencionar algunos obtenemos:

Proposicion 7.2 Suponga que hy € R? y h? < 3hohy entonces el sistema (7.1.1) no
tiene ciclos limite.

Proposicion 7.5 Si cualquiera de las siguientes afirmaciones se cumple
a) h1 =0 y ho + hox3 € Fpo,

b) hi + 3h3x3 € Fpe,

¢) hy + hsHy € Fre, y (3h1)* < (ha + hsHy)(3hiHy + ho),

entonces el sistema de Kukles no tiene ciclos limite.

Los resultados de los capitulo 2 y 4 han sido publicados en [48] y [50] respectivamente.
El contenido del capitulo 3 aparecen en los articulos [49], [51] y [52]. Los resultados de los
capitulos 6 y 7 forman parte de los trabajos [55], [54] y [53].
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Capitulo

Preliminares

En este primer capitulo estableceremos nuestro entorno de trabajo, es decir, introduci-
remos notacioén y definiciones asi como algunos resultados que nos seran de utilidad en el
desarrollo de esta tesis.

1.1. Campos vectoriales

Sea € un subconjunto abierto de R™. Definimos un campo vectorial de clase C' en Q
como una funcién F :  — R" de clase C*. Identificamos por x(t), con t € I C R a las
soluciones de la ecuacion diferencial

&= F(x), x € Q. (1.1.1)

A continuacion enunciaremos el teorema de existencia y unicidad de soluciones, para
una demostracion de este resultado se puede consultar [25] pag. 74.

Teorema 1.1. (Existencia y unicidad). Sea Q@ C R" abierto y sea F' : Q@ — R"™ localmente
Lipschitz, entonces para cualquier xo €  existe a > 0 y una unica solucion x : (—a,a) —
de la ecuacion

#(t) = F(z(t)), z(to) = o

Del teorema de existencia y unicidad, tenemos que para cada xg € ) existe un intervalo
abierto maximal I, = (ag,, 8z,) que contiene al cero, sobre el cual existe una tnica solucion
(posiblemente el intervalo sea no acotado), més formalmente tenemos;

Definiciéon 1.2. Sea g € Q y ¢ : I, — Q una soluciéon del sistema (1.1.1) tal que
©(0) = xp. La solucion ¢ : I, —  es llamada mazimal si para solucion ¢ : J,, — € tal

1



1.1. Campos vectoriales

que iz, C ju, v ¢ = |1, entonces iy, = jz, y en consecuencia ¢ = 1, el intervalo I, es
llamado intervalo mazximal.

Dada una ecuacion diferencial de la forma (1.1.1) pueden existir dos trayectorias es-
peciales y de sumo interés (pues como se puede ver son fundamentales en el estudio del
comportamiento global de las trayectorias de ecuaciones en el plano), estas son: puntos
criticos y orbitas periddicas.

Comencemos por definir cada una de ellas, para esto denotamos como ¢, () a la curva
solucion del sistema que pasa por el punto p, y supondremos que ¢,(0) = p.

Definicion 1.3. Para una ecuacion como en (1.1.1)

» Decimos que un punto p € Q es un punto critico (punto singular), si ¢,(t) = p para
todo t € R.

» Decimos que una solucién ¢, (t) es una drbita periddica, si p no es punto critico y
existe T > 0, tal que @, (T +t) = pp(t).

= Un ciclo limite del sistema diferencial, es una érbita periddica aislada.

Proposicion 1.4. Si ¢ es una solucion mazimal del sistema diferencial (1.1.1), entonces
una de las siguientes afirmaciones se cumple.

= es una biyeccion sobre su imagen.

» Sil =R, ¢ es una funcion periddica de periodo minimo T (es decir, existe un valor
7> 0 tal que o(t +7) = p(t) para todo t € R y p(t1) # (t2) si [t —to] < T,

» Si I =R, ¢ es una funcion constante y v, es un punto.

Por retrato fase de un campo vectorial F': 0 — R™ entendemos el conjunto de trayec-
torias (orientadas) de F. Ademéas tenemos

Definicion 1.5. Sea ¢(t) = ¢,(t) la curva solucion del sistema 1.1.1 que pasa por el punto
p, definido sobre su intervalo maximo de solucion I, = (¢1,t2), entonces

= Si to = oo se define el conjunto

w(p) ={q € Q: Euxiste {t,} cont, — coy ¢(t,) = g cuando n — oo} ;

= De igual forma, si t; = —oo se define el conjunto

a(p) ={q € Q: Euxiste {t,} con t, — —c0y p(t,) = q cuando n — oo} .

Los conjuntos w(p) y a(p) son llamados conjunto w -limite y conjunto a-limite respectiva-
mente.
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1.2. Criterios relativos a la existencia de 6rbitas periédicas

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales nos interesa determinar si existen oérbitas
periddicas o no en su retrato fase. Para esto enunciaremos algunos resultados existentes so-
bre esta cuestion (excepto que digamos lo contrario nos restringimos al caso bidimensional).

1.2.1. Teorema de Poincaré-Bendixson

Un conjunto 2 en el plano es positivamente (negativamente) invariante por el flujo ¢, (%)
de un sistema diferencial, si p,(t) € Q para todo x € Q y para todo ¢t > 0(t < 0).

El siguiente es un resultado clasico para la existencia de orbitas periddicas, para su
demostracion consultar [1], [34].

Teorema 1.6 (Poincaré-Bendixson). Sea o(t) = ¢(t,p) una curva solucion del campo
vectorial F' definido para todo t > 0, tal que ’y;r estd contenida en un conjunto compacto K C
Q. Suponga que el campo vectorial F' tiene a lo mds una cantidad finita de singularidades
en K. Entonces una de las siguientes afirmaciones se cumple.

1. Siw(p) contiene sdlo puntos requlares, es decir, no contiene puntos criticos, entonces
w(p) es una drbita periddica.

2. St w(p) contiene tanto puntos singulares como requlares, entonces w(p) estd formado
por un conjunto de orbitas, cada una de las cuales tiende a uno de los puntos singulares
en w(p) cuando t — £oo.

3. St w(p) no contiene puntos requlares, entonces w(p) es un unico punto singular.

Una consecuencia interesante de este teorema esta reflejado en el siguiente corolario el
cual se puede consultar en [34].

Corolario 1.7. Un conjunto cerrado, acotado y no vacio K C R? que es positivamente
(negativamente) invariante por el flujo @i de (1.1.1) contiene una drbita periddica o un
punto critico.

Ejemplo 1.1. Consideremos el sistema
1 :x(—x2—2y2+1)+y,
To :y(—2x2—y2+1)—x,

cuya grafica se representa en la figura a), ademas consideremos la region marcada en la figura
b) que es positivamente invariante (cualquier trayectoria dentro de la region se conserva
dentro de la region para todo ¢t > 0)




1.2. Criterios relativos a la existencia de 6rbitas periédicas

(a) Grafica del sistema dife- (b) Region acotada por los
rencial anillos de radios 1 = .5y
T2 = 1.4

Figura 1.1: Regién acotada que garantiza la existencia de érbitas periddicas

Dado que el sistema tiene un dnico punto critico, el cual estd ubicado en el origen
(fuera de la region marcada) por el corolario anterior, podemos asegurar que en esta region
existe al menos una 6rbita periddica, la cual podemos observar si acercamos un poco mas
la imagen, como lo muestra la siguiente grafica.

Figura 1.2: Orbita periodica del sistema,

1.2.2. Sistemas de Liénard
Una ecuacién diferencial se llama ecuacion de Liénard, si es una ecuacion de la forma
Z+ f(x)t+g(x) =0

Pasando al sistema asociado, para esto tomamos x| = x,xo = &1, obtenemos el sistema

{ b =2, (1.2.1)

gy = —f(x1)r2 — g(71).
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En este caso es posible dar condiciones relativamente generales sobre f, g para probar
la existencia de una tunica 6rbita periodica; en forma mas precisa se tiene, ver [24], pigina

404.

Teorema 1.8. Sean f, g funciones C' tales que:

(a).- g es una funcion impar y g(x1) >0 si z1 > 0;

(b).- f(x1) es impar, y no cambia de signo en x1 > 0;

(¢).- g(x1) > af(x1)F(x1) para x1 > 0, donde F(z1) = [ f(s)ds, o > 1

entonces la ecuacion de Liénard tiene exactamente una drbita periodica.

Un caso particular del sistema de Liénard es dado por la ecuacion de Van der Pol, que
resulta de tomar f(z) = p(z? — 1) y g(x) = x, ver [20].

Ejemplo 1.2. La ecuacion de Van der Pol

i+ (@ —1)i+x=0
tiene un ciclo limite sobre el plano.

En efecto, podemos ver que satisface las condiciones del teorema 1.8 relativo a la ecua-
cion de Liénard.

De hecho existen condiciones de algunas f més generales para obtener érbitas periddicas
de sistemas tipo Liénard. Por ejemplo

Teorema 1.9. La ecuacion de Liénard con f,g continuas, tiene una solucion periddica bajo
las siguientes condiciones:

(a).- Eziste a > 0 tal que f(z1,72) >0 cuando \/x% + 23 > a;
(b).- f(0,0) <0, (f(z1,z2) <O (en una vecindad de el origen);
(c).- g(0) =0,g(z1) >0 cuando x1 > 0, y g(x1) <0 cuando x; < 0;

(d).- G(z1) = [ g(s)ds — oo cuando x1 — oc.

Sistema gradiente

Existen ademés familias de ecuaciones diferenciales para las que es posible probar resul-
tados relativos a la existencia de 6rbitas periddicas, las cuales, a pesar de su particularidad
son importantes en aplicaciones o para fines teéricos, por ejemplo tenemos:




1.2. Criterios relativos a la existencia de 6rbitas periédicas

Definicion 1.10. Sea U C R” abierto, un sistema gradiente es una ecuaciéon de la forma

& = —gradv(x),
donde v : U — R es una funcién C? y gradv(z) = (%’1, e ,8871;)
Proposicion 1.11. Un sistema gradiente & = —gradv(xz) no posee drbitas periddicas.

Es facil ver que el valor de la funcion v(x) es decreciente a lo largo de trayectorias no
triviales, por lo tanto, no puede haber soluciones periddicas.

1.2.3. Teoria de indices

Dada una 6rbita periédica v C R?, nos interesa saber qué tipo de trayectorias hay en la
region acotada por la curva, para esto, denotémosla por int(), y recordemos la siguiente
definicién

Definicién 1.12. Una curva de Jordan (en R?) es un subconjunto de R? homeomorfo a
St
Consideremos ahora la ecuacion (1.1.1) con F := (f1, f2) es decir el sistema

{ i1 = fi(z1,22),

iy = fa(z1,72).

Sea 6 el dngulo que el campo vectorial F' := (f1, f1) tiene con el eje x positivo, y
~v C R? una curva de Jordan orientada positivamente que no contiene puntos criticos de
F = (f1, f1). El indice de F con respecto a v esta dado por:

) = = dag= L Nd2— fedh
Jr(y) = 5. j{dG = 27r£ R (1.2.2)

Note que jp(7y) es un multiplo entero de 27 y representa el nimero de vueltas que F, da
al recorrer 7, el angulo que F' tiene con respecto al eje X cambia conforme v es recorrido
una vez, en [19] se prueba el siguiente resultado.

Lema 1.13. Sea v C R? una curva de Jorddn orientada positivamente que no contiene
puntos criticos de F', Entonces:

a).- Siint(y) no contiene puntos criticos, entonces jr(y) = 0.

b).- Siy1 y~ye son dos curvas de Jorddn con vy C int(y2) y si no hay puntos criticos fuera
de y1 y dentro de o entonces jp(v1) = jr(72).
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El resultado anterior nos motiva a definir el 7ndice de un punto critico xg en la siguiente
manera. Sea 7 una curva de Jordan tal que zg € int(y) y que no contenga ningin otro
punto critico de F', entonces:

Jr(xo) = jr (7).

Si v encierra una cantidad finita de puntos criticos, una aplicacién del lema anterior nos

da:

Lema 1.14. Sea v C R? una curva de Jorddn orientada positivamente cuyo interior con-
tiene los puntos criticos x1,...,Ty,. Entonces

ir(y) = ir(x)).
k=1

Teorema 1.15. Si~ es una orbita periddica para el flujo de & = f(x), entonces.

jr(y) = +1.

Esto produce una relacién entre una érbita periédica y la naturaleza de los puntos que
encierra.

Otro criterio importante en el estudio de las 6rbitas periddicas es debido a I.Bendixson
y H. Dulac, sin embargo dado que es la base de esta tesis, este resultado lo analizaremos
en el siguiente capitulo darle mayor seguimiento a la construccién de nuestros resultados.

1.3. Algunos métodos de solucién de E.D.P.

1.3.1. Meétodo de las caracteristicas

El método de las caracteristicas llamado asi debido a que emplea ecuaciones caracteris-
ticas (ver definiciéon 1.18), es una técnica clasica que resulta muy eficaz para resolver varios
tipos de ecuaciones diferenciales parciales.

Definicién 1.16. Sea 2 C R3, abierto. Una Ecuacion Diferencial Parcial de Primer Orden
de la forma

0z 0z

se llama Ecuaciéon Diferencial Parcial cuasilineal de Primer Orden, donde las funciones
coeficientes P,() no se anulan simultdneamente en €.
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La ecuacion (1.3.1) se llama cuasilineal pues en general las funciones coeficientes P,Q,R
no necesariamente son transformaciones lineales en la tercera coordenada.

Denotamos el vector F(z,y,z) = (P(z,y,2),Q(x,y, z), R(z,y, z)), entonces la ecuaciéon

(1.3.1) se escribe como
0z 0z
F (22 1) =0
(&T’ay’ )

Sea S una superficie en () tal que representa la gréifica de una funcién diferenciable
en dos variables f : A — R con A C R? y tal que z = f(z,y). Entonces si se define
E(x,y,z) = z — f(z,y) tenemos que S coincide con la grafica del conjunto

E7H0) = {(z,y, 2)|2 — f(z,y) = 0}

La superficie S' se puede entonces considerar como la superficie de nivel cero de la
funcion E. Si S es una superficie regular que es solucion de (1.3.1) y consideramos el

gradiente VE = (—g—;, —g—;, 1) se tiene de inmediato la identidad

F.VE =0, dentro del conjunto E~*(0).

Si se interpreta geométricamente la identidad anterior significa que la superficie solucion
S, también llamada superficie integral, es tangente al campo de vectores F'.

Para encontrar superficies tangentes al campo de vectores F' recordemos la definicion
de érbita o trayectoria de un campo de vectores.

Definicién 1.17. Sea Q C R3 y F': Q — R3 un campo de vectores. Una curva paramétrica
~v: I — Q donde I es un subintervalo de R es una érbita del campo vectorial si y sélo si se
satisface la identidad

dy(t)

dt

F(vy(t)) en un intervalo I € R (1.3.2)

La definicién anterior dice que una curva paramétrica tal que el vector tangente a la
curva coincide con el campo de vectores en cada punto, es una Orbita.

Notese que si se tiene una superficie formada sb6lo por o6rbitas del campo de vectores
entonces es inmediato que es una superficie tangente al campo de vectores y en consecuencia
es una solucién de la Ecuacion Diferencial Parcial (1.3.1). El problema para encontrar
superficies integrales se reduce a conseguir érbitas del campo de vectores.

La identidad (1.3.2), se puede escribir equivalentemente en término de las componentes
de los vectores, de donde se tiene la identidad:

Ox Oy 0z\ _
<8tvataat> - (P(xvyaZ)JQ(‘r?yaZ)aR(xayvz)))
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o bien, simplemente igualando las componentes de los campos de vectores se tiene el sistema
de tres ecuaciones diferenciales:

ot — P(w,% Z)
a1 = Q(z,9,2) (1.3.3)
a5 = R(z,y, 2).

Observacion: El sistema en general no es lineal y se sabe que un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales es dificil de resolver explicitamente. Una alternativa para
conseguir una solucion del sistema, consiste simplemente en eliminar el pardmetro t (s6lo
se pierde la orientacion inducida a las curvas por el parametro) de las formas diferencia-
les y conseguir dos expresiones diferentes de tal suerte que sus respectivas superficies se
intercepten transversalmente.

Al despejar Ot de las tres ecuaciones del sistema anterior e igualar obtenemos

ox oy 0z

OP(z,y,z) 0Q(z,y,2) OR(z,y,2) (1.3.4)

Al resolver una igualdad de la expresion anterior (cualquier combinacion, normalmente
escogemos las formas mas faciles de resolver) obtenemos la solucién general de esta igualdad
en la forma

(ﬁl(.%',il/, Z) = (1,

luego resolviendo otra igualdad obtenemos una segunda solucién dada por

¢2(:E7 Y, Z) = C2.

Notémos que en el caso de que la ecuacion (1.3.1) sea homogénea, es decir, R(z,y, z) = 0,
basta con resolver la primera igualdad de la expresion (1.3.4), pues la segunda caracteristica
se obtiene de inmediato y es igual a z, es decir debemos resolvemos

Oz oy

OP(z,y,z) 0Q(z,y,2)

para obtener la primera caracteristica ¢1(x,y,z) = ¢1 y en consecuencia la solucion de la
ecuacion (1.3.1) con R = 0 estaria dada por

co = P(cq)

o equivalentemente

z= (I)(le(xvyv Z)) (135)

donde ® es una funcién arbitraria, C?.




1.3. Algunos métodos de solucién de E.D.P.

Definicién 1.18. Supongamos que,

{ ¢1(z,y,2) = c1,

b2(z,y, ) = c2, (1.3.6)

son un par de ecuaciones de superficies que se interceptan transversalmente. Estas su-
perficies se llaman caracteristicas de la ecuacién cuasilineal.

0 0
P(‘Tayaz)_z+@(x7yvz>_z ZR(.’II,y,Z) P,Q,ReC’l(Q)
Ox oy
La figura 1.3 muestra su interpretacién grafica como superficies de nivel, de donde

las intersecciones de las superficies de nivel ¢ ~!(c1) N ¢~ !(c2) son curvas que contienen
soluciones del sistema (1.3.3) o de la ecuacion (1.3.1).

L . na®
Orbita !

Figura 1.3: Intersecciones de las superficies de nivel ¢~ 1(c1) N~ (cz)

Observacion: Notese que si el punto (c1, c2) se mueve sobre una curva arbitraria en el
plano cjcy, la 6rbita en R3, adquiere una dindmica y genera una superficie de o6rbitas, es
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decir, se tiene una superficie integral de la ecuacion (1.3.1) como se muestra en la figura
1.4.

G

(€. Co) .

G

Figura 1.4: Superficie de orbitas.

Bajo esta observacion, podemos entonces describir una curva en el plano formado por
las caracteristicas ¢, co, para formar una superficie integral en las siguientes dos formas;

Primera forma. Sea ®(ci,c2) = 0 con ® € C!, la ecuacion de una curva arbitraria
diferenciable en el plano ¢jcy. Entonces, por las ecuaciones caracteristicas (1.3.6) reempla-
zando las constantes en la ecuaciéon por las funciones ¢1, ¢o respectivamente, se obtiene la
ecuacion de una superficie integral en las variables z, y, z de la forma

¢ ((Zsl(xa Y, Z)7 ¢2($,y, Z)) =0.

La expresion anterior es una ecuaciéon de una familia de superficies integrales, llamada
solucién general por contener una funcién arbitraria.

Segunda forma. En el plano cjcy se puede considerar una grafica de una funcion

11



1.3. Algunos métodos de solucién de E.D.P.

arbitraria, dada por una ecuacién de la forma cy = ®(c;) con ® € C! con lo que obtenemos

p2(x,y,2) = P(P1(z,y, 2)). (1.3.7)

Ejemplo 1.3. Para encontrar la superficie solucién de la Ecuaciéon Diferencial Parcial

0z 0z
2 2
Yy + 2"~ =0,
4 Oz oy
formamos el sistema de formas diferenciales
de = zy?dt
dy = z2dt
dz =0
Igualando las dos primeras ecuaciones se tiene xdx = y>dy, integrando se tiene la

primera caracteristica #2/2 — y3/3 = ¢; donde ¢; es una constante arbitraria. La segunda
caracteristica se deduce facilmente de la tercera ecuacion, pues integrando obtenemos z = ca,
con ¢z una constante arbitraria y finalmente usando la ecuacion (1.3.7) obtenemos

Cy = (I)(Cl)

1.2 y3
—p (= L
(35

que es una solucién general de la ecuacion diferencial parcial.

es decir

Ejemplo 1.4. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial

0z

== =203
oy Y

0z 9
y%ﬂw y+y)

. al escribir la igualdad caracteristica (ecuacion (1.3.4)) se obtiene

ox oy 0z

v (@Py+y) 222y

al resolver la igualdad % = (IQ‘Zﬂy) se obtiene la primer caracteristica
3
? +r—y=c
4 luego resolviendo la igualdad % = QZaxZgy obtenemos la segunda caracteristica dada por
el/22?
= C2
z

12
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asi la solucion general de acuerdo a (1.3.7), esta dada por ca = ®(c1) o lo que es lo mismo

2
ol/2x 23

— (= _
. (3+9«“ Y)

donde ® es una funcién arbitraria. Al despejar z se obtiene

el/22?
3

(I>(§+x—y)

z =

1.3.2. Formas especiales de ecuaciones parciales

Mostraremos ahora algunas de las formas mas cominmente usadas dentro de las ecua-
ciones diferenciales parciales lineales de primer orden.

Ecuaciones de la forma f(afl,l'g)(%i + g(z1, xg)a% =0

Considérese la ecuaciéon diferencial parcial homogénea lineal de primer orden con dos
variables independientes de la forma:

0z 0z
r1,22)=— + g(z1,220)=— =0 1.3.8
f(a 2)8351 g9(@1 2)(%2 (1.3.8)
con f,g e Ch.
la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, que resulta usando el método de las
caracteristicas
dl‘l dl‘Q

f(x1,22) B g(x1,29) (1.3.9)

es llamada ecuacidon caracteristica correspondiente a la ecuacion diferencial parcial
(1.3.8). Denotando a la solucién general de la ecuacion caracteristica (1.3.9) por

u(z1,r2) = 1 (1.3.10)

donde C' es una constante arbitraria.
Entonces la solucion general de la ecuacion (1.3.8) tiene la forma

z = ®(u),

donde @ es una funcién arbitraria.
Nota: la igualdad (1.3.10) es conocida como integral principal de la ecuacion diferencial
parcial (1.3.8).
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Ejemplo 1.5. Considere la ecuacion

0z 0z
1—a3)-— +ae™ — =0
( 2> 6951 (91’2
la ecuacion caracteristica esta dada por

d:c1 o d:BQ
_ 2 Lz
1—2x35 erl

y entonces la primera caracteristica es xo — %x%’ — ae™ = ¢1. Por lo tanto, por (1.3.5), la

solucién general es

1
z=®(xy — gxg —ae™).

O
Nota: Se puede consultar una lista de soluciones para este tipo de ecuaciones en [28§],
capitulo 2.

Ecuaciones de la forma f(:cl,:cQ)(%zl +g(m1,x2)88—;2 = h(z1,z2)

Consideremos ahora ecuaciones diferenciales parciales no homogéneas, y comencemos
por ecuaciones de la forma

1. Usando una soluciéon particular. Considérese la ecuacion diferencial parcial no
homogénea lineal de primer orden con dos variables independientes de la forma:

0 s,
f(xl,xg)a—;l —|—g(361,962)a—a':2 = h(x1,x2) (1.3.11)

con f,g,h € C".

La solucion general de la ecuacion (1.3.11) puede ser representada como la suma
zZ = zp + 20,

donde z, es una solucion particular de esta ecuacion y zg es la correspondiente solucion
de la ecuacién homogénea.

2. Método de solucién basado en un cambio de variable. Sea u(z1,z2) = C una
solucion particular (integral principal) de la correspondiente ecuacién homogénea en
(1.3.11)

0z 0z
f(x1,902)87x1 +9($1,$2)87$2 =0,

realizando el cambio de variable x5 por u(z1,z2) (siempre y cuando sea posible ex-
presar explicitamente x2 en funcion de x1,u), la ecuacion (1.3.11) se reduce a

== = h(z1,u), (1.3.12)
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donde f(x1,u) = f(x1,22) y h(z1,u) = h(z1,x2) son los coeficientes de la ecuacion
original escrita en términos de 1 y w. La solucién general de la ecuacion (1.3.12)
resolviendo por variables separables, tiene la forma

Zy,
z—/th dzy + P (u), (1.3.13)

donde ® es una funciéon arbitraria en la integraciéon y u es considerado como un
parametro.

Observacion: En ocasiones es mas facil expresar x1 en funcion de xs y u, en esos casos
realizamos el cambio ;3 — u(x1,x2), con lo cual obtendriamos la solucién general en
la forma

3. Método de solucién usando el sistema caracteristico. Consiste en encontrar
dos caracteristicas diferentes (ver método de las caracteristicas seccion 1.3.1).

up(x1,22,2) = C1 up(r1,22,2) = C2
del sistema caracteristico

dzq dzo dz

flzr,22)  g(w1,22)  h(z1,22)

la solucion general de la ecuacion no homogénea (1.3.11) esta definida por

D(up,uz) = 0.

Ejemplo 1.6. Consideremos la ecuacion

o 02 0z
—

La solucién general a la ecuacion homogénea correspondiente

| 0z 0z
ae 8:1;1 baim2 0,

nos da

axrs +be " =
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por lo tanto si denotamos u(xy,x2) = axg + be™ ' y cambiando la ecuacion original de las

variables x1 y x2 a las nuevas variables x1 y u, tenemos
0z c

G

integrando esta ecuacién se obtiene

c be
_ 1
z2=—€elry — —x1 + P(u
e e (u)
tomando en cuenta el cambio realizado, la solucién general de la ecuacién original esta dada
por

z= gexlxg + %(1 —x1) + ®(azxg + be™ ™).
O
Nota: Se puede consultar una lista de soluciones para este tipo de ecuaciones en [28§],
capitulo 3.

Ecuaciones de la forma f(a:l,acg)aa—af1 +g(ml,x2)aa—;2 = h(z1,22)2

Algunas de las formas para resolver este tipo de ecuaciones se muestran a continuacion,
para ver un listado de ecuaciones resueltas ver [28], capitulo 4.

1. Usando una soluciéon particular. Considérese la ecuacion diferencial parcial ho-
mogénea lineal de primer orden con dos variables independientes de la forma:

0z 0z
f(xl,xg)a—wl + g(xl,xg)a—@ = h(x1,22)2 (1.3.14)

con f,g,h € Ch.

La solucion general de la ecuacion (1.3.14) puede ser representada como el producto

Z = Zp2

donde z, es una solucién particular no trivial de esta ecuacién y zy es la correspon-
diente solucion de la ecuacion homogénea de (1.3.14) es decir cuando h = 0.

2. Método de solucién basado en un cambio de variable. Sea u(z1,x2) una so-
lucion particular (integral principal) de la correspondiente ecuaciéon homogénea de
(1.3.14)

0z

0z
f(331,$2)67xl +g(331,952)87932 =0,
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tomando el cambio de variable xo por u(x1, x2), (siempre y cuando sea posible expresar
explicitamente x5 en funcion de 1, u), la ecuacion (1.3.14) se reduce a

- 0z

f(z1,u)=— = h(z1,u)z, (1.3.15)

donde f(x1,u) = f(x1,22) y h(z1,u) = h(z1,x2) son los coeficientes de la ecuacion
original escrita en términos de 1 y u. La solucién general de la ecuacion (1.3.15)
resolviendo por variables separables, tiene la forma

2 = ®(u) exp [/ mm] , (1.3.16)

donde ® es una funciéon arbitraria en la integraciéon y u es considerado como un
parametro.

Observacion: En ocasiones es mas facil expresar x1 en funcion de xo y u, en esos casos
realizamos el cambio ;3 — u(x1,x2), con lo cual obtendriamos la solucién general en
la forma

» = ®(u) exp [/ Z(“’“)dm] .

(x% u)

3. Método de soluciéon usando el sistema caracteristico. Consiste en encontrar
dos caracteristicas diferentes (ver método de las caracteristicas seccion 1.3.1).

u1($1,$2,z) =0 U2(331,902,Z) =C2
del sistema caracteristico

dxq dxo dz

flxi,22)  g(z1,22)  h(z1,22)2

la solucion general de la ecuacion homogénea (1.3.14) esta definida por

@(ul, UQ) = 0.

4. Reduccion a una ecuacion no homogénea. Usando el cambio de variable n = In|z|
obtenemos la ecuaciéon de la forma




1.3. Algunos métodos de solucién de E.D.P.

Ejemplo 1.7. Consideremos la ecuacion

9 Oz

0z
x] 0z, + az; 05 (bx] + cx1w2 + das)z. (1.3.17)

Resolvemos primero la parte homogénea,

5 02 5 02

= =0
1 8331 + a2 81‘2 ’

para esto, primero escribimos la ecuacién caracteristica de acuerdo a el método de las ca-
racteristicas visto en la seccion 1.3.1, la cual queda como

dl’l dl’g
2 T 2
Ty axy

que es una ecuacién diferencial ordinaria, al resolverla obtenemos

Tr1 — axrg
—_— Cl
axri1x2

. _ . X1
por lo tanto, si tomamos u(xy,xgy) = L-22 es decir 19 = ————
ar1T2 a(l + uxy)

, la ecuacion (1.3.17) queda

y hacemos el cambio

T

de variable o — m

0z cx? x 2
2 9% _ 2, "1 o
xlaxl (bxl_i_ a(l+ uxy) +d<a(1+ux1)> ) :

Resolviendo esta ecuacion por variables separables, (recordemos que u se considera un
parametro) se obtiene

c d
= b — In(1 - | (u).
z = exp < 1 + o n(1 + uwy) (i + ux1)> (u)

y en términos de las variables originales x1, x2 queda

2
B adxs o T1 — axs
X1 — axy ari1xo

que esta bien definida para axg —x1 #0, 21 Z 0y z2 # 0.

CT1X9 I
n|—

zZ = exp <bx1 +

r1 — axr9 ar9
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Capitulo ]_ Preliminares

Ecuaciones de la forma f(:nl,:cg)(.%fl + g(z1, .’EQ)% = hi(x1,x2)z + ho(x1,x2)

Algunas de las formas para resolver este tipo de ecuaciones se muestran a continuacion,
para ver un listado de ecuaciones resueltas ver [28], capitulo 5.

1. Usando una solucién particular. Considérese la ecuacion diferencial parcial no
homogénea lineal de primer orden con dos variables independientes de la forma:

0 0
f(ﬂ?l,xg)ai; + g(a:l,xg)a—:; = hl(xl, .’EQ)Z + h0($1,$2) (1318)

con f,g,h1,hg € C'.

La solucion general de la ecuacion (1.3.18) puede ser representada como la suma

z=2zp+ 20

donde 2, es una solucién particular no trivial de esta ecuacién y zg es la solucion de
la ecuaciéon homogénea correspondiente es decir cuando hg, h; = 0.

2. Método de soluciéon basado en un cambio de variable. Sea u(z1,z2) = C una
solucion particular (integral principal) de la correspondiente ecuacion homogénea de
(1.3.18)

0z 0z
f(9517962)67$1 +9(371,9€2)8772 =0,

tomando el cambio de variable xo por u(x1, x2), (siempre y cuando sea posible expresar
explicitamente x5 en funcion de 1, u), la ecuacion (1.3.18) se reduce a

_ 0z _ _

f(xl,u)a—xl = hi(x1,u)z + ho(x1,u), (1.3.19)
donde f(z1,u) = f(x1,22), hi(z1,u) = hi(x1,22) y ho(z1,u) = ho(z1,x2) son los
coeficientes de la ecuacion original escrita en términos de x; y u. La solucién general
de la ecuacion (1.3.19) usando el factor integrante

B B hi (1, u)
b= { For,0) d”“]

tiene la forma ~
1 Eho(ﬂ?l,u) :|
== ————dzx; + P(u) |, 1.3.20
L/ e 2+ 000 n32m
donde ® es una funcién arbitraria en la integraciéon y u es considerado como un
parametro.
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1.3. Algunos métodos de solucién de E.D.P.

Observacion: En ocasiones es mas facil expresar x1 en funcion de o y u, en esos casos
realizamos el cambio x; — u(x1,x2), con lo cual obtendriamos la solucién general en
la forma

z:E[/de“+q>(u) .

3. Método de solucidon usando el sistema caracteristico. Consiste en encontrar
dos caracteristicas diferentes (ver método de las caracteristicas seccion 1.3.1).
uy (21, 22,2) = c1 uz (21, 2, 2) = ¢2

del sistema caracteristico
dxrq dxo dz

fler, )~ g(mr,x2)  ha(ar,22)z + holz1, 72)

la solucion general de la ecuacion no homogénea (1.3.18) esta definida por

<I>(u1, UQ) =0.

Ejemplo 1.8. Consideremos la ecuacion

0z 0z T —azr
2 2 2 1 2
ri=— tar5— =briz+r;————. 1.3.21
Y9z, 2019 ! ! axs ( )
La solucién general a la ecuacion homogénea correspondiente
0z 0z
2 2
ri— tars— =0
1 (91171 2 6:1:2 ’
se obtuvo en el ejemplo anterior y es;
r1 — axr9
a2
ari1x2
. _ . Z1 .
or lo tanto, si tomamos u(x1,x2) = =222 eg decir z9 = ———— y hacemos el cambio
p (21, 22) az12 2 a(l + uxy) Y
x
de variable 25 — ——— la ecuacién (1.3.21) queda
a(l +uxy)
0z
— =bz+u
8.%1

resolvemos esta ecuacién usando el factor integrante F = e~ Jbdrr — o=b1 ge gbtiene

z = —% + P d(u).

es decir, en las variables x1, x2, la solucién es

1 — axrg X1 — axry
= b (=
bazrizs ar1To
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Capitulo

Funciones de Dulac

El criterio de criterio de Bendizson-Dulac es un resultado ampliamente usado para
descartar érbitas periddicas, sin embargo en su aplicacién se requiere de una funcién au-
xiliar para la cual en general no hay algoritmos a fin de determinarla. Nuestra meta en
este capitulo es dar un método de construcciéon, comenzamos este capitulo revisando dicho
criterio.

2.1. Ciriterio de Bendixson-Dulac

Antes de comenzar recordemos el siguiente resultado debido a George Green, donde
estable la relacion entre una integral de linea alrededor de una curva cerrada y simple, y
una integral doble sobre la regiéon plana limitada por la curva.

Teorema 2.1. (Green, [31]) Sea F = (f1,f2) : @ — R? | C! es decir, funciones con
primeras derivadas parciales continuas en un dominio simplemente conexo Q0 (es decir
no posee hoyos), sea v C D una curva de Jorddn y int(y) la region limitada por la curva,

entonces se cumple
0 0
ffldﬂﬁl + fodxo = // [fQ — fl] dxidzs.
vy int(7y) 0z 0w

Enunciamos ahora un criterio sumamente importante dentro del estudio de las érbitas
periddicas publicado en 1901 por el matemaéatico sueco Ivar Bendixson, este resultado ha
sido de gran relevancia en la discusion de si un campo vectorial tiene trayectorias periddicas
0 no, y es pieza clave en este trabajo.

Teorema 2.2. (Criterio de Bendixson) Sean F = (f1, fo) : @ — R2, C! en un dominio

simplemente conexo Q0 C R? tales que g—ﬂ + % no cambia de signo en 0 y sdlo se anula
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2.1. Criterio de Bendixson-Dulac

en un conjunto de medida cero. Entonces el sistema
i1 = fi(z, z2),
Ty = fa(w1,22), 71,72 €R,

no tiene orbitas periddicas en §2.

Demostracion. Supongamos que el sistema tiene una érbita periédica vy con periodo T" > 0
en 2, entonces por el teorema de Green tenemos

//mt [gﬁ gijd”fld@ /y((fl)d:cg—(fz)dxl)

T
- / (f1)ia — ()1 )dt = / (rfa— Fafi)dt = 0.
0 0

Pero como Bfl +3 8f2 no es idénticamente cero, y no cambia de signo en el int(7y) esto no es
posible.

a

Un resultado mas general se encuentra el siguiente teorema debido a el matemético

Francés Henry Dulac en 1923. La demostracion es similar a la usada para el teorema de
Bendixson.

Teorema 2.3. (Criterio de Bendixson-Dulac) Sean fi(x1,x2), fo(x1,22) y h(x1,x2)
funciones C1 en un dominio simplemente conezo Q C R? tal que 8(f1h) + (th)
de signo en Q y se anula sélo en un conjunto de medida cero. Entonces el szstema

no cambia

{ 1:71 = fi(x1, z2), (2.1.1)

Ty = fo(x1,12), (w1, 22) € Q

no tiene orbitas periddicas en 2.
Ejemplo 2.1. Consideremos el sistema

71 = 3% + 523
To = %1 + :1;%3:1

y sea h = x1 entonces

O(hf1)  O(hfa) 032 +5xd)zy 9™ + z3x1)71 9 9 9 9
o0x1 + 0xo o0x1 + 0xa FL¥om Tt em 20,

y el sistema no contiene érbitas periédicas en el plano.
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Capitulo 2 Funciones de Dulac

O

Asi un argumento para descartar la existencia de 6rbitas periddicas de el sistema (2.1.1)
en el plano en una region simplemente conexa €2 es encontrar una funcion h(xi,x2) que
satisfaga las condiciones del teorema de Bendizson-Dulac, tal funcion h es llamada funcion
de Dulac. Generalmente no es facil determinar tales funciones, aunque siempre es posible
proponer algunas funciones candidatos, por ejemplo: h = 1, x5, x5, €192 252},

Cabe mencionar que la existencia de funciones de Dulac puede darnos en ciertos casos
un dibujo general o completo acerca de la dindmica del espacio fase o relacionarse con
cuestiones de estabilidad [12], [35], [16].

Nuestro objetivo es obtener un método que nos permita encontrar funciones de Dulac,
para esto usaremos una ecuacién diferencial parcial asociada al sistema.

2.2. Meétodo de construccidén de funciones de Dulac

El proponer funciones h de la forma antes mencionada sirve s6lo para un nimero muy
limitado de sistemas de ecuaciones razén por la cual estudiaremos situaciones més generales
y que resultan bastante interesantes.

1. Primero propondremos otra funcion arbitraria k(x1,x2) positiva o negativa tal que
sOlo se anule en un conjunto de medida cero. Y que ademas satisfaga

d(hf1) n O(hf2)
8%1 (9.%'2

= k(x1,z2).

2. Ahora aprovechando la libertad que tenemos sobre k, en orden de obtener algunos
resultados, tomamos k(z1, z2) := c(x1, z2)h(z1, x2), tal que el producto ch sea positivo
o negativo que sélo se anula en un conjunto de medida cero, entonces, consideramos
la ecuacion

9fs

fli +h6 +f2(37332 +h6$ C($1,l’2)h($1,$2) (2.2.1)
esto es of of
1 2\
f1 +f2 h(ﬁixl+37xg) = c(x1, w2)h(x1, 22)
podemos reescribir esta ecuaciéon como
oh oh Oft | Of2
f1 f287$2 =h <c(:c1,a:2) <8$1 + 8:02)> (2.2.2)
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2.2. Método de construccion de funciones de Dulac

3. Resolver esta ecuaciéon parcial cuasilineal de primer orden.

4. Comprobar que la funcion h obtenida es una funcidn de Dulac para el sistema (2.1.1).

Hasta aqui hemos dado un algoritmo para producir funciones de Dulac para un sistema
en el plano, en particular obtenemos el siguiente

Teorema 2.4. Para el sistema de ecuaciones diferenciales en el plano

{ iy = fi(z1,22) (2.2.3)

Ty = fo(z1,22), (21, 22) € (L
Una solucion h del sistema asociado (2.2.2), (tal que c(x1,x2)h(z1,22) no cambia de signo

y que sdlo se anula en un conjunto de medida cero) es una funcién de Dulac en €.

Demostracién. La validez de este resultado se sigue de la construcciéon en los pasos del

(1) - (4).

Como una consecuencia directa tenemos el siguiente

Corolario 2.5. Para el sistema de ecuaciones diferenciales dado en el teorema anterior,
s (2.2.2) tiene una solucion h que no cambia de signo y sélo se anula en un conjunto de
medida cero sobre Q0 (para alguna funcion ¢ que tampoco cambia de signo y que solo se
anula en un conjunto de medida cero), entonces h es una funcion de Dulac para el sistema
de ecuaciones diferenciales sobre 2.

Demostracion. Dada una funcion ! : D — R denotamos por Z; := {(x1,x2) € Q/l(z1,22) =

0}, tenemos %11}1) + %22’1) no cambia de signo y se anula a lo méas en Z.U Zj, el cual tiene

medida cero.

Observaciones

» Con la eleccion de la funcion k en el paso 2 obtenemos una ecuacion lineal (2.2.2), la
cual es mas simple de tratar, aunque algunas otras elecciones son posibles.

» La funcion c se usa para simplificar la ecuacion (2.2.2).

A continuacion presentamos algunos ejemplos que nos permiten observar la funcionali-
dad de este método.

Ejemplo 2.2. Consideremos el sistema

i1 = 2323(1 — cos x9)
ftg == BIE%SUQ
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Capitulo 2 Funciones de Dulac

Sustituyendo en la ecuacion (2.2.2) tenemos la expresion

Oh

pe = h [e(z1,22) — (22123(1 — cosx2) + 327) ]
p)

0
z323(1 — cos xg) =— + 33wy ——
0x1
para simplificar la ecuacion y dado que tenemos libertad de escoger la funcion c(x1, x2), la
tomamos como ¢ = 372, con lo cual la ecuacién anterior quedaria

oh oh
z3z2(1 — cos $2)a + 3x1x28 s

=h [—23:1:6%(1 — coswg)] .

La expresién anterior es una ecuaciéon diferencial parcial cuasilineal de primer orden,
aplicando el método de las caracteristicas (ver secciéon 1.3.1 ) obtenemos la ecuacion carac-
teristica

dl’l d:L'Q dh

2223(1 — cos z2) - 3v2xy  —2hx123(1 — cosxa)

consideramos la primer igualdad

dl’l . dmz

2222(1 — cosma) 33wy

y resolviéndola por separacién de variables, obtenemos la primer caracteristica
: 1,
3x1 + xosinxo 4+ cosxg — §x2 =

ahora consideramos la igualdad entre la primera y tercera expresion de la ecuaciéon carac-
teristica, es decir tenemos

dzy dh

2.2 - 2
zix5(l —coszy)  —2hxix3(1l — cosxa)
cuyo resultado nos da la segunda caracteristica
ha? = cy.

entonces la solucion general de la ecuacion esta dada por co = ®(c;), es decir en terminos
de x1, o
1 i 1,
h= ?<I>(3:E1 + xosinxo + cos o — 51:2),
1
donde ® es una funciéon arbitraria. Notese que esta h es una funcion de Dulac para el
sistema dado en la regién del plano ;1 <0 o0 z; > 0.
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2.2. Método de construccion de funciones de Dulac

Ejemplo 2.3. Consideremos el sistema

1 = 2x1C08Tq
To = e*2 4+ 3x9.

Sustituyendo en la ecuacion (2.2.2) para obtener la ecuacion asociada tenemos

Oh Oh
2x1 costi— + (€™ 4+ 3x9) =— = h[c(z1,22) — (2cosz1 — 221 cosx1 + €*2 + 3)]
8%1 81172
Esta ecuacion es de la forma (1.3.14) la cual nos sugiere tomar el cambio de variable
h(z1,x2) = exp[H(x1,z2)] con lo cual obtenemos la expresion

OH
211 cos :1:1% + (€™ 4 3z9)
1

— =c(x1,22) — (2cosx1 — 2x1 cosxy + €2 + 3)
8:132

si tomamos ¢ = 3 + e*2 + 2cos x1, entonces la ecuacion se reduce a
OH H

2x1 cos 1 — + (€2 + 3x9) — = 2z cos xy,
8x1 8332

resolviendo esta ecuacién diferencial por el método de las caracteristicas, llegamos a las
ecuaciones caracteristicas asociadas

dx 1 d.%’g dH

211 cos 1 er2 4+ 3xo 211 Cos x1

de aqui resolviendo la igualdad entre la primera y segunda expresiéon, obtenemos la primer

caracteristica
d(L‘l dZL'Q
_ =
211 cosxq er2 4 3xo

luego, la segunda caracteristica se obtiene de la igualdad entre la primera y tercera expresion

H—-—z1=c

finalmente la solucion esta dada por ca = ®(c1), es decir despejando H

d.ilfl d$2
H = d —
o1+ </ 211 Cos x1 / er2 + 3x2>

y por lo tanto, regresando el cambio de variable hecho al principio nos da

dxq dxo
h = @ -
P [ml + </ 221 cos 1 / er2 + 3:52)]

donde ® es una funcién arbitraria. Esta funciéon h es una funciéon de Dulac cunado
1 cosxy # 0.
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Capitulo 2 Funciones de Dulac

2.3. Sistemas particulares

Consideremos el campo vectorial F(z1,22) = (fi(z1,22), fo(x1,x2)), como es usual la
divergencia del campo vectorial F' se define como

div(F) = div(f1, f2) = Oh , OF

a1 0wy’
Consideremos CY(£2,R) el conjunto de funciones continuas en Q y definamos el conjunto

Fao ={f € C°(Q,R) : f no cambia de signo y sélo se anula en un conjunto de medida cero}.

También por simplicidad en una region simplemente conexa 2, introducimos los con-
juntos

O(hfr) | O(hf2)
8$1 6$2

DY (F) ={h e C*(LR): k:= >0, k€ Fq}

Dy (F) ={h e C'(QR) : k := 8(8};{1) + agf) <0, ke Fol.

Observese que una funcion de Dulac para el sistema (2.2.3) del teorema de Bendixson-
Dulac es un elemento en el conjunto

Dq(F) := DG (F) U Dg (F).

Una pregunta de interés es si cualquier funcion de Dulac debe satisfacer una ecuacion
diferencial parcial del tipo (2.2.2), en esta direccion se muestra la siguiente respuesta parcial.

Proposicion 2.6. Si existe una funcion de Dulac h # 0, entonces existe una funcion
c € Fq tal que h es solucion de la ecuacion

figee + o = h(e(on,2) = div(F)).

Demostraciéon. Como h es una funcion de Dulac, entonces la funcién
I(hf1) n I(hfs)
8$1 8$2
pertenece a Fp y tomando ¢ := 7, tenemos que la funcion ¢ € Fgo, ademés h es una solucion
de una ecuacion de tipo (2.2.2).

O
Note que si div(F') > 0, y solo se anula en un conjunto de medida cero, entonces nuestro
algoritmo produce h = 1.

Consideremos ahora algunos situaciones especiales en las que es posible determinar si
existen funciones de Dulac para el sistema de ecuaciones dado. El caso mas sencillo es
cuando la funcién h depende de una sola variable.
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2.3. Sistemas particulares

2.3.1. Funciones de Dulac que dependen de una variable

Ahora examinemos condiciones que implican que el conjunto de funciones de Dulac
Dg(F ) # 0. Estos resultados son establecidos con la ayuda de técnicas propuestas en la
seccion 2.2, el caso mas sencillo a considerar es cuando la soluciéon depende tnicamente de
una variable. Asi obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.7. Suponga que existe c € Fq, tal que

1
i = + <c - <g£ + gZ)) depende sdlo de x;, para algin i € {1,2}

y es continua, entonces el conjuntoD;; (F) es no vacio.

Demostracion. Consideraremos el caso p1 dependiendo s6lo de x1. Buscamos una funcion
de Dulac, usando el teorema 2.5, de tal forma que la ecuacién asociada es

flaé%h + f2§;2 =h <0($1,$2) - (8]‘1 + 8]‘2)) ,

1 ox1  Oxs

suponga que h depende sé6lo de x1. Entonces la ecuacién anterior se reduce a

oh of1 | 0f2
flaixl = h <c(a:1,w2) — <8x1 + 8.752)) 3

que se puede escribir como

Ologh _ 1 c(a1, z2) — %4_% _
or1 A\ TG T e, ) ) T

Como por hipotesis 1 depende sélo de x1, entonces es facil ver que h = exp (f ,uldacl) es
una solucién de la ecuacion y satisface la condicion del teorema 2.5, por lo tanto el sistema
tiene una funcion de Dulac.

O
Analogamente obtendremos una expresion similar si suponemos que h depende de zs.

Ejemplo 2.4. Considere el sistema
T = r122,
o 2 3
Za = (z122)* cos x1 + 225 + Hxa,

calculando p;, tenemos




Capitulo 2 Funciones de Dulac

o reemplazando

1
i = [e(z1, 22) — 22 — [2(2F22) cos 1 + 623 + 5]
172
y tomando
c:m2+5+6x%>0, Yz, 29 € R2,
tenemos

U1 = 2x1 cos x1

y por lo tanto, por la proposiciéon 2.7, el conjunto Dﬁ{fQ(F) es no vacio, en consecuencia el
sistema descrito no contiene 6rbitas periddicas. &

Ejemplo 2.5. Sea g € C'(R,R) y el sistema

: 2
7 = 223 — batwo + g(x2),
Ty = 1129 + 1173,

entonces, sustituyendo en la ecuacién de la proposiciéon 2.7, tenemos

1

= —5|c(71,7 — (622 — 10z 73931:2,
x1x2(1+$%)[(1 2) — (627 122) — 31123)

ademas si tomamos c(z1,x2) = 622 > 0, obtenemos

10 — 351}2

H2 = 1+$%

)

que sélo depende de x2, entonces, D['REZ(F) #+ ), es decir existe una funcion en la forma
h = exp (f ,u2d$2) que es una funcién de Dulac para el sistema. <&

Ejemplo 2.6. Consideremos el sistema
T = (1‘1 + 1)2302
Ty = (w1 + 1)x3ln|ry + 1| + 23 + 3022

para encontrar una funcion de Dulac h, observemos la expresion

es decir tenemos

1

m [c(wl,xg) —2(z1 + Dag — [2(x1 + Daxaln|xy + 1] + 31‘% + 31‘%]]
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2.3. Sistemas particulares

sl tomamos
c =37} + 323 € Fpo

obtenemos
[—2(z1 + 1)][1 + In|z1 + 1]]

(z1+1)2

que depende s6lo de x1, y por la proposicién 2.7 una funcion de Dulac estd dada por

h = exp (/ 2! (Zlhﬂxll)+ 1”d:c1)

Integrando
h = exp (—2in(z1 + 1) — (In|z1 + 1|)?)
es decir )
- - — 1])2
h e exp ( (In]z1 + 1)) )

de aqui, tomando esta funcién h, podemos afirmar que el sistema no tiene érbitas peri6-
dicas contenidas completamente en las regiones del plano divididas por la recta x; = —1.

Ejemplo 2.7. Sea
71 = 33123 + €™ + g(w2)
To = .TU% +2

como fs s6lo depende de x5, podemos escribir para h.

1 1 oA
h = Eexp (/fg |:C(.’L'1,.%'2) 33:1} dm) ,

asi del sistema, tenemos

1

1 z
——— exp (/ 342 [C({L‘l,l‘g) — 3%’% —e¥ — g/(:):g)] da@)

h:
m§+2

de tal forma que si tomamos
c=e® + 323

que es positiva para todo x1, 2, tenemos

1 /
h=— exp (—/ 93(:132) dx2>
x5+ 2 x5+ 2

que es una funcién que depende tnicamente de xo, asi, si tomamos x% # —2, esta funcion
h es de Dulac.
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Capitulo 2 Funciones de Dulac

2.3.2. Sistemas que se escriben como producto o suma de funciones

Veamos ahora algunas condiciones para la existencia de funciones de Dulac para casos
especiales usando el teorema 2.4. En primer lugar consideremos que las funciones f1, fo se
escriben como un producto de funciones que dependen de una sola variable, en este caso
tenemos el siguiente resultado

Proposicion 2.8. Sea Q C R? una region abierta simplemente coneza. Si rosh € Fq y
r1#0 (o ris1 € Fq y s2 #0) entonces el sistema

1 = r1(x1)s1(x2),
{ &9 = ro(x1)s2(22), (2.3.1)

tiene una funcion de Dulac en €.

Demostracion. Supongamos que resh € Fq y r1 # 0, como —div(F) = —rjsy — rash
aplicando teorema 2.4 con ¢ = rash, la ecuacion asociada (2.2.2) se puede escribir como
oh oh
7181 =— + 1989 —— = h (—rs1), 2.3.2
15+ rasa s = b (~rfs) (232)

1
ri(x1)

tenemos que h(z1,x2) = es una solucion, y por lo tanto una funcién de Dulac por el

teorema 2.4.

Ejemplo 2.8. Considere el sistema

i1 = (1+22)(325 + 225 — 5),
{ d = (21 — @i + 1)@ + 22+ 2),
este es un sistema de la forma (2.3.1), con ri(z1) = 1 + 23 # 0y ro(wa)sh(za) =
(22 — 23 + 1)*(322 + 1) € Fpe de aqui por la proposicion 2.8, el sistema contiene una
funcion de Dulac en R?.

a

Si consideramos ahora que una de las funciones fi, fo se escribe como un producto de
funciones de una sola variable y la otra como una suma de otras funciones que también
dependen de una variable, obtenemos lo siguiente.

Proposicion 2.9. Sea Q una region abierta simplemente conexa. Suponga que r1(x1) > 0
(< 0) y sh(xe) € Fq, entonces el sistema
{ .1"1 = 7’1({B1)T2($2), (2 3 3)
To :Sl(xl)—f-Sg(.’L‘Q), o

tiene una funcion de Dulac en €.
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Demostraciéon. Procedemos andlogamente a la prueba de la proposicién 2.8, pero ahora,
escogemos ¢ := sh, entonces la ecuacion (2.2.2) se escribe como

oh oh
rirag =+ (s1+s2) 5= = (rir2) b (23.4)

resolviendo tenemos h = es una solucién y por lo tanto una funcion de Dulac por

r1(z1)
el teorema 2.4.

Ejemplo 2.9. Considere el sistema

i1 = (1+ ) (23 + 222 — 6),
iy = (2 — 2 + 1) + (23 + 22 + 2),

aqui 71(z1) = 1 + 22 y sh(z2) = 322 + 1, por lo tanto cumplen con las condiciones de la
proposicién 2.9, en consecuencia h = ﬁ es una funcion de Dulac para el sistema en R?.
1

a

2.4. Otros casos especiales

El siguiente teorema generaliza la proposicién 2.7 dando una lista de funciones de Dulac
que dependen de formas especiales.

Teorema 2.10. Sea ) una region abierta, simplemente conexa. Supongamos que se tiene
un campo vectorial

0 +
8901
Si existe ¢ € Fq tal que cualquiera de las siguientes condiciones se cumplen, entonces

Do(F) # 0:

_ 0 o w2
F=f fzamec(QyR)

c — div(F)
f19294 + f29145

a).- La funcion ~y = que depende de z := g1(x1)g2(x2) y es continua;

— div(F
b).- La funcion n := e divlF) que depende de z := ki (z1) +ka(x2) (con kj(x;) = gi(xi),
191 + f292
para i =1,2) y es continua;

¢ —div(F)

¢).- La funcion 0 == ————
0z 0z
fl Oz1 + f23m2

depende de z := z(x1,22) y es conlinua.
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Capitulo 2 Funciones de Dulac

Demostracion. Considérese el caso a). Se busca una funcidn de Dulac, usando la ecuacion
asociada (2.2.2).

Primero suponga h depende so6lo de z := g1(x1)g2(z2). Entonces la ecuacion (2.2.2) se
reduce a

oh oh
fl(flfl,xz)gz(xz)gi(%l)@ + f2($17$2)91($1)9§($2)& = h(z)(c(z1, 32) — div(F)),
la cual se puede reescribir como
Ologh c— div(F
82 = ) 7(2),

0z figpdi + fogigh
por hipétesis h := exp ( / z fy(s)ds) es una solucién de la ecuacion previa. Ahora es facil

verifica que h = exp (fz ny(s)ds) es de hecho una funcién de Dulac.

a

El siguiente resultado muestra algunas formas especificas de la funciéon z en el teorema
2.10.

Corolario 2.11. Bajo las condiciones del teorema 2.10. Si existe ¢ € Fq tal que cualquiera
de las siguientes condiciones se cumple, entonces Dq(F) # (:

— div(F
i).- La funcion o; := cfw() depende sdlo de x;, para algin i € {1,2} y es continua;
i
—div(F
i1).- La funcion B := 07“}() depende sdlo de z := x1x2 Y es continua;
zaf1 + 21 fo
— div(F
i11).- La funcion § := ciw() depende sdlo de z := x1 + x2 y es continua;
Ji+ f2
—div(F
i).- La funcion € := 07“}() depende sdlo de z := c1x1 + coxa Y €s continua;
c1fi+ ez fo

xg [e(x1, x2) — div(F)]
fi(z1,z2) — 2L fa(21, 22)

v).- La funcion k := depende sélo de z := ZL y es continua.
T2

Demostracion. i) se deduce del inciso a) del teorema anterior, tomando g(z1) = 1y
g(x2) =20 g(x1) =21y g(22) = 1.
i1) se deduce del inciso a) del teorema anterior, tomando g(z1) = =1 y g(z2) = x2.
191) Tomando k(z1) = x1 y k(x2) = x2 del inciso b) del teorema anterior.
1w) Tomando k(x1) = c1x1 y k(x2) = coxo del inciso b) del teorema anterior.
1

v) Del inciso ¢), tomando z = £L.
x2
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2.4. Otros casos especiales

O
A continuacion se presentan algunos ejemplos a fin de ilustrar los resultados previos.

Ejemplo 2.10. Considere el sistema
L _ .3 _ .3
{ R (2.4.1)
T = —X1T2,

Tomando ¢ := 222 + 23 > 0 tenemos que la funcién

5 c(z1,m2) —div(F) c—22% 222 + 25 — 222 .
p— pu— p— = — 5
xof1 + 21 fo —x3 —x5
es una constante y de acuerdo al inciso ii) del corolario anterior tenemos que el sistema

tiene una funcién de Dulac y por lo tanto no contiene 6rbitas periodicas.

d
Ejemplo 2.11. Counsidere el sistema
1 =14 2120 + 25 + 22,
{ e g T (2.4.2)
2 = X1T2 — X7 + 27,
Tomando ¢ := 322 > 0 y usando el inciso 4ii) del corolario anterior tenemos
oz, @) —div(F)  c—(wa+3af +a1)  —(x1 + 9)
! fi+ f2 wi+2mwe + a3 +1 (w1 +a2)2+1

O

Ejemplo 2.12. Considere el siguiente sistema de ecuaciones

. 2p+1
{ &1 = (w1 + o) (B1 + Poxh + 019615+ 1),
To = (Oé1$1 + 042:82)(&3 + ,34£L‘7ln + 02x2q+ ),
donde ayae > 0y 0102 > 0 con 01,09 no son ambos cero. Si n, m, p y ¢ son enteros no
negativos. de aqui tenemos que
. 2p+1 2
—div(F) = —a1(B1 + Boah + o12?™) — 01 (2p + D (arzy + agws)

—a(B3 + Bax + o257 — 9(2¢ + D3 (a1 + anas),

tomando ¢(x1,z2) := (01(2p + l)xfp + 09(2q + l)x?q)(alxl + agx2) podemos escribir
¢ —div(F)
arfi+oaafy
—a1(B1 + foay + o1ai") — as(Bs + Baat + oy
(@11 + azws) (a1 (81 + Baa +01ai"™) + az(Bs + Baaft + o203 ))
-1

)
121 + iaxg
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Capitulo 2 Funciones de Dulac

la cual es continua y depende de z := o121 + agxe por lo tanto por el inciso iv) del corolario
2.11 tenemos que el conjunto de funciones de Dulac D2 (F) # 0, es decir el sistema no
contiene 6rbitas periodicas en RZ.

Ahora presentamos algunas consecuencias del teorema 2.10 y corolario 2.11.

Proposicion 2.12. Supongamos que div(F) > 0 or div(F) < 0. Si cualquiera de las
siguientes funciones pertenece a Fq, entonces Do(F) # 0:

i).- fi para algin i € {1,2};
i).- Taf1 + w1 fo;
iWi).- f1+ fo;
w).- 19201 + f29195;
v).- fig1 + fag2,
con g; dependiendo sdlo de x;, para i =1, 2.

Demostracion. Considere el caso iii). Por conveniencia suponga que div(F) < 0y fi+f2 >
0. Se busca una funcidén de Dulac que depende de z = x1 + xo.

De i#ii) del corolario 2.11, necesitamos encontrar ¢ € Fq tal que 0 = C}fﬁ)}f) es continua
y depende s6lo de z. Asi considere 6(z) := —(22+1) (o0 cualquier otra funcién §(z) < 0 en Q),

se tiene (f1+ f2)0 < 0y (f1+ f2)d € Fq por lo tanto se puede tomar ¢ := (f1 + f2)d +div(F)
que pertenece a Fq.

Ahora con esta eleccion de ¢ se cumple completamente las condiciones de #ii) del coro-
lario 2.11 y el sistema admite una funciéon de Dulac. Esto completa la prueba.

Ejemplo 2.13. Considere el sistema

T = 32'2.%'% + x%,
ig = 2$1 — l‘lfﬂg,
note que
div(F) = 2x9x1 — 2z129 = 0 and zof] + x1 fo = x%x% + a:% + 233% — x%x% = a:% + 23:% >0,

por lo tanto por 4i) de la proposicion 2.12 , D2 (F) # 0.
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2.4. Otros casos especiales

Corolario 2.13. Dado H : Q — R una funcidn C?. Si existe una constante c; € R tal que

01% + CQQ—Z € Fq, entonces Dqo(F) # 0, para el Hamiltoniano F := (—g—g, g—g).

Demostracion. Bajo la hipotesis del corolario 2.11, el sistema Hamiltoniano

; oH
T1 = ~ 85y
; oH

T2 = Ox1’

satisface la condicion v) de la proposicion 2.12 con gi(x1) = —ca2 vy g2(x2) = c1.
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Capitulo

Propiedades de las funciones de Dulac

En el presente capitulo analizamos algunas caracteristicas sobre las funciones de Dulac,
consideramos ciertos aspectos del conjunto de funciones de Dulac. Damos algunas relaciones
entre funciones de Dulac de un campo y algunas perturbaciones. Ademés consideramos
condiciones suficientes para que una suma de campos vectoriales admita funciones de Dulac.
También estudiamos el comportamiento de las funciones de Dulac si transformamos un
campo vectorial mediante un difeomorfismo, finalmente damos aplicaciones y ejemplos para
ilustrar nuestros resultados.

3.1. Propiedades

consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

&1 = fi(zy,22) (3.1.1)
T2 = f2(1'1,1:2), (xla l‘Q) €
El conjunto de funciones de Dulac tiene caracteristicas importantes que nos permiten
estudiar de una manera global el comportamiento de ciertos campos vectoriales, a con-
tinuacién listamos algunas de sus caracteristicas, pero antes recordemos la definicion de
conjuntos de funciones de Dulac que se presento en el capitulo 2.
Consideremos el campo vectorial F'(z1,z2) = (fi(z1,22), f2(x1,22)), como es usual la
divergencia del campo vectorial F' se define como
oft  0f

div(F) = div(f1, f2) = D + e

Consideremos C°(©,R) el conjunto de funciones continuas y definamos el conjunto

Fo ={f €C°Q,R): f no cambia de signo y sélo se anula en un conjunto de medida cero}.
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3.1. Propiedades

También por simplicidad en una region simplemente conexa 2, introducimos los con-
juntos

DY (F)={h e C*(LR): k:= a(a};{l) + 0(5;];2) >0, ke Fao}

Dg(F) = {h e C'(QR) : k:= 8%1) + 85;;];2) <0, ke Fo).

Observese que una funcién de Dulac para el sistema (2.2.3) del teorema de Bendixson-
Dulac es un elemento en el conjunto

Do(F) := DL (F)UDg(F).

Proposicion 3.1. Sea F : Q — R%, C', Q simplemente conexo, entonces

(a) si Do(F) # 0, entonces (3.1.1) no tiene orbitas periddicas, completamente contenidas
en §;

(b) Dg(F) = =D (F);
(c) Do(F) # 0 siy slo si DE(F) # 0;
(d) Si hi, hy € D;{(F) Yy A1, A2 > 0, Ay + Ao > 0, entonces A1hy + Aoho € 'D?)_(F)

(e) Sea 1, Qo conjuntos simplemente conexos tales que Q1 C Qa, si D& (F) # 0, enton-
ces Dgl(F) # 0, en particular D, (F) C ’D;Z'Q(F) C Dgl(F).

(f) Sea Q@ C R? simplemente conero. Supongamos que para todo Q1 C 0 simplemente
conexo y acotado, Dfng (F) # 0, entonces no hay orbitas periddicas contenidas en .

Demostracion. Incisos (a), (b) y (d) son directos de la definicion.
(c) se sigue de (b);

(e) Sihe D;gQ (F), entonces podemos tomar k' € C*(Q,R) donde A’ es la restriccion de
h a el conjunto €.

(f) Supongamos que existe una orbita periddica v en 2. Tomemos ; como la region
acotada por v, entonces por hipotesis, existe una funcioén h € Dgl (F) y por lo tanto,
Q1 no puede tener Orbitas periddicas.
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Capitulo 3 Propiedades de las funciones de Dulac

O
Otro resultado que nos ayuda a establecer condiciones para las cuales el conjunto de
funciones de Dulac D¢ (F) # 0 es el siguiente

Proposicién 3.2. Sea Q C R?, suponga que existe una funcion h: Q — R, C! que sdlo se
anula en un conjunto de medida cero y tal que

Oh
—_— 1.2
jﬁax1 + f28x2 >0 en (3.1.2)

entonces para cualquier 21 C Q compacto, simplemente conero, tenemos
D (F) # 0.

Demostracion. Note que h?* € Fq para todo k entero positivo. Sea €y una region sim-
plemente conexa y compacta, tomemos

0<rg:= m’Ln(xth e {fl f2 8:1:2}

y sea mg > 0 tal que |h - (gﬂ + gg) | < mg en Q. Ahora tomemos n := 2k + 1 tal que

nrg —mg > 0 y considere

h” Gh" h<8f1 8f2>:

dado que se cumple que
B2k [nrg — mo] € Fa,.

Ejemplo 3.1. Considere

7 = —2? + x130 + 1,
To = —x122 + 2%%

y tomemos h(x1,x2) = x1 + x2, entonces

f1 f2 —f1+f2—1+:61>0

por lo tanto para cualquier regién simplemente conexa y compacta 2 C R?, tenemos que

DG(F) # 0.
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3.1. Propiedades

O
Ejemplo 3.2. Considere
xr = —4%’113% + 2z — 1,
Ty = 22379 — 23119 + 1.
Sea h = x3 — 1, entonces
(—4z 22 4 220 — 1)(—1) + (22225 — 22120 + 1)(222) = 1 + 42223 > 0
y DY (F) # 0 para cualquier regién simplemente conexa y compacta Q C R2. O
O

Ahora usamos la proposicion 2.7 para estudiar algunos sistemas especiales, consideremos
nuevamente el sistema descrito en la secciéon 2.3.2, es decir un sistema que se escribe como
el producto de funciones continuas

T = rl(xl)TQ(l'Q),
{ Ty = s1(x1)s2(72). (3.1.3)

establecemos lo siguiente

Proposicion 3.3. Sea Qg C Q un conjunto compacto, simplemente conexo. Si r1 # 0,
ro € Fq y 5185 > 0 entonces el conjunto D;go (F) es no vacio.

Demostracion. De la proposicion 2.7, es suficiente ver que podemos escoger pq(z1) una
funcién continua, tal que

67“17“2 88182
= e Fq,.
c n1rire + < 921 + s Qo

Sin perdida de generalidad, supongamos o > 0y 71 > 0 en Q. Tomamos puq(z1) :=
nri(x1) con n € N tal que puyry + 7] > 0 en . Esto es posible porque 7 es continua y Qg
es compacto. Asi tenemos ro(u1r1 + 1) € Fo,. Por lo tanto

¢ =ry(pary + 1)) + s15y > ro(pary +77),

esto es ¢ € Fq,-.

Ejemplo 3.3. Sea Qg = {(z1,72) : \/2? + 23 < 1} C R?, y considere el sistema

2

1 = —x129 + 11 + 229 — 2,
Z9 = x7(z2 — cos a),

como —x1x9 + o1+ 229 —2 = (2—x1)(x2— 1), y (x2 — cos xg)/ = 1+sinxs. se sigue de
la ultima proposicion que existe algin h € DSJ?FO (F).
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a

Ejemplo 3.4. Sea Dj una regiéon acotada por 0 < z3 <ay 0 <xz9 <ben R2 y congidere
el sistema
7 = 23wl + ax3,
{ To = 6$1(b+ $2),

ahorary =23 +a#0yro=23€ Fqy 515'2 > 0, por lo tanto de la proposicion 3.3 ,
DY, (F) # 0.

3.1.1. Funciones de Dulac y perturbaciones

Uno de los problemas al construir funciones de Dulac en el teorema de Bendixson-Dulac
es la dificultad en hacer estimaciones a priori, por tal motivo nuestro primer paso serd
introducir un tipo de compacidad.

Definiciéon 3.4. Un conjunto abierto no vacio 2y estd compactamente contenido en un
conjunto abierto Q C R?, denotado como g CC €, si Qy C Q v Qg es compacto.

Note que de hecho si g CC €2, entonces existe un conjunto abierto V tal que Q¢ CC
V.cc.

El siguiente resultado debilita las condiciones del teorema de Bendixson-Dulac.

Proposicion 3.5. Sea Q una region abierta simplemente coneva y F € C1(Q,R?) un campo
vectorial. Si para cada conjunto abierto simplemente conexo Qo CC Q se tiene D, (F) # 0,
entonces el sistema (3.1.1) no tiene drbitas periddicas en €.

Demostracion. Procederemos por contradiccion, supongamos que el sistema admite una
soluciéon periddica v en 2. Denotemos por int(7y) la region abierta acotada por -, note
que int(y) CC €, entonces existe un conjunto abierto (simplemente conexo) U tal que
int(y) CC U cC Q, por lo tanto tenemos Dy (F) # 0 lo cual contradice que tal orbita
periddica existiera.

O
Esta observaciéon nos permitird obtener funciones de Dulac sobre regiones compacta-
mente contenidas en conjuntos abiertos para varias situaciones interesantes.

Ahora presentamos un resultado que da condiciones para la existencia de funciones de
Dulac para sistemas con perturbaciones.
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Proposicién 3.6. Sea Q una region abierta simplemente conexa. Sea F,G : Q — R?, C!
campos vectoriales, suponga que F admite una funcion de Dulac h tal que div(hF) # 0,
entonces dada una region abierta simplemente conexa g CC ) existe €g > 0 tal que

Do, (F + €G) # 0, Ve coney > € > 0.

Demostracion. Por conveniencia supongamos que div(hF') > 0. Dada una region abierta
simplemente conexa Qy CC {2, consideremos un conjunto abierto (compactamente conteni-
do) V con Qp C V C V C Q. Tomando mg, my > 0 tal que div(hF) > myg y |div(hG)| < my
sobre V. Por la linealidad de div(-) tenemos

div(h(F + €G)) = div(hF + ehG) = div(hF') + ediv(hG),

por lo tanto con €y > 0 suficientemente pequeinio tenemos div(h(F + €G)) > 0 para
€9 > € > 0, es decir

DQO (F + EG) 75 0.

Ejemplo 3.5. Considere el sistema

T = x2,
iy = —x1 — g + 27 + 3,

un célculo directo nos da que h(z1,z2) = e~ %! es una funcion de Dulac y div(hF) =
—le=2®1 £ (. Considere G : R? — R2, C' campo vectorial y un conjunto abierto simple-
mente conexo {2y CC R? y por la proposicién anterior existe ey tal que Do, (F + €G) #
0, Yeg > € > 0.

3.1.2. Funciones de Dulac y sumas de campos vectoriales

Ahora estudiamos el problema de determinar que tipo de campos vectoriales se pueden
sumar a uno dado (que contenga funciones de Dulac), de tal forma que el sistema resultante
admita una funcion de Dulac.

El siguiente resultado nos da informacién sobre las funciones de Dulac para operaciones
lineales entre campos vectoriales.

Lema 3.7. Sea Q C R? un conjunto simplemente conero y sean X; := pi(azl,xg)a%l +

qz-(:z;l,scg)ai:ch para i = 1,2, dos campos vectoriales C' definidos sobre Q con X; + Xy no
idénticamente cero en cualquier vecindad, lo siguiente se cumple
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Capitulo 3 Propiedades de las funciones de Dulac

a) Si h € Do(X;), entonces h € Do(X1 + X2) 0o h € Dq(X; — Xa).
b) Sih € DS(X;), entonces h € DS (X1 + Xa).
c) Si h € Dg(X1), entonces h € Dg(cX1) para ¢ € R\{0}.
Demostracion. Consideremos el caso a). Tenemos
div(hX1)div(hX2) € F o div(hX1)div(hXs) € Fo,
en el primer caso h € Do(X1 + X2) y en el segundo caso h € Do(X1 — Xo).

O
Una funcién que es constante sobre las trayectorias de un campo vectorial se dice que
es un factor integrante del campo, mas propiamente tenemos

Definicién 3.8. Una funcion f € C1(Q,R) es un factor integrante del campo vectorial X
si div(fX)=0.

Proposiciéon 3.9. Sea Q una region abierta simplemente conexa y Fy, F» € C1(Q,R?)
campos vectoriales. Supongamos que h; € D?%(Fz) para i = 1,2 y h; es un factor integrante
de Fj para 1 <1 # j <2, entonces hy + ha € Dg(Fl + F»), en particular, la suma Fy + F
no admite orbitas periddicas o ciclos limite enteramente contenidos en €.

Demostracion. Un calculo directo da

div((h1 + ho)(F1 + F»)) = div(hiF1) + div(ho 1) + div(hi F) + div(ho F3)
= div(h1 F1) + div(ha F»),

por lo tanto hy + hg € DQ(Fl + FQ). a

Proposicion 3.10. Suponga que h € Dgiz(F), entonces para cada campo vectorial G, C*
con (£)div(hG) > 0 tenemos h € Dqo(F + G), en particular , la suma F + G no admite
orbitas periddicas o ciclos limite enteramente contenidos en §2.

Demostracién. Supongamos por conveniencia que h € D (F) y sea G tal que div(hG) > 0
de aqui por linealidad div(h(F + G)) € F, por lo tanto h € DS (F + G).

O

Notemos que la proposicién 3.10 puede ser usado para simplificar la construccién de

funciones de Dulac para algunos sistemas, en efecto, escribimos el campo vectorial como la
suma de dos campos vectoriales con propiedades especificas.
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Ejemplo 3.6. Consideremos el sistema

Ty = T2,
{ iy = —x1 — 19 + 2% + 23,
si consideramos una funcién de Dulac h que depende solo de z1 entonces div(hy (0, —x1 —
x9 + 22)) = —h(x1), por lo tanto necesitamos encontrar una funcién que no cambie de
signo y tal que div(h(z2,73)) = 0 es decir, 0 = %xz + 2hx9, pero esta ecuaciéon admite
la solucion h(x1) = exp(—2x1), por la proposicion 3.10 esta es una funcion de Dulac del
sistema.

|

Corolario 3.11. Suponga que h € Do(F) y h es un factor integrante de G, entonces
Do(F +G) #0.
Oh  Oh

Ejemplo 3.7. Sea h una funcion de Dulac para F en Q y X, = (—872, 671) el campo
Hamiltoniano asociado a h, como h es un factor integrante de Xp, por el corolario 3.11
tenemos Dq(F + Xp,) # (.

O

Observacion: Diferentes funciones de Dulac pueden generar distintos campos vecto-

riales los cuales podemos sumar al campo original de tal forma que la suma contenga una

funcién de Dulac. Esto justifica la construccién de varias funciones de Dulac a el mismo
sistema diferencial.

Ahora analizaremos otras condiciones tales que la suma de campos vectoriales admita
funciones de Dulac.

Proposicion 3.12. Suponga que 0 # h € Dgg(F) and Ah > 0, es decir, una funcidn
armdnica o subarmdnica, entonces tenemos Dq(F + Vh) # 0.
Demostracion. Un calculo directo nos da

div(hVh) = (VRh)? + Ah > 0,

el resultado se sigue de la proposicién 3.10.
Ejemplo 3.8. Consideremos el sistema

&y = 2,
{ By = —x1 — 29 + 23 + 3,
del ejemplo 3.6 y la funcion de Dulac obtenida h(xi,x2) = exp(—2z1), notemos ademas
que es una funciéon subarmonica, es decir, Ah < 0, por lo tanto si a el campo vectorial
original le agregamos el gradiente Vh, entonces el nuevo campo vectorial no admite 6rbitas
periodicas.
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a

Proposicion 3.13. Sea 2 una region simplemente conexa abierta y sean F,G € C*(Q, R?)
campos vectoriales. Supongamos que existe h : 0 — R nunca cero, tal que F-Vh > 0y
G-Vh >0, entonces Do, (F 4+ G) # 0, para todo Qo CC Q, en particular, F + G no admite
orbitas periodicas enteramente contenidas en €2.

Demostracion. Tomemos un conjunto abierto €29 compactamente contenido en 2. Esco-
gemos un conjunto abiertoV tal que Qg CC V CC . Sea n € N un ntmero impar tal
que

nF - Vh > |h[div(F) + div(G)]| sobre V,

lo cual es posible por la compacidad de V. Como n — 1 es par entonces A"~ ! > 0 sobre ()
y obtenemos

div(h"(F + G)) = div(h"F)+ div(h"G)
A" Y (nF - Vh +nG - Vh + hldiv(F) + div(G)]),

por lo tanto div(h™(F + G)) > 0 en V, en particular, div(h"(F + G)) > 0 en € de aqui
h™ € Dq,(F + G), lo cual prueba el resultado.

3.1.3. Campos vectoriales multiplicados por funciones escalares

En lo que sigue analizaremos la existencia de funciones de Dulac para campos vectoriales
obtenidos al multiplicar un campo vectorial por una funcién real.

Proposicion 3.14. Sea Q una region simplemente coneza y g : Q — R una funcion C'.
Supongamos que eziste h € Do (F') entonces las siguientes afirmaciones se cumplen

i) Si % € C1(,R), entonces Do(gF) # 0.
i) Si % € CY(,R), i = 1,2, entonces DQ(%F) £ (.

Demostracion. Caso i). Como h es una funcidn de Dulac para F, entonces div(hF') € Fq.
Por lo tanto div((%)(gF)) € Fq, que es Dq(gF) # 0.

Caso ii). De forma similar se prueba que hg € Dg(%F). asi la prueba queda completa.

a

Ejemplo 3.9. Considere el sistema

{ a'cl = —233‘1.%2 = fl(xl,flfg),
f‘2 = (ZL‘1£U2)2COS(ZE1) + (1 — SCZ)IEQCE% = fQ(SUl,SCQ),
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un célculo directo nos muestra que
T
h(z1,z2) = exp [—/ 2scos(s)ds) = exp(—2x1sen (1)) exp(—cos(x1) | ,
1

es una funcion de Dulac, tomando g(x1,x2) = exp(—cos(z1)) obtenemos

(h($1a 552)) _ 672xlsen(:r1)

g(x1, x2)

la cual claramente es una funcién C', entonces por i) de la proposiciéon 3.14 obtenemos

Una consecuencia de la proposiciéon 3.14 esta dada por lo siguiente

Corolario 3.15. Sea Q C R? una region simplemente coneza, g :  — R una funcion C!
y G :=gF = gfla%l + ngaiw un campo vectorial C1. Si Do(G) # 0 = Do(F) # 0.

Note que este resultado es bastante util para determinar cuando un sistema no contiene
funciones de Dulac.

3.2. Sistemas transformados

Un método clasico para el estudio de ecuaciones diferenciales es el cambio de variable,
recordemos este resultado, suponga que tenemos una ecuacion diferencial & = f(z), = € Q,
C' con Q un conjunto abierto. Si 7 es un difeomorfismo de € a ¥ entonces la ecuacion
diferencial (o campo vectorial) puede ser escrita como § = g(y) sobre X y la bien conocida
expresion

§=DT (T '(y)) fF(T"' (), y €%,

es la nueva ecuacién diferencial en Y. Una pregunta natural es si hacer un cambio de
coordenadas preserva ciertas propiedades, en particular si una funcion de Dulac se preserva
después del cambio de variable. Contestaremos esta pregunta en el caso de un cambio de
variable afin.

Sea (x1,22) € Qy (y1,y2) € X las variables en los respectivos conjuntos abiertos. Sea

(3.2.1)

y1 = ar; + bxs + «,
Yo = cx1+drs+ S,

con a, b, c,d constantes y

a b
detA—det< . d)—ad—bc#O,
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por lo tanto
p = =) =by2—F)
= det A ’
(3.2.2)
Ty = a(w—%)e;cq(m—a)’

que también es afin, asi tenemos

Proposicion 3.16. Si transformamos un sistema con un cambio de variable afin, entonces
el sistema original contiene una funcion de Dulac si y sélo si el sistema transformado tiene
al menos una funcion de Dulac.

Demostracion. Considere el sistema (3.1.1) y denote el nuevo sistema por

{ 1 = g1(y1,y2) = afi(w1, 22) + bfa(w1, v2), (3.2.3)
Y2 = 92(y1,y2) = cfi(x1, x2) + dfa(x1, 22), -

Suponga que h(y1,y2) es una funcion de Dulac de (3.2.3), queremos mostrar que h(z1,z2) =
h(y1,y2) es una funcion de Dulac de (2.2.3). Dado que h(yi,y2) es una funcion de Dulac

de 3.2.3 entonces B B

ahgl 8]192
4+ —= € F». 3.2.4
oy Oy > (3:24)

Ahora trasladando esta ecuacion en términos de x1 y xo. Primero note

aﬁgi Oh —0g; )
_ 99 fori=1,2. 2.
oy, Voy, * hayz' o (3:25)

Ahora

dp (4 Of __c R\, ,( d 0 _c 0f
oy1 det Adz; det AOxo det Adz; det AOxo
1 < 0f1 df1 0 f2 5f2>

d—— — ac=—— + bd—= — be—=
det A “ ox1 acam + ox1 C@xz

También

—be—— —= —bd—= +ad
Caﬂj‘l +aca$2 8.1‘1 ta 81‘2

Oys detA

de aqui obtenemos

dgp 1 ( df1 df1 P 3f2>

0 0 0 0
91, 992 _ flJr J2

I Oyr Om Oz

Por otro lado
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on 1 (dah 8h>

y1  det A \“0z; 0w
y _
@ = ! (—bah + aah>
Oys detA ox1 0x9
entonces
. T 8hg1 ahgg oh Oh - 8g1 agz
dioflgn ) = G2+ T2 g gt (8y i @)

1 oh oh
= (afi +0bf2) [detA <d6xl - C&UQ)]

1 oh oh — 6f1 Of2

oo (0h o
= fla +f2 +h<8x1+8x2>
ohfi 8th

_ T 4 s = div(h(f1, f2))

Por lo tanto div(h (g1,92)) v div(h(f1, f2)) tienen el mismo signo, también como las trans-
formaciones afin son bi-Lipschitz, entonces conjuntos de medida cero son preservados, en

particular
div(h(f1, f2)) € Fq es decir h € Dqo(F).

Ejemplo 3.10. Considere el sistema

T = —595% — b6x1T0 — 2$% + x9,
To = 103:% + 122129 + 4x% + x1 — T2,

aplicando el cambio de variable afin

Y1 =2z +x2 + 1,
y2:$1+w27

obtenemos el sistema

—20 es una funcidn de Dulac para el sistema, entonces el
—4x1—2x2—2)

Ademas como h(y1,y2) =
primer sistema tiene a h(x1, x2
3.16

{ Y1 = Y2,
y2——yl—y2+y1 +y2,
e

)=

como funcion de Dulac por la proposicién
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O
El caso general de una funcion de Dulac para un cambio de variable esta dado por el
siguiente resultado.

Proposicion 3.17. Consideremos el sistema (2.2.3) y un cambio de variable T : Q —
(

¥ con inversa S(y1,y2) = (S1(y1,92), S2(y1,92)) = (w1,22), denote por y = g(y) =
(91(y1,92), g2(y1,92)) la ecuacion transformada. Sea

051 08 051 08
J(yhy?) = < ! 2 - ! 2> ( 17y2)

Oy1 0ya  Oy2 Oy

el jacobiano de S. Dada h : ¥ — R una funcion Cly h(z1,x2) := h(y1,y2), entonces

<8hg1 + 3]192) (yl,y2) _ <8hf1 + 8hf2> (Sl(yl,y2),52(yl,y2))

oy 0y ory 0xo
7 \ 9y g1 e g2 | \Y1, Y2

La prueba de este resultado es un argumento analogo a la realizada en la proposicién

3.16. Note que en el caso de la transformaciones afin (3.2.2) tenemos J = 1 por lo tanto

37‘]1 = g—;z = 0 y por el resultado anterior podemos recuperar la proposiciéon 3.16.
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Capitulo

Funciones de Dulac en dominios
multiplemente conexos

Como se menciono en la introduccién, una de las metas principales de la teoria cualita-
tiva de ecuaciones diferenciales es la descripcién geomeétrica de sus soluciones, en particular
esto requiere determinar la existencia y conocer la distribucién de sus ciclos limite. Preci-
samente el problema 16 de Hilbert [3], [30] plantea determinar el niimero méaximo H,, de
ciclos limite que puedan tener los campos vectoriales polinomiales reales de un grado fijo
< n y al menos uno de sus componentes de grado n, asi como las posibles configuraciones
relativas de ciclos limite que pueden originarse para un grado n fijo; posteriormente S. Sma-
le [23] propuso variantes a dicho problema, en especifico el restringié la pregunta anterior
a ecuaciones de Liénard polinomiales como uno de los retos mateméticos para el siglo 21.

En las ultimas décadas se ha incrementado considerablemente el estudio de ciclos limite,
usando diferentes técnicas con el fin de encontrar cotas superiores e inferiores mas precisas
para el namero de ciclos limite que contiene un sistema de ecuaciones diferenciales; una de
tales técnicas es el uso de criterios de Bendixson-Dulac extendidos, ver por ejemplo [43], [42],
[14]. En este capitulo, nos enfocaremos en desarrollar un método para construir funciones
de Dulac en dominios miltiplemente conexos.

Dado un conjunto abierto Q C R?, simplemente conexo, consideremos

{ i1 = fi(z1, 22), (4.0.1)

o = fo(wy,x2), (21, ®2) € 1,

donde f1, fo son funciones C! y sea F = (f1, f2).

Como ya se ha comentado anteriormente, el teorema de Bendixson-Dulac da condicio-
nes suficientes para la no existencia de orbitas periédicas en regiones simplemente conexas
asociadas al sistema (4.0.1). El criterio de Bendixson-Dulac admite algunas generalizacio-
nes muy importantes entre ellas algunas concernientes a dominios mailtiplemente conezos,
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Capitulo 4: Dominios miltiplemente conexos

siguiendo los trabajos de [21] y [45], se observa que es necesario estudiar expresiones de la

forma
oh Oh of1  0fa

fl 87 S 9

T

donde s € Ry A son las incégnitas a determinar, continuaremos llaméandole funcion de Dulac
a h. Como anteriormente se ha observado no hay algoritmos generales para encontrar esta
funcién h, aunque existen algunos procedimientos como en [21], [45] y [43] que aplican a
ciertos sistemas; en general las funciones de Dulac hasta ahora se obtienen por intuicién.

4.1. teorema extendido de Bendixson-Dulac

Un conjunto abierto  C R? se dice que es l-conezo si tiene [ agujeros, es decir si
su grupo fundamental es un grupo libre con [-generadores, si no existe confusion sobre el
dominio en adelante denotaremos la conexidad I(£2) = .

Recordemos también que una érbita periddica v es un ciclo limite si existe una vecindad
V de « tal que + es la tnica Orbita peridédica contenida en V. clasificamos los ciclos limite
de acuerdo a lo siguiente

Definicién 4.1. Dado un ciclo limite « y una vecindad V' de v decimos que;

= v es estable si el conjunto w(p) = v para todo p € V;
= v es inestable si el conjunto a(p) =y para todo p € V;

= 7 es semi-estable si el conjunto w(p) = v para todo p € VNext(y) y también a(p) = v
para todo p € V Nint(y), o inversamente.

Definicion 4.2. Si a lo largo de una trayectoria cerrada ~ del sistema 4.0.1, se cumple que

T
/ <8f1 + 8f2> dt <0 (respectivamente > 0),
0 dzx dza

decimos que y es un ciclo limite hiperbolico.
Estamos ahora en condiciones de enunciar

Teorema 4.3 (Teorema extendido de Bendixson-Dulac, [45]). Sea Q un subconjunto abierto
de R?, I-conexo con frontera suave. Sea D : Q2 — R una funcion C* tal que
, oD oD ofi  0fa .
M = div(DF) = — — D|—+——)=(VD,F)+ Ddiv(F 4.1.1
0(DF) = 52 i+ 5 fo + (axl + 22 (D, P+ D) (411
no cambia de signo en Q y sdélo se anula en un conjunto de medida cero (medida de Le-
besgue), tal que {M = 0} N {D = 0} no contiene orbitas periddicas de (4.0.1). Entonces
el mdzimo nimero de trayectorias cerradas de (4.0.1) contenidos en Q es . Mds ain cada
uno de ellos es un ciclo limite hiperbdlico que no corta el conjunto {D = 0} y su estabilidad
estd dada por el signo del producto DM .
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4.1. teorema extendido de Bendixson-Dulac

Demostracién. Observemos que M|(p_g)y = (VD, F)|;p—gy > 0 no cambia de signo en (2.
Como por hipotesis, no existen orbitas periddicas de (4.0.1) contenidas en {M = 0}N{D =
0}, tenemos que las orbitas periodicas de (4.0.1) no cortan {D = 0}.

Si © es simplemente conexo (I = 0) entonces por el teorema de Bendixson-Dulac se
tiene que el sistema (4.0.1) no tiene orbitas periddicas en 2. Probaremos ahora para una
[ arbitraria. Supongamos que el sistema (4.0.1) tiene [ + 1 diferentes orbitas periodicas v;

incluidas en 2. Estas orbitas inducen [ + 1 elementos 7; en el primer grupo de homologia
O]
de Q, Hi(Q) =Z @ --- ® Z. Como este grupo tiene a lo mas [ elementos linealmente inde-

pendientes, entonces podemos escribir al cero (0 € H1(2)) como una combinacién lineal,
no trivial de ellos. Entonces Zig m;y; = 0, con (my,...,my1) # 0.

Esto ultimo significa que la curva Zig m;~y; es la frontera de una 2-celda C para la
cual el teorema de Stokes puede ser aplicado. Entonces

/ / div(DF) = / (DF,77).
c S miy

Notemos que el lado derecho en esta igualdad es cero porque DF es tangente a las curvas
~; vy por otro lado la parte izquierda es distinta de cero por hipétesis. Este hecho nos lleva
a una contradiccion. Por lo tanto [ es el méximo nimero de orbitas periddicas de (4.0.1) en
Q.

Probaremos ahora la hiperbolicidad. Fijemos una orbita periodica v = {(z1(¢), z2(t)),t €
[0,T]} € Q, Donde T es el periodo. Recordemos que v N {D = 0} = 0, a fin de estudiar
su hiperbolicidad y estabilidad tenemos que calcular fOT divF(x1,x9)dt, y probar que es
distinto de cero. Esto ultimo se obtiene al integrar la igualdad

divF

T Ox,  Oxy D D

_Ofi | Ofs div(DF)  Gohitgofe

pues el ultimo término del lado derecho en la igualdad anterior coincide con % In |D(x1,x2)].

O

Para aplicar el teorema anterior, consideremos una funcion D(z1, 22) de la forma |h(x1, z2)|™
donde h es una funciéon suave en dos variables en R? y m es un ntimero real.

Antes de enunciar el resultado para esta particular eleccién introduciremos la siguiente
notacion.

Para h :  — R una funciéon continua, sea Z(h) := {x € Q@ : h(z) = 0} el conjunto de
ceros de h.

Siguiendo la notacion introducida en [45|, denotamos como [(€2,h) a la suma de las
cantidades [(U) sobre todas las componentes conexas U de Q\ Z(h), también denotamos
como co(h) al nimero de trayectorias cerradas cerrados de Z(h) contenidos en €. Veamos
la figura 4.1 para ilustrar estas definiciones

92



Capitulo 4: Dominios miltiplemente conexos

Consideremos el conjun-
to abierto © con () =
4. Los circulos grises son
hoyos en 2 y las lineas
corresponden a las cur-
vas en el conjunto de ce-
ros de h (Z(h)). Los nu-
meros mostrados son los
valores de [(U) para ca-
da componente conexa U
de 2\ Z(h). Ademas te-
nemos que co(h) = 4y
1(Q,h) =8.

Figura 4.1:

El siguiente resultado establece una version de el criterio de Bendixson-Dulac generali-
zado a regiones multiplemente conexas.

Teorema 4.4 ([45], cor. 1). Sea 2 C R? un conjunto abierto con frontera regular. Supon-
gamos que para una funcion analitica h : Q — R y un ndmero real s se cumple que

Oh Oh 0 0
M := fig— + fags— + sh fl—i—ﬁ
(%cl 8%2

o1 6952) = (Vh, F') + shdiv(F') (4.1.2)

no cambia de signo y sélo se anula en un conjunto de medida cero. Entonces los ciclos limite
del sistema (4.0.1), o estin completamente contenidos en Z(h), o no interceptan a Z(h).
mds ain el nimero de ciclos limite contenidos en Z(h) es a lo mds co(h) y el nimero N
de ciclos limite que no interceptan a Z(h) satisface

() st s> 0,
N<<¢ 0 st s=0,
I(Q,h) si s<0,

mds ain, para cualquier s # 0 los ciclos limite de esta seqgunda forma son hiperbdlicos.

Demostracién. Primero observemos que como M no cambia de signo, tenemos que sobre
las curvas en Z(h), (Vh, F') no cambia de signo. Por lo tanto estas curvas son, o soluciones
de (4.0.1) o el campo vectorial de (4.0.1) cruza estas curvas en una sola direccion. De aqui
todos los ciclos limite contenidos en §2 o estdn completamente contenidos en las componentes
conexas de Q\ Z(h), o en Z(h). Esto implica la primera parte del teorema. Para acotar
el namero de ciclos limite de (4.0.1) aplicamos el teorema extendido de Bendixson-Dulac
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para cada una de las componentes conexas U de Q\ Z(h), usando el hecho de que cuando
D = |h|™, se tiene que

div(DF) = (VD, F) 4+ Ddiv(F) = sign(h)m|h|™! <<Vh, F)+ ;hdiv(F)) ,

cumple con las condiciones del teorema tomando m = 1/s. Ademas la diferencia entre los
casos § < 0y s > 0 es que en el segundo caso la funciéon D estd completamente definida,
mientras que en el primer caso, debemos quitarle las curvas donde D = 0. Para el caso
s = 0 la prueba es sencilla considerando que My = % = (Vh, F).

El teorema anterior muestra que el estudio de las funciones

oy On . Oh oh  Of
MS T fl 8x1 + f28x2 + sh (83:1 + 8$2>

nos da una herramienta bastante tutil para estimar el namero de ciclos limite del sistema

(4.0.1).

A la funcion h la seguiremos llamando funcion de Dulac. Notemos que este resultado da
informaciéon también acerca de la hiperbolicidad de los ciclos limite, lo cual es de relevante
interés cuando se trabaja con sistemas perturbados, sin embargo para el objetivo de este
trabajo nos limitaremos a estudiar la existencia o no existencia de los ciclos limite. La im-
portancia para nosotros de este resultado es que nos da una herramienta tutil para delimitar
el namero de ciclos limite cuando se sabe que el sistema admite una funcién A de Dulac.

A continuacion, siguiendo los resultados obtenidos para regiones simplemente conexas,
presentamos un método para obtener funciones de Dulac asocidndola como en el capitulo 2
con cierta ecuaciéon diferencial parcial, cuya solucién nos permite encontrar alguna funcion
de Dulac.

4.2. Meétodo propuesto en dominios miiltiplemente conexos

Proposicion 4.5. Sea Q C R? un conjunto abierto con frontera reqular. Supongamos que
existen s € R y una funcion ¢ : Q = R tal que

(Vh,F) + shdiv(F) = ch, (4.2.1)

admite una solucidn analitica h, con ch definida en todo 2 y que no cambia de signo y sdlo
se anula en un conjunto de medida cero (medida de Lebesgue). Entonces los ciclos limite
del sistema (4.0.1), o estan completamente contenidos en Z(h), o no interceptan a Z(h).
Mads ain el nimero de ciclos limite contenidos en Z(h) es a lo mds co(h) y el nimero N
de ciclos limite que no interceptan a Z(h) satisface
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Capitulo 4: Dominios miltiplemente conexos

() st s> 0,
N < 0 st s =0,
I(Qh) si s<O.

Demostracion. La funcién ch es positiva o negativa y sblo se anula en un conjunto de
medida cero. Proponemos a M; con la forma especifica My = ch, con lo cual sustituyendo
esta igualdad en la ecuacion (4.1.2), se obtiene la siguiente expresion

ch = (Vh, F) + shdiv(F),

como ch no cambia de signo y s6lo se anula en un conjunto de medida cero, entonces la
hipoétesis del teorema 4.4 se satisfacen. Por lo tanto se satisfacen todas las condiciones y la
proposicién queda demostrada.

a

A continuacion consideremos algunos ejemplos y aplicaciones para ilustrar esta técnica
propuesta.

Ejemplo 4.1. Considere el sistema

i =@ — g —
T9 ::m—i—xg—w%.
La ecuacion asociada (4.2.1)es
oh Oh
(1 — 20 — :1::{’)8—%1 + (21 + 22 — av%)a—%2 = h(c — s(2 — 322 — 323)), (4.2.2)
tomando
—4(zf + 23) — 3(2% + 23) — 62323 + 1
C =

)

3+ 2%+ %
observe que ¢ € Fq, donde  := {(z1,22) € R? : 2 + 22 > %}, aparte, si s = 1 entonces
h(w, @) = 21 + 25 + 5,

es una solucion de la ecuacion (4.2.2); més aun h es una funcion de Dulac en Q.
Ademas como el conjunto Z(h) = (), entonces Z(h) no contiene trayectorias cerradas.

En particular, co(h) = 0. también como {(2) =1 y s > 0, entonces por la proposicion 4.5
el sistema tiene a lo méas un ciclo limite en ).
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4.2. Método propuesto en dominios miiltiplemente conexos

Ejemplo 4.2. El siguiente sistema tiene exactamente un ciclo limite.

(4.2.3)

T = xi{’ +x1x§ — X1 — T3,
To = x% —|—:U2x% + 21 — T9.

La ecuacion asociada (4.2.1) es

oh h
(23 + z12% — 21 — 20) o— + (23 4 2027 + 21 — 29) =—— = h[c — s(4a? + 423 — 2)].
ox1 O

Supongamos que h = h(z), depende de una funciéon z = z(z1,x2), de aqui tenemos

0z . 0z | dlnh
(23 + zy25 — 21 — zg)a—ml + (23 4 zo2? + 11 — xg)a—xz 5 = ¢~ s(42? + 422 - 2). (4.2.4)
) ) .. 0z 0z ]
para simplificar la ecuacién tomamos z tal que —mga— + a:la— = 0; de aqui obtenemos
T1 T2

z =% + 23 y (4.2.4) se reduce a

dlnh  c¢— s(4xf + 423 — 2)
dz 222+ 23) (2 + 23 - 1)’

(4.2.5)

donde el lado derecho depende s6lo de z, denotemos esta funciéon como 7; y por simplicidad
tomemos 7(z) = % Reescribiendo se obtiene

22(z — 1) + s(4a? + 423 — 2)z

= 4.2.6
C > ) ( )
escogiendo s = —1, nos da ¢ = —2(z? + 23) y la ecuacion (4.2.5) se puede escribir como
oh
oz _ 1
h 2

cuya solucién es
2 2
h(z1,x2) = z = ] + x5,

notemos que ch = —2z2, la cual es continua, no cambia de signo, y se anula sé6lo en un
conjunto de medida cero; por lo tanto, h es una funcidn de Dulac.

Ademés observemos que Z(h) = {0} no contiene trayectorias cerradas, en particular
co(h) = 0.

Como s < 0y I[(R%,h) = 1, entonces por la proposicion 4.5, el sistema tiene a lo mas
un ciclo limite en R2.

Por otro lado, es facil comprobar que z — 1 = 0 es una solucion periddica para este
sistema.
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Capitulo 4: Dominios miltiplemente conexos

O
Es bien conocido que, el sistema gradiente no posee 6rbitas periddicas. En este caso, la
proposiciéon 4.5 establece lo siguiente:

Ejemplo 4.3. Sea V : R? — R una funciéon C?, la cual se anula a lo mas en un conjunto
de medida cero, entonces el sistema & = —gradV (z) admite una funcién de Dulac y por lo
tanto no contiene ciclos limite.

De hecho, la ecuacion asociada (4.2.1) es

oV oh 9V o

T 0110z, Ox2 072 ' : 4.2.
Ox1 0r1 Oz 1o h(c + s(div(gradV))) (4.2.7)

Tomando ¢(z) = —||gradV (x)|| y s = 0, entonces h(z) = exp(V(z)) es una solucion de la
ecuacion (4.2.7); por lo tanto, h es una funcién de Dulac sobre R2,

Dado que Z(h) = 0 y s = 0, entonces por la proposicion 4.5 el sistema gradiente no
admite ciclos limite.

|
Ejemplo 4.4. Considere el sistema
{ =3,
iy = (5a? — 1)a3 — 23
La ecuacion asociada (4.2.1) es
:13%551 + (52 — 1)as — xif)gjz = h(c — s3z3(52% — 1)), (4.2.8)

z 0z 1 4
— — a:if— = 0, entonces z = %2 + %1 + a para alguna constante a
8$1 8$2
y (4.2.8) se reescribe como

tomando z tal que 3

dlnh ¢ — s323(5z7 — 1)
dz a2t -1)

como el lado derecho depende solo de z, denotandolo como la funcion 7(z), tenemos entonces

(4.2.9)

c=—-n(z) (xg(5x% —-1)) + s3x3(5x% — 1), (4.2.10)
considerando s = —%, n(z) = % y simplificando obtenemos
. _x%(f)a:% — 1) (2} + 4a)
z
tomando a = —ﬁ, entonces
2052 _ 1)2(5,.2
. x5(5xy — 1) (5x1+1)7 (4.2.11)

25z
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4.2. Método propuesto en dominios miiltiplemente conexos

escogiendo ¢ en esta forma, tenemos que la ecuacion (4.2.9) se escribe como dg;h = z cuya
soluciéon es . .
x T 1
h(xy,m9) = 2= "2+ L —
(21,22) 4 4 100

dado que ch € Fpe, entonces h es una funcion de Dulac.

Notemos que el conjunto Z(h) de ceros de la funciéon h es una trayectoria cerrada,
entonces co(h) = 1; aun asi Z(h), no contiene ciclos limite, debido a que el campo vectorial
no es tangente a las curvas en Z(h). También [(R?, h) = 1, por lo tanto de la proposicién
4.5 el sistema tiene a lo mas un ciclo limite en R2.

O

El siguiente resultado nos da informacién 1til sobre la no existencia de ciclos limite para
el sistema (4.0.1)

Proposicion 4.6. Si f1+ fa, no cambia de signo, y solo se anula en un conjunto de medida
cero, entonces el sistema (4.0.1) no admite ciclos limite en R?.

Demostracion. La ecuacion asociada de acuerdo a (4.2.1) es

fl(xl,xQ)aaxhl + f2($1,$2)§; = h[c — S(di?)(fl, fg))] (4.2.12)

tomando z = x1 + 2, la ecuacion (4.2.12) se convierte en

dlr;l:(z) = c— s(div(f1, f2)). (4.2.13)

tomando ¢ = f1 + fa y s = 0, tenemos que h(z1,z2) = exp(x1) exp(x2) es una solucion de
la ecuacion (4.2.13); por lo tanto, h es una funcién de Dulac.

Como Z(h) = 0y s = 0, entonces por la proposicion 4.5 el sistema (4.0.1) no admite
ciclos limite en R2,

(fi(z1,22) + fa(z1,22))

Od
Ejemplo 4.5. Considere el sistema
il = ﬂ?% + axo — 5611‘%,
To = x‘ll —axro + xlx%.
Como fi(z1,72) + fa(x1,72) = 22 + 2%, entonces por la proposicion 4.6, el sistema no
contiene ciclos limite en R?.

O
Ahora consideremos el sistema

&1 = k(z2),

con k,l, m funciones C'. El siguiente resultado nos da condiciones con las cuales el sistema
anterior no admite ciclos limite.
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Capitulo 4: Dominios miltiplemente conexos

Proposicion 4.7. Si cualquiera de las siguientes condiciones se cumple

1. Medlle) ¢ o,

5
2. m(z1)zhk(x2) € Fre,
entonce el sistema (4.2.14) no admite ciclos limite.

Demostracion. En el primer caso; la ecuacion asociada (4.2.1) es

k(m)gjl + (I(z1) + m(xl)xg)aamhz = hlc — s(m(zy)ray Y. (4.2.15)

Ahora supongamos que h es una funciéon que depende de z = z(x1,x2), de aqui la ecuacion
(4.2.15) se puede reescribir como

0z . 0z | dinh "
k(:zrg)a—xl + (U(z1) + m(:ﬁl)x2)a—x2 5, =¢ sm(zq)rzs ",

=0, es decir, z = [ R(@2) Gy — [ m(z1)dz.

tomando z tal que k(Iz)% + m(z1) (x2)"

8:1:1

a2
ang

Asi llegamos a
dinh  xh(c— s(m(zy)ray )

= 4.2.16
dz k(xo)l(z1) ’ ( )
dlnh
por lo tanto tomando ¢ = %é(xl) y s =0, la ecuacion (4.2.16) se escribe como nr_ 1,
z

cuya solucion es h(xi,x2) = €* = exp [f ](Cgfr) dxo — fm(xl)dajl} la cual es una funcion

de Dulac; ademas Z(h) no contiene trayectorias cerradas, y en particular co(h) = 0. En
consecuencia por la proposicion 4.5 el sistema (4.2.14) no admite ciclos limite.

Od
Para el segundo caso: tomamos z = z(z1, z2) tal que
0z 0z
k(ze)— +1l(x1)=— = 0.
( 2) 8391 ( 1) 6.%'2
La demostracion es similar a la anterior. O

Ejemplo 4.6. Considere el sistema

x‘l - :r27
B = — (21 + 329)* + (1 + 221 + 429)23.

Por (1) en proposicion 4.7, el sistema no contiene ciclos limite.
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4.2. Método propuesto en dominios miiltiplemente conexos

a

El siguiente resultado nos da informacién sobre la unicidad de ciclos limite para el
sistema (4.2.14):

Proposicion 4.8. Si k(z2) = 2 y m(x1)L(z1)2h " € Fge, donde L(x1) = [I(x1)d;.
Entonces el sistema (4.2.14) tiene a lo mds un ciclo limite.

Demostracion. la ecuacion asociada (4.2.1) es

k(m)gﬂi + (I(z1) + m(azl)xg)aa;z = hlc — s(m(zy)ray Y] (4.2.17)

Ahora supongamos que h = h(z) depende de z = z(z1,x2), por lo tanto (4.2.17) se escribe
como

0z . 0z | dinh "
k(:cg)a—ml + (I(z1) + m(xl)xQ)a—a:Q 0 =¢ sm(zy)reh ",
0z 0z )
tomando z tal que k(asg)a— + l(:cl)a— = 0, es decir, z = [ k(x2)dzy — [l(21)dz1. Esto
il X9
conduce a .
| — o
dinh ¢ s(m(zq)razy ™) (4.2.18)
dz m(z1)k(zg)a}

donde el lado derecho depende de z, el cual denotamos por 7. Reescribiendo obtenemos
c = n(z)m(z1)k(z2)xh + s(m(z)ray 1), (4.2.19)

tomando n(z) = 1, entonces

m(a1)k(zs)ah + s(m(a)ray ) (% — L)

c= , (4.2.20)
z
; . 2 o 2m(x1)L(xl)x£71 ..
de aqui escogemos s = —=, por lo tanto ¢ = —=————"2— y la ecuaciéon (4.2.20) se
reduce a
dlnh 1
dz 2’

cuya solucién es
h(zy,29) = 2z = 23 — L(x1).

Dado que el producto ch = 2m(x1)L(x1):c72"*1 el cual es continuo, no cambia de signo, y
s6lo se anula en un conjunto de medida cero; tenemos que h es una funcion de Dulac.

Ademas el conjunto Z(h) de ceros de h, tiene a lo méas una trayectoria cerrada, es decir

0
co(h) = 1; sin embargo, Z(h) no contiene ciclos limite, de hecho, la condicion k(xg)—z +

81’1
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Capitulo 4: Dominios miltiplemente conexos

0
l(xl)—z = 0, implica que el campo vectorial (z2,{(z1) + m(z1)zh) no es tangente a las

Oxo

curvas z = x5 — L(z1) = 0.

Como s < 0y I(R?, h) = 1, entonces por la proposicion 4.5 el sistema, (4.2.14) tiene a
lo més un ciclo limite en R2.
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Capitulo

Aplicaciones

En este capitulo ilustramos los métodos desarrollados en los capitulos anteriores anali-
zando algunos sistemas fisicos o biologicos relevantes en la literatura. Estudiamos algunos
modelos biomateméaticos los cuales envuelven sistemas no lineales auténomos de dos dimen-
siones, también estudiamos el famoso ejemplo debido a Van der Pol.

5.1. Modelos de dinamica poblacional

La dindmica de poblaciones ha sido tradicionalmente el campo dominante de la biologia
matematica. El trabajo en esta drea se remonta al siglo X7 X. Las ecuaciones Lotka-Volterra
son un famoso ejemplo. Hacia finales del siglo X7X y en la primera década del siglo X X,
la dindmica de poblacién ha sido complementada por la teoria evolutiva de juegos, desa-
rrollada primero por John Maynard Smith. Bajo estas dindmicas, conceptos de la biologia
evolucionaria pueden tomar forma determinista y matemética.

Comenzaremos por discutir un sistema bastante 1til en el area biolégica, debido a que
contiene algunos de los modelos mas estudiados dentro de la dindmica poblacional.

Proposicién 5.1. Sea g; : R™ — R funciones continuas y a; € RT para i = 1,2,
consideremos el sistema

{ t1 = w1 (a1 — v191(22)) — k(21, 22),
B9 = w2 (ag — w292(71)) s

con g—i > 0 y a2 > a1, entonces este sistema contiene una funcion de Dulac en Ri =

{(1‘1,.%‘2) S R2 x> 0, To > 0}

Demostracion. Como —div(F) = —ay + 2x191(x2) + g—fl — ag + 2x9g2(x1) Aplicando el
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Capitulo 5 Aplicaciones

corolario 2.5 con ¢ :=a; — ag — (.?Tfl —2x191(22) < 0, la ecuacion asociada se escribe como
oh oh
[z1 (a1 — z191(22)) — k] 5 + 72 (a2 — 2292(71)) —2(ag — w2g2(z1)) h,  (5.1.1)

8561 871'2 -

considerando que h(x1,x2) depende de x5 entonces el sistema tiene una funcidn de Dulac
por el corolario 2.5.

En el siguiente ejemplo mostramos un caso particular de este sistema

Ejemplo 5.1. Consideramos el siguiente modelo de dos especies que interactuan citado en
[27]

1

ki+bioza | bz,

i’l =TI 1-—
. _ T

Ty =12Z2 |1 — k2+5221€1?1 ’

notemos que se cumple la condicién %“1 > 0y ag > ap de la proposicion 5.1, por lo tanto

el sistema no contiene 6rbitas periodicas en Ri = {(w1,22) €ER? : 21 >0, 13 > 0}.

Una variante de la proposicién anterior la encontramos en la siguiente

Proposicién 5.2. Sea g : RT — Rt una funcion C*, con —gf > 0, sean a, k;, s1 constantes
1
positivas, s3 > 0 y ra € R entonces el sistema

T =21 (7“1 — A ax29($1)) ;
. M (5.1.2)
Ty = T2 (7’2 -2+ g(wl)) )
contiene una funcion de Dulac en R? := {(z1,22) €R? : 21 >0, 29 > 0}.
Demostracion. Como —div(F) = —r; + 2% +azag(x1) —i—axlxzaa—fl -7 +2% —eg(x1)
aplicando el corolario 2.5 con ¢ := —% — % — axlxga%gl < 0, la ecuacion asociada se
escribe como
Oh oh
r1(u1)=— + zo(ug) =— = h(—uy — ug),
1( 1)8;31 2( 2)6@ (—u1 — ug)

— 181 O 282 <2 sz
donde uy = ry — H2 — arog(x1) y ug :=ro — 22+ g(x1), la solucion de esta ecuacion

1
x1x2’

diferencial parcial es h =
de sus trayectorias.

entonces el sistema no tiene érbitas peridédicas como parte
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Ejemplo 5.2. Consideremos el siguiente modelo entre 2 especies citado en [27]

i =z (Tl — 5 —arz (1~ e_bwl))) ) (5.1.3)
g = xg (—d+ f(1—e b)),

donde k1,a,r1, f > 0. Observemos que cumple con las condiciones de la proposicién anterior,
por lo tanto el sistema no tiene 6rbitas periédicas como parte de sus trayectorias.

5.1.1. Modelos poblacionales de Presa-Depredador

El sistema clasico para modelar poblaciones de individuos en los que una especie es
depredadora y la otra es una presa de ésta, esta descrito por el siguiente sistema mejor
conocido como sistema de Lotka-Volterra

Z1 = x1(a — bxg)
{ .leg = .%'2(—0+ d.ilfl) (5'1'4)

donde las constantes a,b,c,d € R*, a y ¢ miden la tasa de crecimiento de la presa y la
mortalidad del depredador respectivamente, mientras que b y d son medidas del efecto de
la interaccion entre las dos especies. La grafica correspondiente a este sistema es

il TSN N
N2

IRV \
RNHZSNNNNNNNN
A /&;_‘Q\\ \“\\\\\\\\\
REL

Figura 5.1: Plano fase de las ecuaciones de Lotka-Volterra
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Todas las trayectorias de este sistema en la regiéon x; > 0,22 > 0 son curvas cerradas
como se observa en la grafica 5.1. Analiticamente se puede mostrar esto si se toma la funcion
V(z1,22) = dzx1 — cln(z1) + bra — aln(zz), como funcién de Lyapunov para el inico punto
singular p = (¢/d, a/b).

sin embargo si se perturba un poco este sistema, es decir, si se le agregan algunas
condiciones al modelo, éste deja de ser estable, como lo muestran los siguientes ejemplos

Ejemplo 5.3. Considere el modelo para la interaccion presa-depredador de Lotka-Volterra
entre dos especies, donde se le agregan constantes de inmigracion (u,e) dado por

Ty = X1 — T1T2 — PT,
T9g = —T9+ T1To — €T

este sistema lo podemos representar como la suma de campos F + G donde F(x1,x2) =

(x1 — 2122, —T2 + T122) ¥ G(21,22) = (—pxe, —ex1). Note que si tomamos la funcion
h(z1,z2) = xllm entonces div(hF') = 0 por otro lado div(hG) > 0, entonces aplicando la
proposicién 3.10 podemos afirmar que h es una funcion de Dulac sobre ]Ri = {(z1,22) €

R? : 21 > 0; 22 > 0}, Véase la figura 5.2(a).

Otra variacion de las ecuaciones de Lotka-Volterra estd dada en el siguiente

Ejemplo 5.4. Consideremos el siguiente modelo presa-depredador debido a Leslie |7]

: x
r1 = Tr1x1 1-— ﬁ} — b.TlﬁCg,

s xT
Ty =roxa |1 — kzil] ;

donde 71,79, k1, k2, b son constantes positivas. Si suponemos que ro > 71 entonces, este
sistema cumple con las condiciones de la proposicion 5.1 donde k(z1,z2) = bxixs, por lo
tanto el sistema tiene una funcién de Dulac y en consecuencia no contiene érbitas peridédicas
en R? := {(21,22) € R?: 21 > 0;22 > 0}, Véase la figura 5.2(b).

a

Las siguientes graficas muestran el comportamiento de las trayectorias para estos ejem-
plos.
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(a) Retrato fase del ejemplo 5.3 (b) Retrato fase del ejemplo 5.4

5.1.2. Modelos poblacionales por competencias

Ejemplo 5.5 (Modelos de competencias). Supongamos que dos especies de animales ocu-
pan el mismo ecosistema, no como depredador y presa sino como competidores por los
mismos recursos en el sistema. Ademés consideremos que cada especie en aislamiento crece
de manera exponencial con tasas que indican que cada poblacion crece en forma logistica (
es decir, en un tiempo largo la poblacion se acota), y decrecen a razones proporcionales al
nimero de interacciones. Este modelo esté representado por

{ ¥1 = x1(k — ax; — bxy)

Zo = xo(m — exy — dxg) (5.1.5)

donde se pide que el producto ad > 0 y no se anulen simultaneamente, ademas debido
a que z1y 9 representan a los individuos de cada especie, estos son siempre positivos. La
ecuacion asociada de acuerdo a (2.2.2) queda

h oh
x1(k — azxy — 17:132)8—:61 + x9(m — exy — dfvg)a—w2 =

hlc— (k —axy — bxg) — (m — ex; — dxg) + axy + das]

y como el producto ad > 0, podemos tomar ¢ = —ax; — dx2, por lo que tenemos
oh oh

z1(k —ax; — bxy) =— + z2(m — ex; —dxy)=— = h(—(k — ax1 — bza) — (m — ex; — dx3))
oxy Oz

66



Capitulo 5 Aplicaciones

y nuevamente escribiendo con 71 = k — ax1 — bxo y ro = m — ex1 — dxo

r @ + @ — h(_ _ )
T 18.7}1 2?2 aLUQ — 1 T2

la solucién de esta ecuacion diferencial parcial es

1
12 '

h =

Se puede ver facilmente que esta funcion h es una funcion de Dulac para el sistema 5.1.5
con 1,z > 0.

O

Observacion: Este modelo general de competencia entre especies queda resumido de

la siguiente manera: Cuando be > ad, no es posible la coexistencia de las dos especies y

por lo tanto una de ellas debe desaparecer (ver la grafica 5.2(c)), mientras que si se verifica
la relacion be < ad, vemos que ambas especies pueden coexistir, véase la figura 5.2(d).

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ Vi
w7
b9 =
<
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N i
oor 001> ~TTT — > —\ -
0.0 05 1.0 15 20 2‘.5 0. 0‘5 1‘0 1‘.5 2‘0 2‘5
(c) Retrato fase del sistema 5.1.5 con be > (d) Retrato fase del sistema 5.1.5 con be <
ad ad

Las constantes a, d son una medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie
tiene sobre su propia tasa de crecimiento mientras que las constantes b, e son una medida
del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie tiene sobre la otra especie es decir es
una medida de la competencia.

Ejemplo 5.6 (Modelos de competencias). Consideremos ahora el sistema biologico en el
cuales dos especies interactian al igual que en el ejemplo anterior, pero agregamos términos
adicionales h; and hs que indican que la cantidad de individuos de cada poblacion se ve
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afectada debido a su propio esfuerzo de supervivencia y este es proporcional a la cantidad
poblacional, respectivamente.

{ &1 = x1(r1 — k1w — biaxe) — hiwy,
Ty = x9(r2 — kawa — bo121) — hawa,

Consideremos la region Ri = {(z1,22) € R? : 21 > 0, 29 > 0}. Mas atin tomemos
kiks > 0 con k1, k2 no son ambas cero. Calculando la divergencia de este sistema obtenemos
dlU(F) =T — 2k1x1 — b12x2 - h1 + 79— 2]€2$2 - b21x1 — hg,

tomando c(x1,x2) := —(k1x1 + kaxe) podemos escribir

_ c—dz’v(F) N —(7’1 —klscl —b12$2 —h1+7’2 —kgxz —b21$1 —hg) N -1

T mafitaife (w1m2) (r1 — kimy — biawa — hy + 79 — kowy — boyr1 — ha)  x129

la cual es continua y depende de z := x1x9 por lo tanto por el inciso i) del corolario 2.11
tenemos DRi (F) # 0, es decir el sistema no contiene trayectorias cerradas.

a

Ejemplo 5.7 (Modelos de competencias). Incorporemos ahora constantes de inmigracion,
€1y ez, a las dos poblaciones, respectivamente, la ecuacién de modelado matematico queda
ahora

{ &1 = w1(r1 — k121 — biax) + €1 — hizy,
&y = wo(ry — kaxo — bo1x1) + €2 — howa.

Veamos este campo vectorial como la suma de dos campos F' + G donde el campo
vectorial F' esté representado por

{ &1 = x1(r — k1xy — biawa),
&9 = x2(ry — koxo — ba121).

y el campo vectorial GG es igual a
T = e — hzy,
.Cf/}g = €9 — h2$2.

1
T1T2

Del ejemplo 5.5 sabemos que h(x1,x2) = es una funcién de Dulac para el campo

vectorial F' = (f1, f2), ademas

€122 + €217

2,.2

div(hG) = o
175

<0,

Por lo tanto por la proposiciéon 3.10 tenemos Dq(F + G) # 0, para Q = {(z1,79) € R?
x> O, To > 0}.
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5.2. Modelos epidemiolbgicos

La dindmica de poblaciones estd relacionada con otra &rea activa de investigaciéon en
biomatemética: epidemiologia matematica, el estudio de las enfermedades infecciosas que
afectan a las poblaciones. Se han propuesto diversos modelos de esparcimiento viral ,que
analizados, proveen resultados importantes que pueden ser aplicados a politicas de salud.

Dentro de los modelos deterministicos basados en estados hay una gran variedad de
posibles modelos a utilizar. El acréonimo de un modelo suele indicar los diversos estados
por los que pasan los individuos. Por ejemplo, un modelo SIR representa que los individuos
pueden pasar de ser susceptibles, a infecciosos y de ahi a resistentes. Si el modelo fuese
ciclico, se acaba el acronimo con la misma letra que se inicia. Por ejemplo, un modelo SIS
indica que los individuos pueden pasar de ser susceptibles a ser infecciosos y de ahi a ser
susceptibles de nuevo.

El modelo a utilizar dependeria de los agentes infecciosos por los que se transmita
la enfermedad, ya que varian de una enfermedad a otra. Por ejemplo, las enfermedades
cuyos agentes infecciosos son virus, provocan que aquellos individuos que se recuperan de la
enfermedad pasen a un estado de resistencia en el que no pueden volver a ser infectados. Por
lo tanto, serian estudiados mediante modelos SIR, SEIR, MSIR o MSEIR, segin el caso
y la complejidad del modelo. Por otro lado, en las enfermedades transmitidas mediante
bacterias los individuos que se recuperan de la enfermedad vuelven a ser susceptibles, sin
pasar por un estado de resistencia. En este caso, los modelos utilizados serian del tipo SIS,
SEIS, MSIS o MSEIS.

En nuestro caso, nos centraremos en estudiar modelos deterministicos SIR. (suceptibles-
infecciosos-resistentes) que, como hemos visto anteriormente, suelen ser adecuados para
enfermedades cuyos agentes infecciosos son virus.

Ejemplo 5.8 (Modelo epidemiologico). Un modelo basico para describir la propagacion del
VIH se establece en términos del siguiente del siguiente sistema, (basado en el sistema SIR
propuesto por Kermack y Mckendrick en 1927) donde 3 es la probabilidad de infeccion por
contacto sexual con un individuo infectado y « es la razén a la que un individuo infectado
desarrolla VIH.

T1 = —fBx129,
{ 55; = 5511‘12 2— azsa, (5:2.1)
Si consideramos la ecuacion asociada tenemos
oh oh
—Bazl:/vga—xl + (Bzr1m9 — oz:CQ)a—x2 = h(c — s(—Bxe + fx1 — @)
consideramos que la funcién h := h(z) para una z por determinar. Entonces la ecuacion
queda reescrita como
—ﬂmlsczgle T (Brys — aa:2>§; O~ hle— s(~fz + 1 — 0)
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0z z
buscamos una z tal que —fx1x9—— + frizo—— = 0. Claramente se ve que z = x1 + x5 es

8331 BIQ

solucién y por lo tanto, nuestra ecuacién se convierte en

—01332% = h(c — s(—Bx2 + 1 — a))

es decir

dh _ (¢~ s(=fa2 + fr1 —0a)) .
h N — QT ’

aqui el lado derecho debe depender de z = x1 + z2. Para esto tomemos s = 0y ¢ = 2. Con
esto, una funcion de Dulac es h = e#le, y por la proposicién 4.5 el sistema no tiene ciclos
limite, ver figura 5.2(e)

|

Ejemplo 5.9. [Modelo epidemiolégico SIS| Este modelo estd determinado por el sistema

{ T1 =\ — ur1 — axo,
.i‘g = B(J}l — 1‘2)1‘2 — (Oé +u+ 5).932,

donde B =tasa de contagios, a =la proporciéon de individuos que se recuperan por
unidad de tiempo, p =tasa promedio de defunciones, A =tasa promedio de nacimientos,
~ =tiempo promedio de infecciéon y § =tiempo promedio de inmunidad temporal.

Tomemos nuevamente la region Ri = {(x1,22) € R? : 21 >0, z2 > 0}. Calculando su
divergencia obtenemos

div(F) = —p+ Bz — 2Bx2 — (o + pu + 0),

tomando ¢(x1,x9) := —(u + Sx2) podemos escribir
N _c—div(F)  —Pri+Prat+(at+p+d) 1
2 f2 (z2) [Br1 — Br2 — (a0 + p + )] T2

la cual es continua y depende de z := x5 por lo tanto por i) del corolario 2.11 obtenemos
DRi (F) # 0, es decir el sistema contiene una funciéon de Dulac y por lo tanto no puede

contener trayectorias cerradas, ver figura 5.2(f).
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Ejemplo 5.10 (Modelo epidemiologico SIR). Consideremos ahora el clasico modelo epide-
miologico (suceptibles-infecciosos-muertos), con los pardametros del ejemplo anterior.

{ 1 = A= Briwy — pwy + 012,

: 2.2
By = Brize — (4 p+ 6)w2, (5.2.2)

La estructura de este sistema sugiere el cambio de variable (z1,x2) — (y1 = z14+22,y2 =
x9), asi el sistema se convierte en

1= A—pyr — oy,

. 5.2.3

Ui 2ot (o o (523

El cual podemos considerar como una suma de dos campos vectoriales F' + G donde el
campo vectorial F' estd representado por

U1 = A=y,
‘ 5.2.4
{ v2 = By — y2)y2, (5.24)

y el campo vectorial G es igual a

U1 = —aye,
. 5.2.5
{ o = —(a+p+ 9y, ( )

es claro que h(y1,y2) = (y2) ! es una funcion de Dulac de del campo vectorial F.

Ademas div(hG) = 0, por lo tanto por el corolario 3.11 h(yi,y2) = (y2)~! es una
funcion de Dulac de (5.2.3), por lo tanto por la proposicién 3.16 h(z1,z2) = (z2)~ ! es la
correspondiente funcion de Dulac para (5.2.2) y en consecuencia el sistema no tiene orbitas
periodicas, ver figura 5.2(g)
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a

Ejemplo 5.11 (Modelo epidemiologico SEIS). Consideremos ahora el clasico modelo susceptible-
expuesto-infectado-susceptible, con constante de de poblacion (7).

Ty = pn— Proxe — pro + dT2,
1 = Prory — (e + p)z1,
&y =exy — (6 + p)wo,

con los parametros del ejemplo 5.9 y 1/e = tiempo promedio de incubacién, adicionalmente
consideremos

S = {(z0,21,22) €ER} g > 0,21 > 0,22 > 0,20 + 21 + 22 =1} .

El sistema esta sujeto a la restriccion xg+x1 + 22 =1, y usando zg =1 —x1 — 2 en el
modelo, podemos eliminar zy de las ecuaciones. Esta substituciéon nos da el modelo en dos
ecuaciones

by = B0~ 21— 22)s — (e + ),
{ iy = €xy — (6 + p)a, (5.2.6)

tiene h(z1,r2) = o' como una funcién de Dulac, consideremos un termino de trans-
mision entre individuos expuestos y susceptibles G := (k(n — z1 — x2)z1,0) y note que
div(hG) = —k < 0, entonces por la proposiciéon 3.10 tenemos que h € Dx(F + G), ver
figura 5.2(h).

05 10 15 20 25

(g) Retrato fase del ejemplo 5.10 (h) Retrato fase del sistema 5.11
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5.3. Sistema de Van der Pol

La ecuacion de Van der Pol tiene una larga historia en la fisica y biologia. Por ejemplo,
en biologia, Fitzhugh [11] y Nagumo [10] aplicaron la ecuacién a un campo bidimensional
en el modelo homénimo de Fitzhugh-Nagumo, para describir el potencial de accién de las
neuronas a partir de la variaciones de potenciales de iones de potasio y sodio; K, Na™t, en
las neuronas. Es comin en el campo de la ingenieria y de la fisica, que este tipo de sistemas
modelen circuitos eléctricos, en Gonorovski [13] puede profundizarse el tema desde el punto
de vista de estas aplicaciones. Un ejemplo clasico de este tipo de aplicaciones es el oscilador
de Van der Pol cuya ecuacion estd descrita por

o] —e(1 — 2z} + 1 =0, e #0.

En la siguiente proposicion se establece un criterio de unicidad de ciclos limite para el
sistema general de Van der Pol.

il = I9,

. 5.3.1

{ iy = —e(2? +1r)T0 — 71. ( )

Si bien es cierto este resultado es ampliamente conocido, lo presentamos aqui para dejar

en claro como nuestra técnica trabaja a fin de producir una funcidn de Dulac. este resultado
se obtiene usando la proposicién 4.5.

Proposicion 5.3. Para r <0, la ecuacion de Van der Pol (5.3.1) tiene a lo mds un ciclo
limite, mientras que si r > 0 el sistema no admite ciclos limite.

Demostracion. En efecto, usando la ecuacion asociada (4.2.1) tenemos que

h = h(c+ s(e(z? +71))). (5.3.2)

h
o= + (—e(x? 4 r)ag — :cl)a—w2

81‘1
Podemos asumir que r # 0, de otra manera el resultado se sigue directamente del teorema
de Bendixson. Ahora tratamos de resolver (5.3.2) para alguna funcién ¢ que satisfaga las
condiciones de la proposicion 4.5. Primero supongamos que h = h(z), depende de una
funcion z = z(z1, z2), con esto tenemos

0 0z | oh
ﬂzga—; + (—e(z? + 1)y — xl)a—; 5, = h(c+ se(z3 + 1)), (5.3.3)
o . 0z 0z . .
para simplificar la ecuacién tomamos z tal que xga— — :L'la— = 0; de aqui definimos
I Z2
z 1= 23 + x3 + a para alguna constante a y (5.3.3) se reduce a
%_c+se(w%+r) (53.4)
h o —2e(2? +r)x3’ e
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donde el lado derecho depende solamente de z, el cual denotaremos como 7(z). Reescribiendo
la ecuacién obtenemos

c=—2en(z) (23 + )3 — se(xi +71) = — (27 + r)e[2n(2)x3 + 3], (5.3.5)

1

por simplicidad tomamos 7(z) = -, y veamos que

273 + s(22 + 23 + a)
9 2 _ 2T 1T
[ U(Z)IQ + 8] (.’E% + x% n CL)

)

. —2e(z2+7)2 . .
de aqui, escogemos s = —2 y a = r, entonces ¢ = % y la ecuacion (5.3.3) se escribe
1 2
como
Oh 1
oz _ 1
h 2

cuya solucién es
2 2
h(z1,z9) = 2z = o7 + x5 + 1.

Notemos que ch = —26(%% +7)2, la cual es continua, no cambia de signo y sélo se anula
en un conjunto de medida cero; por lo tanto, h es una funcion de Dulac.

Sir > 0, Z(h) no contiene trayectorias cerradas, entonces co(h) = 0. También I(R?, h) =
0; por lo tanto siguiendo la proposicién 4.5, el sistema no admite ciclos limite.

Por otro lado, si » < 0, Z(h) es un circulo, y por lo tanto co(h) = 1; aun cuando, Z(h)
no contiene ciclos limite debido a que el campo vectorial no es tangente con Z(h). tenemos
que [(R2, h) = 1, por lo tanto por la proposicién 4.5 el sistema tiene a lo més 1 ciclo limite
en R2.

Notemos que en particular, hemos obtenido la misma funcion de Dulac que obtuvo
Cherkas con otros métodos.
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Capitulo

Sistemas tipo Liénard

En este capitulo presentaremos algunos resultados interesantes que se pueden obtener
usando nuestro método propuesto, al aplicarlo a ciertos sistemas particulares que presentan
gran importancia dentro de las matematicas; como el sistema de Liénard, caracterizado por
la ecuacion diferencial

21+ f(z1)x + g(x1) =0

que fue y es intensamente estudiado como modelo de aplicacion en distintas areas de investi-
gacion entre ellas para circuitos eléctricos oscilatorios ver por ejemplo [5]. Es bien conocido
que bajo ciertas condiciones el teorema de Liénard garantiza la unicidad y existencia de
ciclos limite para tal sistema en regiones acotadas de el plano.

En esta secciéon daremos criterios que permitan descartar la existencia de ciclos limite
para este sistema en todo el plano, asi como algunas condiciones que permitan la existencia
de a lo méas un ciclo limite, presentaremos también generalizaciones del sistema de Liénard
en algunas direcciones asi como algunos criterios de existencia de ciclos limite para dichas
generalizaciones.

6.1. FEcuacion de Liénard

Consideremos el sistema de Liénard dado por

{ 1= T2, (6.1.1)

Ty = —g(w1) — f(21)22, (w1, 2) € €,

donde € es un subconjunto abierto de R? y f,g : 2 — R son funciones reales C.
Los sistemas de Liénard incluyen ecuaciones diferenciales muy importantes matemati-
camente hablando, pues modelan diversos comportamientos oscilatorios. En la literatura,
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6.1. Ecuacion de Liénard

existen numerosos resultados sobre la existencia y unicidad de orbitas periodicas (ciclos
limite) para la ecuacion de Liénard, ver por ejemplo [8], [40], [32], [39] and [26].

En esta seccién presentamos algunas nuevas condiciones concernientes a la no existencia
y unicidad de ciclos limite para los sistemas de Liénard. Algunos de estos resultados mejoran
los ya obtenidos con anterioridad por otros autores, como los que se mencionan en la seccién
1.2.2.

Recordemos que dado sistema auténomo

{ i1 = fi(z1,22), (6.1.2)

o = fo(wy,22), (21, ®2) € 1,

donde f1, fo son funciones reales, C' en Q@ C R?. En la proposicién 4.5 se establece una
ecuacion diferencial a la que llamamos ecuacidn asociada al sistema, esta ecuacion se escribe
como

(Vh,F) + s h div(F) = ch,

es decir,

f1§;1+f288;2:h[c—sdivF], (6.1.3)

con F(x1,x9) = (f1(x1,22), fo(x1,z2)). La soluciéon de esta ecuacion nos permite obtener
funciones h a las que llamamos funciones de Dulac y en base a la existencia de dichas
funciones podemos establecer una cota superior para la cantidad de ciclos limite en el

sistema (6.1.2).

El primer resultado que presentamos da un criterio para la no existencia de ciclos limite
en el sistema de Liénad.

Proposicion 6.1. Si ezisten c1,co constantes, tales que c1g(x1) + caf (x1) € Fr2, entonces
el sistema de Liénard 6.1.1 no tiene ciclos limite.

Demostracion. La ecuacion asociada de acuerdo a (6.1.3)

rag o+ (g(an) = fa)a)p = hle-+ s o)), (61.4)
suponiendo que h = h(z) depende de z = z(x1, x2), obtenemos
0z 0z | dlnh
$28Tcl+(—9(901) —f($1)902)8732 e =c+sf(z1),
0z 0z )
tomando z tal que — — f(x1)=— = 0, entonces de aqui z = [ f(x1)dx1 + 22y
81:1 8x2
dinh _ c+ sf(x1) (6.15)
dz —g(x1)
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donde el lado derecho depende de z, si lo denotamos por ¢(z), y tomamos

C= le(ﬁl) + CQQ(IE]_) and s = —cq,

dlnh
entonces ¢(z) = —cg y la ecuacion (6.1.5) se puede escribir como -

= —cg, cuya solucién

es h(z1,z2) = €* = explca([ f(z1)dz1 + x2)], de la proposicion 4.5, la ecuacion de Liénard
no tiene ciclos limite, pues Z(h) = () y no contiene trayectorias cerradas, en particular,
co(h) = 0 ademas [(R% h) = 0.

O
Ejemplo 6.1. El sistema de grado 4
T =@,
T9 =$%7$%l‘2+$2+1,
no tiene ciclos limite, pues tomando ¢; = —1, co = 1 se cumplen las condiciones de la
proposicién 6.1.
O

Corolario 6.2. Si cualquiera de las siguientes condiciones se cumple
1. g(x1) o f(x1) pertenece a Fge,
2. kf(z1) > g(z1), para alguna k constante,

entonces el sistema de Liénard no tiene ciclos limaite.

Demostracion. En efecto considerando ¢; = 1, ¢co = 0 y viceversa en la proposicion 6.1
para el primer inciso, y kf(z1) — g(x1) € RT para todo 1 € R en el segundo inciso.

a
Ejemplo 6.2. El sistema cuadratico
T = x2,
To :1'%—21’1—31'24-1,
no tiene ciclos limite, pues f(z1) € Fr.
g

Proposicion 6.3. Sea G : R — R una funcion dada por G(z1) := [g(x1)dz1 con g
analitica en R. St para algin a € R el conjunto donde G + a es no positivo, tiene sdlo una
componente cerrada coneza y se satisface que f(x1)(G(z1)+a) € Fgr2, entonces la ecuacion
de Liénard tiene a lo mds un ciclo limite.
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6.1. Ecuacion de Liénard

Demostracion. La ecuacion asociada de acuerdo al sistema (6.1.3) se escribe como

oh oh
Tag + (—g(x1) — f(21)22) T h(c+sf(z1)). (6.1.6)
Ahora suponga que h = h(z) depende de z = z(x1,x2), por lo tanto tenemos que
0z 0z | dinh
2 = (gl + o)) g | T = e s (o), (6.17)

0z 0z

2
tomando z tal que zo— — g(x1)=— = 0, de aqui z = %2 + g(s)ds + a para algin a
3%1 81‘2

constante y (6.1.7) se convierte en
/ dlnh  c+sf(xy)
dz —f(z1)x3’

donde el lado derecho depende de z, si lo denotamos como 7, y despejamos la funcién ¢
tenemos

(6.1.8)

¢ =—n(2) (f(z1)23) — sf (1), (6.1.9)
haciendo s = =2, n(z) = % y simplificando se tiene
2 d
¢ = —f(z1) Jo(z)de +a (6.1.10)
z
tomando ¢ en esta forma, entonces la ecuacion (6.1.8) se escribe como % = % cuya

solucion es h(xi,xe) = 2z = %% + [ g(z1)dzy + a, también por hipotesis la funcion ch =
—2f(21)([ g(z1)dz1 + a) es continua, no cambia de signo y s6lo se anula en un conjunto de
medida cero, note ademds que como el conjunto donde la funcién G + a es no positiva tiene
s6lo una componente cerrada conexa, por lo que el conjunto Z(h) no contiene trayectorias
cerradas pues el campo vectorial del sistema (6.1.1) no es tangente a la curva z(z1,z2) = 0.
Por lo tanto por la proposicion 6.1 el sistema (6.1.1) tiene a lo més un ciclo limite.

Ejemplo 6.3. Considere el sistema

j:l = T2,
iy = —(w1+4327) — (5 + 272,

aqui G(z1) = 1+ 6z también f(z1) = % + 2} por lo que f(21)(G(z1) +a) = (% +
23)(1 + 621 + a) € Fge para a = —1 y Por la proposicion 6.3, el sistema contiene a lo més
un ciclo limite.
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Ejemplo 6.4. Considere el sistema

T = x2,
iy = —(cos®(x1)) — (23 + bxi)ze,
En este caso G(z1) = %@1) + 4 sin(3z;) también f(21) = 2} + 521 en consecuencia

3sin(z1)

f(@1)(G(z1) + a) = (23 + 52f)(Z25™ + Lsin(3z1) + a) € Fge para a > 2 y por la
proposicién 6.3, el sistema contiene a lo méas un ciclo limite.

a

Notemos que la proposicion 6.3 cuando g(x;) = 3, recupera el siguiente resultado
debido a Sansone [§]

Teorema 6.4. Teorema de Sansone: Si g(x1) = z1, y existe 6 > 0 tal que f(x1) < 0
para x1 € (—4,9), f(z1) >0 en (—o0, —J) U (4, +00) también foioo f(s)ds = oo, entonces
el sistema (6.1.1) tiene a lo mds un ciclo limite.

2
Demostracion. En efecto, tomando G(z1) = [ g(z1)dz1 = % ya= —%, la hipotesis de
la proposicion 6.3 se cumple, por lo tanto el sistema (6.1.1) tiene a lo més un ciclo limite.

|

Ejemplo 6.5. El teorema de Poincaré-Bendixson aplicado a un adecuado anillo cerrado en
R?, asegura la existencia de ciclos limite en el campo vectorial del sistema de grado 5

Ty = T2,

Lo _ 4. .3

Ty = —xiT2 — T| + T2,
Tomando a = —1/4 en la proposicion 6.3 se muestra que este sistema so6lo tiene un ciclo
limite en R2.

a

Proposicion 6.5. Suponga que existe m tal que f(x1)[2F(x1) +m] — g(x1) € Fgz con
F(z1) = [ f(z1)dz1, entonces la ecuacion de Liénard no tiene drbitas periddicas.

0 0
Demostracion. Considere el sistema (4.2.10) y tomando z tal que a—z — f(a:l)a—z =
I X9
f(z1), de aqui z = z2 + 2 [ f(x1)dx1 + a donde a es una constante y (4.2.10) se convierte
dlnh
nh et sflny) (6.1.11)

dz [zaf(x1) — g(x1)]

1
donde el lado derecho depende s6lo de z, tomamos este, igual a —, por lo tanto
z

zaf(w1) — g(w1) + 28 f(21)

z
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entonces, sustituyendo z en el numerador y haciendo s = —1, a = —m, obtenemos

_ —g(z1) + f(@1)[2F (z1) + m)]

tomando ¢ en esta forma, la ecuacion (6.1.5) se escribe como dg;h = %, cuya solucién es
h(x1,22) = z =2 [ f(x1)dx1+22—m. Ahora, Z(h) es una subvariedad de R? homeomorfa a
R por lo tanto ningtn ciclo limite est& contenido en Z(h), también tenemos que I(R?, h) = 0,

y usando la proposicion 4.5 el sistema de Liénard no tiene ciclos limite.

Ejemplo 6.6. El sistema de grado 4

i'l = X2,

. 4

T2 = —T]— T172,
no tiene ciclos limite en R2.

a

Proposicion 6.6. Si existe una funcion ¢ : R — R analitica y estrictamente mondtona tal
que V2% + dp)'g € Fg , entonces el sistema de Liénard no tiene ciclos limite.

Demostracion. Consideremos la ecuacion asociada (6.1.3) a el sistema de Liénard y su-
ponga que la funcion h tiene la forma h(x1,x2) = ¥ (x1)z2. Entonces, tenemos

0
9«“23;!}1 = (9(z1) + f(z1)z2)p(21) — sf(@1)h(w1, 22) = (1, 32)h(21, 22),
tomando s = 0 por las condiciones de la proposiciéon 4.5 se sigue que

P (21)23 — (x1) f (1) 22 — Y(21)g(21) € Fr (6.1.12)

Ahora esta desigualdad cuadrética sobre 25 cumple que ¢'(z1)Fr y el discriminante corres-
pondiente

P (1) f2 (1) + Dap(21)¢ (21)g (1) <0 (6.1.13)

(la igualdad se cumple, en este caso, s6lo en puntos aislados de R), sin embargo sigue
cumpliendo con la hipotesis.

Observacion Como la funcién 1 es analitica, el lado izquierdo de las desigualdades
previas son funciones C!. Por lo tanto la desigualdad (6.1.13) implica (6.1.12) para todo
x1 € R. Mas aun si ¢'(zg) = 0 para algin zp € R, entonces 1)(zg) = 0. Por lo tanto este
es tnico y cumple la igualdad (6.1.13).

80



Capitulo 6 Sistemas tipo Liénard

Corolario 6.7. Si f(x1), g(x1) son funciones del sistema de Liénard y satisfacen la de-
sigualdad

T [:clfz(xl) + 4g($1)] <0

para todo x1 € R, entonces el correspondiente sistema de Liénard no tiene ciclos limite.

Demostracion. Basta considerar i(z;) = z;.

Ejemplo 6.7. El sistema

Ty = T2,
g =e T (z1e”™ — 1),
no tiene ciclos limite en R2

a

Corolario 6.8. Si f(x1), g(x1) son funciones del sistema de Liénard y satisfacen la de-
sigualdad
F(21) +4g(21) <0

para todo x1 € R, entonces el correspondiente sistema de Liénard no tiene ciclos limite.

Demostracion. Basta considerar 1)(z1) = e*! en la proposicion 6.6.

O
Ejemplo 6.8. Tomando g = —f?, el correspondiente sistema de Liénard no tiene ciclos
limite en R?, como en el sistema
Ty = T2,
o = x1(x1 — 22).
O

Corolario 6.9. Si g(z1) es estrictamente decreciente y satisface la desigualdad
f2(x1) +4¢'(21) <0
para todo x1 € R, entonces el correspondiente sistema de Liénard no tiene ciclos limite.

Demostracion. De hecho, por hip6tesis podemos considerar 1) = g en la proposiciéon 6.6.

a
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Ejemplo 6.9. El sistema
1 =g,
I'Q = 33% — 1 — 21‘1.’)32,

satisface la condicion f2(z1) + 4¢'(z1) = 423 — 322 + 1 < 0 y por lo tanto no tiene ciclos
limite en R?

a

Ejemplo 6.10. Sea g(x1) = —x1/4 en el sistema de Liénard. Si —1 < f(z1) < 1 para todo
r1 € R?, entonces el sistema no tiene ciclos limites, como en el siguiente

T1 = T2,
fy =T — 2%‘5&11_1 1,

6.2. Generalizaciones de la ecuacion de Liénard

En esta seccion, nos enfocaremos al estudio de los ciclos limite presentes en los sistemas
de Liénard generalizados. Mostraremos algunos criterios obtenidos para la no existencia
de este tipo de trayectorias en tales sistemas. En adicién a ésto también analizaremos y
daremos cotas superiores para el nimero de ciclos limite. En particular, se mostraran algunas
condiciones suficientes para la unicidad de los ciclos limite presentes en ciertos sistemas, al
mismo tiempo se presentaran algunos ejemplos que ilustren nuestros resultados.

como se comento en la secciéon anterior, uno de los sistemas de ecuaciones diferenciales
mas estudiado y de gran relevancia es el sistema de Liénard 6.1.1 el cual recordaremos a

continuacion,
j:l = T2,
. 6.2.1
{ ty = —g(z1) — f(z1)22. ( )

pues debido a su gran importancia en la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, es
natural considerar algunas generalizaciones. Existen algunos estudios en esta direcciéon, ver
por ejemplo [41], |43] and [39].

En este trabajo se considerard una generalizacion de la forma
&1 = k(z2),
. 6.2.2
L5 2000~ s ke (022

Para el cual se obtendran criterios de no existencia de ciclos limite, y en algunos casos
més particulares se daran algunos criterios de no existencia y unicidad de los ciclos limite.

Para comenzar recordemos que en la proposiciéon 2.12 se presento una lista de condiciones
bajo las cuales un sistema general
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Capitulo 6 Sistemas tipo Liénard

{ i1 = fi(z1,22), (6.2.3)

Ty = fo(wy,22), (21, ®2) € 1,

donde © C R? es un conjunto abierto simplemente conexo y fi, fo son funciones reales
C' en Q, no admite 6rbitas periédicas. Usando la proposiciéon 4.5, podemos retomar este
resultado considerando ahora tnicamente la existencia de ciclos limite.

Proposicion 6.10. Si cualquiera de las siguientes condiciones pertenece a Fye2,
i).- cifi +cafa;

i).- w2 f1 + x1fo;

ii).- fig1 + f2g2;

w).- f19291 + f2915;

con g; funciones C* que dependen sdlo de x;, para i = 1, 2. Entonces el sistema (6.2.3) no
admite ciclos limite en R2.

Demostracion. Consideraremos el caso i), pues los otros son analogos. para demostrarla
buscamos una funcién de Dulac, usando la ecuacion asociada (4.2.1).
Supongamos que h depende sélo de z := c1x1 + cax2, por lo tanto la ecuacion (4.2.1) se

reduce a dh b
61f1(3317332)@ + 02f2(1’17$2)a = h(z)(c(z1, x2) — sdiv(F)),

la cual se puede reescribir como

dlnh ¢ — sdiv(F)
dz cifi +cafe’
si tomamos s = 0y ¢ := ¢1 f1 + caf2, entonces h(z) := exp(z) es una solucion de la ecuacion
previa. Como ch € Fge entonces h(z1,x2) = exp(z) es una funcion de Dulac.
ademéas observemos que Z(h) = ) por lo tanto no contiene trayectorias cerradas. En
particular, co(h) = 0. también s = 0, entonces por la proposicion 4.5 el sistema (6.2.3) no
admite ciclos limite en R2.

O
De acuerdo a este resultado podemos enunciar algunos ejemplos particulares del sistema
de Liénard generalizado6.2.2.

Ejemplo 6.11. consideremos el sistema de Liénard generalizado

i = 23 + X9,
iy = 2} + ;a3 (2] + 22).

por ii) en la proposicion anterior este sistema no puede contener ciclos limite.
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a

Miés aun, si damos algunas condiciones para la funcion f(x1,x2) en el sistema de Liénard
generalizado y con la ayuda de la proposicién previa se obtiene los siguientes resultados;

Corolario 6.11. Si f(x1,22) = ri(x1)r2(z2) con r9 # 0 y g € Fgr2, entonces el sistema
(6.2.2) no admite ciclos limite.

1

Demostracion. En efecto, tomemos g1 =71y g2 = 75 en iii) de la proposicion 6.10.

a

Corolario 6.12. Si f € Fp2 y k se anula sdélo en un conjunto de medida cero (por ejemplo,
si k es polinomial), entonces el sistema (6.2.2) no admite ciclos limite en R2.
Demostracion. Tomando gi(z1) = g(z1) y g2(x2) = k(x2) en iii) de la proposiciéon 6.10,
obtenemos k(z2)g1(z1) + [~g(21) — f (21, 22)k(22)]g2(x2) = — f (21, 22)k(22)* € Fgz, por lo
tanto de esta misma proposicion el sistema (6.2.3) no admite ciclos limite.

O
antes de continuar con estos resultados, necesitamos enunciar una condicién suficiente
para garantizar que una funcién cuadratica en dos variables no cambie de signo.

Lema 6.13. Dados go, g1, g2, w : U C R?2 = R funciones continuas. Si gy € Fy y ademds
A = g} (u) — 4go(u)ga(u) < 0, entonces

Q(w) := go(w)w? + g1 (w)w + ga(u) > 0 (or <0).
en particular, si A € F;, entonces Q € Fy.

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que gg € .7-";} . Si go > 0 escribimos
Q(u) como

Qu) = go [wQ + P 4 92]
go g0

2 2
w? 4 T <91> _ (91) L9
90 290 290 90

2
g1 1 2
( 2go> e (91 — 4929 )]

de aqui Q(u) > 0. Ahora si go(ug) = 0 para algin ug € U, entonces por hipotesis g1 (ug) =0
por lo que tenemos Q(ug) = g2(ug). Afirmamos que g2(ug) > 0 pues si ga(ug) < 0 por
continuidad de g, existe una vecindad v de ug tal que go(u) < 0 para todo u € v, pero esto
contradice el hecho de que A < 0. O

es decir

Q(u) = go

reagrupando tenemos

Q(u) = go
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Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente criterio que garantiza la ausencia
de ciclos limite en el sistema (6.2.2).

Proposicién 6.14. Si cualquiera de las siguientes funciones pertenece a Fp,
i).- [royf(z1, 20) (K (22))?] + draz1g(x1)K (22) para algin r € R,

i)~ (f(x1, 29)k*(22)) + 49/ (21) w2k (22),
entonces el sistema (6.2.2) no admite ciclos limite.

Demostracion. i) Tomando ¢1(z1) = rx1 y g2(z2) = k(x2) en iv) de la proposiciéon 6.10,
obtenemos

f19204 + fogigh = Tk (w2) — f(z1, m2)rm1 K (w2)k(z2) — g(z1)rT1k (22),

considerandolo como una ecuaciéon cuadrética en k, por nuestra hipotesis y por el lema 6.13
que la funcién de arriba pertenece a Fp2.

i1) Se sigue de v) en la proposicion 6.10, tomandog; (1) = g(x1) y g2(x2) = x2, por lo
tanto, obtenemos

f19298 + fagigh = —g° (1) — f(21, m2)k(w2)g(21) + m2k(22)g (1),

considerdandola como una ecuacién cuadratica en g, por hipétesis y con el resultado del lema
6.13 tenemos que la funcién pertenece a Fpe.

Od
Podemos ampliar el resultado del inciso i) en la proposicién 6.14, pero antes enunciare-
mos el siguiente lema

Lema 6.15. Sea 1) : R — R una funcidn estrictamente mondtona y C*, entonces el conjunto
A:={zx e R:¢/(z) =0} es numerable.

Demostracion. De hecho, entre cualesquiera dos puntos x # y en A existe un conjunto
abierto de puntos con ¢/(z) # 0, porque f es estrictamente monoétona y ¢’ es continua. Si
A es no numerable, deberiamos tener un conjunto abierto con una cantidad no numerable
de componentes conexas, lo cual es imposible.

O
Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente
Proposicion 6.16. Sea ¢ : R — R una funcidn estrictamente mondtona tal que
FA (@1, 22) Y% (21K (22) + 49 (1) (1) g (1)K (22) € Fr, (6.2.4)

entonces el sistema (6.2.2) no admite ciclos limite.
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Demostracion. La ecuacion asociada de acuerdo a (4.2.1) se escribe como

k(z2)o— + (—g(w1) — f(z1, 22)k(72)) o _ hle + 8(fuy (w1, 22)k(22) + f(21, 22) K (22))],

8$1 871'2

supongamos que h tiene la forma h = ¢(z1)k(z2), y tomando s = 0, obtenemos

d—xle(m) — [g(z1) + f(21, 22) k()] (1)K (22) = ch.

Considerando el lado izquierdo como una ecuaciéon cuadratica en la funcién k, observemos
que ¥’ > 0 (< 0) excepto quiza en un conjunto de medida cero por hipdtesis y de acuerdo
a el lema 6.15, entonces si escribimos su discriminante

A = (w1, 22)0” (1) (K (22)) + 4 (1)1 (1) g (1)K (2),

pertenece a Fp,. En particular, si ¢/(x1) = 0, entonces (21, 22)Y?(21)k"?(22) = 0 y por
lo tanto ch(xy,x2) = 0, por esta observacion y el lema 6.13 ch € Fp2.

Notemos ademas que Z(h) no contiene trayectorias cerradas, y como s = 0, entonces
por la proposicion 4.5, el sistema (6.2.2) no admite ciclos limite.

g
Consideremos ahora el caso en que la funcion f(z1,x2) del sistema de Liénard genera-
lizado (6.2.2) se restringe a la funcion f(x;), con lo que obtenemos el sistema

i1 = k(z2),
{ Ty = _g(xl) — f($1)k(aj2) (6.2.5)

Con esta restriccion obtenemos el siguiente resultado
Proposiciéon 6.17. Si existen constantes ci,ca, tales que
c1g(x1) + caf (w1, 22)k' (2) € Fpe,
entonces el sistema (6.2.5) no tiene ciclos limite.

Demostracion. La ecuacion asociada de acuerdo a (4.2.1) es

o) g + (=glan) = Son)k(w2) o = Hle-+ sf )k (2],

supongamos que h = h(z), depende de z = z(x1, x2), la ecuacion previa se convierte en

0z 0z | dlnh

klws)5o-+ (—g(o) = fw0)k(e2) 5 - | =

=c+ sf(x1)k'(z2),
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tomando z tal que k(:z:g)aaz — f(ml)k(xg)? = 0; de aqui obtenemos z = [ f(x1)dz1 + 22
71 T2
y
1 /
dnh:c—l—sf(:cl)k (x2) (6.2.6)
dz —g(x1)

donde el lado derecho depende sélo de z, igualando a una constante arbitraria b, obtenemos

c= —bg(x1) — sf(x1)k (z2);

asi tomando b = —c1 y s = —cg, entonces ¢ € Fpz2 y la ecuacion (6.2.6) se escribe como
dlnh
= —C N
dz !

cuya solucién es
h(z1,z2) = exp[—cl(/ f(x1)dzy + z2)].

Note que Z(h) = () por lo tanto no contiene trayectorias cerradas. En particular, co(h) = 0.

Como [(R?, h) = I(R?) = 0, entonces por la proposiciéon 4.5, el sistema (6.2.5) no tiene
ciclos limite, por lo tanto el resultado se sigue.

O
Si ahora cambiamos la funcion k(xg) por xo en el sistema de Liénard generalizado,
obtenemos el sistema

il = T2,
{ iy = —g(x1) — f(w1,22)20. (6.2.7)

para el cual podemos enunciar el siguiente resultado
Proposicion 6.18. Supongamos que 88—;2 0y
of > of
— 1] —4(=— —g) € Fro,
<8$2x1+ ) <8x2>(f$1 g) R2
entonces el sistema (6.2.7) no contiene ciclos limite.

Demostraciéon. Buscamos una funcién de Dulac h dependiendo de z = x1 + x2 usando la
ecuacion asociada (4.2.1), entonces esta ecuacion se convierte en

dinh _ c+s(f+ gLas)
dz z2(l—=f)—g

y s = —1 obtenemos

=:0(2),
igualando el lado derecho a ¢(z) =

0 0
. a3+ 1+ FLaaa+ fo1— g
Z )
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tenemos que h(z) = z es una solucion y por hipotesis ch € Fg2. Notemos que Z(h) es una
linea recta, por lo tanto co(h) = 0; mas aun, I(R,h) = 0; en consecuencia el sistema no
contiene ciclos limite.

a

Veamos ahora algunos resultados que surgen de aplicar la proposiciéon 6.16 a el sistema
(6.2.7).

Corolario 6.19. Si f?(x1,z2)x] +4g(z1)x1 € Fy,, entonces el sistema (6.2.7) no contiene
ciclos limite.

Demostracion. El resultado se sigue usando 1(z1) = 1 en la proposicion 6.16.

O
Corolario 6.20. Suponga que g es una funcion estrictamente mondtona y f2(x1,x2) <
4|¢'(x1)| igual a cero en a lo mds un conjunto de medida cero, entonces el sistema (6.2.7)
no contiene ciclos limite.

Demostracion. Aplicamos la proposicion 6.16, con ¢ = —g, si ¢ >0y ¢ =g, si ¢ <0.
d

Ejemplo 6.12. Consideremos el sistema

.Z"l = T2,
{ :i:z = —I1 — Sin(l’ll‘z)xg. (6.2.8)

por el corolario 6.20 este sistema no admite ciclos limite.

Od
Consideremos ahora el sistema:
. 2n—1
R 6.2.9
{ iy = —g(z1) — flz)23" ", n> 1. (6.2.9)

Antes de enunciar los siguientes resultados introduciremos algo de notacién. Escribi-
mos G(z1) := [ g(z1)dzy. Para una funciéon polinomial p, denotamos por 7y, := min{r €
R | p(r) =0}, ry :=méx{r € R | p(r) = 0} y C} el nimero de componentes conexas de el
conjunto {x € [ry,, ] | p(z) > 0}, tomamos C), = 0 si p no tiene raices reales. Finalmente,
en la siguiente proposicion la funcién g serd polinomial.

Con esta notacion, presentamos el siguiente resultado
Proposicion 6.21. suponga que f(z1)(G(x1)+a) € Fre para alguna constante a, entonces

el sistema (6.2.9) tiene a lo mds C_ (g4 ciclos limite. Mds ain, cuando existan, serdn ciclos
limite hiperbdlicos.
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Demostracion. La ecuacion asociada (4.2.1) es

_1 Oh 1, Oh _
oy o (—g(n1) = f(@1)23" ) 5 — = hle+ s(f(a1)(2n — 1)a3"?)],
Oy 0z

. 2m—1 aZ 82’
suponiendo que h = h(z) depende de z = z(x1,z2), tal que z3 e g(ml)% =0, es

1 2

2n
decir z = G(x1) + % + a, la ecuacién de arriba se escribe como

dinh _c+ s(f(z1)(2n — 1)z3"?) (6.2.10)

dz —f(x1)a3"? 7

donde el lado derecho depende de z denotamos esta ecuacion por ¢(z), suponga que ¢(z) =
%, entonces

c+ s(f(x1)(2n — 1)33%"_2) 1

—f(a1)ay" z’

asi c¢(x1, x9) se expresa como

c(x,x2) = — f(x1)zdn ™2 — zs(f(21)(2n — 1)x§n—2)’

2n

— 5.7, un célculo directo nos da

tomando s =

o1, 22) = 2nay" 2 f(21)[(Gla1) + a)]’

tenemos que h(z) = z es una solucion, y por hipotesis ch € Fp2.

Por un simple calculo obtenemos Vh - F|,—o = —f(xl)xén_thzo; entonces, Z(h) no
contiene ciclos limite, pues el campo vectorial no es tangente a Z(h). También [(R2, h) <
C_(G+a), de hecho, resolviendo h = 0, tenemos

1 1
xo = *t(—)2n (—G(x1) — a)2n,
2 = %(5-)% (~G(wr) — a)
por lo tanto para obtener una perforaciéon u 6valo en R? necesitamos una componente conexa
de el conjunto {z € [rm, ] | p(z) > 0}. De aqui por la proposicion 4.5 el sistema tiene a
lo mas C_(g4q) ciclos limite en R2.

a

Corolario 6.22. Supongamos que g1(z1) = x1 and f(z1)(G(z1) + a) € Fre para alguna
constante a, entonces el sistema (6.2.9) tiene a lo mds un ciclo limite.
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2
* 2 .2 . . x
Demostracién. Para la ecuacion polinomial 5+ +a tenemos C (w% ) <1, el resultado se
J— i_l'_a
2

sigue de la proposicion 4.5.

Ejemplo 6.13. El sistema

tiene a lo mas un ciclo limite.
de hecho, tomando a = —1/2, tenemos g(z1) = 23 y f(G(x1) +a) = ;(z] — 2)? € Fp.

4
por lo tanto, C’f(iz%Jrl) < 1 en efecto, la ecuaciéon z = %1 + a:% — % = 0 tiene s6lo un 6valo
2

y por la proposiciéon 6.21 tiene a lo méas un ciclo limite.
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Capitulo

Sistema tipo Kukles

La teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales se ocupa de las propiedades locales y
globales de las soluciones de un sistema plano de ecuaciones diferenciales ordinarias. El
objetivo principal de esta teoria es la descripcion geométrica de las trayectorias en todo el
plano o en la regiéon en el que estd definido. Una familia de ecuaciones relevante de la teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales estan dadas por los sistemas de Kukles. En [16], L.
Kukles da condiciones necesarias y suficientes para que un sistema cubico tenga un centro
en el origen. En este capitulo nos ocuparemos sobre los ciclos limite para los sistemas de
Kukles con la siguiente forma

7.1. criterios de no existencia de ciclos limite

{ o1 ) X (7.1.1)
&9 = ho(z1) + hi(x1)z2 + ho(x1)xs + h(z1)xs,

En la literatura, existen numerosos estudios acerca de los ciclos limite para la ecuacion de
Kukles, ver por ejemplo [36], [44], [38], [47] y [37], también aplican los métodos expuestos
en la seccién 1.2.

Recordemos que en el lema 6.13 se dieron condiciones que aseguran que una ecuacién
cuadratica pertenezca a Fy. El siguiente resultado sale como consecuencia de este lema.

Corolario 7.1. Dados go(z1),91(x1), g2(x1) y w(x2) funciones continuas. Si go € Fu y
A = g1(u)? — 4go(u)ga(u) <0, entonces

Q(u) = go(w)w? + g1 (w)w + g2 (u) € Fy.

En los siguientes dos resultados mostraremos algunas condiciones suficientes que deben
cumplir las funciones h; para asegurar la ausencia de ciclos limite en este sistema.
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Proposiciéon 7.2. Suponga que hy € Fr y h? < 3hohy entonces el sistema (7.1.1) no tiene
ciclos limite.

Demostracion. La ecuacion asociada (4.2.1) se escribe como

:U27+ (Zh x1)x ) 8({%2 h(c — sdiv(F)), (7.1.2)

suponga que la funcién h depende de z(x1,x2), entonces la ecuacién anterior se escribe
como an Gin(F
¢ — sdiv
= ( (7)) (7.1.3)

B e+ (Do hilan)at) &

donde el lado derecho depende de z, denotando éste por ¢(z) y tomando ¢(z) = %, obtene-
mos

T2 889021 + (Z?:O hz(xl)%) 6%22 + sz(h1 + 2hoxo + 3h3x%)
c= , (7.1.4)

z

tomando ¢ en esta forma, la ecuacion (7.1.3) se escribe como % = % cuya solucién es
h(z) = z, entonces de acuerdo a la proposicion 4.5, debemos asegurar que el producto ch
no cambie de signo y sélo se anule en un conjunto de medida cero. Para esto tomamos z tal

que
0z
hsxs—— + 3szhzzs =0
Oxo

de aqui z = x5 35 como tenemos libertad de elegir el valor de s, tomemos s = —%, es decir

z = xa, por lo que simplificando (7.1.4) obtenemos

1 2
c= ghzflﬁg + ghwz + ho,

que es una ecuaciéon cuadratica en términos de xo, ademas por hipotesis tenemos que ho €
Fr y también que h} < 3hghsy. Por el corolario 7.1 esta ecuacién cuadrética pertenece a
Fr2. Ademéas como Z(h) = () no contiene trayectorias cerradas. En particular, co(h) = 0.
También [(R?, h) = 0 y por la proposicién 4.5 el sistema (7.1.1) no admite ciclos limite en
R2.

O
Proposicion 7.3. Supongamos que, hs € Fr y que existen constantes a,b € R tales que
12ho(Hy + a) = b*hy (7.1.5)

y también

entonces el sistema (7.1.1) no tiene ciclos limite.
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Demostracion. La ecuacion asociada (4.2.1) se escribe como

3
oh ;|\ Oh .
:Ega—xl + ( E hi(ml)m2> . + sdiv(F)h = ch,

supongamos que la funcién h depende de z(z1, z2), con

0 0
875:1 + hl(wl)f)iaj; = —ho(xl) — 28h2(l’1).

de aqui obtenemos z = (w2 Hi(z1) — a)2/2 — Ho(x1) — 2sHa(x1) y ademés
¢ = —homo — 2shows + (ho + hax3 + hazs) (x2 — Hy — a) + s[divE). (7.1.7)
De acuerdo a (7.1.5), podemos simplificarlo con b?/12. Entonces
c= (hg(xl)x% + hg(xl)mg) (z2 — Hi(z1) —a) + b2hs(z1)x3/4

se sigue que

hg(xl)xg + [hg(xﬁ — (Hl + a)hg(xl)]m — (H1 + a)hg(l'l) + Ifhg(xl) € Fp2 (7.1.8)

debe cumplirse. Esta desigualdad cuadratica sobre x se satisface si y solo si hs(z1) € Fr 'y

h3(x1) + 2(Hy (1) + a)ha(21)ha(x1) + (Hi + a)°h3(z1) — b*h3(21) < 0 (7.1.9)

se cumple. Ademas con
B(z1) == (Hi(z1) + a)hg(z1)
y también
Y(&1) = (Hy (1) + a)*h3(z1) — b2h3 (1),

la desigualdad cuadrética (7.1.9) sobre ha(x1) tiene discriminante

4[52(;161) —y(21)] = 4b%h3(x1).

Por lo tanto (7.1.9) se satisface si y s6lo si

—B(x1) — |bhs(z1)| < ho(z1) < —B(21) + |bhs(a1)]

es decir si (7.1.6) se cumple. Por lo tanto

bgHg(l‘l)
6

_H _a)?
1,%2) = exp (1’2 léxl) (I) o HO(fEl) -

h(z1, z2) = €

Observemos que Z(h) = @ es decir, no puede contener trayectorias cerradas. En parti-
cular, co(h) = 0.

Como [(R?,h) = I(R?) = 0 por la proposicién 4.5 el sistema de Kukles no tiene ciclos
limite, de aqui los resultados se siguen.
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7.1. criterios de no existencia de ciclos limite

Ejemplo 7.1. El sistema

o) l%,
N | 4.2 | 2.3
T2 = 30241 + dx129 — 2225 + TiTS,

cuyo tnico punto critico es el origen, no tiene ciclos limite en R? (ver fig. 7.1, donde las
lineas verdes y rojas indican los puntos donde #; = 0, 22 = 0 respectivamente). De hecho,
consideremos a = 1, b = 3, para verificar que se cumplen las condiciones de la proposicién
anterior.

O
Figura 7.1: Retrato fase del sistema del ejemplo 7.1
Corolario 7.4. Supongamos que hs € Fr y existen constantes a € R y ¢ <0 tal que
h2+(H1+a)h3:O, (7110)
hth :§h1h3. (7.1.11)

Entonces el correspondiente sistema de Kukles (7.1.1) no tiene ciclos limite.

Demostracion. De hecho, la ecuacion (7.1.10) implica (7.1.6) para cualquier b € R. Méas
aun, en este caso la ecuacion (7.1.5) se cumple si y solo si (7.1.11) se cumple (tomando
¢ = —b%/12).
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Ejemplo 7.2. El sistema
33'1 = T2
: 5 3 2.2 4af 3

con un tnico punto critico en el origen, no tiene ciclos limite en R? (ver Fig. 7.2, donde las
lineas verdes y rojas indican los puntos donde 27 = 0, #9 = 0 respectivamente). En este
caso, consideremos a = 1/4,¢ = —1/4, y apliquemos el corolario anterior.

a

w
~
iR
ol
-
N
w

Figura 7.2: Retrato fase del sistema del ejemplo 7.2

Proposicion 7.5. Si cualquiera de las siguientes afirmaciones se cumple
a) h1 =0 y ho + hox3 € Fpe,
b) hi+ 3h3x3 € Fpe,
¢) hg +hzHy € Fge, y (%hl)Z < 4(hg + h3H1)(%h1H1 + ho),

entonces el sistema de Kukles no tiene ciclos limaite.

Demostracion. Consideremos la ecuacion asociada (7.1.2) y supongamos que la funcion
h depende de z(x1,x2), bajo estos términos la ecuacion se escribe como

9z 9z 1 dh
m@ixl + (ho + hixy + hox3 + h3l‘%)87x2 o= hlc — s(hy 4 2hoxy + 3hzzd)]. (7.1.12)
Esto es ,
dilnh S— ¢ — s(h1 + 2haxa + 3h3x3) - (7.1.13)
: zo—— ~+ (ho + hize + hox3 + hyzy)—

or Oz
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Aqui el lado derecho debe ser una funcion que depende de z, digamos v(z); y supongamos
que P(z) := %, entonces

c— S(hl + 2hoxo + 3h3$%) - 1
l’zd + (ho + h1xa + hoxd + hyad) 4=

dxo

En esta forma, la solucion de la ecuacion (7.1.13) es h(z) =
Por otro lado la funcién c(z1,x2) se expresa como

z 0z
To—— + (ho + hiza + hoxd + h3x2)— + 2z8(h1 + 2hoxa + 3h3z3)
- (9:6‘1 Ox Z2
c(x1,m2) = (7.1.14)
z
y buscamos una funcién z que satisfaga
0z 0z
8 + hlxga s = —522hoxs.

Resolviendo por el método de las caracteristicas, encontramos que la solucién general
esta dada por
_exp(—2sHa)

= b1 (7.1.15)

donde ® es una funcién arbitraria.
Tomando ® = (9 — Hy)™!, tenemos que z = (z2 — Hy)(exp(—2sHz3)); con estas condi-
ciones la ecuacion (7.1.14) puede reescribirse como

(eXp(—QSHQ)) [h() + hgx% + hgxg) + S(.CUQ — Hl)(hl + 3h31‘%)]
c(x1,x2) = . :

como exp(—2sHy) es siempre positiva, necesitamos garantizar que hg+ hgﬂ?% —|—h31’% +s(xo—
Hi)(hy + 3h3r3) no cambia de signo, para esto, tomamos s = —
ecuacion (7.1.14) a

%, con esto reducimos la

(exp(3H>)) [23(ho + h3Hi) — 2hywa + (ho + 2hiHy)]

z

c(xy, ) = (7.1.16)

Ahora bajo las hipotesis del inciso a) el producto ch € Fre. Para el inciso ¢) notemos
que la segunda condicién implica que el discriminante de la expresion cuadratica (7.1.16)
sea menor o igual a cero, y por lo tanto por el corolario 7.1 el producto ch € Fp2.

Para probar el inciso b) tomamos ® = 1 en la ecuacion (7.1.15) es decir, z = exp(—2sH?)
y después de hacer el calculo necesario se puede probar que la funcién ¢ obtenida con esta
eleccion pertenece a Fg.

Finalmente como la funcién h = z no contiene ningin 6valo para ninguna de las dos
elecciones de @, entonces el sistema no contiene ciclos limite.
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Ejemplo 7.3. El sistema de Kukles

x'l = T2,
iy =1—3m1 + 29 + 23 + 2323
no tiene ciclos limite.
de hecho aqui hg =1 — %xl, hi=hy=1y hg = x{’ entonces ho + hsHy =1+ :z‘ll > 0,
y (h2 + h3H1)(%h1H1 + hg) = 1+ x} y por el inciso b) no contiene ciclos limite.

O
Una consecuencia directa de esta proposiciéon la tenemos en los siguientes resultados.
Corolario 7.6. Si cualquiera de las siguientes condiciones se cumple
a).- hy € F3, and (£)hs > 0,
b).- h3 € Fo and (£)hy >0,
entonces el sistema (7.1.1) no tiene ciclos limite.

Demostraciéon. Supongamos que hi(xy) € FIgQ y h3 > 0, entonces claramente hy + 3h3x3
pertenece a JFgz2, por lo tanto el resultado se sigue del inciso b) en la proposicion anterior.

a

Corolario 7.7. Supongamos que hihs > 0, entonces el sistema de Kukles no tiene ciclos
limite.

En forma anédloga tenemos

Corolario 7.8. Si h; =0 y cualquiera de las siguientes condiciones se cumple
a).- ho € Fi; and (£)hy > 0,
b).- hy € Frp and (£)hg > 0,

entonces el sistema (7.1.1) no tiene ciclos limite.

Mostraremos algunos ejemplos donde aplican algunos de los resultados previos.

Ejemplo 7.4. Consideremos el siguiente sistema

jf'l = T2,
To = —x? + 2%%332 + (533? +3x1 + 1)$g7

en este caso hy = 223 y hg = 0 y del inciso a) del corolario 7.6, el sistema no tiene ciclos
limite.

a
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7.2. criterios sobre existencia de un ciclo limite en sistemas
tipo Kukles

Veamos ahora algunos resultados que nos permiten identificar cuando un sistema dado
contiene a lo méas un ciclo limite.

El sistema de Kukles con el que hemos trabajado desde el principio del capitulo esta
dado por

T = x2,
; 7.2.1
{ g = —x1 + ha(1)29 + ha(1)73, ( )

si consideramos que la funcién ho = 0 en este sistema, obtenemos la siguiente

Proposiciéon 7.9. Dado el sistema

-'tl = T2,
; 7.2.2
{ g = —x1 + hy(21)29 + ha(21)73, ( !

Si cualquiera de las siguientes condiciones se cumple:
a).- (£)hs >0 y 3haa? + hy € F,
b).- i € Fra y (£)(haz? — h1) >0,

entonces el sistema tiene a lo mas un ciclo limite.

Demostracion. Consideremos la ecuacion asociada de acuerdo a (6.1.3) y supongamos
que la funcién h depende de z(z1, z2), entonces la ecuacion se escribe como

9z 9z ] dh
332(97361 + (—x1 + hixo + hsfng)a—m o hlc — s(h1 + 3h3x%)]. (7.2.3)
z 0z . 22 22
Buscamos z tal que xga— - :1:167 — 0, en particular tomando z = 4 + %2 obtenemos

dinh ¢ — s(hy + 3h3a3)
dz hlx% + hgx% ’

(7.2.4)

Aqui el lado derecho debe depender de z; supongamos que es de la forma ¥(z) := =
entonces la funcion ¢(x1, x2) se expresa como

hix? + haxy + S(hi2? + 3hsrax? + hix? + 3hzx)
C(l’l, 1,2) _ 2 2 2( 1 . 21 2 2)’ (725)

haciendo s = —2, obtenemos

—(2h 4 h 2.2 h 2
c(x1,29) = (23 + hazizs + 1:61), (7.2.6)

z
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si consideramos al numerador en términos de una ecuacion cuadratica sobre 22, entonces
el discriminante es 9h§a:‘11—8h3h1m%, y por hipotesis del inciso a) y el corolario 7.1, es facil ver
que éste pertenece a Fp2 y por lo tanto, el producto ch € Fp2, ademés note que el conjunto
de ceros Z(h) = {(0,0)}, por lo tanto la cantidad de trayectorias cerradas co(h) = 0 en R2.
Finalmente, como s < 0 y [(R% h) = 1, por la proposicién 4.5 concluimos que el sistema
(7.2.2) tiene a lo mas un ciclo limite.

—2 en este caso la funcion c(zy, z2) esta dada por

Para el caso b), escogemos s = 3

hl) — %hlx%

)

—l’%(hgl?% —

2
c(x1,m) = 2

aqui por hipotesis el numerador pertenece a Fp2, en consecuencia el producto ch € Fp2 y
por el mismo argumento del inciso anterior se concluye que el sistema no tiene ciclos limites.

a

Ejemplo 7.5. Consideremos el siguiente

-i‘l = T2,
iy = —x1 + (14 2] + 2)zg + (§ + 2})a3,

notemos que hy = 1/3 + 2% y hy = 1 + 2] + 22, es facil ver que cumple las condiciones
del inciso a) de la proposicion 7.9, por lo tanto tiene a lo méas un ciclo limite.

a

Consideremos las siguientes funciones a,., 3,7, : R — R dado por o, := 3(23 — r)hg —
2h1, B :=6(x1 + ho) ¥ v := 4(z% — r)hy, donde r > 0.

Proposicion 7.10. Supongamos que existe r > 0 tal que o, € Fr y
5% — 4oy <0,
entonces el sistema (7.2.2) tiene a lo mds un ciclo limite.

Demostracion. Consideremos la ecuacion asociada (6.1.3) y supongamos que la funcion h
depende de z(z1,72) = 22 + 23 — r, procediendo como en la demostracion de la proposicién
anterior, la ecuacion correspondiente (7.2.5) estd dada por

¢z =2x129 + 2x9(ho + hixa + haxd) + s(z? + 22 — r)(hy + 3haz2),
la cual ordenandola de forma decreciente sobre las potencias de x9 se escribe como

cz = (35 + 2)haxy + [(s + 2)hy + 3s(a? — r)ha)as + 2(x1 + ho)ze + s(2? — r)hy,
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2 obtenemos

tomando s = —3,

2 5, 1 1
cz = —gaer + 550332 - 6%7
pero por hipdtesis se tiene que ¢ z = ¢ h € Fpe.

Note que Z(h) tiene una trayectoria cerrada, y por lo tantoco(h) = 1; més auin, el
conjunto Z(h) de ceros de h, no contiene ciclos limite, porque el campo vectorial no es
tangente a las curvas z = m% + x% —r=0.

Como s < 0y I(R% h) = 1 entonces por la proposicion 4.5 el sistema (7.2.2) tiene a lo
mas un ciclo limite.

Ejemplo 7.6. Consideremos el siguiente

-%"1 = T2,
Tog = —x1 + (:c% — Do + %(1 + ﬁ)m%,

por la proposicion anterior, tomando r = 1, el sistema tiene a lo mas un ciclo limite (ver
figura 7.3). O

N
—

|
-
—

|
N
—

Figura 7.3: retrato fase del ejemplo 7.6
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