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Resumen

Sea G un grupo discreto. Un conjunto F de subgrupos de G, es llamado una
familia de G si es cerrado bajo toma de subgrupos y conjugación. Un modelo
para espacio clasificante EF(G) para una familia F de G, es un G-CW-complejo
que es un objeto terminal en la categoŕıa de G-CW-complejos con subgrupos
de isotroṕıa en F y morfismos G-homotoṕıas.

Los espacios clasificantes para familias han sido muy estudiados y son im-
portantes en varias áreas de matemáticas, tales como teoŕıa de grupos, topoloǵıa
algebraica y geometŕıa algebraica. Una de las motivaciones para el estudio de
modelos para estos y sus propiedades de finitud es porque ellos aparecen en las
Conjeturas de Farrell-Jones y Baum-Connes.

Siempre existe un modelo para EF(G), pero podŕıa ser de dimensión infinita.
Denotaremos por VCY a la familia de subgrupos virtualmente ćıclicos de G. En
esta tesis estudiamos la dimension para la cual existe un modelo para espacio
clasificante para la familia VCY. Sea H cualquiera de los siguientes grupos:

1. El grupo modular de una superficie S;
2. El m-subgrupo de congruencia del grupo modular de S;
3. El grupo de trenzas de superficie cerrada de género g ≥ 2;

donde S es una superfice orientable compacta posiblemente con perforaciones
y caracteristica de Euler negativa. Probamos que H admite un modelo para
EVCYH de dimensión finita y damos cotas para la dimensión.

Palabras clave: Espacios, clasificantes, modular, trenzas, su-
perficie.
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Abstract

Let G be a group. A family F of subgroups of G is a set of subgroups of
G which is closed under conjugation and taking subgroups. A model for the
classifying space EF(G) for a family F of the group G is a terminal object in
the G-homotopy category of G-CW complexes whose isotropy groups belong to
F . Classifying spaces for families have been important in many areas of mat-
hematics. They appear in the Farrell-Jones and the Baum-Connes conjectures.

Although there always exist models for EF(G), they could be infinitely
dimensional. Let VCY be the family of virtually cyclic subgroups of the group.
In this thesis we study the dimension of models for classifying spaces for the
family VCY . Let H be any of the following groups:

1. The mapping class group of a surface S;
2. For m ≥ 3, the m-congruence subgroups of the mapping class group of
S;

3. The surface braid group of closed surfaces of genus g ≥ 2;

where S is an orientable compact surface possibly with punctures and negative
Euler characteristic. We prove that H admits finite dimensional models for
EFH and we give bounds for the dimension.
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Introducción

Sea G un grupo discreto. Una colección F de subgrupos de G es una familia
si es cerrada bajo toma de subgrupos y conjugación. Un modelo para espacio
clasificante EFG para una familia F es un G-CW-complejo que es un objeto
terminal en la categoŕıa de G-CW-complejos con subgrupos de isotroṕıa en F .
Estos espacios pueden ser vistos como invariantes del grupo, ya que propie-
dades del grupo se pueden reflejar en propiedades geométricas u homotópicas
de EFG. Los espacios clasificantes para familias han sido muy estudiados y
son importantes en varias áreas de matemáticas, tales como teoŕıa de grupos,
topoloǵıa algebraica y geometŕıa algebraica. Algunas referencias son [25], [29],
[26] y [21].

Cuando la familia consiste del subgrupo trivial F = {1}, el espacio E{1}G es
el cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane de tipo K(G, 1) = BG,
el cual es el espacio total del G-haz principal universal EG → BG. Se denota
por EG al espacio clasificante de G para la familia de subgrupos finitos, el cual
es llamado el espacio universal para G-acciones propias. El espacio clasificante
de G para la familia de subgrupos virtualmente ćıclicos es denotado por EG.

Uno de los motivos por el cual es importante el estudio de modelos para
espacios clasificantes EG y sus propiedades de finitud es porque ellos aparecen
en la Conjetura de Farrell-Jones acerca de la K-teoŕıa algebraica de anillos
de grupos. Esta Conjetura puede reducir el cálculo de la K-teoŕıa del anillo
del grupo al cálculo de cierta teoŕıa de homoloǵıa equivariante aplicada a esos
espacios clasificantes EG. Esta conjetura implica otras conjeturas importantes,
tales como la conjetura de Borel, la conjetura de Bass y la conjetura de Novikov.
Una referencia para la conjetura de Farrell-Jones es [29].

En [21], Juan-Pineda y Leary dan un modelo para EG, para grupos que
satisfacen ciertas condiciones, por ejemplo los grupos Gromov hiperbólicos las
satisfacen. Cuando el grupo G actúa en un espacio CAT(0) propiamente por
isometŕıas semisimples, Farley da un modelo para EG, [11].

Siempre existe un modelo para EFG, pero podŕıa ser de dimensión infinita.
Una de las propiedades de finitud estudiada es la dimensión geométrica de G

xi
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para la familia F , denotada gdFG, que es la dimensión mı́nima para el cual
existe un modelo para EFG. Denotaremos por gdG cuando la familia es la de
subgrupos finitos y por gdG cuando la familia es la de subgrupos virtualmente

ćıclicos.

Uno de los métodos usados para dar cotas para gdFG es el estudio de
cohomoloǵıa de Bredon, ya que la dimensión cohomológica de Bredon cdFG
para la familia F coincide con gdFG cuando cdFG es mayor o igual a tres,
este es un resultado de Lück y Meintrup [28]. Otro método empleado resulta
de la construcción que dan Lück y Weiermann en [30], cuando se conoce que
gdG es finita y en este caso se necesita conocer los conmensuradores NG[V ]
de los subgrupos virtualmente ćıclicos infinitos V de G y encontrar cotas para
gdG[V ]NG[V ], para cierta familia G[V ] de NG[V ]. El segundo método es el que
usaremos en esta tesis.

Los grupos para los cuales daremos cotas para dimensión geométrica para
la familia de subgrupos virtualmente ćıclicos son los siguientes:

1. El grupo modular de una superficie, denotado por Γ(S−P), donde S es
una superficie orientable compacta y P es un conjunto finito de puntos
en el interior y χ(S − P) < 0;

2. Para m ≥ 3, el subgrupo de congruencia Γm(S − P) ⊂ Γ(S − P);
3. Los grupos de trenzas puro y completo de una superficie, Pn(S) y Bn(S),

donde S es una superficie orientable compacta y χ(S)− n < 0.

Resultados conocidos:

1. El espacio de Teichmüller T (S − P) es un modelo para EΓ(S − P)
por resultados de Kerckhoff, [24]. En [1], Aramayona y Mart́ınez-Pérez
prueban que gdΓ(S−P) coincide con la dimensión cohomológica virtual
vcd(Γ(S−P)), la cual es calculada por Harer en [18]. En [9] Degrijse y
Petrosyan demuestran que si g ≥ 2 y Sg es una superficie de género g,
entonces gdΓ(Sg) ≤ 9g−8, el método que ellos usan es con cohomológica

de Bredon, ellos prueban que la dimensión cohomológica de Bredon
para la familia de subgrupos virtualmente ćıclicos c(Γ(Sg)) es menor
que 9g − 8.

2. Como el subgrupo Γm(S−P) es un subgrupo libre de torsión y de ı́ndice
finito en Γ(S − P),

gdΓm(S − P) ≤ gdΓ(S − P) = vcd(Γ(S − P)) = cd(Γm(S − P)).

3. Cuando la superficie S es distinta de la esfera, gdPn(S) y gdBn(S) son
menores o iguales a 2n, por resultados de Fadell y Neuwirth [12].
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Esta tesis esta organizada de la siguiente forma: En el Caṕıtulo 1 veremos
los métodos dados en [30] y [11], además de una serie de resultados acerca de
las dimensiones geométricas gdG y gdG. En el Caṕıtulo 2 daremos dos modelos

para E(ZoZ), con los métodos vistos en el Caṕıtulo 1. El Caṕıtulo 3 contiene
material preliminar de los grupos Γ(S − P) y Γm(S − P). En el Caṕıtulo 4
describiremos (hasta ı́ndice finito) los normalizadores de elementos reducibles
y veremos el siguiente resultado:

Lema 1. Sea m ≥ 3 fijo. Sean S una superficie compacta orientable y P
un conjunto finito de puntos del interior con χ(S − P) < 0. Para cualquier
subgrupo ćıclico infinito C = 〈g〉 de Γ(S − P) y n ∈ N tal que gn ∈ Γm(S), se
tiene la siguiente igualdad

NΓ(S−P)[C] = NΓ(S−P)(g
n),

donde NΓ(S−P)[C] denota el conmensurador de C en Γ(S − P) y NΓ(S−P)(g
n)

es el normalizador del subgrupo ćıclico 〈gn〉. Además el subgrupo 〈gn〉 puede ser
tomado como un ćıclico maximal en Γm(S − P) (el cual es único).

En el Caṕıtulo 5, usando la descripción de los conmensuradores demostra-
remos el siguiente:

Teorema 2. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto fi-
nito de puntos del interior con χ(S−P) < 0. Entonces la dimensión geométrica
gdΓ(S − P) es finita. Por lo tanto, el grupo Γ(S − P) admite un modelo para

EΓ(S − P) de dimensión finita.

En la Sección 5.3 probaremos el siguiente resultado:

Proposición 3. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto
finito de puntos del interior con χ(S−P) < 0. Para m ≥ 3, el grupo Γ(S−P)
satisface que cualquier subgrupo ćıclico infinito H de Γm(S−P) está contenido
en un único subgrupo ćıclico maximal Hmax de Γm(S − P).

De los resultados anteriores y los Teoremas 1.16 y 1.17, tenemos:

Teorema 4. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto
finito de puntos del interior con χ(S − P) < 0. Suponga que m ≥ 3, entonces

(1) gdΓm(S − P) ≤ vcd(Γ(S − P)) + 1;

(2) Denote por [Γ(S−P) : Γm(S−P)] el ı́ndice de Γm(S−P) en Γ(S−P),
entonces

gdΓ(S − P) ≤ [Γ(S − P) : Γm(S − P)] · gdΓm(S − P)

≤ [Γ(S − P) : Γm(S − P)] · (vcd(Γ(S − P)) + 1).
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Donde vcd(Γ(S − P)) denota la dimensión cohomológica virtual de Γ(S − P).

Cabe mencionar que usamos diferentes técnicas para probar el Teorema 4,
además de que la superficie puede tener frontera y puntos removidos. Las cotas
para gdΓ(Sg) cuando la superficie es cerrada de género g ≥ 2 no han sido me-

joradas, sin embargo probamos que para los subgrupos de ı́ndice finito Γm(Sg),
se tiene que gdΓm(Sg) difiere como máximo solo por uno con la dimensión

gdΓm(Sg), cuando m ≥ 3.

Ya que en los resultados que probamos permitimos que la superficie pueda
tener puntos removidos, esto nos permite dar cotas para los grupos de trenzas
de una superficie. En el Caṕıtulo 6 veremos la relación que tienen los grupos de
trenzas Bn(S) de una superficie compacta S con el grupo modular Γ(S −Pn),
donde Pn contiene n puntos del interior de S. Cuando S es una superficie
cerrada de género g ≥ 2, el grupo de trenzas puras Pn(S) puede realizarse
como subgrupo de Γm(S − Pn), entonces tenemos el siguiente:

Corolario 5. Sea S una superficie cerrada orientable de género mayor o
igual a 2. Entonces

(i) gdPn(S) ≤ 2n+ 1;

(ii) gdBn(S) ≤ (2n+ 1)n!.

Para la esfera, de la relación que tienen Γ(S2 − Pn) y Bn(S2), se tiene que
un modelo para EΓ(S2 − Pn) es un modelo para EBn(S2), entonces se tienen
las cotas del Teorema 4. Es un trabajo en curso [2], en el que damos mejores
cotas para gdBn(S2). Además estamos construyendo un modelo expĺıcito para

EB5(S2), del cual queremos hacer cálculos de K-teoŕıa usando la conjetura de
Farrell-Jones.

Notación: En los Caṕıtulos 3, 4 y 5 la superficie S puede tener puntos
removidos. En el Caṕıtulo 6, S será compacta sin puntos removidos. En la in-
troducción hemos tomado la notación como en el Caṕıtulo 6 por la comparación
que hay con los grupos de trenzas.



Caṕıtulo 1

Espacios clasificantes para familias

En este Caṕıtulo definiremos espacios clasificantes para familias de un grupo
discreto G con la versión de G-CW complejos, una referencia es [26]. En la
Sección 1.1 daremos una introducción a espacios clasificantes para familias
y veremos algunos ejemplos. En la Sección 1.2 se darán construcciones para
EG a partir de EG, que son dadas en [30] y [11]. En las Secciones 1.3 y 1.4
veremos algunas consecuencias de las construcciones de la Sección 1.1 si el
grupo satisface ciertas propiedades. Y en la Sección 1.5 veremos propiedades
de la dimensión mı́nima para modelos de espacios clasificantes EFG.

1.1. Preliminares

En este Caṕıtulo, G denotará un grupo discreto. Una familia F de subgru-
pos de G es un conjunto de subgrupos de G el cual es cerrado bajo conjugación
y bajo toma de subgrupos. Denotaremos a las siguientes familias como sigue:

{1} = {subgrupo trivial};
FING = {subgrupos finitos de G};
VCYG = {subgrupos virtualmente ćıclicos de G};
ALLG = {todos los subgrupos de G}.

Sea H un subgrupo de G y F una familia de subgrupos de G, denote por

F ∩H = {subgrupos de H en F},
la familia de subgrupos de H inducida por F .

Un G-CW-complejo X es un CW-complejo en el cual G actúa permutando
las células. Un G-CW complejo es propio si cada grupo de isotroṕıa es finito.

Denotaremos por CGF la categoŕıa de G-CW-complejos con grupos de iso-
troṕıa en la familia F y morfismos las clases de G-homotoṕıa de G-aplicaciones.

1



2 1. ESPACIOS CLASIFICANTES PARA FAMILIAS

Definición 1.1. Sea F una familia de subgrupos de G. Un modelo para
el espacio clasificante EFG de la familia F es un G-CW-complejo X que es
objeto terminal en la categoŕıa CGF .

Es decir, si Y es un G-CW-complejo con grupos de isotroṕıa en F , entonces
existe una G-aplicación Y → X, la cual es única salvo G-homotoṕıa. En par-
ticular dos modelos para EFG son G-homotópicamente equivalentes. Observe
que dadas dos familias F1 ⊆ F2 de subgrupos de G, ya que EF1G ∈ CGF2

, por
definición de EF2G, existe una G-aplicación

EF1G→ EF2G

la cual es única salvo G-homotoṕıa.

Denotamos por EG := EFINGG, llamado el G-CW-complejo universal para
G-acciones propias. Análogamente, denotamos por EG := EVCYGG.

Sea BFG el cociente de la acción de G en EFG. En los casos particulares
para las familia FIN y VCY lo denotaremos por BG y BG respectivamente.
El siguiente Teorema está en [26, Thm. 1.9].

Teorema 1.2 (Caracterización homotópica). Sea F una familia de sub-
grupos.

(i) Existe un modelo para EFG para cualquier familia F .
(ii) Un G-CW-complejo X es un modelo para EFG si y sólo si el conjunto

de puntos fijos

XH = {x ∈ X | ∀h ∈ H, h · x = x }
es contraible si H ∈ F y es vaćıo si H ∈ ALLG −F .

Note que si K es un subgrupo de G, restringiendo la G-acción en EFG a K,
tenemos un K-CW-complejo, el cual es un modelo para EF∩KK. Como caso
particular, un modelo para EG con la acción restringida a K es un modelo
para EK.

Ejemplos 1.3.

1. Un modelo para EALLG es G/G, el cual es G-homotópico a un punto.
Entonces si F es un grupo finito, un modelo para EF es un punto y si
V es un grupo virtualmente ćıclico un modelo para EV también es un
punto.

2. Un modelo para E{1}G coincide con un modelo para EG. El espacio
EG es el cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane BG =
K(G, 1) para G.
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3. De esta manera un modelo para EZn es Rn.
4. Sea ZoZ el producto semidirecto con respecto a Z→ Aut(Z), el homo-

morfismo que env́ıa al generador de Z en el automorfismo −Id : Z→ Z.
El grupo Z o Z es el grupo fundamental π1(K) de la botella de Klein,
es libre de torsión y actúa en R2 por transformaciones cubrientes. Un
modelo para E(ZoZ) es R2, ya que R2 es contraible, la acción es libre
y propiamente discontinua.

1.2. Construcción de modelos para familias más pequeñas

En esta Sección veremos dos formas de constrúır modelos para EG a partir
de un modelo para EG, las referencias son [30] y [11].

W. Lück y Weiermann construyen un modelo para EGG a partir de un
modelo EFG, para familias F ⊆ G de subgrupos de G, [30]. Para las familias
FING y VCYG la construcción es como sigue:
Se define una relación de equivalencia en el conjunto de subgrupos virtualmente
ćıclicos infinitos VC∞G = VCYG −FING:
Sean V,W ∈ VC∞G , entonces

(1) V ∼ W ⇐⇒ |V ∩W | =∞,
donde | ? | denota la cardinalidad del conjunto ?.

Denotamos por [VC∞G ] al conjunto de clases de equivalencia bajo la relación
anterior y como [V ] la clase de equivalencia de V ∈ VC∞G . Para [H] ∈ [VC∞G ],
sea

NG[H] = {g ∈ G | |g−1Hg ∩H| =∞},(2)

el grupo de isotroṕıa bajo la G-acción en [VC∞G ] inducida por conjugación.
Observe que NG[H] es el conmensurador CommG[H], donde

CommG[H] = {g ∈ G | [H : gHg−1∩H] <∞ and [gHg−1 : H∩gHg−1] <∞},
nos referiremos a NG[H] como el conmensurador de H en G.

Definimos la siguiente familia de subgrupos de NG[H] por

G[H] := {K ∈ VC∞NG[H] : |K ∩H| =∞} ∪ FINNG[H].(3)

Teorema 1.4. [30, Thm. 2.3] Sean ∼ como antes e I un sistema com-
pleto de representantes [H] de G-órbitas en [VC∞G ] bajo la G-acción inducida
por conjugación. Se eligen modelos arbitrarios para NG[H]-CW-modelos para
ENG[H], EG[H]NG[H] y un modelo arbitrario para EG. Definimos a X como
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el G-CW-complejo por el G-pushout celular∐
[H]∈I G×NG[H] ENG[H]∐

[H]∈I idG×NG[H]f[H]

��

i // EG

��∐
[H]∈I G×NG[H] EG[H]NG[H] // X

tal que f[H] es una NG[H]-aplicación celular para todo [H] ∈ I e i es una
inclusión de G-CW-complejos, o tal que toda aplicación f[H] es una inclusión
de NG[H]-CW-complejos para todo [H] ∈ I e i es una G-aplicación celular.
Entonces X es un modelo para EG.

Las aplicaciones en el Teorema 1.4 vienen de la propiedad universal de
espacios clasificantes para familias e inclusiones de familias de subgrupos.

En [11], Farley da otra construcción para un espacio clasificante EGG a
partir del modelo EFG, para familias F ⊂ G.

Definición 1.5. Sean F ⊆ G familias de subgrupos de G. Decimos que un
G-CW complejo X es un IG−FG-complejo si

(i) siempre que H ∈ G − F , XH es contraible;
(ii) siempre que H 6∈ G, XH = ∅.

Observe que si todos los subgrupos de isotroṕıa están en G, entonces se
cumple (ii). Como el subgrupo trivial no está en G−F , X no es necesariamente
contraible.

Sean X, Y G-CW complejos, la junta de X y Y , se define como el G-CW
complejo obtenido de unir cada punto de X con cada punto de Y por un
segmento, es decir, el cociente de X × Y × I con identificaciones (x, y1, 0) ∼
(x, y2, 0) y (x1, y, 1) ∼ (x2, y, 1), para x, x1, x2 ∈ X, y, y1, y2 ∈ Y . Denotamos
este espacio por X ∗ Y .
La G-acción en X ∗ Y es como sigue: sean x ∈ X, y ∈ Y y g ∈ G, entonces g
env́ıa el segmento [x, y] de x a y, al segmento [gx, gy].

Proposición 1.6. [11, Prop. 2.4] Si F ⊆ G son familias de subgrupos de
G y X es un IG−FG-complejo, entonces la junta

EFG ∗X
es un modelo para EGG.

Esta construcción la usaremos en el Caṕıtulo 2, para la construcción de uno
de los modelos para E(Z o Z), dado en [23].
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1.3. Propiedad MFING⊆VCYG

Para la construcción del Teorema 1.4, necesitamos conocer los conmensu-
radores NG[H], la siguiente propiedad simplifica la construcción dada en ese
Teorema.

Propiedad MFING⊆VCYG:

Todo subgrupo H ∈ VC∞G esta contenido en un único maximalHmax ∈ VC∞G .

Si H ∈ VC∞G , denotaremos por NG(H) al normalizador de H en G. Note
que el normalizador de la clase [H] es denotada con corchetes NG[H]. Definimos

WG(H) = NG(H)/H.

El siguiente resultado es un Corolario del Teorema 1.4.

Corolario 1.7. [30, Cor. 2.10] Sea G un grupo que satisface la propiedad
MFING⊆VCYG. Denotamos por M un sistema completo de representantes de
clases de conjugación de subgrupos virtualmente ćıclicos infinitos maximales de
G. Consideremos el G-pushout celular∐

V ∈MG×NG(V ) ENG(V )∐
V ∈M idG×fV

��

i // EG

��∐
V ∈MG×NG(V ) EWG(V ) // X

donde EWG(V ) es visto como un NG(V )-CW-complejo por la proyección al
cociente NG(V )→ WG(V ), las aplicaciones comenzando en la esquina superior
izquierda son celulares e i es una inclusión de G-CW-complejos. Entonces X
es un modelo para EG.

Ejemplos 1.8.

1. El grupo G = Zn satisface la propiedad MFING⊆VCYG .
2. Los grupos Gromov-hiperbólicos satisfacen la propiedad MFING⊆VCYG ,

[8].
3. En la Proposición 5.7 demostramos que para m ≥ 3, los subgrupos

de congruencia Γm(S) de Γ(S) (Def. 3.1 y 3.18) satisfacen la propiedad
MFINΓm(S)⊆VCYΓm(S)

, donde S es una superficie orientable compacta con

un conjunto finito de puntos removidos del interior y χ(S) < 0.

Ejemplo 1.9. Un grupo que no satisface la propiedad MFING⊆VCYG es el
grupo G = Z o Z, el cual tiene la siguiente presentación

G = {s, t | sts−1 = t−1}.
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Los subgrupos ćıclicos infinitos 〈s〉 y 〈st〉 son diferentes y maximales en el
conjunto VC∞G . Su intersección 〈s2〉 es un subgrupo propio que no esta contenido
en un único maximal, entonces G no satisface MFING⊆VCYG . En el Caṕıtulo 2
daremos dos construcciones de modelos para E(Z o Z) a partir del modelo
conocido para E(Z o Z) dado en Ejs. 1.3, la referencia es [23].

1.4. Condición (C)

La siguiente propiedad en un grupo G es útil para simplificar la descripción
de los conmensuradores del Teorema 1.4, los cuales estarán dados en términos
de normalizadores de subgrupos ćıclicos infinitos.

Condición (C):

∀g, h ∈ G con |h| =∞, si k, l ∈ Z tal que ghkg−1 = hl =⇒ |k| = |l|.(4)

Observación 1.10. Sean H,K ∈ VC∞G , CH y CK subgrupos ćıclicos in-
finitos de H y K respectivamente. De la relación ∼ definida en (1), observe
que:

H ∼ K si y solo si CH ∼ CK , y(5)

NG[H] = {g ∈ G | |g−1Hg ∩H| =∞}
= {g ∈ G | |g−1CHg ∩ CH | =∞}.(6)

Entonces [H] = [CH ] y NG[H] = NG[CH ], para cualquier subgrupo ćıclico
infinito CH ⊆ H.
Aśı que es igual si definimos la relación ∼ en el conjunto ICG de subgrupos
ćıclicos infinitos de G. Dado C ∈ ICG, la familia G[C] es

G[C] = {H ∈ VC∞NG[C] | |H : H ∩ C| <∞} ∪ FINNG[C].

Lema 1.11. [27, Lem. 4.2] Si G satisface la condición (C) y C ∈ ICG. Se
tiene la sucesión anidada de subgrupos

NG(C) ⊆ NG(2!C) ⊆ NG(3!C) ⊆ NG(4!C) ⊆ · · ·
donde k!C es el subgrupo de C dado por {hk!|h ∈ C}, entonces

NG[C] =
⋃
k≥1

NG(k!C).

Notación: El subgrupo NG[C] es el conmensurador de C en G (normalizador
de la clase [C]). Y el normalizador del subgrupo C en G es denotado como
NG(C).
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Ejemplos 1.12.

1. Los grupos CAT(0) satisfacen la condición (C), [27].
2. En el Teorema 4.10 demostramos que el grupo modular Γ(S) (Def. 3.1),

satisface la condición (C), donde S es una superficie orientable compacta
con un conjunto finito de puntos removidos del interior y χ(S) < 0.

1.5. Dimensión geométrica

En esta Sección recopilamos una serie de resultados acerca de dimensión
geométrica para las familias FING y VCYG, los cuales usaremos en el Caṕıtulo
5.

Definición 1.13. La mı́nima dimensión posible de modelos para EFG es
llamada la dimensión geométrica de G para la familia F y es denotado por
gdFG. Cuando no existe un modelo de dimensión finita para EFG, decimos
que gdFG es infinito.

Denote como gdG = gd{1}G, gdG = gdFINGG y gdG = gdVCYGG. Es bien

conocido que para cualesquier grupos H1, H2:

gd(H1 ×H2) ≤ gdH1 + gdH2.(7)

Proposición 1.14. [21, Prop. 4] Sea G un grupo infinito virtualmente
ćıclico, entonces existe un modelo para EG con un número finito de órbitas de
células el cual es homeomorfo a R.

Teorema 1.15. [26, Thm. 5.16] Sea 1→ H → G→ K → 1 una sucesión
exacta de grupos. Suponga que H tiene la propiedad de que para cualquier grupo
H̃ que contiene a H como subgrupo de ı́ndice finito, se tiene que gdH̃ ≤ n.
Suponga que gdK ≤ k, entonces gdG ≤ n+ k.

En [26, Ex. 5.26] Lück demuestra que grupos virtualmente polićıclicos satis-
facen la condición acerca de H en el Teorema 1.15, en particular Zn la satisface
para cada n ∈ N.

Teorema 1.16. [25, Thm. 2.4] Suponga que H es un subgrupo de G de
ı́ndice finito n, entonces gdG ≤ gdH · n y gdG ≤ gdH · n.

El siguiente Teorema es acerca de grupos que satisfacen la propiedad de
maximalidad, el cual es dado en [30, Sec. 5].
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Teorema 1.17. Sea G un grupo que satisface la propiedad MFING⊆VCYG.
Si se tiene que gdG <∞, entonces

gdG ≤ gdG+ 1.(8)

El siguiente Lema es acerca de grupos que satisfacen la condición (C), es
dado en [27, Lem. 4.4].

Lema 1.18. Sea n ∈ Z. Suponga que G satisface la condición (C) y que
existe un G-CW-modelo para EG con dim(EG) ≤ n y para todo C ∈ ICG
existe un WG(C)-CW-modelo para EWG(C) con dim(EWG(C)) ≤ n. Entonces
existe un G-CW-modelo para EG con dim(EG) ≤ n+ 1.



Caṕıtulo 2

Modelos para Z o Z

Como vimos en el Ejemplo 1.3, R2 es un modelo para E(Z o Z). En éste
Caṕıtulo daremos dos modelos para E(Z o Z), basados en las construcciones
de la Sección 1.2. La referencia de este Caṕıtulo es [23].

El grupo ZoZ tiene la siguiente operación: sean (n1,m1), (n2,m2) ∈ ZoZ,
entonces

(n1,m1)(n2,m2) = (n1 + (−1)m1n2,m1 +m2),

con inverso (n,m)−1 = ((−1)1−mn,−m) y el elemento identidad es (0, 0).

Note que FIN ZoZ = {(0, 0)} y VCYZoZ es la familia de subgrupos ćıclicos
de Z o Z. Sea ICZoZ el conjunto de subgrupos ćıclicos infinitos de Z o Z,
clasificaremos los subgrupos en ICZoZ.
Para (t1, t2), (n,m) ∈ Z o Z y k ∈ N se tiene

(n,m)k = ([1 + (−1)m + (−1)2m + · · · (−1)(k−1)m]n, km);

(n,m)−k = ([(−1)1−m + (−1)1−2m + · · ·+ (−1)1−km]n, −km).

Por lo tanto los subgrupos en ICZoZ son de la siguiente forma:

〈(n, 2m)〉 = {(kn, 2km) | k ∈ Z}, donde (n, 2m) 6= (0, 0);(9)

〈(n, 2m+ 1)〉 = {(n, 2m+ 1)k | k ∈ Z}, donde(10)

(n, 2m+ 1)k =

{
(0, k(2m+ 1)), si k es par
(n, k(2m+ 1)) si k es impar.

En la Figura 1 se representan estos subgrupos.

2.1. Primer modelo

En esta Sección daremos un modelo para E(ZoZ), la construcción se basa

en algunos resultados de [11]. Para ello usaremos que R2 es un modelo para
E(Z o Z) y exhibiremos un espacio que es un modelo para IVCYZoZ−{1}ZoZ , por

9
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Figura 1. Los puntos representan los elementos del subgrupo
generado por (n, 2m) a la izquierda y por (t, 2s+ 1) a la derecha.

la Proposición 1.6, la junta de estos espacios es un modelo para E(Z o Z). El

modelo para IVCYZoZ−{1}ZoZ es un subespacio del espacio de lineas de R2.

La acción de Z o Z en R2 explicitamente es como sigue: si (n,m) ∈ Z o Z
y (t, r) ∈ R2, entonces

(n,m)(t, r) = (n+ (−1)mt,m+ r).(11)

El espacio R2 con esta acción es un modelo para E(Z o Z).

Sea `(a, b) la ĺınea en R2 determinada por a, b ∈ R definida como

`(a, b) = {(x, ax+ b) | x ∈ R},
y denote por

`(∞, b) = {(b, y) | y ∈ R},
la cual esta determinada por b ∈ R. Sea L el espacio de ĺıneas en R2, el cual es
un espacio métrico con la siguiente distancia

d(`1, `2) =

{
k si `1 y `2 acotan una banda de ancho k;
∞ si `1 y `2 no son paralelas.

Entonces tenemos que

L =
∐

a∈R∪{∞}

Ra

donde Ra = {`(a, b) | b ∈ R} y la métrica en cada componente es dada por d.

Como la acción de Z o Z en R2 manda ĺıneas en ĺıneas, esta acción induce
una acción de Zo Z en L. La acción es dada como sigue, sean (n,m) ∈ Zo Z
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y `(a, b) ∈ L,

(n,m)`(a, b) = `((−1)ma, b+m− (−1)man), si a ∈ R;(12)

(n,m)`(∞, b) = `(∞, n+ (−1)mb).(13)

La siguiente definición es dada en [11], se define en general para el espacio de
ĺıneas geodésicas en espacios CAT(0).

Definición 2.1. Sean (n,m) 6= (0, 0) en ZoZ. Una ĺınea ` ⊂ R2 es un eje
para (n,m) si (n,m)` = ` y (n,m) actúa por traslación en `. El espacio

A = {` ∈ L | ` es un eje para algún (n,m) ∈ Z o Z− (0, 0)}.
es llamado el espacio de ejes de R2.

Por (13), todas las ĺıneas `(∞, b) son ejes. Y por (12) tenemos

(n,m)`(a, b) = `(a, b) sii `((−1)ma, b+m− (−1)man) = `(a, b);

sii m es par y a = m
n
.

Observe que si (n,m) fija `(a, b), entonces (n,m) actúa en `(a, b) por traslación.
Por tanto

A = {`(a, b) ∈ L | a ∈ Q ∪∞, b ∈ R}

=
∐

a∈Q∪{∞}

Ra(14)

donde Ra = {`(a, b) | b ∈ R} para a ∈ Q ∪∞.

Lema 2.2. El espacio de ejes A de R2 es un IVCYZoZ−{1}ZoZ(ZoZ)-complejo.

Demostración. Si `(a, b) ∈ A, denotaremos el grupo de isotroṕıa por

Z o Z`(a,b) = {g ∈ Z o Z | g · `(a, b) = `(a, b)}.
De la Definición 1.5, es suficiente mostrar que todos los grupos de isotroṕıa
Z o Z`(a,b) son ćıclicos y que para cualquier H ∈ ICZoZ, el conjunto de puntos
fijos

AH = {x ∈ A | h · x = x ∀h ∈ H
es contraible.
PARTE 1. Subgrupos de isotroṕıa:
(i) Si a ∈ Q− {0}, y b ∈ R,

(n,m) ∈ Z o Z`(a,b) sii `((−1)ma, b+m− (−1)man) = `(a, b)

sii m es par y m
n

= a.

Suponga que a = a1

a2
con mcd(a1, a2) = 1, entonces
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1. Si a1 es par, Z o Z`(a,b) = 〈(a2, a1)〉 ∈ VCYZoZ.
2. Si a1 es impar, Z o Z`(a,b) = 〈(2a2, 2a1)〉 ∈ VCYZoZ.

(ii) Ahora suponga que a = 0 y b ∈ R, como (n,m)`(0, b) = `(0, b+m), entonces

Z o Z`(0,b) = 〈(1, 0)〉 ∈ VCYZoZ.

(iii) Finalmente sea a =∞ y b ∈ R, entonces

(n,m) ∈ Z o Z ∈ Z o Z`(∞,b) sii `(∞, n+ (−1)mb) = `(∞, b)
sii n = (1− (−1)m)b.

Si m es par, se tiene n = 0 y si m es impar, n = 2b, note que b ∈ R y n ∈ Z,
entonces conclúımos lo siguiente

1) si 2b ∈ Z,

Z o Z`(∞,b) = 〈(0, 2)〉 ∪ {(2b, 2m+ 1) | m ∈ Z}
= 〈(2b, 1)〉 ∈ VCYZoZ;

2) si b ∈ R y 2b 6∈ Z,

Z o Z`(∞,b) = 〈(0, 2)〉 ∈ VCYZoZ.

PARTE 2. Conjunto de puntos fijos:
Sea H = 〈(n,m)〉 ∈ ICZoZ, vea (9) y (10).

(i) Suponga que m es par, y n 6= 0, entonces H = {(kn, km) | k ∈ Z}.
Observe que

(kn, km)`(∞, b) = `(∞, kn+ b),

como n 6= 0, `(∞, b) 6∈ AH para cada b ∈ R.
Si a 6=∞, tenemos

`(a, b) ∈ AH sii (kn, km)`(a, b) = `(a, b), ∀k ∈ Z
sii `(a, b+ km− kan) = `(a, b), ∀k ∈ Z

sii a =
m

n
, y b ∈ R.

Por tanto
AH = Rm

n
,

el cual es contraible.
(ii) Sea m 6= 0 par y K = 〈(0,m)〉 = {(0, km) | k ∈ Z}. Como

(0, km)`(a, b) = `(a, b+ 2km),
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tenemos que `(a, b) 6∈ AK siempre que a ∈ Q.
Por otra parte

(0, km)`(∞, b) = `(∞, b), ∀k ∈ Z, y ∀b ∈ R.
Por tanto,

AK = R∞,
el cual es contraible.

(iii) Si m es impar y R = 〈(n,m)〉. Sean a ∈ Q y b ∈ R, por la acción

(n,m)`(a, b) = `(−a, b+m− an)

tenemos que (n,m) fija `(a, b) si y sólo si a = 0 y b+m = b. Pero m es
impar, entonces (n,m) ∈ R no fija a `(a, b) siempre que a ∈ Q, y b ∈ R.
Ahora sea a =∞ y b ∈ R, entonces

`(∞, b) ∈ AR sii `(∞, n− b) = `(∞, b)
sii b = n

2
.

Por tanto
AR = {`(∞, n

2
)},

es el espacio con un punto en R∞.

�

Proposición 2.3. Un modelo para espacio clasificante para VCYZoZ del
grupo Z o Z es

E(Z o Z) = R2 ∗
∐

a∈Q∪{∞}

R.(15)

y el cociente por la acción es

B(Z o Z) = K ∗
∐

a∈Q+∪∞

S1.(16)

Demostración. Como R2 es un modelo para E(Z o Z), del Lema 2.2 y
la Proposición 1.6 se concluye (15). Por otro lado, (16) se sigue de la acción de
Z o Z en R2 y A, ya que la acción de Z en A es por traslación. �

2.2. Segundo Modelo

En esta Sección daremos otro modelo para E(Z o Z) basado en la cons-
trucción que dan Lück y Weiermann en [30], ver Sección 1.2. Este subgrupo no
satisface la propiedad de maximales MFINZoZ⊂VCYZoZ (Ej. 1.9). De la relación
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de equivalencia dada en (1), daremos una lista con las clases de subgrupos en
[ICZoZ].

De la clasificación de los subgrupos en ICZoZ que dimos en (9) y (10) (ver
Figura 1 para visualizar estos subgrupos), aplicando la relación de equivalencia
∼ dada en (1), tenemos lo siguiente:

(i) Sea H = 〈(1, 0)〉 y n ∈ Z− {0}, como

〈(n, 0)〉 ⊆ 〈(1, 0)〉,
entonces

〈(n, 0)〉 ∼ 〈(1, 0)〉.
De hecho esos son los únicos subgrupos de ICZoZ que intersectan a H en un
subgrupo infinito. Denotaremos esta clase por

[H] = [〈(1, 0)〉] = [〈(n, 0)〉], ∀n ∈ Z− {0}.(17)

(ii) Sean n,m ∈ Z− {0} fijos y

R = 〈(n, 2m)〉.(18)

Observe que existe un subgrupo ćıclico maximal R′ que contiene a R y los sub-
grupos en ICZoZ relacionados a R están contenidos en R′. Denote por [R] esta
clase en [ICZoZ].

(iii) Observe que se tienen las siguientes inclusiones:

〈(0, 2k)〉 ⊆ 〈(0, 2)〉, para cualquier k ∈ Z− {0};
〈(0, 2(2s+ 1))〉 ⊆ 〈(r, 2s+ 1)〉, para cualesquier r, s ∈ Z; y

〈(t, 2u+ 1)〉 ⊆ 〈(t, 1)〉 para cualesquier t, u ∈ Z.

Afirmación 2.4.

〈(n, 2m+ 1)〉 ∼ 〈(r, 2s+ 1)〉 para cualesquier n,m, r, s ∈ Z,

Demostración. Por las inclusiones anteriores tenemos las siguientes re-
laciones:

〈(0, 2(2m+ 1))〉 ∼ 〈(0, 2)〉 ∼ 〈(r, 1)〉, y

〈(n, 2m+ 1)〉 ∼ 〈(n, 1)〉 ∼ 〈(0, 2)〉 ∼ 〈(r, 1)〉 ∼ 〈(r, 2s+ 1)〉
para cualesquier n,m, r, s ∈ Z, como afirmamos. �

Denotemos esta clase por

[K] = [〈(n, 2m+ 1)〉].(19)
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Entonces en [ICZoZ] se tienen las clases [H], [K] y una cantidad numerable
de clases de tipo [R], tantas como subgrupos maximales de la forma 〈(n, 2m)〉,
con n,m 6= 0.

El grupo Z o Z actúa en [ICZoZ] por conjugación, las clases [H] y [K] son
fijas por conjugación y las clases de tipo [R] son permutadas.

2.2.1. Modelos para los conmensuradores. Dado C ∈ ICZoZ, calcu-
laremos los conmensuradores NZoZ[C] y daremos modelos para EG[C](NZoZ[C])
y E(NZoZ[C]), con G[C] definido en (3).

Sean (t1, t2), (n,m) ∈ Z o Z, tenemos que

(t1, t2)(n,m)(t1, t2)−1 = (t1, t2)(n,m)((−1)1−t2t1,−t2)

= (t1, t2)(n+ (−1)m(−1)1−t2t1, m− t2)

= (t1 + (−1)t2 [n+ (−1)(m+1−t2)t1], m)

= ((−1)t2n+ t1 + (−1)m+1t1, m)(20)

1. Un modelo para E(ZoZ) es R2 con la acción dada en (11) y un modelo
para E(Z× Z) es R2 con la acción por traslación.

2. (a) Sea [H] ∈ [ICZoZ], donde H es como en (17). Por (20) tenemos que

(t1, t2)(1, 0)(t1, t2)−1 = ((−1)t2 , 0),

entonces (t1, t2)H(t1, t2)−1 = H y por tanto

NZoZ[H] = {g ∈ Z o Z | |g−1Hg ∩H| =∞}
∼= Z o Z

Además

G[H] = {D ⊆ Z o Z | D ∈ ICZoZ, |D ∩H| =∞} ∪ {1}
= VCYH

(b) Afirmamos que un modelo para EVCYH (Z o Z) es R. Definimos la
acción de Z o Z en R como sigue:

(t1, t2)x = t2 + x, (t1, t2) ∈ Z o Z, x ∈ R.
Sea S ∈ VCYH , entonces S = 〈(n, 0)〉 para algún n ∈ Z − {0}. El S-
conjunto de puntos fijos RS = R es contraible.
Observe que cualquier punto x ∈ R es fijo por (t1, t2) si y solo si t2 = 0,
entonces si S es un subgrupo de S que no está en VCYH , el S-conjunto
de puntos fijos RS es el conjunto vaćıo.
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3. (a) Sea R = 〈(n, 2m)〉, con n,m ∈ Z − {0} fijos y supongamos que R
es maximal en ICZoZ. Por (20) tenemos que

(t1, t2)(n, 2m)(t1, t2)−1 = ((−1)t2n, 2m).

entonces se tienen dos casos,

i) (t1, t2)R(t1, t2)−1 = R ssi t2 es par ,

ii) (t1, t2)R(t1, t2)−1 = 〈(−n, 2m)〉 sii t2 es impar ,

por tanto (t1, t2)R(t1, t2)−1 ∩R = {1}.
Conclúımos que

NZoZ[R] = {(t1, 2t2) | t1, t2 ∈ Z} ' Z× Z,

G[R] = {〈(ln, 2lm)〉 | l ∈ Z}
= VCYR

(b) Un modelo para EVCYR(Z × Z) es R: Observe que NZoZ[R] =
NZoZ(R), por tanto R es un subgrupo normal de NZoZ[R] = Z×Z y se
tiene la siguiente sucesión exacta

0→ R
i−→ Z× Z φ−→ Z→ 0

donde i es la inclusión y φ es la proyección sobre el cociente (Z×Z)/R ∼=
Z. Sea (t1, t2) ∈ Z×Z y x ∈ R, definimos la acción de Z×Z en R como
sigue:

(t1, t2) · x = φ(t1, t2) + x.

Tenemos φ(t1, t2) + x = x sii (t1, t2) ∈ kerφ = R, por tanto los
subgrupos de isotroṕıa estan en VCYR. Además, RR = R es contraible,
y si S 6∈ VCYR se tiene RS = ∅.

5 (a) Sea [K] como en (19). Sea (t1, t2) ∈ Z o Z y m ∈ Z − {0}. Por la
ecuación (20) se sigue que

(t1, t2)(0, 2m)(t1, t2)−1 = (0, 2m).

Como [〈(0, 2m)〉] = [K], conclúımos que

NZoZ[K] = Z o Z,

G[K] = {D ⊂ Z o Z | D ∈ F , |D ∩K| =∞} ∪ {1}
= {〈(n, 2m+ 1)〉 | n,m ∈ Z} ∪ {1}.
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(b) Un modelo para EG[K]Z o Z lo definiremos como sigue:
Sabemos que 〈(n, 2m + 1)〉 ⊆ 〈(n, 1)〉 para cualquier n,m ∈ Z. Sea
Kn = 〈(n, 1)〉 y tomamos un punto kn por cada Kn. Observemos que
para g = (t1, t2) ∈ ZoZ, gKng

−1 = Km con m = (−1)t2n+2t1, entonces
Z o Z actúa permutando los subgrupos Kn, n ∈ Z.

Sea X = {kn | n ∈ Z}, definimos una acción de Z o Z en X como
sigue:

g · kn = km sii gKng
−1 = Km.

El Z o Z-conjunto X es un modelo para IG[K]−{1} ya que

g.kn = kn sii g ∈ NZoZ(Kn) = Kn.

Como un modelo para E(ZoZ) es R2, por la Proposición 1.6 conclúımos
que un modelo para EG[K](Z o Z) es la junta X ∗ R2.

2.2.2. El modelo. Aplicando el Teorema 1.4, de los modelos obtenidos
en la Sección 2.2.1 y el hecho de que G×G Y ' Y , tenemos:

R2
∐

R2
∐

l∈I (Z o Z)×Z×Z R2

p
∐
g
∐
k∈I id×Z×Zfl
��

i // R2

��
R
∐
{kn}n∈Z ∗ R2

∐
l∈I (Z o Z)×Z×Z R // E(Z o Z)

(21)

donde I es un sistema completo de representantes de G-órbitas bajo conjuga-
ción de las clases de subgrupos del tipo [R] = [〈(n, 2m)〉], con (n,m) ∈ Z o Z
distinto de (0, 0). Las aplicaciones son dados por la propiedad universal de espa-
cios clasificantes para familias, aplicado a inclusiones de familias de subgrupos.
Son como sigue:

1. La aplicación p : R2 → R es la proyección sobre el eje y, (t, s) 7→ s.
Como ZoZ actúa en el eje y de R2 por traslación y la acción de ZoZ
en R es también por traslación, entonces p es una Z o Z-aplicación
celular. Por definición p es única salvo G-homotoṕıa.

2. La aplicación g : R2 → {kn}n∈Z ∗ R2 es la inclusión, porque la Z o Z-
acción es la misma en R2.

3. Para l ∈ I, fl : R2 → R es la aplicación cociente de R2 por la ĺınea que
pasa por (n, 2m) y el oŕıgen, esta aplicación es Z o Z-equivariante.





Caṕıtulo 3

El grupo modular de una superficie

En este Caṕıtulo se darán algunos conceptos básicos en el estudio del grupo
modular. En la Sección 3.1 veremos algunas propiedades de giros de Dehn.
En la Sección 3.2 veremos la definición de difeomorfismo pseudo-Anosov y
algunas propiedades. En la Sección 3.3 definiremos el complejo de curvas de una
superficie y el Teorema de clasificación de Nielsen-Thurston. Y en las Secciones
3.6 y 3.4 veremos sistemas de reducción canónico y homomorfismos que servirán
para dar una descripción de normalizadores de elementos en el Caṕıtulo 4.
Finalmente veremos el Teorema de descomposición de forma canónica para
elementos del grupo. Algunas referencias son [10], [20] y [14].

Denotaremos por S a una superficie orientable compacta con un conjunto
finito de puntos removidos del interior (perforaciones). La superficie S puede
tener frontera, a menos que se indique que es sin frontera. Sea Diff+(S, ∂S)
el grupo de difeomorfismos de S que preservan la orientación y en la fronte-
ra ∂S son la identidad, con la operación dada por la composición. Dotamos
Diff+(S, ∂S) con la topoloǵıa compacto-abierta.

Definición 3.1. El grupo modular de S es el grupo

Γ(S) = π0(Diff+(S, ∂S))

Es decir, el grupo de clases de isotoṕıa suave de elementos de Diff+(S, ∂S),
donde las isotoṕıas fijan puntualmente ∂S.

Si la superficie S tiene n perforaciones, hay un homomorfismo Γ(S) → Σn

sobre el grupo simétrico, que env́ıa un elemento f ∈ Γ(S) a la correspondiente
permutación de las perforaciones. Denotaremos el núcleo de este homomorfismo
por PΓ(S), llamado el grupo modular puro de S.

De ahora en adelante supondremos que la caracteŕıstica de Euler de S,
χ(S), es menor que cero.

Perforaciones vistas como puntos distinguidos: Algunas veces es conveniente
ver las perforaciones como puntos distinguidos de la superficie. En tal caso, sea
S una superficie compacta orientable, y P un conjunto de puntos del interior.
Denotaremos por Diff+(S, ∂S,P) al grupo de difeomorfismos de S que son la

19



20 3. EL GRUPO MODULAR DE UNA SUPERFICIE

Figura 1. Giro de Dehn en A.

identidad en la frontera y dejan P invariante como conjunto. Entonces Γ(S) es
Diff+(S, ∂S,P) módulo isotoṕıas suaves que son la identidad en la frontera y
dejan invariante P .

3.1. Giros de Dehn

Los giros de Dehn son elementos muy importantes en el grupo modular
Γ(S), ya que aparecen en el conjunto de generadores de Γ(S), ver [10] por
ejemplo. Cuando la superficie S es orientable cerrada de género g, Dehn prueba
que Γ(S) es generada por 2g(g− 1) giros de Dehn. Más tarde Lickorish prueba
que Γ(S) es generado por 3g − 1 giros de Dehn y finalmente Humpries prueba
que son suficientes 2g+1 giros de Dehn. No veremos esos resultados, sin embargo
los giros de Dehn aparecen como subgrupos de normalizadores de elementos
reducibles en Sección 4.2, por lo que son indispensables en el desarrollo de la
tesis.

Sea A ' S1 × [0, 1], el grupo Γ(A) ' Z. Vemos al anillo A en R3 con la
orientación inducida. Sea

T : A→ A

(θ, t) 7→ (θ − 2πt, t).

Este difeomorfismo preserva la orientación y fija ∂A, la clase de isotoṕıa de T
genera Γ(A). Ver Figura 1.

Una curva cerrada a en S es una aplicación continua S1 → S, la cual
identificaremos con su imagen en S. Decimos que una curva cerrada es simple
si la aplicación S1 → S es inyectiva, ver Figura 2.

Definición 3.2. Sea b es una curva cerrada simple (orientada) en S. Sea N
una vecindad regular de b, es decir, N es homeomorfa a b×(0, 1), y elegimos un
difeomorfismo φ : A → N que preserva la orientación. Obtenemos Tb : S → S,
un difeomorfismo definido de la siguiente manera:

Tb(x) =

{
φ ◦ T ◦ φ−1(x) si x ∈ N ;

Id si x ∈ S −N.
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Figura 2. La curva β es simple y α no lo es.

Figura 3. Giro de Dehn Tβ en el toro.

llamado giro de Dehn por b. La clase de isotoṕıa de Tb no depende en la elección
de N ni de φ y tampoco depende de la clase de isotoṕıa de b. Si β es la clase
de isotoṕıa de b, denotaremos la clase de isotoṕıa del giro de Dehn por b como
Tβ, el cual es un elemento bien definido de Γ(S) y lo llamaremos simplemente
giro de Dehn por β.

Otra forma de ver el giro de Dehn, como se muestra en la Figura 3 en el
toro, es cortar por β, después dar el giro y finalmente pegar por la identidad.

Acerca de los giros de Dehn se tienen los siguientes resultados, como refe-
rencia ver Caṕıtulo 3 de [10].

Definición 3.3. El número de intersección geométrico entre dos clases de
isotoṕıa α1 y α2 de curvas cerradas simples en S esta definido como el mı́nimo
número de puntos de intersección entre curvas representantes de α1 y α2, es
denotado como i(α1, α2).

Proposición 3.4. Sean α1 y α2 clases de isotoṕıa de curvas cerradas sim-
ples en S y sea f ∈ Γ(S). Entonces

1. Tα1 = Tα2 si y solo si α1 = α2,
2. Tf(α) = fTαf

−1,
3. f conmuta con Tα1 si y sólo si f(α1) = α1,
4. TαTβ = TβTα si y solo si i(α1, α2) = 0.
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Figura 4. Se muestran vecindades de puntos singulares con 3
y 1 punta respectivamente.

3.2. Difeomorfismos pseudo-Anosov

Los elementos pseudo-Anosov son elementos básicos en Γ(S), éstos tienen
orden infinito y aparecen en la descomposición canónica de elementos de Γ(S)
dada en el Teorema 3.27. En esta Sección veremos la definición de difeomorfis-
mos pseudo-Anosov y algunas propiedades que tienen estos difeomorfismos, las
cuales son un elemento clave para probar la Condición (C) (Teo. 4.10 ) para el
grupo modular de una superficie. Ver [10] como referencia.

Superficies cerradas. Supondremos que la superficie S es cerrada.

Definición 3.5. Una foliación singular F en S es una descomposición de S
en una unión disjunta de subconjuntos de S llamados hojas de F , y un conjunto
finito de S llamados puntos singulares de F , tal que las siguientes condiciones
se cumplen:

(1) Para cada punto no singular p ∈ S existe una carta suave de una ve-
cindad de p a R2 que manda hojas a segmentos horizontales. Las apli-
caciones de transición entre cualesquiera dos cartas son aplicaciones
suaves de la forma (x, y)→ (f(x, y), g(y)). Es decir, las aplicaciones de
transición mandan ĺıneas horizontales en ĺıneas horizontales.

(2) Las singularidades son sillas de montar con k puntas, con k ≥ 3, es
decir de tipo diferencial cuadrática holomorfa zk−2dz2. A la izquierda
en la Figura 4 se muestra el caso con 3 puntas.

Sea F una foliación en S. Un arco suave α en S es transverso a F si α omite
los puntos singulares de F y es transverso a cada hoja de F en cada punto en
su interior. Sean α, β arcos suaves transversos a F . Una isotoṕıa preserva-hoja
de α a β es una aplicación H : I2 → S tal que

(i) H(I × {0}) = α y H(I × {1}) = β;
(ii) Para cada t ∈ I, H(I × {t}) es transverso a F ;

(iii) H({0} × I) y H({1} × I) cada uno está contenido en una sola hoja.
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Definición 3.6. Una medida transversa µ en una foliación F es una función
F que asigna un número real positivo a cada arco suave transverso a F , tal
que µ es invariante bajo isotoṕıas preserva-hoja y µ es regular con respecto a
la medida de Lebesgue. La última condición significa que en cada punto de S
se tiene una vecindad U y una carta suave U → R2 tal que la medida µ es
inducida por |dy| en R2.

Definición 3.7. Una foliación con medida en S es una foliación de S
equipada con una medida transversa µ. Decimos que dos foliaciones con me-
dida son transversas si sus hojas son transversas fuera de las singularidades.
Note que foliaciones con medida transversas tienen las mismas singularidades.

Superficies con perforaciones. Supondremos que la superficie S es
cerrada y tiene un conjunto finito de perforaciones.

Una foliación medible en una superficie cerrada con perforaciones, se define
como en una superficie cerrada, pero en las perforaciones se permiten singula-
ridades con 1 punta (Figura 4).

Definición 3.8. Sea S una superficie cerrada con un conjunto finito P de
puntos removidos. Un difeomorfismo φ : S → S es llamado pseudo-Anosov si
existe un par de foliaciones con medida (F s, µs), (Fu, µu), y un número real
λ > 1 tal que

(i) φ(F s, µs) = (F s, λ−1µs); y φ(Fu, µu) = (Fu, λµu).
(ii) las singularidades con 1 punta de esas foliaciones pertenecen a P .

Las igualdades en (i) significan que φ deja invariantes la foliaciones F s y Fu y
las medidas son escaladas; (F s, µs) es llamada foliación estable de φ, (Fu, µu)
foliación inestable de φ y λ es la dilatación de φ.

Definición 3.9. Sea S una superficie cerrada con un conjunto finito de
perforaciones. Un elemento f ∈ Γ(S) es llamado pseudo-Anosov si tiene un
difeomorfismo pseudo-Anosov en su clase.

Referencia para el siguiente Teorema es [14, Exposé 12].

Teorema 3.10. (Unicidad de pseudo-Anosov) Sea S una superficie cerrada
con un conjunto finito de perforaciones. Dos difeomorfismos pseudo-Anosov en
Diff+(S) isotópicos son conjugados por un difeomorfismo en Diff+(S) isotópico
a la identidad.

Definición 3.11. Una foliación F s es únicamente ergódica si existe una
única medida singular F s-invariante, salvo multiplicación por un escalar, es
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decir, si ν es otra medida invariante bajo F s, existe un escalar a ∈ R tal que
ν(T ) = aµ(T ), para cada transversal T .

El siguiente resultado puede verse en [14, Thm. 12.1] o [10, Thm. 14.16].

Teorema 3.12. (Ergodicidad única) Sea S una superficie cerrada con un
conjunto finito de perforaciones. Las foliaciones estable e inestable de un difeo-
morfismo pseudo-Anosov en S son únicamente ergódicas.

Sea f ∈ Γ(S) pseudo-Anosov y φ un difeomorfismo pseudo-Anosov en su
clase con (F sφ, µsφ) y (Fuφ , µuφ) las foliaciones estable e inestable respectivamente
de φ y λφ la dilatación de φ. Para n ∈ Z− {0},

φn(F sφ, µsφ) = (F sφ, λ−nφ µsφ),(22)

φn(Fuφ , µuφ) = (Fuφ , λnφµuφ).

Entonces si n > 0 (o n < 0), (F sφ, µsφ) y (Fuφ , µuφ) son las foliaciones estable e

inestable (inestable y estable) respectivamente de φn con dilatación λnφ (o λ−nφ ).

Superficies con frontera. Si S es una superficie con frontera no vaćıa,
decimos que f ∈ Γ(S) es pseudo-Anosov si f se restringe a un difeomorfismo
pseudo-Anosov de la superficie cerrada con perforaciones obtenida al remover
la frontera de S.

3.3. Clasificación de elementos en Γ(S)

Sea S una superficie compacta con un conjunto finito de puntos removidos
del interior. El grupo Γ(S) actúa en el complejo de curvas, cuya definición dare-
mos a continuación. Esta acción permite definir una clasificación de elementos
de Γ(S).

Decimos que una curva cerrada simple es esencial si no es homotópica a un
punto, un punto marcado o una componente frontera.

Definición 3.13. El complejo de curvas de S, denotado C(S) es el complejo
simplicial abstracto donde

(i) Los vértices son las clases de isotoṕıa de curvas cerradas esenciales sim-
ples, denotamos por V (S) el conjunto de vértices;

(ii) C(S) tiene un k-simplejo por cada (k+1)-tupla de vértices, de los cuales
cada par tiene representantes disjuntos en sus correspondientes clases
de isotoṕıa.
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Figura 5. En la figura se muestran S y Sσ, con σ = α1 ∪ α2.

El grupo modular actúa en V (S), ya que f ∈ Γ(S) manda vértices en
vértices,

f · α := f(α)

de hecho manda simplejos en simplejos. Entonces se tiene una acción de Γ(S)
en C(S). La realización de un simplejo es la unión de las curvas que representan
sus vértices y son mutuamente disjuntas.

Definición 3.14. Un sistema de reducción para un elemento f ∈ Γ(S) es
un simplejo σ del complejo de curvas tal que f(σ) = σ.

Superficies sin frontera. Sea S una superficie orientable cerrada con
un conjunto finito de puntos removidos.

Definición 3.15. Decimos que un elemento f ∈ Γ(S) es reducible si tiene
sistema de reducción no vaćıo, y es irreducible de otra forma.

Elementos irreducibles de orden finito, llamados periódicos, son representa-
dos por difeomorfismos de orden finito (ver [19] y [24]) y elementos irreducibles
de orden infinito son representados por difeomorfismos pseudo-Anosov. Se tiene
la siguiente clasificación dada en [10, Thm. 13.2]:

Teorema 3.16. (Clasificación de Nielsen-Thurston) Sea S una su-
perficie orientable cerrada de género g y n puntos removidos, con g, n ≥ 0.
Cada f ∈ Γ(S) es o periódico o reducible o pseudo-Anosov. Además elementos
pseudo-Anosov no son periódicos ni reducibles.

3.4. Homomorfismos inducidos de inclusiones

Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de puntos
removidos U . En esta Sección definiremos homomorfismos que usaremos en el
Teorema de la forma canónica de un elemento, que descompone a elementos
reducibles (salvo una potencia). También usaremos estos homomorfismos para
describir los normalizadores de elementos reducibles de Γ(S).
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Figura 6. Se extiende a f como la identidad en las partes sombreadas.

Sea S ′ una subsuperficie compacta de S con un conjunto de perforaciones
T ⊆ U . La inclusión S ′ → S induce un homomorfismo natural,

ηS′ : Γ(S ′)→ Γ(S).(23)

Si g ∈ Γ(S ′) y ψ ∈ Diff+(S′, ∂S′) es un representante de g, definimos ηS′(g)

como la clase de isotoṕıa del difeomorfismo ψ̃ que coincide con ψ en S ′ y es
la identidad fuera de S ′. Por definición, cualquier isotoṕıa entre dos elementos
en Diff+(S′, ∂S′) define una isotoṕıa entre los correspondientes elementos en
Diff+(S, ∂S), por lo que ηS′ esta bien definido.

Teorema 3.17. [10, Thm.3.18] Sea S una superficie orientable cerrada con
un conjunto finito U de puntos removidos. Sea S ′ una subsuperficie compacta de
S con un conjunto finito de puntos removidos T ⊆ U . Suponga que S ′ es distinta
de un anillo cerrado y ninguna componente de S−S ′ es un disco abierto. Sea ηS′
el homomorfismo inducido de la inclusión. Sean τ1, ...τb, las clases de isotoṕıa
de las componentes frontera de S ′ que acotan discos 1-perforados en S − S ′ y
sean {β1, γ1}, ..., {βd, γd} las parejas de componentes frontera de S ′ que acotan
anillos en S − S ′. Entonces el núcleo de ηS′ es el grupo abeliano libre

ker(ηS′) = 〈Tτ1 , ..., Tτb , ..., Tβ1T
−1
γ1
, ..., TβdT

−1
γd
〉.

En particular, si ninguna componente de S − S ′ es un anillo abierto, un disco
abierto, o un disco 1-perforado, entonces ηS′ es inyectiva.

Cortando la superficie. Sea σ ∈ C(S), C su realización en S y Nσ una
vecindad abierta regular de C en S (NC es homeomorfa a C×(0, 1)). Denotamos
por Sσ = S−Nσ y por S1, .., Sk las componentes conexas de Sσ. En la Figura 5
se muestra un ejemplo de Sσ en el que σ = α1∪α2. De las inclusiones Sσ → S
y Si → S denotaremos por

ηSσ : Γ(Sσ)→ Γ(S), ηSi : Γ(Si)→ Γ(S),(24)
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Figura 7. Tapando cada componente frontera con un disco 1-perforado.

los homomorfismos inducidos respectivamente. Luego por el Teorema 3.17 se
tiene ker(ηSσ) = 〈Tβ1T

−1
γ1
, ..., TβrT

−1
γr 〉, donde βi y γi son las dos componentes

frontera de Nσ que son isotópicas a αi en S. Observe que cada componente
conexa de Sσ tiene al menos una componente frontera (que viene de la vecindad
de σ), como elementos en Γ(Sσ) fijan puntualmente la frontera, entonces no

permutan las componentes conexas de Sσ, por tanto Γ(Sσ) =
∏k

i=1 Γ(Si). De lo
anterior conclúımos que cualquier elemento en la imagen ηSσ(Γ(Sσ)) fija cada
subsuperficie Si de S.

Tapando la frontera. En cada componente frontera de Sσ pegamos un disco

con una perforación y denotamos esa superficie por Ŝσ y a cada componente

conexa de Ŝσ la denotaremos por Ŝi. En la Figura 7 se muestra un ejemplo.
Denotamos por

θSσ : Γ(Sσ)→ Γ(Ŝσ) y θSi : Γ(Si)→ Γ(Ŝi),(25)

a los homomorfismos inducidos por las inclusiones Sσ → Ŝσ y Si → Ŝi para
cada i, llamados homomorfismos de encorche. Por el Teorema 3.17, ker(θSσ) =

〈Tβ1 , ..., Tβr , Tγ1 , ..., Tγr〉. Luego, la imagen θSi(Γ(Si)) = Γ(Ŝi,Qi) es el sub-

grupo de Γ(Ŝi) que fija puntualmente los puntos removidos en Qi que vienen
de componentes frontera de Si al tapar las componentes frontera con discos
con una perforación. Como elementos en Γ(Sσ) dejan fijas puntualmente las
componentes frontera de Sσ y cada Si tiene al menos una componente fronte-
ra, se tiene que elementos de Γ(Sσ) no permutan las superficies Si, entonces

Γ(Sσ) =
∏k

i=1 Γ(Si). Conclúımos que θSσ = Πk
i=1θSi , entonces

θSσ : Γ(Sσ)→
k∏
i=1

Γ(Ŝi,Qi).(26)

donde
∏k

i=1 Γ(Ŝi,Qi) puede ser visto como el subgrupo de Γ(Ŝσ) que fija cada

Ŝi y fija puntualmente los puntos removidos en Q = ∪ki=1Qi de Ŝσ.



28 3. EL GRUPO MODULAR DE UNA SUPERFICIE

Figura 8. Se extiende a f como la identidad en las partes sombreadas.

Como curvas cerradas esenciales no son isotópicas a componentes frontera

se tiene que C(Si) = C(Ŝi). Note que f es pseudo-Anosov si y sólo si θSi(f) es
pseudo-Anosov y g es reducible si y sólo si θSi(g) es reducible.

3.5. Subgrupos de Congruencia

Definiremos los subgrupos de congruencia de Γ(S), que son subgrupos de
ı́ndice finito de Γ(S) y veremos varias cualidades que tienen a continuación. En
la Sección 5.3 daremos una cota para la dimensión geométrica para la familia
de subgrupos virtualmente ćıclicos y dicha cota nos dará una cota para el grupo
entero Γ(S).

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito de puntos
removidos.

Definición 3.18. Sea m > 1, sea ψ : Γ(S) → Aut(H1(S,Z/mZ)), el ho-
momorfismo natural definido por la acción de difeomorfismos en el grupo de
homoloǵıa de la superficie, definimos

Γm(S) = kerψ,

llamado subgrupo de congruencia de Γ(S). Notemos que Γm(S) es un subgrupo
de ı́ndice finito de Γ(S).

Definición 3.19. Decimos que un difeomorfismo ψ ∈ Diff+(S, ∂S) es puro
si para alguna 1-variedad C (posiblemente vaćıa) de S la siguiente condición
se satisface:

(P) C es la realización de algún σ ∈ C(S) o C es vaćıa; ψ fija C, no in-
tercambia las componentes de S − C, e induce en cada componente de
S−C un difeomorfismo isotópico a uno pseudo-Anosov o a la identidad.
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Llamamos a un elemento f ∈ Γ(S) puro si la clase de isotoṕıa de f contiene
un difeomorfismo puro. Un subgrupo H ⊆ Γ(S) es llamado puro si todo h ∈ H
es puro.

De los Corolarios 1.6 y 1.8 de [20], tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.20. Sea S una superficie orientable cerrada con un número
finito de puntos removidos. Si m ≥ 3, el subgrupo Γm(S) es puro y libre de
torsión.

Teorema 3.21. [20, Thm. 1.2] Sea S una superficie orientable cerrada con
un número finito de puntos removidos y sea C una 1-subvariedad cerrada de
S cuyas componentes no son homotópicamente triviales, y sea φ : S → S un
difeomorfismo. Si φ(C) = C y φ∗ : H1(S,Zm)→ H1(S,Zm) es el automorfismo
identidad, entonces φ deja invariante cada componente de C∪∂S, preserva sus
orientaciones, preserva la orientación de S, y deja invariante cada componente
de S − C.

En el Teorema 3.21 no se requiere que el difeomorfismo φ fije puntualmente
las componentes frontera.

Desde ahora m será mayor o igual a 3. Entonces si f ∈ Γm(S) y σ ∈ C(S)
con f(σ) = σ, por el Teorema 3.21 se tiene que f fija cada uno de los vértices
de σ.

3.6. Sistema de reducción canónico

Sea S una superficie orientable cerrada con un número finito de puntos
removidos. Los sistemas de reducción de elementos reducibles son importantes,
pero no son únicos. Definiremos sistema de reducción canónico, el cual es único,
que nos ayudará a describir (salvo una potencia) los elementos en Γ(S) de forma
canónica (Teorema 3.27).

Definición 3.22. Una clase de isotoṕıa α ∈ V (S) es llamada clase esencial
de reducción para un subgrupo G ⊆ Γm(S) si satisface dos condiciones: (i)
g(α) = α para cada g ∈ G; (ii) si β ∈ V (S) y i(α, β) 6= 0, entonces g(β) 6= β
para algún g ∈ G. El conjunto de clases de reducción esenciales es un simplejo
en C(S), el cual es llamado sistema de reducción canónico para G y es denotado
como σ(G). Se define en general para H ⊂ Γ(S) como σ(H) = σ(H ∩ Γm(S))
y para f ∈ Γ(S) se define σ(f) := σ(〈f〉).

Note que el sistema de reducción canónico de un elemento puro es la in-
tersección de todos los sistemas de reducción σ que cumplen la condición (P)



30 3. EL GRUPO MODULAR DE UNA SUPERFICIE

(de la definición de difeomorfismo puro), en este sentido, el sistema de reduc-
ción canónico es el sistema de reducción más pequeño que cumple (P). Por el
Teorema 3.20, todo elemento f ∈ Γ(S) elevado a una potencia n ∈ N es puro.

Ejemplos 3.23.

1. Los elementos pseudo-Anosov y los elementos periódicos tiene sistema
de reducción canónico vaćıo [20].

2. El giro de Dehn Tα tiene sistema de reducción canónico σ(Tα) = α.

Para los siguientes resultados ver: Corolario 7.12, Lemma 7.3 y Sec. 7.2 de
[20].

Lema 3.24. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito
de puntos removidos. Entonces elementos reducibles de Γ(S) tienen sistema de
reducción canónico no vaćıo.

Lema 3.25. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito
de puntos removidos. Sean H,G subgrupos de Γ(S).

(i) Si H EG es de ı́ndice finito, entonces σ(G) = σ(H);
(ii) Si g ∈ Γ(S), entonces σ(gGg−1) = gσ(G).

Lema 3.26. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito
de puntos removidos. Sean f, g ∈ Γ(S) tal que f q = gfpg−1 para algunos p, q ∈
Z− {0}, entonces gσ(f) = σ(f).

Demostración. Por hipótesis σ(f q) = σ(gfpg−1), por el Lema 3.25

σ(f q) = σ(f) y σ(gfpg−1) = σ(gfg−1),

entonces σ(gfg−1) = σ(f). Y por el Lema 3.25 σ(gfg−1) = gσ(f), por lo tanto
gσ(f) = σ(f). �

Cortando S por el sistema reducción canónico σ de un elemento en Γ(S) y
aplicando el Teorema de clasificación de Nielsen-Thurston a cada subsuperficie
de Sσ podemos obtener una descomposición del elemento, [10, Cor. 13.3].

Teorema 3.27 (Forma canónica). Sea f ∈ Γ(S) y σ = σ(f) = α1∪...∪αr su
sistema de reducción canónico. Sea Sσ = S1∪ ...∪Sk y Nσ como antes. Además
suponga que la cerradura Nσ = Sk+1∪· · ·∪Sk+r es unión de vecindades cerradas
disjuntas Sk+i de curvas representantes de los αi. Existe un representante φ ∈
Diff+(S) de f que permuta las subsuperficies Si, entonces alguna potencia de φ
deja cada Si invariante. De hecho, existe un entero p > 0 tal que φp(Si) = Si
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Figura 9. Ilustración de la forma canónica.

para toda i y

fp =
k+r∏
i=1

ηSi(f i),(27)

donde fi ∈ Γ(Si) es o pseudo-Anosov o la identidad para 1 ≤ i ≤ k y es una
potencia del giro de Dehn en la curva αi−k para k + 1 ≤ i ≤ k + r.

Observación 3.28. En (27), para 1 ≤ j ≤ r, ηSj+k(f j+k) = T
nj
αj , con

nj ∈ Z. Además si f ∈ Γm(S), por el Teorema 3.21 y porque Γm(S) es un
subgrupo puro, siempre podemos tomar p = 1.





Caṕıtulo 4

Conmensuradores de subgrupos ćıclicos infinitos de Γ(S)

El objetivo de este Caṕıtulo es dar una descripción de los conmensuradores
de subgrupos ćıclicos infinitos C de Γ(S) (Sección 4.4). Para ello, en la Sección
4.1 veremos estabilizadores de un simplejo σ ∈ C(S), lo que nos ayudará a
describir los normalizadores de elementos reducibles de Γ(S) en la Sección 4.2.
Y en la Sección 4.3 probaremos que Γ(S) cumple la Condición (C) definida en
la Sección 1.4.

4.1. Estabilizadores

En esta Sección S denotará una superficie orientable cerrada, posiblemente
con un conjunto finito de puntos removidos. Veremos una descripción de los
estabilizadores Γ(S)σ, la cual nos ayudará a ver cómo son los normalizadores
de elementos reducibles en Γ(S).

Sea σ ∈ C(S), con vértices α1, ..., αr y Sσ = S1∪· · ·∪Sk como en la Sección
3.4. Note que si S tiene género g y n puntos removidos, entonces σ ∈ C(S)
tiene a lo más 3g − 3 + n vértices y Sσ tiene a lo más 2g − 2 + n componentes
Si, ver [10].

Consideremos la acción de Γ(S) en el complejo de curvas C(S), denotemos
el estabilizador de σ en Γ(S) por

Γ(S)σ = {g ∈ Γ(S)|g(σ) = σ}.
Sea f ∈ Γ(S)σ y C la realización de σ en S. Si F está en la clase de f , F (C) es
isotópica a C, por el Teorema de extensión de isotoṕıas, podemos suponer que
F fija C, entonces el difeomorfismo F determina un difeomorfismo S −C, que
determina un elemento en Γ(S−C). Como S−C es naturalmente homeomorfa

a Ŝσ, existe un isomorfismo natural Γ(S − C) ' Γ(Ŝσ). De esta forma se
obtiene el siguiente homomorfismo, llamado homomorfismo de corte. Siguiendo
esta notación se tiene la siguiente Proposición, dada en [20, Sec. 7.5] y en [10,
Prop. 3.20].

33
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Figura 1. Se muestra el homomorfismo ρσ,0 como la composi-
ción θSση

−1
Sσ

.

Proposición 4.1. Existe un homomorfismo bien definido

ρ : Γ(S)σ → Γ(Ŝσ).(28)

con núcleoel el grupo abeliano libre 〈Tα1 , ..., Tαr〉.

Note que elementos de Γ(Ŝσ) pueden permutar las componentes conexas

de Ŝσ. Restringiremos el homomorfismo ρ a dos subgrupos de ı́ndice finito de

Γ(S)σ tales que su imagen bajo ρ no permuta las componentes conexas de Ŝσ.
Tal restricción es la composición de dos homomorfismos que dimos en la Sección
3.4.

Sea Γ(S)0
σ el subgrupo de ı́ndice finito de Γ(S)σ de elementos que fijan cada

αi con orientación. Como f ∈ Γ(S)0
σ fija la orientación de cada αi, preserva los

lados de una vecindad regular de cada αi y por tanto fija cada Si. La restricción
ρσ,0 = ρσ|Γ(S)0

σ
corresponde a la composición

ρσ,0 = θSση
−1
Sσ
,

donde θSσ : Γ(Sσ) → Γ(Ŝσ) y ηSσ : Γ(Sσ) → Γ(S) fueron definidos en (25) y
(24). El homomorfismo ρσ,0 esta bien definido ya que ker(ηSσ) ⊆ ker(θSσ), ver
la prueba de [10, Prop. 3.20]. Por tanto

ρσ,0 : Γ(S)0
σ →

k∏
i=1

Γ(Ŝi,Qi),(29)

es sobreyectiva y ker(ρσ,0) = ker(ρσ). En la Figura 1 se muestra un ejemplo de
la composición, en la cual se puede apreciar que los giros de Dehn Tαi están en
el núcleo.
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Otro subgrupo de Γ(S)σ es el subgrupo Γm(S)σ, considerado por Ivanov en
[20, Sec.7.5]. Por el Teorema 3.21, elementos en Γm(S)σ fijan cada curva αi
con orientación y cada subsuperficie Si, entonces Γm(S)σ ⊆ Γ(S)0

σ, denotare-

mos por ρσ,m = ρσ,0|Γm(S)σ , entonces ρσ,m : Γm(S)σ →
∏k

i=1 Γ(Ŝi,Qi). Además
tenemos que ker(ρσ,m) ' Zs, con s ≤ r. Si g ∈ Γm(S)σ y ρσ,m(g) = (g1, ..., gk),
por definición de ρσ y como g es puro, cada gi es puro, entonces la imagen

ρσ,m(Γm(S)σ) es un subgrupo puro de
∏k

i=1 Γ(Ŝi,Qi) y por tanto es libre de

torsión, denotaremos este subgrupo por
∏k

i=1 Γi, donde Γi es la proyección de

la imagen de ρσ,m sobre Γ(Ŝi,Qi), entonces

ρσ,m : Γm(S)σ →
k∏
i=1

Γi.(30)

La siguiente observación la usaremos en la prueba de Proposición 4.5, don-
de se da una descripción de centralizadores de elementos reducibles de Γm(S).
También la usaremos en las Proposiciones 5.7 y 4.12, donde se prueban pro-
piedades claves para el cómputo de los conmensuradores de subgrupos virtual-
mente ćıclicos infinitos de Γ(S).

Observación 4.2. Sea f ∈ Γm(S) con σ = σ(f). Por la Observación 3.28,
la forma canónica de f del Teorema 3.27 es

f = Πk
i=1ηSi(f i)Π

r
j=1T

nj
αj
,

donde cada f i ∈ Γ(Si) es la identidad o pseudo-Anosov.
Sea ρσ,m(f) = (f1, ..., fk). Observemos que f ∈ Γm(S)σ y (f 1, ..., fk) ∈ η−1

Sσ
(f).

Como ρσ,m(f) = θSση
−1
Sσ

(f) y ρσ,m esta bien definida, entonces

(f1, ..., fk) = θSσ(f 1, ..., fk)

= (θS1(f 1), ..., θSk(fk)),

entonces para cada i, fi = θSi(f i), por tanto fi es pseudo-Anosov o la identidad.

4.2. Normalizadores

En esta sección daremos una descripción de normalizadores en Γ(S) de
subgrupos ćıclicos infinitos de Γm(S) y Γ(S), aśı como algunas propiedades que
cumplen los normalizadores. Denotaremos por CH(f) y NH(f) el centralizador
y el normalizador respectivamente del subgrupo 〈f〉 en H.
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Teorema 4.3. [31, Thm. 1] Sea S una superficie orientable cerrada con un
conjunto finito de puntos removidos. Sea f ∈ Γ(S) pseudo-Anosov. El centra-
lizador CΓ(S)(f) es una extensión finita de un grupo ćıclico y el normalizador
NΓ(S)(f) contiene a CΓ(S)(f) como subgrupo normal de ı́ndice 1 o 2.

Observación 4.4. Con las hipótesis del Teorema 4.3, si m ≥ 3, el grupo
Γm(S) es libre de torsión para. Si f ∈ Γm(S) es pseudo-Anosov, entonces
CΓm(S)(f) = NΓm(S)(f) es un subgrupo ćıclico infinito.

Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de puntos
removidos. Sea f ∈ Γm(S) reducible y σ = σ(f) con vértices α1, ..., αr. Por
el Lema 3.26, CΓ(S)(f) y NΓ(S)(f) son subgrupos del estabilizador Γ(S)σ. Sea
Γ(S)0

σ el subgrupo de Γ(S)σ que fija cada αi con orientación y ρσ,0 como en
(29), entonces

1 // Zr // Γ(S)0
σ

ρσ,0 //
∏k

i=1 Γ(Ŝi,Qi) // 1.

Denotaremos por CΓ(S)(f)0 = CΓ(S)(f)∩Γ(S)0
σ y NΓ(S)(f)0 = NΓ(S)(f)∩Γ(S)0

σ,
subgrupos de ı́ndice finito de CΓ(S)(f) y NΓ(S)(f) respectivamente.

Proposición 4.5. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto
finito de puntos removidos. Sea f ∈ Γm(S) − {Id} reducible con σ(f) = σ y
sea ρσ,0(f) = (f1, ..., fk), entonces

1 // Zr // CΓ(S)(f)0
ρσ,0 //

∏k
i=1 CΓ(Ŝi,Qi)(fi)

// 1.(31)

y CΓ(S)(f)0 tiene ı́ndice 1 o 2 en NΓ(S)(f)0.

Demostración. Escribimos f en su forma canónica como en (27),

f = Πk
i=1ηSi(f i)Π

r
j=1T

nj
αj
,

por la Observación 4.2,

(f1, ..., fk) = (θS1(f 1), ..., θSk(fk)),(32)

donde cada fi es la identidad o pseudo-Anosov. Sea g ∈ Γ(S)0
σ, siguiendo

el método del 3.27, como g fija cada subsuperficie Si de Sσ y cada αi con
orientación, g puede ser escrito como

g = Πk
i=1ηSi(gi)Π

r
j=1T

mj
αj
,

con cada mj ∈ Z, pero gi puede ser reducible, periódico o pseudo-Anosov, para
cada i. Podemos hacer como en la Observación 4.2 para g, entonces ρσ,0(g) =
(g1, ..., gk) = (θS1(g1), ..., θSk(gk)).
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Se tiene que

gfg−1 = Πk
i=1ηSi(gi)ηSi(f i)ηSi(gi)

−1Πr
j=1T

nj
αj
,(33)

entonces

f = gfg−1 si y solo si ηSi(f i) = ηSi(gi)ηSi(f i)ηSi(gi)
−1 ∀i.(34)

Ya que ηSi(f i) es la clase de isotoṕıa del difeomorfismo de S que coincide con
f i en Si y es la identidad fuera de Si, tenemos que

ηSi(f i) = ηSi(gi)ηSi(f i)ηSi(gi)
−1 ∀i si y solo si gif ig

−1
i = f i ∀i.(35)

Luego, si θSi(gi) conmuta con θSi(f i), entonces f igif
−1

i g−1
i está en ker θSi , el

cual es el grupo abeliano generado por giros de Dehn de curvas isotópicas

a componentes de ∂Si. Pero al hacer la multiplicacion f igif
−1

i g−1
i los giros

de Dehn en curvas isotópicas a componentes de ∂Si se eliminan, entonces

f igif
−1

i g−1
i = IdSi , es decir, f i conmuta con gi. Entonces

gif ig
−1
i = f i ∀i si y solo si θSi(f i) = θSi(gi)θSi(f i)θSi(gi)

−1 ∀i.(36)

De (32), (34), (35) y (36), conclúımos que

gfg−1 = f si y solo si gifig
−1
i = fi ∀i.

Ya que no hay restricciones para mj, con j ∈ {1, .., r}, entonces se tiene la
sucesión exacta (31).

Además, de la igualdad (33), si algún nj 6= 0, entonces CΓ(S)(f)0 coincide
con NΓ(S)(f)0. Por otra parte, suponga que ni = 0 para toda i, entonces

f = Πk
i=1ηSi(f i)

y ρσ,0(f) = (f1, .., fk), donde cada fi es la identidad o pseudo-Anosov. Luego
ρσ,0(NΓ(S)(f)0) ⊆ Πk

i=1NΓ(Ŝi)
(fi) y por el Teorema 4.3, CΓ(Ŝi)

(fi) es de ı́ndice 1

o 2 en NΓ(Ŝi)
(fi), de lo que podemos conclúır que CΓ(S)(f)0 tiene ı́ndice 1 o 2

en NΓ(S)(f)0. �

De la Proposición 4.5 y el Teorema 4.3 tenemos:

Proposición 4.6. Sea S una superficie orientable cerrada con una conjunto
finito de puntos removidos. Sea f ∈ Γm(S) − {Id} reducible con σ(f) = σ.
Suponga que ρσ,0(f) = (IdS1 , ..., IdSa , fa+1, ..fa), donde fi es pseudo-Anosov
para i ∈ {a+ 1, a+ 2, ..., k} (renombrando las componentes conexas de Sσ si es
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necesario). Entonces

1 // Zr // CΓ(S)(f)0 ρσ //
∏a

i=1 Γ(Ŝi,Qi)
∏k

j=a+1 Vj
// 1,(37)

donde Vj es el centralizador de fj en Γ(Ŝj,Qj), el cual es virtualmente ćıclico
para toda j ∈ {a+ 1, ..., k}.

Superficies con frontera. Si la superficie S tiene frontera no vaćıa,
suponga que tiene b 6= 0 componentes frontera β1, ..., βb, sea

θS : Γ(S)→ Γ(Ŝ),

el homomorfismo de encorche, con ker(θS) = 〈Tβ1 , ..., Tβb〉 ' Zb. Sea R el

subgrupo de puntos perforados de Ŝ que vienen de componentes frontera de S,

entonces θS(Γ(S)) = Γ(Ŝ,R) es el subgrupo de Γ(Ŝ) que no intercambia los
puntos de R. Sea f ∈ Γ(S), tenemos

1 // Zb // CΓ(S)(f)
θS // CΓ(Ŝ,R)(θS(f)) // 1.(38)

Esto se sigue del hecho de que si g ∈ Γ(S) es tal que θ(g) conmuta con θ(f),
entonces gfg−1f−1 ∈ ker θS, pero el elemento gfg−1f−1 no tiene giros de Dehn
en curvas isotópicas a la frontera, por tanto gfg−1f−1 = Id.

Observemos que elementos en Γ(S) dejan invariante una vecindad regular
de la frontera ∂S. Entonces, si f tiene un giro de Dehn T yβi con y 6= 0, entonces

para cualquier g ∈ Γ(S), se tiene que gfg−1 tiene la misma potencia del giro
de Dehn T yβi , por tanto

NΓ(S)(f) = CΓ(S)(f).(39)

Y si f no tiene giros de Dehn en las curvas β1, ..., βb, entonces

gfg−1 = f±1 si y solo si θS(g)θS(f)θS(g)−1 = θS(f)±1.

Entonces

1 // Zb // NΓ(S)(f)
θS // NΓ(Ŝ,R)(θS(f)) // 1 .(40)

Ahora veremos algunos resultados de normalizadores de subgrupos ćıclicos
infinitos en Γ(S).

Teorema 4.7. [7, Thm. 6.1] Sea S una superficie orientable compacta con
un conjunto finito de puntos removidos. Sean G ⊆ Γ(S) un subgrupo puro. Si
f, g ∈ G son tal que f t = gt para algún entero t ≥ 1, entonces f = g.
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Lema 4.8. Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito
de puntos removidos. Sea f ∈ Γm(S) y t ∈ Z− {0}, entonces

CΓm(S)(f) = CΓm(S)(f
t), CΓ(S)(f) = CΓ(S)(f

t)

y

NΓm(S)(f) = NΓm(S)(f
t), NΓ(S)(f) = NΓ(S)(f

t).

Demostración. Suponga que t ≥ 1. Como NΓm(S)(f) ⊆ NΓm(S)(f
t), ne-

cesitamos probar la otra contención. Si h ∈ NΓm(S)(f
t),

(hfh−1)t = (f i)t

para algún i ∈ {1,−1}. Por el Teorema 3.20 el grupo Γm(S) es puro, luego
f i, hfh−1 ∈ Γm(S), aplicando el Teorema 4.7 conclúımos que

hfh−1 = f i,

por tanto h ∈ NΓm(S)(f). Como Γm(S) es normal en Γ(S), podemos usar el
Teorema 4.7 de igual forma para probar que NΓ(S)(f) = NΓ(S)(f

t). Tomando
i = 1, tenemos la prueba para los centralizadores. �

Lema 4.9. Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito
de puntos removidos. Sea σ ∈ C(S) con vértices α1,...,αr, y f = Πr

i=1T
ni
αi

, con

ni ∈ Z− {0}, entonces NΓ(S)(f) = NΓ(S)(f
k), para cualquier k 6= 0.

Demostración. Sea g ∈ NΓ(S)(f
k), probaremos que g ∈ NΓ(S)(f). Por el

Lema 3.25, g(σ) = σ, pero g puede permutar α1, ..., αr. Sea δ ∈ Σr tal que
g(αi) = αδ(i) para toda i. Por los resultados acerca de giros de Dehn dados en
la Sección 3.1 y porque f jk = gfkg−1, para algún j ∈ {1,−1}, tenemos

Πr
i=1T

jkni
αi

= gΠr
i=1T

kni
αi
g−1

= Πr
i=1T

kni
αδ(i)

,

por lo que conclúımos que jkni = knδ(i) ∀i, entoncesjni = nδ(i) para toda i.
Por otra parte, tenemos que

gfg−1 = gΠr
i=1T

ni
αi
g−1

= Πr
i=1T

ni
αδ(i)

,

como jni = nδ(i) entonces

gfg−1 = Πr
i=1T

jnδ(i)
αδ(i) = f j,

por lo tanto g ∈ NΓ(S)(f). �



40 4. CONMENSURADORES DE SUBGRUPOS CÍCLICOS INFINITOS DE Γ(S)

4.3. Condición (C) para Γ(S)

Usaremos las propiedades de difeomorfismos pseudo-Anosov que dimos en
la Sección 3.2 para probar la siguiente:

Condición (C): ∀g, h ∈ Γ(S) con |h| =∞ y k, l ∈ Z tal que ghkg−1 = hl,
entonces |k| = |l|.

Esta propiedad nos ayudará en el cómputo de los conmensuradores de subgru-
pos virtualmente ćıclicos infinitos.

Teorema 4.10. Sea S una superficie compacta orientable, posiblemente
con un conjunto finito de puntos removidos del interior y χ(S) < 0. El grupo
Γ(S) satisface la condición (C).

Demostración. I. La prueba para superficies sin frontera será dada en
las Proposiciones 4.11 y 4.12, ya que elementos de orden infinito son reducibles
o pseudo-Anosov. II. Si S tiene b componentes frontera. Sean h, g ∈ Γ(S) con
|h| =∞ tales que ghpg−1 = hq para algunos p, q ∈ Z− {0}. Sea

θS : Γ(S)→ Γ(Ŝ),

el homomorfismo inducido de la inclusión S → Ŝ como en (25), y por el Teorema
3.17, ker(θS) ' Zb el grupo abeliano libre generado en los giros de Dehn basados
en las curvas isotópicas a las componentes frontera de S.

Observemos que ker(θS) es central en Γ(S), entonces si h ∈ ker(θS) podemos
concluir que p = q. Por otro lado si h 6∈ ker(θS), aplicando θS, tenemos

θS(g)θS(h)pθS(g)−1 = θS(h)q,

por el caso I el grupo Γ(Ŝ) satisface la condición (C) y |θS(h)| =∞, por tanto
conclúımos que |p| = |q|. �

Proposición 4.11. Sea S una superficie orientable cerrada, con un con-
junto finito de puntos removidos y χ(S) < 0. Sean h1, ..., hr ∈ Γ(S) un número
finito de clases pseudo-Anosov, supongamos que existen g1, ..., gr ∈ Γ(S) y una
permutación γ ∈ Σr tal que

gih
p
i g
−1
i = hqγ(i), ∀i ∈ {1, ..., r},(41)

para algunos p, q ∈ Z− {0}, entonces |p| = |q|.

Demostración. Suponga p > 0 y denote por I = {1, ..., r}. Para cada
i ∈ I, sea φi difeomorfismo pseudo-Anosov en las clase hi, por el Teorema 3.10,
de unicidad de pseudo-Anosovs, existe ∀i ∈ I Gi ∈ Diff+(S) en la clase gi , tal
que Giφ

p
iG
−1
i = φqγ(i).
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Sean (F si , µsi ) y (Fui , µui ) foliaciones estable e inestable de φi con dilatación
λi > 1, para i ∈ I.

Por (22), si n > 0 ( n < 0), (F si , µsi ) y (Fui , µui ) son las foliaciones estable
e inestable (inestable y estable) respectivamente de φni con dilatación λni ( o
λ−ni ).

Suponga que q > 0. Siguiendo la prueba de [14, Lem. 16, Exp. 12], Gi

env́ıa la foliación (in)estable de φpi a la foliación (in)estable de φqγ(i). Como las

foliaciones son únicamente ergódicas, se tiene:

G(F si , µsi ) = (F sγ(i), aµ
s
γ(i)), G(Fui , µui ) = (Fuγ(i), bµ

u
γ(i)),

con ab = 1, (ver [31, Lem. 1]). Ya que se tiene

φqγ(i)(F
s
γ(i), aµ

s
γ(i)) = φqγ(i)(G(F si , µsi ))

= GφpiG
−1(G(F si , µsi ))

= Gφpi (F si , µsi )
= G(F si , λ

−p
i µsi )

= (F sφ, λ
−p
i aµsφ),

en forma similar se hace con (Fuγ(i), µ
u
γ(i)), entonces el difeomorfismo φqγ(i) tiene

la misma dilatación que φpi . Entonces λpi = λqγ(i), ∀i ∈ I. Como λi > 1 ∀i, λpi
tiene solo una q-ésima ráız real positiva, entonces

λ
p
q

i = λγ(i), ∀i ∈ I.(42)

Si para algún i, γ(i) = i, entonces p = q. Si γ(i) 6= i ∀i, sea n > 2 el mı́nimo
entero positivo tal que γn(1) = 1. De la igualdad (42) tenemos que

λ
p
q

γa(1) = λγa+1(1), a ∈ {0, ..., n},(43)

por tanto, λ1 = λ
( p
q

)n

1 . Como λ1 > 1, conclúımos que p = q. Por otra parte,
si q < 0, tenemos que λpi = λ−qγ(i), de manera similar podemos concluir que
p = −q. �

Proposición 4.12. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto
finito de puntos removidos y χ(S) < 0. Sea f ∈ Γ(S) reducible tal que f q =
gfpg−1 para algún g ∈ Γ(S) y p, q ∈ Z− {0}, entonces |q| = |p|.

Demostración. Como Γm(S) es un subgrupo de ı́ndice finito en Γ(S),
podemos suponer que f ∈ Γm(S). Denote por I = {1, ..., r} y J = {1, ..., k}.
Sea σ = σ(f), suponga que σ tiene vértices α1, ..., αr. Por hipótesis y por el

Lema 3.26, gσ = σ, entonces g ∈ Γ(S)σ. Sea ρσ : Γ(S)σ → Γ(Ŝσ) como en el
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Teorema 4.1.
CASO 1: Suponga que f ∈ ker(ρσ), es decir, f = Πr

i=1T
ni
αi

; podemos suponer
que mcd{n1, ..., nr} = 1. Notemos que g puede permutar α1, ..., αr, sea δ ∈ Σr

tal que g(αi) = αδ(i) ∀i ∈ I. Como los αi’s tienen realizaciones disjuntas en
S, los giros de Dehn Tαi conmutan, además gTαig

−1 = Tg(αi) = Tαδ(i) (ver Sec.

3.1), entonces por hipótesis se tiene

Πr
i=1T

qni
αi

= gΠr
i=1T

pni
αi
g−1

= Πr
i=1T

pni
αδ(i)

,

de donde conclúımos que qni = pnδ−1(i) ∀i ∈ I. Otra forma de verlo es:
v1 = (n1, ..., nr), v2 = (nδ−1(1), ..., nδ−1(r)) en Zr y qv1 = pv2, entonces v1 y
v2 deben estar sobre la misma ĺınea en Rr. Como v2 es obtenido al permutar
las coordenadas de v1, conclúımos que v1 = v2 o v1 = −v2, por tanto |p| = |q|.
CASO 2: Supongamos ahora que f 6∈ ker(ρ). Como f ∈ Γm(S), ρσ(f) fija

cada subsuperficie Ŝj de Ŝσ. Para j ∈ J , sea f̃j = ρ(f)|Ŝj : Ŝj → Ŝj. No-

te que ρσ(g) puede permutar las subsuperficies Ŝj de Ŝσ, sea g̃j = ρσ(g)|Ŝj
∀j ∈ J y γ ∈ Σk tal que g̃j : Ŝj → Ŝγ(j), ∀j ∈ J . Por hipótesis tenemos que
ρσ(f)q = ρσ(g)ρσ(f)pρσ(g)−1, entonces

g̃j f̃
p
j g̃
−1
j = f̃ qγ(j), ∀j ∈ J.(44)

Como f ∈ Γm(S) y ρσ(f) 6= Id, para algún l ∈ J , f̃l es pseudo-Anosov (ver la
Observación 4.2). Sea n > 0 el mı́nimo entero tal que γn(l) = l, de (44) se tiene

g̃γi(l)f̃
p
γi(l)

g̃−1
γi(l)

= f̃ q
γi+1(l)

, ∀i ∈ {0, 1, ..., n}.

Entonces f̃γi(l) es pseudo-Anosov para cada i ∈ {0, 1, ..., n−1}. Como Ŝl y Ŝγi(l)
son homeomorfas ∀i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, entonces podemos aplicar la Proposición
4.11, por tanto |p| = |q|. �

4.4. Descripción de los conmensuradores

Seguiremos la misma notación que en la Sección 1.2. Sea ICG el conjunto
de subgrupos ćıclicos infinitos de G, para C ∈ ICC sea [C] su clase.

Lema 4.13. Sea S una superficie compacta orientable, posiblemente con un
conjunto finito de puntos removidos del interior y χ(S) < 0. Sea m ≥ 3 fijo.
Sea C = 〈g〉 ∈ ICΓ(S) y n ∈ N el mı́nimo entero positivo tal que gn ∈ Γm(S).
Entonces

NΓ(S)[C] = NΓ(S)(g
n).
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Demostración. Del Teorema 4.10, Γ(S) cumple la Condición (C), enton-
ces por el Lema 1.11, tenemos que

NΓ(S)(g) ⊆ NΓ(S)(g
2!) ⊆ NΓ(S)(g

3!) ⊆ · · · , y(45)

NΓ(S)[C] =
⋃
k≥1

NΓ(S)(g
k!).

Como gn ∈ Γm(S), por el Lema 4.8 tenemos que

NΓ(S)(g
n) = NΓ(S)(g

n!) = NΓ(S)(g
(n+k)!)

para cualquier k ≥ 0, entonces la sucesión anidada de normalizadores (45)
converge, de hecho

NΓ(S)[C] = NΓ(S)(g
n!) = NΓ(S)(g

n).

�

Observación 4.14. En la Sección 5.3 veremos que al subgrupo 〈gn〉 del
Lema 4.13 está contenido en único maximal C ∈ ICΓm(S), por tanto

NΓ(S)[C] = NΓ(S)(g
n) = NΓ(S)(C).

Una descripción para estos normalizadores fue dada en la Sección 4.2.





Caṕıtulo 5

Dimensión geométrica de Γ(S)

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito de pun-
tos removidos del interior y χ(S) < 0. En la Sección 5.1 veremos resulta-
dos conocidos acerca de las dimensiones gdΓ(S) y gdΓ(S). En la Sección 5.2

probaremos que Γ(S) admite un modelo para EΓ(S) de dimensión finita, pa-
ra ello usaremos la descripción de los conmensuradores de subgrupos ćıclicos
infinitos de Γ(S) dada en el Caṕıtulo 4. En la Sección 5.3 probaremos que
gdΓm(S) ≤ gdΓm(S) + 1 y daremos una cota para gdΓ(S).

5.1. Resultados conocidos

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito P de puntos
removidos del interior con χ(S) < 0. Definiremos el espacio de Teichmüller
T (S), el cual es un modelo para EΓ(S).

Por una estructura hiperbólica en S entenderemos un difeomorfismo

φ : S → X,

donde X es una superficie con una métrica completa con área finita de curva-
tura constante −1 y frontera totalmente geodésica (si es no vaćıa). Denotare-
mos a esta estructura hiperbólica como (X,φ). El difeomorfismo φ es llamado
la marca y X o (X,φ) será una superficie hiperbólica con marca.

Dos estructuras hiperbólicas en S, φ1 : S → X1 y φ2 : S → X2, son ho-
motópicas si existe una isometŕıa I : X1 → X2 tal que las marcas I ◦ φ1 y φ2

son homotópicas, es decir el siguiente diagrama conmuta salvo homotoṕıa:

S
φ1

~~

φ2

  
X1

I // X2

Aqúı las homotoṕıas pueden mover puntos en la frontera de X2. El espacio
de Teichmüller de S es definido como el conjunto de clases de homotoṕıa de

45
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estructuras hiperbólicas en S:

T (S) = {estructuras hiperbólicas en S}/homotoṕıa.

El conjunto de clases de homotoṕıa de estructuras hiperbólicas en S es dotado
de una topoloǵıa, ver Caṕıtulos 10 y 11 de [10]. Es bien conocido que el espacio
de Teichmüller de una superficie compacta de género g y n puntos removidos
del interior es homeomorfo al espacio euclideano de dimensión 6g − 6 + 2n,
como referencia ver [33].

El grupo modular Γ(S) actúa en el espacio de Teichmüller T (S): sea f ∈
Γ(S), ψ un representante de f en Diff+(S) (ver Cap. 3) y [(X,φ)] la clase de
homotoṕıa de una estructura hiperbólica de S, entonces

f · [(X,φ)] = [(X,φ ◦ ψ−1)].

Esta acción es propiamente discontinua y se tiene que el espacio de Teichmüller
T (S) es un modelo para EΓ(S) por resultados de Kerckhoff dados en [24]. En
[1], Aramayona y Mart́ınez-Pérez prueban que gdΓ(S) coincide con la dimen-
sión cohomológica virtual vcd(Γ(S)). De donde se obtiene el siguiente:

Corolario 5.1. [1, Cor. 1.3] Sea S una superficie orientable compacta con
un número finito de puntos removidos del interior. Entonces existe un modelo
cocompacto EΓ(S) de dimensión igual a vcd(Γ(S)).

La dimensión cohomológica virtual es calculada por Harer:

Teorema 5.2. [18, Thm. 4.1] Sea S una superficie orientable compacta,
de género g, con b componentes frontera y n puntos removidos del interior. Si
2g + b+ n > 2, entonces

vcd(Γ(S)) =

 4g + 2b+ n− 4 si g, b+ n > 0,
4g − 5 si n, b = 0,

2b+ n− 3 si g = 0.

En [9] Degrijse y Petrosyan demuestran que para S una superficie de género
g ≥ 2, Γ(S) admite un modelo (9g− 8)-dimensional para EΓ(S), con g ≥ 2. El
cual se deduce de la siguiente:

Proposición 5.3. [9, Cor. 6] Sea S una superficie cerrada, conexa, orien-
table, de género g ≥ 2. Entonces la dimensión cohomológica de Bredon para la
familia de subgrupos virtualmente ćıclicos de Γ(S),

c(Γ(S)) ≤ 9g − 8.
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5.2. Dimensión geométrica para la familia de subgrupos
virtualmente ćıclicos

Sea S una superficie compacta con un número finito de puntos removidos
del interior y χ(S) < 0. En la Sección 5.1 dimos resultados acerca de gdΓ(S), la
cual coincide con la dimensión cohomológica virtual de Γ(S) [1]. Notemos que
si G ⊆ Γ(S), entonces gdG ≤ gdΓ(S). En esta Sección veremos que gdΓ(S) es

finita.

Para obtener un modelo para EΓ(S) via la construcción de Lück y Weier-
mann, dada en el Teorema 1.4, es necesario tener modelos para ENΓ(S)[C] y
EG[C]NΓ(S)[C] para [C] ∈ [ICΓ(S)].

Observación 5.4. Del Teorema 1.2, un modelo para EG[C]NΓ(S)[C] es un
NΓ(S)[C]-CW complejo X tal que el H-conjunto de puntos fijos XH es contra-
ible para H ∈ G[C] y es vaćıo cuando H 6∈ G[C].
Del Lema 4.13 y la Observación 4.14, podemos asumir que existe un úni-
co maximal C ∈ ICΓm(S) tal que NΓ(S)[C] = NΓ(S)(C). Sea WΓ(S)(C) =

NΓ(S)(C)/C y la proyección p : NΓ(S)(C) → WΓ(S)(C). Entonces un modelo

para EWΓ(S)(C), con la NΓ(S)(C)-acción inducida de la proyección p, es un
modelo para EG[C]NΓ(S)[C], para cualquier [C] ∈ [ICΓ(S)].

Teorema 5.5. Sea S una superficie orientable compacta, con un número
finito de puntos removidos del interior y χ(S) < 0. Entonces gdΓ(S) es finita.

Por lo tanto, el grupo Γ(S) admite un modelo para EΓ(S) de dimensión finita.

Demostración. Observe que es suficiente probar que para [C] ∈ Γ(S) se
tiene gdG[C]NΓ(S)[C] < ∞, ya que NΓ(S)[C] ⊆ Γ(S) y por tanto gdNΓ(S)[C] ≤
gdΓ(S) <∞.
I. Suponga que S tiene frontera vaćıa. Sea [C] ∈ ICΓ(S) con C = 〈f〉, por el
Teorema de clasificación de Nielsen-Thurston, f es un elemento pseudo-Anosov
o un elemento reducible.
(a) Si f es pseudo-Anosov, entonces NΓ(S)[C] es virtualmente ćıclico y G[C]
es la familia de todos los subgrupos de NΓ(S)[C], entonces un modelo para
EG[C]NΓ(S)[C] es un punto.
(b) Si f es reducible y f = Πr

i=1T
ni
αi

, con ni ∈ Z − {0}, donde α1, ..., αr son

los vértices de σ = σ(f). Por el Lema 4.9, se tiene que NΓ(S)(f) = NΓ(S)(f
k)

para cualquier k 6= 0, entonces NΓ(S)[C] = NΓ(S)(f), y podemos suponer que
mcd{n1, ..., nk} = 1.
Siguiendo la misma idea que en la Observación 5.4, un modelo para EWΓ(S)(f)
con la acción inducida de la proyección NΓ(S)(f) → WΓ(S)(f) es un modelo
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para EG[C]NΓ(S)[C]. Probaremos que gdWΓ(S)(f) es finita.

Note que cualquier elemento g ∈ Γ(S)0
σ conmuta con f , porque g fija cada αi,

entonces Γ(S)0
σ ⊆ NΓ(S)(f). Además NΓ(S)(f) ⊆ Γ(S)σ, por tanto Γ(S)0

σ es un
subgrupo de ı́ndice finito de NΓ(S)(f), de hecho es normal, entonces

1 // Γ(S)0
σ

// NΓ(S)(f) // B // 1,

con B finito. Como f ∈ Γ(S)0
σ,

1 // Γ(S)0
σ/〈f〉 // NΓ(S)(f)/〈f〉 // B // 1.

Por el Teorema 1.16, si probamos que gd(Γ(S)0
σ/〈f〉) <∞, podremos concluir

que gdWΓ(S)(f) es finita. De (29), como f ∈ ker(ρσ,0) tenemos

1 // 〈Tα1 , ...., Tαr〉/〈f〉 // Γ(S)0
σ/〈f〉 //

∏k
i=1 Γ(Ŝi,Qi) // 1,

como 〈Tα1 , ...., Tαr〉 ' Zr y f es identificado con la r-ada (n1, ..., nr) ∈ Zr via ese
isomorfismo, el cociente Zr/〈(n1, ..., nr)〉 ' Zr−1, porque gdc{n1, ..., nr} = 1.
Entonces

1 // Zr−1 // Γ(S)0
σ/〈f〉 //

∏a
i=1 Γ(Ŝi,Qi) // 1,

aplicamos el Teorema 1.15 para concluir que gd(Γ(S)0
σ/〈f〉) es finito, por tanto

gd(WΓ(S)(f)) es finito.
(c)Ahora si f es reducible, y ρ(f) es no trivial. Como NΓ(S)[C] = NΓ(S)(f

n),
para algún n 6= 0 tal que fn ∈ Γm(S), asumiremos que f ∈ Γm(S) y que
C = 〈f〉 es maximal en ICΓm(S). Por la Observación 5.4, si probamos que
gdWΓ(S)C <∞, entonces gdEG[C]NΓ(S)[C] <∞.

Notemos que CΓ(S)(f)0 ENΓ(S)[C] con ı́ndice finito, entonces

1 // CΓ(S)(f)0 // NΓ(S)(f) // F // 1,

con F finito. Como f ∈ Γm(S), f ∈ CΓ(S)(f)0, entonces

1 // CΓ(S)(f)0/〈f〉 // NΓ(S)(f)/〈f〉 // F // 1.

Por el Teorema 1.16, es suficiente probar que gd(CΓ(S)(f)0/〈f〉) <∞.

Sea σ = σ(f), suponga que α1, ..., αr son los vértices de σ y ρσ,0(f) =
(f1, ..., fk). Renombrando las subsuperficies de Sσ tal que fi = IdΓ(Ŝi)

para

i ∈ {1, ..., a} y fj ∈ Γ(Ŝj,Qj) es pseudo-Anosov para j ∈ {a+1, .., k}, entonces
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por la Proposición 4.6 tenemos:

1 // 〈Tα1 , ...., Tαr〉 // CΓ(S)(f)0
ρσ,0 //

∏a
i=1 Γ(Ŝi,Qi)

∏k
j=a+1 Vj

// 1,

donde Vj = CΓ(Ŝj ,Qj)(fj) es virtualmente ćıclico para cada j.

Denote por ∆ =
∏a

i=1 Γ(Ŝi,Qi)
∏k

j=a+1 Vj, entonces tenemos el siguiente ho-
momorfismo

ψ : CΓ(S)(f)0/〈f〉 → ∆/〈ρσ,0(f)〉
g〈f〉 7→ ρσ,0(g)〈ρσ,0(f)〉,

el cual está bien definido porque ρσ,0(〈f〉) = 〈ρσ,0(f)〉 y es un homomorfismo
sobreyectivo porque ρσ,0 lo es. Luego, kerψ = ρ−1

σ,0(〈ρσ,0(f)〉)/〈f〉 es abeliano.
Ahora veremos que gd(∆/〈ρσ,0(f)〉) es finito. Note que

∆

〈ρσ,0(f)〉
=

Πa
i=1Γ(Ŝi,Qi)Πk

j=a+1Vj

〈(IdΓ(Ŝ1), ..., IdΓ(Ŝa), fa+1, ..., fk)〉

= Πa
i=1Γ(Ŝi,Qi)×

Πk
j=a+1Vj

〈(fa+1, ..., fk)〉
.

Como 〈fj〉E Vj es de ı́ndice finito ∀j. Entonces si f̌ = (fa+1, ..., fk),

1 // Πk
j=a+1〈fj〉/〈f̌〉 // Πk

i=a+1Vj/〈f̌〉 // Πk
i=a+1Fj // 1,

con Fj finito para todo j, entonces

1 // Zk−a−1 // Πk
i=a+1Vj/〈f̌〉 // Πk

i=a+1Fj // 1.

Por el Teorema 1.15, gd(Πk
i=a+1Vj/〈f̌〉) es finita. Entonces aplicando el Teorema

1.15 a la sucesión exacta definida por ψ, podemos concluir que

gd(CΓ(S)(f)0/〈f〉) <∞.

II. Suponga que la superficie S tiene frontera no vaćıa. Siguiendo en forma
similar como en la Parte 1 (a), de (38),(39) y (40), aplicando Teorema 1.15,
conclúımos que gdWΓ(S)(C) <∞.

�

5.3. Cotas para la dimensión geométrica para la familia VCY

En esta Sección probaremos que Γm(S) satisface la siguiente propiedad:

Propiedad MFIN⊆VCY : Todo subgrupo H ∈ ICΓm(S) esta contenido en
un único Hmax ∈ ICΓm(S) el cual es maximal en ICΓm(S).
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Donde ICΓm(S) denota el conjunto de subgrupos ćıclicos infinitos de Γm(S).
Esta propiedad nos dará una cota para gdΓm(S) y por tanto para gdΓ(S).

Hacemos referencia a las Secciones 3.6, 3.4 y 4.1, para notación.

Teorema 5.6. [20, Lem. 8.7] Sea S una superficie orientable cerrada, con
un conjunto finito de puntos removidos y χ(S) < 0. Sea G un subgrupo de
Γm(S), con m ≥ 3. Sea σ = σ(G) y suponga que ρσ(G) = Πk

i=1Gi, donde Gi

denota la proyección de la imagen sobre Γ(Ŝi,Qi). El grupo G es abeliano si y
sólo si cada Gi es trivial o un grupo ćıclico infinito.

Proposición 5.7. Sea S una superficie orientable compacta, posiblemente
con un conjunto finito de puntos removidos del interior y χ(S) < 0. Para
m ≥ 3, el grupo Γm(S) satisface la propiedad MFIN⊆VCY .

Demostración. CASO I. Supongamos que S tiene frontera vaćıa. Co-
mo Γm(S) es libre de torsión para m ≥ 3, entonces ICΓ(S)m = VCYΓ(S)m −
FIN Γ(S)m es el conjunto de subgrupos ćıclcos infinitos de Γm(S).
Es bien conocido que para superficies sin frontera S, elementos periódicos en
Γ(S) tienen orden finito, entonces por el Teorema de clasificación de Nielsen-
Thurston, cada elemento en Γm(S) es reducible o pseudo-Anosov.
Sea H = 〈f〉 ∈ ICΓm(S). Observe que si K = 〈k〉 ∈ ICΓm(S) y H ⊆ K, entonces
K es generado por una n-ésima ráız de f en Γm(S) para algún n ∈ Z−{0} y por
el Lema 4.8, se tiene que CΓm(S)(K) = CΓm(S)(H) luego K ⊆ CΓm(S)(H). De he-
cho probaremos que K esta contenido en un subgrupo abeliano libre de Γm(S),
como K es cualquier subgrupo en ICΓm(S) que contiene a H, concluiremos que
existe un único maximal en ICΓm(S) que contiene a H.

(i) Si f es pseudo-Anosov, por el Teorema 4.3, CΓm(S)(H) ∈ ICΓm(S), en-
tonces CΓm(S)(H) es el único subgrupo maximal en ICΓm(S) que contiene H.

(ii) Ahora supongamos que f es reducible y σ = σ(f) es su sistema de
reducción canónico, por el Lema 3.26, CΓm(S)(H) ⊆ Γm(S)σ. Supongamos que
σ tiene vértices α1, ..., αr, sea Sσ = S1 ∪ · · ·Sk y ρσ,m es el homomorfismo
sobreyectivo dado en (30),

ρσ,m : Γm(S)σ → Πk
i=1Γi,

donde Γi ⊂ Γ(Ŝi,Qi) es libre de torsión para toda i y ρσ,m tiene como núcleo
un subgrupo abeliano libre de 〈Tα1 , ..., Tαr〉 ' Zr, suponga que ker(ρσ,m) ' Zs,
s ≤ r. Observe que cada Tαi conmuta con f , en particular todo elemento de
ker(ρσ,m) conmuta con f , si ρσ,m(f) = (f1, ..., fk), entonces

1 // Zs // CΓm(S)(f)
ρσ,m // Πk

i=1CΓi(fi)
// 1 ,



5.3. COTAS PARA LA DIMENSIÓN GEOMÉTRICA PARA LA FAMILIA VCY 51

y por la Observación 4.2, cada fi es la identidad o pseudo-Anosov. Sea ρσ,0(k) =
(k1, ..., kr), entonces se tiene
(a) ∀i, kifi = fiki,
(b) ∀i , fi es ráız n-ésima de ki ya que f es ráız n-ésima de k y si fj = Id para
alguna j, entonces kj = Id, porque cada Γj es libre de torsión.

Sea L = {l1, ..., ld} ⊆ {1, ..., k}, tal que li ∈ L si y sólo si fli es pseudo-
Anosov. Por el Teorema 4.3, CΓli

(fli) es ćıclico infinito para cada li ∈ L. Vemos

al grupo Πd
j=1CΓlj

(flj) como subgrupo de Πk
i=1CΓi(fi), poniendo el subgrupo

trivial {1} en las coordenadas distintas de l1, ..., ld, y tomamos su preimagen

G = ρ−1
σ,m(Πd

j=1CΓlj
(flj)) ⊆ Γm(S)σ,

entonces tenemos

1 // Zs // G
ρσ,m// Πd

j=1CΓlj
(flj)

// 1 ,

Luego, G ⊂ Γm(S) y Πd
j=1CΓlj

(fj) ' Zd, aplicando el Teorema 5.6, conclúımos

que G es abeliano, y por construcción, para cualquier K ∈ ICΓm(S) tal que
H ⊆ K se tiene que K ⊂ G. Como G es abeliano libre, se tiene que existe un
único maximal en ICΓm(S) que contiene a H.

CASO II. Supongamos ahora que S tiene b 6= 0 componentes frontera
β1, ..., βb. Sea

θS : Γ(S)→ Γ(Ŝ),

el homomorfismo de encorche dado como en (25), con ker(θS) = 〈Tβ1 , ...., Tβb〉 '
Zb. Por definición de θS tenemos que θS(Γ(S)m) ⊆ Γ(Ŝ)m. Como cada Tβi actúa
trivialmente en H1(S,Z), ker(θS) ⊆ Γm(S), entonces ker(θS|Γm(S)) = ker(θS).
Por lo que se tiene,

1 // Zb // Γm(S)
θS // Γm(Ŝ).(46)

Es bien conocido que cuando S tiene frontera no vaćıa, Γ(S) es libre de torsión,
entonces ICΓm(S) = VCYΓm(S)−FIN Γm(S) es el conjunto de subgrupos ćıclicos
infinitos de Γm(S).

Suponga que A = 〈x〉 ∈ ICΓm(S) y sea B = 〈y〉 ∈ ICΓm(S) tal que A ⊆ B,
entonces θS(A) = 〈θS(x)〉 ⊆ 〈θS(y)〉 = θS(B). Como en el CASO I, veremos
que B esta contenido en un grupo abeliano libre de Γm(S).

Por el CASO I, tenemos que existe un subgrupo abeliano libre G de Γm(Ŝ)
tal que siK ∈ ICΓ(Ŝ) y θS(A) ⊆ K, se tiene queK ⊆ G. SeaG = θS(Γm(S))∩G,

el cual también es abeliano libre porque Γm(Ŝ) es libre de torsión, note que
B ⊆ θ−1

S (G), ya que y ∈ θ−1
S (θ(y)).
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Sean g1, g2 ∈ G, g̃1 ∈ θ−1
S (g1) y g̃2 ∈ θ−1

S (g2), como g1 y g2 conmutan,
entonces por definición de θS debemos tener que g̃1 y g̃1 conmutan, por tanto
θ−1(G) es abeliano libre. Hemos concluido que para cualquier B ∈ ICΓm(S) tal
que A ⊆ B, B esta contenido en un subgrupo abeliano libre, entonces existe
un subgrupo maximal en ICΓm(S) que contiene a A.

�

Finalmente podemos dar cotas para las dimensiones geométricas para la
familia VCY del grupo modular de una superficie y de sus grupos congruencia:

Teorema 5.8. Sea S una superficie orientable compacta, con un núme-
ro finito de puntos removidos del interior y χ(S) < 0. Suponga que m ≥ 3,
entonces

(1) gdΓm(S) ≤ vcd(Γ(S)) + 1;

(2) Denote por [Γ(S) : Γm(S)] el ı́ndice de Γm(S) en Γ(S), entonces

gdΓ(S) ≤ [Γ(S) : Γm(S)] · gdΓm(S)

≤ [Γ(S) : Γm(S)] · (vcd(Γ(S)) + 1).

Donde vcd(Γ(S)) denota la dimensión cohomológica virtual de Γ(S).

Demostración. Por el Teorema 1.17, la Proposición 5.7 y el Teorema 5.5,
conclúımos (1). Aplicando Teorema 1.16 tenemos (2). �

Del Teorema 1.4, tenemos el siguiente:

Corolario 5.9. Si M denota el conjunto de clases de conjugación de
clases de subgrupos maximales en ICΓm(S), un modelo para EΓ(S) es dado por
el siguiente Γ(S)-pushout celular,∐

C∈M Γ(S)×NΓ(S)C ENΓ(S)C∐
C∈M idΓ(S)×NΓ(S)C

fC

��

i // EΓ(S)

��∐
C∈M Γ(S)×NΓ(S)C EWΓ(S)C // EΓ(S).

Donde EWΓ(S)C es un NΓ(S)(C)-CW-complejo por la acción de la proyección
NΓ(S)C → WΓ(S)(C), i es una inclusión y las aplicaciones fC son celulares.



Caṕıtulo 6

Grupo de trenzas de una superficie

Sea S una superficie y n ∈ N. Fijamos P un conjunto de n puntos distintos
del interior de S. Ver [5] como referencia.

Definición 6.1. Una n-trenza geométrica en S es una colección β =
{β1, ..., βn} que consiste de n arcos βi : [0, 1] → S × [0, 1], para i = 1, ..., n,
llamadas cuerdas:

(a) para i = 1, ..., n, βi(0) = (xi, 0) y βi(1) ∈ P × {1};
(b) para toda t ∈ [0, 1] y para toda i, j ∈ {1, ..., n}, i 6= j,

βi(t) 6= βj(t)

(es decir, las cuerdas son disjuntas);
(c) para toda t ∈ [0, 1] cada cuerda intersecta S × {t} en exactamente un

punto (es decir, las cuerdas son estrictamente monótonas con respecto
a la t-coordenada).

Decimos que dos trenzas geométricas son equivalentes si existe una isotoṕıa
(que deja los puntos finales de las cuerdas fijos) de una a la otra a través de
trenzas geométricas. Esto define una relación de equivalencia, y las clases de
equivalencia son llamadas n-trenzas. Sea Bn(S) el conjunto de n-trenzas de S.

El producto de dos n-trenzas γ y β es la concatenación, definida por pegar
los puntos finales de γ con los puntos finales de β (el intervalo I en cada caso se
comprime al intervalo [0, 1/2]). Esta operación no depende de la elección de las
trenzas geométricas representantes y es asociativo. El elemento identidad Id de
Bn(S) es la n-trenza que deja cada cuerda vertical y el inverso de una n-trenza
β = {(β1(t), ..., βn(t))}t∈[0,1] es la n-trenza {(β1(1− t), ..., βn(1− t))}t∈[0,1].

Definición 6.2. El grupo Bn(S) con esta operación es llamado el grupo de
n-trenzas de S.

Hay un homomorfismo Bn(S) → Σn sobre el grupo simétrico, dado por la
correspondiente permutación de los puntos en P . Denotaremos al núcleo de
este homomorfismo por Pn(S), el cual es llamado el grupo puro de n-trenzas.

53
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Figura 1. Se muestra una n-trenza en la esfera.

6.1. Espacios de Configuración

Definición 6.3. Sea S una superficie compacta. EL n-ésimo espacio de
configuración de S es definido como sigue,

Fn(S) = {(x1, ..., xn) ∈ Sn | xi 6= xj for all i, j ∈ {1, ..., n}, i 6= j}.
Dotamos a Fn(S) con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa producto del es-
pacio Sn. El espacio Fn(S) es una variedad abierta conexa 2n-dimensional.

Existe una acción natural libre del grupo simétrico Σn sobre Fn(S), per-
mutando las coordenadas. Denotaremos el cociente por la acción por Dn(S) =
Fn(S)/Σn, puede ser pensado como el espacio de configuración de n puntos
desordenados. La proyección pn : Fn(S) → Dn(S) es una aplicación cubriente
regular [5, Prop. 1.1]. Además,

Teorema 6.4. [15] Sea n ∈ N. Entonces

Pn(S) ' π1(Fn(S)) and Bn(S) ' π1(Dn(S)).

Proposición 6.5 ([34],[12]). Sea S una superficie compacta orientable.
Entonces el grupo de trenzas Pn(S) y Bn(S) son libres de torsión si y solo si S
es diferente de S2.

6.2. Relación con el grupo modular de una superficie

El grupo modular de una superficie está muy relacionado con el grupo de
trenzas, una referencia es [6]. Sea S una superficie compacta orientable y P un
conjunto finito de n puntos distintos del interior de S.

Para el disco D2, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 6.6. [5] Bn(D2) ' Γ(D2 − P).

Teorema 6.7 ([13],[17],[6],[12]). Sea S una superficie compacta orientable
distinta de S2. Sea n ≥ 1, entonces se tienen las siguientes sucesiones exactas
cortas:

1 // Bn(S) // Γ(S − P) // Γ(S) // 1.(47)

1 // Z2
// Bn(S2)

ψ // Γ(S2 − P) // 1.(48)

6.3. Dimensión geométrica

Observe que si G es un grupo libre de torsión entonces EG = EG, además
EG es el cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane K(G, 1).

Teorema 6.8. [12] Sea n ∈ N. Suponga que S es una superficie compacta
orientable diferente de S2. Entonces los espacios Fn(S) y Dn(S) son espacios
Eilenberg-MacLane de tipo K(Pn(S), 1) y K(Bn(S), 1) respectivamente.

Entonces si S es una superficie compacta orientable distinta de la esfera, de
la Proposición 6.5 y el Teorema 6.8, tenemos modelos para EBn(S) y EPn(S).
Por tanto gdPn(S) = gdBn(S) ≤ 2n.

Sea m ≥ 3 fijo. Cuando la superficie es cerrada el grupo de trenzas puro
Pn(S) se realiza como un subgrupo de Γm(S − P), entonces tenemos:

Corolario 6.9. Sea S una superficie cerrada orientable de género ≥ 2.
Entonces tenemos

(i) gdPn(S) ≤ 2n+ 1;

(ii) gdBn(S) ≤ (2n+ 1)n!.

Demostración. Sea m ≥ 3 fijo. Como Pn(S) se realiza como subgru-
po de Γm(S − P), gdPn(S) ≤ gdΓ(S − P), del Teorema 5.8, concluimos que

gdPn(S) es finita. Luego, por la Proposición 5.7, Pn(S) cumple la propiedad

MFINPn(S)⊂VCYPn(S)
, dada en la Sección 5.3. Aplicando el Teorema 1.17 con-

clúımos que gdPn(S) ≤ gdPn(S) + 1 ≤ 2n+ 1.

Ya que el ı́ndice de Pn(S) en Bn(S) es n!, por el Teorema 1.16 tenemos (ii). �

En el caso de la esfera, sea n ≥ 4. De la sucesión exacta corta (48) y de
[16, Prop. 12], un modelo para EBn(S2) es un modelo para EΓ(S2−P), con la

acción inducida por la proyección ψ : Bn(S2)→ Γ(S2−P). Las cotas que dimos
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en el Teorema 5.8 aplican en este caso. Sin embargo podemos dar mejores cotas
y modelos más concretos. Es un trabajo en curso, en el cual queremos dar un
modelo expĺıcito para n = 5, con el cual se pueden hacer cálculos en K-teoŕıa
[2].
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