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Resumen

Sea GG un grupo discreto. Un conjunto F de subgrupos de G, es llamado una
familia de G si es cerrado bajo toma de subgrupos y conjugacion. Un modelo
para espacio clasificante F5(G) para una familia F de G, es un G-CW-complejo
que es un objeto terminal en la categoria de G-CW-complejos con subgrupos
de isotropia en F y morfismos G-homotopias.

Los espacios clasificantes para familias han sido muy estudiados y son im-
portantes en varias areas de matematicas, tales como teoria de grupos, topologia
algebraica y geometria algebraica. Una de las motivaciones para el estudio de
modelos para estos y sus propiedades de finitud es porque ellos aparecen en las
Conjeturas de Farrell-Jones y Baum-Connes.

Siempre existe un modelo para Ez(G), pero podria ser de dimensién infinita.
Denotaremos por VC)Y a la familia de subgrupos virtualmente ciclicos de G. En
esta tesis estudiamos la dimension para la cual existe un modelo para espacio
clasificante para la familia VCY. Sea H cualquiera de los siguientes grupos:

1. El grupo modular de una superficie S;
2. El m-subgrupo de congruencia del grupo modular de S;
3. El grupo de trenzas de superficie cerrada de género g > 2;

donde S es una superfice orientable compacta posiblemente con perforaciones
y caracteristica de Euler negativa. Probamos que H admite un modelo para
EyveyH de dimensién finita y damos cotas para la dimension.

PALABRAS CLAVE: ESPACIOS7 CLASIFICANTES, MODULAR, TRENZAS, SU-
PERFICIE.
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Abstract

Let G be a group. A family F of subgroups of GG is a set of subgroups of
G which is closed under conjugation and taking subgroups. A model for the
classifying space F3(G) for a family F of the group G is a terminal object in
the G-homotopy category of G-CW complexes whose isotropy groups belong to
F. Classifying spaces for families have been important in many areas of mat-
hematics. They appear in the Farrell-Jones and the Baum-Connes conjectures.

Although there always exist models for F5(G), they could be infinitely
dimensional. Let YC)Y be the family of virtually cyclic subgroups of the group.
In this thesis we study the dimension of models for classifying spaces for the
family VC). Let H be any of the following groups:

1. The mapping class group of a surface S;
2. For m > 3, the m-congruence subgroups of the mapping class group of
S;

3. The surface braid group of closed surfaces of genus g > 2;

where S is an orientable compact surface possibly with punctures and negative
Euler characteristic. We prove that H admits finite dimensional models for
ErH and we give bounds for the dimension.
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Introducciéon

Sea G un grupo discreto. Una coleccion F de subgrupos de G es una familia
si es cerrada bajo toma de subgrupos y conjugacion. Un modelo para espacio
clasificante ExG para una familia F es un G-CW-complejo que es un objeto
terminal en la categoria de G-CW-complejos con subgrupos de isotropia en F.
Estos espacios pueden ser vistos como invariantes del grupo, ya que propie-
dades del grupo se pueden reflejar en propiedades geométricas u homotopicas
de ErG. Los espacios clasificantes para familias han sido muy estudiados y
son importantes en varias areas de matematicas, tales como teoria de grupos,
topologia algebraica y geometria algebraica. Algunas referencias son [25], [29],
26] v [21].

Cuando la familia consiste del subgrupo trivial 7 = {1}, el espacio E{3G es
el cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane de tipo K(G, 1) = BG,
el cual es el espacio total del G-haz principal universal EG — BG. Se denota
por EG al espacio clasificante de GG para la familia de subgrupos finitos, el cual
es llamado el espacio universal para G-acciones propias. El espacio clasificante
de G para la familia de subgrupos virtualmente ciclicos es denotado por EG.

Uno de los motivos por el cual es importante el estudio de modelos para
espacios clasificantes EG y sus propiedades de finitud es porque ellos aparecen
en la Conjetura de Farrell-Jones acerca de la K-teorfa algebraica de anillos
de grupos. Esta Conjetura puede reducir el calculo de la K-teoria del anillo
del grupo al calculo de cierta teoria de homologia equivariante aplicada a esos
espacios clasificantes EG. Esta conjetura implica otras conjeturas importantes,
tales como la conjetura de Borel, la conjetura de Bass y la conjetura de Novikov.
Una referencia para la conjetura de Farrell-Jones es [29].

En [21], Juan-Pineda y Leary dan un modelo para EG, para grupos que
satisfacen ciertas condiciones, por ejemplo los grupos Gromov hiperbélicos las
satisfacen. Cuando el grupo G actia en un espacio CAT(0) propiamente por
isometrias semisimples, Farley da un modelo para EG, [11].

Siempre existe un modelo para ErG, pero podria ser de dimension infinita.
Una de las propiedades de finitud estudiada es la dimension geométrica de G

XI



XII INTRODUCCION

para la familia F, denotada gd G, que es la dimensiéon minima para el cual
existe un modelo para ErG. Denotaremos por gdG cuando la familia es la de
subgrupos finitos y por gdG cuando la familia es la de subgrupos virtualmente

ciclicos.

Uno de los métodos usados para dar cotas para gdrG es el estudio de
cohomologia de Bredon, ya que la dimensiéon cohomoldgica de Bredon cdxG
para la familia F coincide con gdrG cuando cdzG es mayor o igual a tres,
este es un resultado de Liick y Meintrup [28]. Otro método empleado resulta
de la construcciéon que dan Liick y Weiermann en [30], cuando se conoce que
gdG es finita y en este caso se necesita conocer los conmensuradores Ng[V]
de los subgrupos virtualmente ciclicos infinitos V' de Gy encontrar cotas para
gdgpNa[V], para cierta familia G[V] de Ng[V]. El segundo método es el que
usaremos en esta tesis.

Los grupos para los cuales daremos cotas para dimensién geométrica para
la familia de subgrupos virtualmente ciclicos son los siguientes:

1. El grupo modular de una superficie, denotado por I'(S —P), donde S es
una superficie orientable compacta y P es un conjunto finito de puntos
en el interior y x(S — P) < 0;

2. Para m > 3, el subgrupo de congruencia I',,,(S — P) C I'(S — P);

3. Los grupos de trenzas puro y completo de una superficie, P, (S) y B,(S5),
donde S es una superficie orientable compacta y x(5) —n < 0.

RESULTADOS CONOCIDOS:

1. El espacio de Teichmiiller 7(S — P) es un modelo para EI'(S — P)
por resultados de Kerckhoff, [24]. En [1], Aramayona y Martinez-Pérez
prueban que gdI'(S—7P) coincide con la dimensién cohomolégica virtual
ved(T'(S —P)), la cual es calculada por Harer en [18]. En [9] Degrijse y
Petrosyan demuestran que si g > 2 y S, es una superficie de género g,
entonces gdI'(S,) < 9¢9—8, el método que ellos usan es con cohomoldgica

de Bredon, ellos prueban que la dimensién cohomolégica de Bredon
para la familia de subgrupos virtualmente ciclicos ¢(I'(S,)) es menor
que 9g — 8. -

2. Como el subgrupo I',,, (S —P) es un subgrupo libre de torsién y de indice
finito en T'(S — P),

gdl'y (S = P) < gdI'(S — P) = ved(I'(S = P)) = cd(I'n(S — P)).

3. Cuando la superficie S es distinta de la esfera, gd P, (S) y gdB,(S) son
menores o iguales a 2n, por resultados de Fadell y Neuwirth [12].



INTRODUCCION XIII

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma: En el Capitulo 1 veremos
los métodos dados en [30] y [11], ademds de una serie de resultados acerca de
las dimensiones geométricas gdG y gdG. En el Capitulo 2 daremos dos modelos
para E(Z x Z), con los métodos vistos en el Capitulo 1. El Capitulo 3 contiene
material preliminar de los grupos I'(S — P) y I'y(S — P). En el Capitulo 4
describiremos (hasta indice finito) los normalizadores de elementos reducibles
y veremos el siguiente resultado:

LEMA 1. Sea m > 3 fijo. Sean S una superficie compacta orientable y P
un conjunto finito de puntos del interior con x(S — P) < 0. Para cualquier
subgrupo ciclico infinito C = (g) de I'(S —P) yn € N tal que g € T',,(5), se
tiene la siguiente igualdad

Nrs—p)[C] = Nrs—»)(9"),

donde Nps—p)[C] denota el conmensurador de C' en I'(S —P) y Npis—py(9")
es el normalizador del subgrupo ciclico (g"). Ademds el subgrupo (g") puede ser
tomado como un ciclico mazimal en I, (S — P) (el cual es inico).

En el Capitulo 5, usando la descripcién de los conmensuradores demostra-
remos el siguiente:

TEOREMA 2. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto fi-
nito de puntos del interior con x(S—P) < 0. Entonces la dimension geométrica
gdl'(S — P) es finita. Por lo tanto, el grupo I'(S — P) admite un modelo para

ET(S —P) de dimension finita.

En la Seccién 5.3 probaremos el siguiente resultado:

PROPOSICION 3. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto
finito de puntos del interior con x(S —P) < 0. Param > 3, el grupo I'(S —P)
satisface que cualquier subgrupo ciclico infinito H de T',,(S —P) estd contenido
en un unico subgrupo ciclico maximal Hyee de T (S — P).

De los resultados anteriores y los Teoremas 1.16 y 1.17, tenemos:

TEOREMA 4. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto
finito de puntos del interior con x(S — P) < 0. Suponga que m > 3, entonces

(1) gdl', (S = P) < wed(I'(S = P)) +1;
(2) Denote por [[(S —P) : T,y (S —P)] el indice de T,,(S—P) en T(S—P),

entonces
gF(S —P)<[I'(S—=P):I'(S—P)] -g:dFm(S —P)
(S —=P):Tpn(S—P) - (ved(T'(S —P)) + 1).

IA



XIV INTRODUCCION

Donde ved(I'(S — P)) denota la dimension cohomoldgica virtual de T'(S — P).

Cabe mencionar que usamos diferentes técnicas para probar el Teorema 4,
ademas de que la superficie puede tener frontera y puntos removidos. Las cotas
para gdI'(Sy) cuando la superficie es cerrada de género g > 2 no han sido me-

jorada_s7 sin embargo probamos que para los subgrupos de indice finito I',,(S,),
se tiene que gdI',,(9,) difiere como méximo solo por uno con la dimensién

gdl'(Sy), cuando m > 3.

Ya que en los resultados que probamos permitimos que la superficie pueda
tener puntos removidos, esto nos permite dar cotas para los grupos de trenzas
de una superficie. En el Capitulo 6 veremos la relacion que tienen los grupos de
trenzas B,(S) de una superficie compacta S con el grupo modular I'(S — P,),
donde P,, contiene n puntos del interior de S. Cuando S es una superficie
cerrada de género g > 2, el grupo de trenzas puras P,(S) puede realizarse
como subgrupo de I',(S — P,,), entonces tenemos el siguiente:

COROLARIO 5. Sea S una superficie cerrada orientable de género mayor o
wgual a 2. Entonces

(i) gdP,(S) < 2n+1;
(ii) gdB,(S) < (2n + 1)n!.

Para la esfera, de la relacién que tienen I'(S? — P,) v B,(S?), se tiene que
un modelo para ET'(S* — P,) es un modelo para EB,(S?), entonces se tienen
las cotas del Teorema 4. Es un trabajo en curso [2], en el que damos mejores
cotas para gdB,(S?). Ademés estamos construyendo un modelo explicito para

ng,(SQ), del cual queremos hacer céalculos de K-teoria usando la conjetura de
Farrell-Jones.

Notacién: En los Capitulos 3, 4 y 5 la superficie S puede tener puntos
removidos. En el Capitulo 6, S serd compacta sin puntos removidos. En la in-
troduccion hemos tomado la notacién como en el Capitulo 6 por la comparacion
que hay con los grupos de trenzas.



Capitulo 1

Espacios clasificantes para familias

En este Capitulo definiremos espacios clasificantes para familias de un grupo
discreto G' con la versién de G-CW complejos, una referencia es [26]. En la
Seccion 1.1 daremos una introduccion a espacios clasificantes para familias
y veremos algunos ejemplos. En la Seccion 1.2 se daran construcciones para
EG a partir de EG, que son dadas en [30] y [11]. En las Secciones 1.3 y 1.4
veremos algunas consecuencias de las construcciones de la Seccién 1.1 si el
grupo satisface ciertas propiedades. Y en la Seccién 1.5 veremos propiedades
de la dimensién minima para modelos de espacios clasificantes ErG.

1.1. Preliminares

En este Capitulo, G denotard un grupo discreto. Una familia F de subgru-
pos de G es un conjunto de subgrupos de G el cual es cerrado bajo conjugacién
y bajo toma de subgrupos. Denotaremos a las siguientes familias como sigue:

{1} = {subgrupo trivial};
FIN ¢ = {subgrupos finitos de G'};
VCY ¢ = {subgrupos virtualmente ciclicos de G};
ALL: = {todos los subgrupos de G}.
Sea H un subgrupo de G y F una familia de subgrupos de G, denote por
F N H = {subgrupos de H en F},
la familia de subgrupos de H inducida por F.

Un G-CW-complejo X es un CW-complejo en el cual G actiia permutando
las células. Un G-CW complejo es propio si cada grupo de isotropia es finito.

Denotaremos por C% la categoria de G-CW-complejos con grupos de iso-
tropia en la familia F y morfismos las clases de G-homotopia de G-aplicaciones.

1



2 1. ESPACIOS CLASIFICANTES PARA FAMILIAS

DEFINICION 1.1. Sea F una familia de subgrupos de G. Un modelo para
el espacio clasificante ExG de la familia F es un G-CW-complejo X que es
objeto terminal en la categorfa C%.

Es decir, si Y es un G-CW-complejo con grupos de isotropia en F, entonces
existe una G-aplicacién Y — X, la cual es tnica salvo G-homotopia. En par-
ticular dos modelos para ErG son G-homotépicamente equivalentes. Observe
que dadas dos familias F; C F, de subgrupos de G, ya que Ex, G € C]C_I;, por
definicién de E'r,G, existe una G-aplicacién

E ]:1G — F ]:2G
la cual es tnica salvo G-homotopia.

Denotamos por EG = Erzy.G, llamado el G-CW-complejo universal para
G-acciones propias. Andlogamente, denotamos por EG := Fycy . G.

Sea BrG el cociente de la accién de G en ErG. En los casos particulares
para las familia FZN y VCY lo denotaremos por BG y BG respectivamente.
El siguiente Teorema estd en [26, Thm. 1.9].

TEOREMA 1.2 (Caracterizacién homotdpica). Sea F una familia de sub-
grupos.

(i) Eziste un modelo para ExG para cualquier familia F.
(i) Un G-CW-complejo X es un modelo para ExG si y sdlo si el conjunto
de puntos fijos

Xt ={reX|VheH h-v=x}
es contraible st H € F y es vacio si H € ALLg — F.

Note que si K es un subgrupo de G, restringiendo la G-accion en ExG a K,
tenemos un K-CW-complejo, el cual es un modelo para Er~g K. Como caso
particular, un modelo para EG con la accién restringida a K es un modelo
para FK.

EJEMPLOS 1.3.

1. Un modelo para E -G es G/G, el cual es G-homotépico a un punto.
Entonces si F' es un grupo finito, un modelo para EF' es un punto y si
V' es un grupo virtualmente ciclico un modelo para EV también es un
punto. -

2. Un modelo para E;3G coincide con un modelo para FG. El espacio
EG es el cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane BG =
K(G,1) para G.



1.2. CONSTRUCCION DE MODELOS PARA FAMILIAS MAS PEQUENAS 3

@

De esta manera un modelo para EF7Z" es R".

4. Sea Z x Z el producto semidirecto con respecto a Z — Aut(Z), el homo-
morfismo que envia al generador de Z en el automorfismo —Id: Z — 7Z.
El grupo Z x Z es el grupo fundamental 7 (K') de la botella de Klein,
es libre de torsién y acttia en R? por transformaciones cubrientes. Un
modelo para F(Z x Z) es R?, ya que R? es contraible, la accién es libre
y propiamente discontinua.

1.2. Construccién de modelos para familias mas pequenas

En esta Seccién veremos dos formas de construir modelos para EG a partir
de un modelo para EG, las referencias son [30] y [11].

W. Liick y Weiermann construyen un modelo para EgG a partir de un
modelo ExG, para familias F C G de subgrupos de G, [30]. Para las familias
FIN gy VCY¢ la construccién es como sigue:

Se define una relacion de equivalencia en el conjunto de subgrupos virtualmente
ciclicos infinitos VCF = VCYq — FIN g:
Sean V., W € VC, entonces

(1) VW <= |VAW|=oo,
donde | x | denota la cardinalidad del conjunto *.

Denotamos por [VCZ] al conjunto de clases de equivalencia bajo la relacién
anterior y como [V] la clase de equivalencia de V € VCF. Para [H| € [VCZ],
sea
(2) NelH]={g € G ||g~ Hgn H| = oo},
el grupo de isotropia bajo la G-accién en [VCZ] inducida por conjugacion.
Observe que Ng[H] es el conmensurador Commg[H], donde
Commg[H) ={g€ G |[H:gHg 'NH] < ocoand [gHg ' : HNgHg '] < oo},
nos referiremos a Ng[H| como el conmensurador de H en G.

Definimos la siguiente familia de subgrupos de Ng[H] por
(3) GIH] :={K € VCF i : KN H| = oo} U FIN ngjm)-

TEOREMA 1.4. [30, Thm. 2.3] Sean ~ como antes e I un sistema com-
pleto de representantes [H] de G-érbitas en [VCZ] bajo la G-accion inducida
por conjugacion. Se eligen modelos arbitrarios para Ng|[H|-CW-modelos para
ENg[H], EgimNe[H] y un modelo arbitrario para EG. Definimos a X como



4 1. ESPACIOS CLASIFICANTES PARA FAMILIAS
el G-CW-complejo por el G-pushout celular
Himer G X g ENG[H] ——~ EG
lH[H]EIidGXNG[H]f[H]
Himer G Xngim EgumNe[H] —— X

tal que fim es una Ng[H|-aplicacion celular para todo [H] € I e i es una
inclusion de G-CW-complejos, o tal que toda aplicacion fig es una inclusion
de Ng[H]-CW-complejos para todo [H] € I e i es una G-aplicacion celular.
Entonces X es un modelo para EG.

Las aplicaciones en el Teorema 1.4 vienen de la propiedad universal de
espacios clasificantes para familias e inclusiones de familias de subgrupos.

En [11], Farley da otra construccién para un espacio clasificante FgG a
partir del modelo ExG, para familias F C G.

DEFINICION 1.5. Sean F C G familias de subgrupos de G. Decimos que un
G-CW complejo X es un Ig_xG-complejo si

(i) siempre que H € G — F, X* es contraible;
(i) siempre que H € G, X" = 0.

Observe que si todos los subgrupos de isotropia estan en G, entonces se
cumple (ii). Como el subgrupo trivial no estd en G —F, X no es necesariamente
contraible.

Sean X,Y G-CW complejos, la junta de X y Y, se define como el G-CW
complejo obtenido de unir cada punto de X con cada punto de Y por un
segmento, es decir, el cociente de X x Y x I con identificaciones (z,y;,0) ~
(xay%()) y (*Tlaya 1) ~ ($2>y7 1)7 para r, Ty, Tz € X7 Y, Y1, Y2 € Y. Denotamos
este espacio por X x Y.

La G-accion en X %Y es como sigue: sean x € X, y € Y y g € (G, entonces g
envia el segmento [z,y| de x a y, al segmento [gx, gy].

PROPOSICION 1.6. [11, Prop. 2.4] Si F C G son familias de subgrupos de
G y X es un Ig_xG-complejo, entonces la junta

E]:G*X

es un modelo para FgG.

Esta construccion la usaremos en el Capitulo 2, para la construccion de uno
de los modelos para E(Z x Z), dado en [23].
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1.3. Propiedad Mrzn cvey.

Para la construccion del Teorema 1.4, necesitamos conocer los conmensu-
radores Ng[H], la siguiente propiedad simplifica la construccién dada en ese
Teorema.

Propiedad Mrzn,cvey, -

Todo subgrupo H € VC{ esta contenido en un tinico maximal H,,,, € VCZ .

Si H € VC, denotaremos por Ng(H) al normalizador de H en G. Note
que el normalizador de la clase [H] es denotada con corchetes Ng[H|. Definimos
Wa(H) = Na(H)/H.

El siguiente resultado es un Corolario del Teorema 1.4.

COROLARIO 1.7. [30, Cor. 2.10] Sea G un grupo que satisface la propiedad
Mzrinscveys- Denotamos por M un sistema completo de representantes de
clases de conjugacion de subgrupos virtualmente ciclicos infinitos mazimales de
G. Consideremos el G-pushout celular

yen G *ngwvy ENg(V) —— EG
luveM tda X fv
[Tvem G Xngvy) EWe(V) — X

donde EWg (V') es visto como un Ng(V)-CW-complejo por la proyeccion al
cociente Ng(V') — We(V), las aplicaciones comenzando en la esquina superior
izquierda son celulares e i es una inclusion de G-CW-complejos. Entonces X
es un modelo para EG.

EJEMPLOS 1.8.

1. El grupo G' = Z" satisface la propiedad Mrzy,cvey,-

2. Los grupos Gromov-hiperbdlicos satisfacen la propiedad Mrzar,cveyes
8].

3. En la Proposicion 5.7 demostramos que para m > 3, los subgrupos
de congruencia I',,,(S) de I'(S) (Def. 3.1 y 3.18) satisfacen la propiedad
Mrznyg,, scvevr, s donde S es una superficie orientable compacta con
un conjunto finito de puntos removidos del interior y x(5) < 0.

EJEMPLO 1.9. Un grupo que no satisface la propiedad Mrzp,cvey,, es el
grupo G = 7Z x 7, el cual tiene la siguiente presentacion

G={st|sts ' =t}
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Los subgrupos ciclicos infinitos (s) y (st) son diferentes y maximales en el
conjunto VC¥ . Su interseccién (s?) es un subgrupo propio que no esta contenido
en un Unico maximal, entonces G' no satisface Mrza,cvey. En el Capitulo 2
daremos dos construcciones de modelos para E(Z x Z) a partir del modelo
conocido para E(Z x Z) dado en Ejs. 1.3, la referencia es [23].

1.4. Condicién (C)

La siguiente propiedad en un grupo G es ttil para simplificar la descripcién
de los conmensuradores del Teorema 1.4, los cuales estaran dados en términos
de normalizadores de subgrupos ciclicos infinitos.

Condicion (C):
(4)  Vg,h € G con |h| =00, si k,1 € Ztal que gh*g~' = h' = |k| = |i|.

OBSERVACION 1.10. Sean H, K € VCZ, Cy y Ck subgrupos ciclicos in-
finitos de H y K respectivamente. De la relacion ~ definida en (1), observe
que:

(5) H~K siysolosi Cy~Cg, vy
NelH| ={g€ G ||g""Hgn H| = oo}
(6) ={9€G|lg7'Cug N Cu| = oo}

Entonces [H] = [Cy| y Ng[H] = Ng[Chl, para cualquier subgrupo ciclico
infinito Cy C H.

Asi que es igual si definimos la relacién ~ en el conjunto ZCs de subgrupos
ciclicos infinitos de G. Dado C' € ZCg, la familia G[C] es

LEMA 1.11. [27, Lem. 4.2] Si G satisface la condicion (C) y C € ICq. Se
tiene la sucesion anidada de subgrupos

Ng(C) C Ng(2!C) € Ng(3!10) C Ng(4!C) C - -
donde k\C' es el subgrupo de C' dado por {h*|h € C}, entonces
Ne[C] = | Na(kIC).

k>1

Notacién: El subgrupo Ng|[C] es el conmensurador de C' en G (normalizador
de la clase [C]). Y el normalizador del subgrupo C' en G es denotado como

Ne(O).
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EJEMPLOS 1.12.

1. Los grupos CAT(0) satisfacen la condicion (C), [27].

2. En el Teorema 4.10 demostramos que el grupo modular I'(S) (Def. 3.1),
satisface la condicién (C), donde S es una superficie orientable compacta
con un conjunto finito de puntos removidos del interior y x(5) < 0.

1.5. Dimension geométrica

En esta Seccién recopilamos una serie de resultados acerca de dimension
geométrica para las familias FZN g y VCY ¢, los cuales usaremos en el Capitulo

d.

DEFINICION 1.13. La minima dimensién posible de modelos para ErG es
llamada la dimension geométrica de G para la familia F y es denotado por
gdrG. Cuando no existe un modelo de dimension finita para ErG, decimos
que gd G es infinito.

Denote como gdG = gd;,G, gdG = gdzry Gy gdG = gdyey G- Es bien
conocido que para cualesquier grupos Hy, Hy: o
(7) @(Hl X Hg) S @Hl +@HQ

PROPOSICION 1.14. [21, Prop. 4] Sea G un grupo infinito virtualmente
ciclico, entonces existe un modelo para EG con un nimero finito de orbitas de
células el cual es homeomorfo a R.

TEOREMA 1.15. [26, Thm. 5.16] Sea 1 - H - G — K — 1 una sucesion
ezacta de grupos. Suponga que H tiene la propiedad de que para cualquier grupo
H que contiene a H como subgrupo de indice finito, se tiene que gdH < n.
Suponga que gdK < k, entonces gdG < n + k. o

En [26, Ex. 5.26] Liick demuestra que grupos virtualmente policiclicos satis-
facen la condicién acerca de H en el Teorema 1.15, en particular Z" la satisface
para cada n € N.

TEOREMA 1.16. [25, Thm. 2.4] Suponga que H es un subgrupo de G de
indice finito n, entonces gdG < gdH -n y gdG < gdH - n.

El siguiente Teorema es acerca de grupos que satisfacen la propiedad de
maximalidad, el cual es dado en [30, Sec. 5].
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TEOREMA 1.17. Sea G un grupo que satisface la propiedad Mrra,cvey, -
Si se tiene que gdG < oo, entonces

(8) gdG < gdG + 1.

El siguiente Lema es acerca de grupos que satisfacen la condicién (C), es
dado en [27, Lem. 4.4].

LEMA 1.18. Sea n € Z. Suponga que G satisface la condicion (C) y que
existe un G-CW-modelo para EG con dim(EG) < n y para todo C € ICq
existe un We(C)-CW-modelo para EWg(C) con dim(EWg(C)) < n. Entonces
existe un G-CW-modelo para EG con dim(EG) <n+ 1.



Capitulo 2

Modelos para Z x 7

Como vimos en el Ejemplo 1.3, R? es un modelo para E(Z x Z). En éste
Capitulo daremos dos modelos para £ (Z x Z), basados en las construcciones
de la Seccién 1.2. La referencia de este Capitulo es [23].

El grupo Z x Z tiene la siguiente operacién: sean (ny, my), (ne, ms) € Z X7,
entonces

(nl, ml)(ng, mg) = (n1 + (—1)m1n2,m1 + mg),

con inverso (n,m)~t = ((—1)'""n, —m) y el elemento identidad es (0, 0).

Note que FZN 7.z = {(0,0)} y VCY 7.z es la familia de subgrupos ciclicos
de Z x Z. Sea ICyzyy el conjunto de subgrupos ciclicos infinitos de Z x Z,
clasificaremos los subgrupos en ZCz.z.
Para (t1,t2),(n,m) € Z x Z y k € N se tiene

(nym)* = ([L+ (=1)" + (=1)*" + - (=) "], km);
(n,m)™ = ([(=D)"" + (=)' + - + (=1)'"""]n, —km).
Por lo tanto los subgrupos en ZCz.7z son de la siguiente forma:
(9) ((n,2m)) = {(kn,2km) | k € Z}, donde (n,2m) # (0,0);
(10) ((n,2m +1)) = {(n,2m + 1)¥ | k € Z}, donde

(0,k(2m + 1)), si k es par

ko
(n,2m +1)" = { (n,k(2m +1))  sik es impar.

En la Figura 1 se representan estos subgrupos.

2.1. Primer modelo

En esta Secciéon daremos un modelo para £(Z x Z), la construccién se basa
en algunos resultados de [11]. Para ello usaremos que R? es un modelo para
E(Z x Z) y exhibiremos un espacio que es un modelo para Iycy, ., {1},.,, POT

9
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« (n.2m) (0:4s+2) . (t2541)

FiGURA 1. Los puntos representan los elementos del subgrupo
generado por (n,2m) a la izquierda y por (¢,2s+ 1) a la derecha.

la Proposicion 1.6, la junta de estos espacios es un modelo para E (Z X Z). El
modelo para Iycy,,,—{1},., €S un subespacio del espacio de lineas de R?.

La accién de Z x Z en R? explicitamente es como sigue: si (n,m) € Z x Z
y (t,7) € R?, entonces

(11) (n,m)(t,r) = (n+ (=1)"t,m +r).

El espacio R? con esta accién es un modelo para E(Z x Z).

Sea £(a, b) la linea en R? determinada por a,b € R definida como
l(a,b) = {(z,ax +b) | z € R},
y denote por
(o0, 0) = {(b,y) | y € R},

la cual esta determinada por b € R. Sea L el espacio de lineas en R?, el cual es
un espacio métrico con la siguiente distancia

k sify y £y acotan una banda de ancho k;
d(ty,05) = .
si ¢1 y {5 no son paralelas.
Entonces tenemos que
= ] R
a€RU{oco0}
donde R, = {¢(a,b) | b € R} y la métrica en cada componente es dada por d.

Como la accién de Z x Z en R? manda lineas en lineas, esta accién induce
una accién de Z x Z en L. La accién es dada como sigue, sean (n,m) € Z X Z
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y l(a,b) € L,
(12) (n,m)l(a,b) =0((—1)"a,b+m — (—=1)"an), sia € R;
(13) (n,m)l(co,b) = l(co,n + (—1)"b).

La siguiente definicién es dada en [11], se define en general para el espacio de
lineas geodésicas en espacios CAT(0).

DEFINICION 2.1. Sean (n,m) # (0,0) en Z x Z. Una linea £ C R? es un eje
para (n,m) si (n,m)¢ =y (n,m) actia por traslacién en ¢. El espacio

A={l € L]|{ esun eje para algin (n,m) € Z x7Z — (0,0)}.

es llamado el espacio de ejes de R2.

Por (13), todas las lineas £(00,b) son ejes. Y por (12) tenemos
(n,m)l(a,b) = £(a,b) sii £((—=1)"a,b+m — (=1)"an) = {(a,b);

.. _m
Sl mespary a= o

Observe que si (n, m) fija £(a,b), entonces (n, m) actia en ¢(a, b) por traslacion.
Por tanto

A={lla,b) e L| a € QUo0, beR}

(14) = H R,

acQU{oo}
donde R, = {/(a,b) | b € R} para a € QU oc.

LEMA 2.2. El espacio de ejes A de R? es un Iycy,,,—{1},,,(Z X Z)-complejo.

DEMOSTRACION. Si {(a,b) € A, denotaremos el grupo de isotropia por
L3 Lyap) =9 €L XL | g-L(a,b) = (a,b)}.

De la Definicion 1.5, es suficiente mostrar que todos los grupos de isotropia
Zi X Ly p) son ciclicos y que para cualquier H € ZCy,z, el conjunto de puntos
fijos

AP ={zc A|lh-z=xVhec H
es contraible.
PARTE 1. Subgrupos de isotropia:
(i) Sia e Q—{0}, y b eR,

(n,m) € Z X Zygap sii £((—=1)"a,b+m — (=1)"an) = {(a, )

siim espary o =a.

__ a1 _
Suponga que a = 2 con med(aq, as) = 1, entonces
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1. Si ay es par, Z X Zyap) = ((a2,a1)) € VCYzuz.
2. Si ay es impar, Z X Zyap) = ((2a2,2a1)) € VCYV7.z.

(ii) Ahora suponga que a = 0y b € R, como (n,m)¢(0,b) = £(0,b+m), entonces
Z X Zgopy = ((1,0)) € VCY7z.
(iii) Finalmente sea a = 0o y b € R, entonces
(n,m) € Z XL €L X Lyoop sii £(co,n+ (—1)"b) = {(c0,b)
siin=(1-(-=1)")b.
Si m es par, se tiene n = 0 y si m es impar, n = 2b, note que b € Ry n € Z,
entonces concluimos lo siguiente

1) si 2b € Z,
7 Loy = ((0,2)) U{(2b,2m + 1) | m € Z}
= ((2b,1)) € VCYzuz;
9 sibeRy 2 ¢ 7,
Z X Ly(oop) = ((0,2)) € VCY742.

PARTE 2. Conjunto de puntos fijos:
Sea H = ((n,m)) € ZCzyz, vea (9) y (10).

(i) Suponga que m es par, y n # 0, entonces H = {(kn,km) | k € Z}.
Observe que

(kn, km){(co,b) = ¢(c0, kn + b),

como n # 0, £(oo,b) ¢ A" para cada b € R.
Si a # oo, tenemos

{(a,b) € A" sii  (kn,km)l(a,b) = {(a,b), Vk € Z
sii l(a,b+ km — kan) = {(a,b), Yk € Z
sii a:T, y beR.
n
Por tanto
AT =R,

el cual es contraible.
(ii)) Seam # 0 pary K = ((0,m)) = {(0,km) | k € Z}. Como

(0, km)e(a,b) = l(a,b+ 2km),
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tenemos que /(a,b) ¢ AX siempre que a € Q.
Por otra parte
(0, km)l(00,b) = l(c0,b), Yk € Z, y Vb € R.
Por tanto,
AK = IRooa
el cual es contraible.
(iii) Sim es impar y R = ((n,m)). Sean a € Q y b € R, por la accién
(n,m)l(a,b) = €(—a,b+m — an)
tenemos que (n,m) fija £(a,b) siy sélo sia =0y b+ m = b. Pero m es
impar, entonces (n,m) € R no fija a {(a,b) siempre que a € Q, y b € R.
Ahora sea a = 0o y b € R, entonces
{(c0,b) € A sii £(co,n —b) = {(c0,b)
sii b= 3.
Por tanto

AT = {l(o0, 5)},

es el espacio con un punto en R...

O

PROPOSICION 2.3. Un modelo para espacio clasificante para YVCYyz.z del
grupo Z, X 7. es

(15) EZxZ) =R+« [] R

- a€QU{co}

y el cociente por la accion es

(16) B(ZxZ)=Kx [] S

a€QtUoco

DEMOSTRACION. Como R? es un modelo para F(Z x Z), del Lema 2.2 y
la Proposicién 1.6 se concluye (15). Por otro lado, (16) se sigue de la accién de
7Z x7Z en R? y A, ya que la accién de Z en A es por traslacién. O

2.2. Segundo Modelo

En esta Seccién daremos otro modelo para E(Z x Z) basado en la cons-
truccién que dan Liick y Weiermann en [30], ver Seccién 1.2. Este subgrupo no
satisface la propiedad de maximales Mrzar, ,cvey,,., (Ej- 1.9). De la relacién
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de equivalencia dada en (1), daremos una lista con las clases de subgrupos en

[ZCsz] .

De la clasificacién de los subgrupos en ZCzyz que dimos en (9) y (10) (ver
Figura 1 para visualizar estos subgrupos), aplicando la relacién de equivalencia
~ dada en (1), tenemos lo siguiente:

(i) Sea H = ((1,0)) y n € Z — {0}, como
((n,0)) € ((1,0)),
entonces
{(n,0)) ~((1,0)).

De hecho esos son los unicos subgrupos de ZCzyz que intersectan a H en un
subgrupo infinito. Denotaremos esta clase por

(17) [H] = [((1,0))] = [{(n,0))], Vn € Z—{0}.
(ii) Sean n,m € Z — {0} fijos y
(18) R = {(n,2m)).

Observe que existe un subgrupo ciclico maximal R’ que contiene a R y los sub-
grupos en ZCyyy relacionados a R estan contenidos en R'. Denote por [R] esta
clase en [ZCzy7).

(iii) Observe que se tienen las siguientes inclusiones:
((0,2k)) € ((0,2)), para cualquier k€ Z —{0};
((0,2(2s +1))) € ((r,2s+ 1)), para cualesquier r,s € Z; y
((t,2u+1)) C((t,1)) para cualesquier t,u € Z.

AFIRMACION 2.4.
((n,2m +1)) ~ ((r,2s+ 1)) para cualesquier n,m,r,s € Z,

DEMOSTRACION. Por las inclusiones anteriores tenemos las siguientes re-
laciones:

((0,2(2m +1))) ~ ((0,2)) ~ ((r;1)), ¥
((n,2m + 1)) ~ {(n, 1)) ~((0,2)) ~ {(r; 1)) ~ ((r,2s + 1))

para cualesquier n, m,r, s € Z, como afirmamos. Il

Denotemos esta clase por
(19) [K] = [{(n,2m + 1))].
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Entonces en [ZCy.z] se tienen las clases [H], [K] y una cantidad numerable
de clases de tipo [R], tantas como subgrupos maximales de la forma ((n,2m)),
con n,m # 0.

El grupo Z x Z actia en [ZCzyz] por conjugacion, las clases [H] y [K] son
fijas por conjugacion y las clases de tipo [R] son permutadas.

2.2.1. Modelos para los conmensuradores. Dado C' € ZCz,z, calcu-
laremos los conmensuradores Nz,z[C] y daremos modelos para Egic1(Nzxz[C])
y E(Nzyxz[C]), con G[C] definido en (3).

Sean (t1,ts), (n,m) € Z X Z, tenemos que

(t1,t2) (n,m) (t1, ta) ™" = (i, ta) (n, m)((=1) 7"ty —ts)
= (t1, 1) (n + (=1)™(=1)"""2ts, m — t5)
(tr+ (=1)2[n + (=) =2)1], m)
(=D)2n+t; + (=1)™"'ty, m)

(20)

1. Un modelo para E(Z x Z) es R? con la accién dada en (11) y un modelo
para E(Z x Z) es R? con la accién por traslacion.
2. (a) Sea [H] € [ZCzxz), donde H es como en (17). Por (20) tenemos que

(t1, t2)(L,0)(t1, 1)~ = ((=1),0),
entonces (t1,t2)H(t1,12)"! = H y por tanto
Noz[Hl={g € ZxZ||g~" HgN H| = oo}
EZ XL
Ademas
GH={DCZXZ|D€Ilzuz |DNH|=00}U{l}
=VCYVnu

(b) Afirmamos que un modelo para Eycy, (Z x Z) es R. Definimos la
accion de Z X Z en R como sigue:

(tl,t2>$:t2+$, (tl,t2> GZNZ, r € R.
Sea S € VCYy, entonces S = ((n,0)) para algin n € Z — {0}. El S-
conjunto de puntos fijos R° = R es contraible.
Observe que cualquier punto = € R es fijo por (¢, t3) siy solo si ty = 0,
entonces si S es un subgrupo de S que no estd en VC)y, el S-conjunto
de puntos fijos R es el conjunto vacio.
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3. (a) Sea R = ((n,2m)), con n,m € Z — {0} fijos y supongamos que R

es maximal en ZCz,z. Por (20) tenemos que
(t1,t2)(n,2m)(t1, t2) " = ((—1)n, 2m).

entonces se tienen dos casos,

i) (t1,t2)R(t1,t2)"" = R ssi ty es par ,

i) (t1,t2)R(t1,t2) " = ((—n,2m)) sii t, es impar ,

por tanto (t1,t2)R(t1,t2) ' N R = {1}.
Concluimos que
Nyzwz[R] = {(t1,2ts) | t1,t2 € Z} ~ 7 X Z,

G[R] = {((In,2lm)) | L € Z}
=VCYVr
(b) Un modelo para Eyey,(Z x Z) es R: Observe que Ny z|R] =

Nz.7(R), por tanto R es un subgrupo normal de Ny.z[R] = Z X Z y se
tiene la siguiente sucesion exacta

0 RSZxZ5S7 0

donde i es la inclusién y ¢ es la proyeccion sobre el cociente (ZxZ)/R =
Z. Sea (t1,ty) € ZxZy x € R, definimos la accién de Z x Z en R como
sigue:

(tl,tg) s = ¢(t1,t2) + .

Tenemos ¢(t1,t2) +x = x  sii  (t1,12) € ker¢p = R, por tanto los
subgrupos de isotropia estan en VCYr. Ademds, RF = R es contraible,
y si S & VCYg se tiene RY = ().

5 (a) Sea [K] como en (19). Sea (t1,t2) € Z x Z y m € Z — {0}. Por la

ecuacién (20) se sigue que
(t1,£2)(0,2m)(t1,t2) " = (0,2m).
Como [((0,2m))] = [K], concluimos que
Nzwz|K] =Z ¥ Z,

GIK|={DCZxZ|DeF, |DNK|=o0c}U{l}
={{((n,2m+1)) [ n,m € Z} U{1}.
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(b) Un modelo para Egg)Z x Z lo definiremos como sigue:

Sabemos que ((n,2m + 1)) C ((n,1)) para cualquier n,m € Z. Sea
K, = ((n,1)) y tomamos un punto k, por cada K,. Observemos que
para g = (t1,1s) € ZxZ, gK,g7' = K,, conm = (—1)%2n+2t,, entonces
Z X 7 actia permutando los subgrupos K,, n € Z.

Sea X = {k, | n € Z}, definimos una accién de Z x Z en X como
sigue:

G- kn=kn sii gK,g7' = K,,.
El Z x Z-conjunto X es un modelo para Igx)—{1} ya que
gkn =k, sii g c Nzxz(Kn) = K,.

Como un modelo para E(ZxZ) es R?, por la Proposicién 1.6 concluimos
que un modelo para Egk)(Z x Z) es la junta X = R?.

2.2.2. El modelo. Aplicando el Teorema 1.4, de los modelos obtenidos
en la Seccién 2.2.1 y el hecho de que G xg Y ~ Y, tenemos:

(21) R? I] R? [1,e; (Z % Z) Xz5z R — R?

PHQH;C% tdXzxzf1
R 1] {kn}tnez * R2 [1ie; (Z % Z) x50 R —> E(Z % 7)

donde I es un sistema completo de representantes de (G-6rbitas bajo conjuga-
ci6én de las clases de subgrupos del tipo [R] = [{((n,2m))], con (n,m) € Z x Z
distinto de (0, 0). Las aplicaciones son dados por la propiedad universal de espa-
cios clasificantes para familias, aplicado a inclusiones de familias de subgrupos.
Son como sigue:

1. La aplicacién p: R? — R es la proyeccién sobre el eje y, (t,5) — s.
Como Z x Z actia en el eje y de R? por traslacién y la accién de Z x Z
en R es también por traslacién, entonces p es una Z x Z-aplicacion
celular. Por definicién p es tnica salvo GG-homotopia.

2. La aplicacién g: R? — {k, }nez * R? es la inclusién, porque la Z x Z-
accion es la misma en R2.

3. Paral € I, f;: R? = R es la aplicacién cociente de R? por la linea que
pasa por (n,2m) y el origen, esta aplicacién es Z x Z-equivariante.






Capitulo 3

El grupo modular de una superficie

En este Capitulo se daran algunos conceptos basicos en el estudio del grupo
modular. En la Seccién 3.1 veremos algunas propiedades de giros de Dehn.
En la Seccion 3.2 veremos la definicion de difeomorfismo pseudo-Anosov y
algunas propiedades. En la Seccién 3.3 definiremos el complejo de curvas de una
superficie y el Teorema de clasificacién de Nielsen-Thurston. Y en las Secciones
3.6 y 3.4 veremos sistemas de reduccién canénico y homomorfismos que serviran
para dar una descripciéon de normalizadores de elementos en el Capitulo 4.
Finalmente veremos el Teorema de descomposicion de forma candnica para
elementos del grupo. Algunas referencias son [10], [20] y [14].

Denotaremos por S a una superficie orientable compacta con un conjunto
finito de puntos removidos del interior (perforaciones). La superficie S puede
tener frontera, a menos que se indique que es sin frontera. Sea Diff™ (S, 9S)
el grupo de difeomorfismos de S que preservan la orientacién y en la fronte-
ra 05 son la identidad, con la operacion dada por la composicién. Dotamos
Diff (S, 9S) con la topologia compacto-abierta.

DEFINICION 3.1. El grupo modular de S es el grupo
['(S) = m(Diff ¥ (S, 9S))

Es decir, el grupo de clases de isotopia suave de elementos de Diff* (S, 9S),
donde las isotopias fijan puntualmente 95.

Si la superficie S tiene n perforaciones, hay un homomorfismo I'(S) — ¥,
sobre el grupo simétrico, que envia un elemento f € I'(S) a la correspondiente
permutacion de las perforaciones. Denotaremos el niicleo de este homomorfismo
por PT'(5), llamado el grupo modular puro de S.

De ahora en adelante supondremos que la caracteristica de Euler de S,
x(S), es menor que cero.

Perforaciones vistas como puntos distinguidos: Algunas veces es conveniente
ver las perforaciones como puntos distinguidos de la superficie. En tal caso, sea
S una superficie compacta orientable, y P un conjunto de puntos del interior.
Denotaremos por Diff* (S, S, P) al grupo de difeomorfismos de S que son la

19
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FicurA 1. Giro de Dehn en A.

identidad en la frontera y dejan P invariante como conjunto. Entonces I'(.S) es
Diff (S, 9S,P) médulo isotopias suaves que son la identidad en la frontera y
dejan invariante P.

3.1. Giros de Dehn

Los giros de Dehn son elementos muy importantes en el grupo modular
['(S), ya que aparecen en el conjunto de generadores de I'(S), ver [10] por
ejemplo. Cuando la superficie S es orientable cerrada de género g, Dehn prueba
que I'(9) es generada por 2¢g(g — 1) giros de Dehn. Mas tarde Lickorish prueba
que I'(S) es generado por 3g — 1 giros de Dehn y finalmente Humpries prueba
que son suficientes 2g+1 giros de Dehn. No veremos esos resultados, sin embargo
los giros de Dehn aparecen como subgrupos de normalizadores de elementos
reducibles en Seccion 4.2, por lo que son indispensables en el desarrollo de la
tesis.

Sea A ~ S x [0,1], el grupo I'(A) ~ Z. Vemos al anillo A en R?® con la
orientacion inducida. Sea

T: A= A
(0,t) — (0 — 27t t).

Este difeomorfismo preserva la orientacién y fija A, la clase de isotopia de T'
genera ['(A). Ver Figura 1.

Una curva cerrada a en S es una aplicacién continua S! — S, la cual
identificaremos con su imagen en S. Decimos que una curva cerrada es simple
si la aplicacion S! — S es inyectiva, ver Figura 2.

DEFINICION 3.2. Sea b es una curva cerrada simple (orientada) en S. Sea N
una vecindad regular de b, es decir, N es homeomorfa a b x (0, 1), y elegimos un
difeomorfismo ¢: A — N que preserva la orientacién. Obtenemos Ty: S — S,
un difeomorfismo definido de la siguiente manera:

[ poToop (x) siz e N;
T"(x)_{ Id siz€S—N.
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FI1GURA 2. La curva (3 es simple y a no lo es.

Y Y :
& &>
I
FIGURA 3. Giro de Dehn Tj en el toro.

llamado giro de Dehn por b. La clase de isotopia de Ty, no depende en la eleccion
de N ni de ¢ y tampoco depende de la clase de isotopia de b. Si 3 es la clase
de isotopia de b, denotaremos la clase de isotopia del giro de Dehn por b como
T, el cual es un elemento bien definido de I'(S) y lo llamaremos simplemente
giro de Dehn por [3.

Otra forma de ver el giro de Dehn, como se muestra en la Figura 3 en el
toro, es cortar por 3, después dar el giro y finalmente pegar por la identidad.

Acerca de los giros de Dehn se tienen los siguientes resultados, como refe-
rencia ver Capitulo 3 de [10].

DEFINICION 3.3. El nimero de interseccion geométrico entre dos clases de
isotopia a1 y ap de curvas cerradas simples en S esta definido como el minimo
numero de puntos de interseccion entre curvas representantes de a; y as, es
denotado como i(a, ).

PROPOSICION 3.4. Sean oy y s clases de isotopia de curvas cerradas sim-
ples en S y sea f € T'(S). Entonces

1. T, =1T,, si y solo si oy = g,

2. Tf(a) = fTaf_l,

3. f conmuta con Ty, siy sélo si f(ag) = aq,
4. T, Ts = TsT, siy solo sii(ay,as) =0.
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(

FIGURA 4. Se muestran vecindades de puntos singulares con 3
y 1 punta respectivamente.

I\
U

3.2. Difeomorfismos pseudo-Anosov

Los elementos pseudo-Anosov son elementos basicos en I'(S), éstos tienen
orden infinito y aparecen en la descomposicién candnica de elementos de I'(S)
dada en el Teorema 3.27. En esta Seccién veremos la definicion de difeomorfis-
mos pseudo-Anosov y algunas propiedades que tienen estos difeomorfismos, las
cuales son un elemento clave para probar la Condicién (C) (Teo. 4.10 ) para el
grupo modular de una superficie. Ver [10] como referencia.

SUPERFICIES CERRADAS. Supondremos que la superficie S es cerrada.

DEFINICION 3.5. Una foliacién singular F en S es una descomposicién de S
en una unién disjunta de subconjuntos de S llamados hojas de F, y un conjunto
finito de S llamados puntos singulares de F, tal que las siguientes condiciones
se cumplen:

(1) Para cada punto no singular p € S existe una carta suave de una ve-
cindad de p a R? que manda hojas a segmentos horizontales. Las apli-
caciones de transicién entre cualesquiera dos cartas son aplicaciones
suaves de la forma (z,y) — (f(z,y),9(y)). Es decir, las aplicaciones de
transicion mandan lineas horizontales en lineas horizontales.

(2) Las singularidades son sillas de montar con k puntas, con k > 3, es
decir de tipo diferencial cuadratica holomorfa 2¥72dz2. A la izquierda
en la Figura 4 se muestra el caso con 3 puntas.

Sea F una foliacion en S. Un arco suave a en S es transverso a F si a omite
los puntos singulares de F y es transverso a cada hoja de F en cada punto en
su interior. Sean «, [ arcos suaves transversos a JF. Una isotopia preserva-hoja
de o a 8 es una aplicacién H: I? — S tal que

(i) HI x{0}) =ay H(I x {1}) = §;

(ii) Para cada t € I, H(I x {t}) es transverso a F;

(i) H({0} x I) y H({1} x I) cada uno esta contenido en una sola hoja.
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DEFINICION 3.6. Una medida transversa j en una foliacién F es una funciéon
F que asigna un numero real positivo a cada arco suave transverso a JF, tal
que u es invariante bajo isotopias preserva-hoja y p es regular con respecto a
la medida de Lebesgue. La tltima condicién significa que en cada punto de S
se tiene una vecindad U y una carta suave U — R? tal que la medida pu es
inducida por |dy| en R?.

DEFINICION 3.7. Una foliacion con medida en S es una foliacién de S
equipada con una medida transversa p. Decimos que dos foliaciones con me-
dida son transversas si sus hojas son transversas fuera de las singularidades.
Note que foliaciones con medida transversas tienen las mismas singularidades.

SUPERFICIES CON PERFORACIONES. Supondremos que la superficie S es
cerrada y tiene un conjunto finito de perforaciones.

Una foliacion medible en una superficie cerrada con perforaciones, se define
como en una superficie cerrada, pero en las perforaciones se permiten singula-
ridades con 1 punta (Figura 4).

DEFINICION 3.8. Sea S una superficie cerrada con un conjunto finito P de
puntos removidos. Un difeomorfismo ¢: .S — S es llamado pseudo-Anosov si
existe un par de foliaciones con medida (F*, p*), (F*, u*), y un nimero real
A > 1 tal que

(i) o(F*, 1) = (F5, A7 w0); y o(F*, ) = (F*, ).

(ii) las singularidades con 1 punta de esas foliaciones pertenecen a P.

Las igualdades en (i) significan que ¢ deja invariantes la foliaciones F* y F*y
las medidas son escaladas; (F*, u®) es llamada foliacion estable de ¢, (F“, u*)
foliacion inestable de ¢ y X es la dilatacion de ¢.

DEFINICION 3.9. Sea S una superficie cerrada con un conjunto finito de
perforaciones. Un elemento f € I'(S) es llamado pseudo-Anosov si tiene un
difeomorfismo pseudo-Anosov en su clase.

Referencia para el siguiente Teorema es [14, Exposé 12].

TEOREMA 3.10. (Unicidad de pseudo-Anosov) Sea S una superficie cerrada
con un conjunto finito de perforaciones. Dos difeomorfismos pseudo-Anosov en
Diff*(S) isotdpicos son conjugados por un difeomorfismo en Diff *(.S) isotdpico
a la identidad.

DEFINICION 3.11. Una foliacién F* es tnicamente ergddica si existe una
unica medida singular F°-invariante, salvo multiplicacién por un escalar, es
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decir, si v es otra medida invariante bajo F*, existe un escalar a € R tal que
v(T) = au(T), para cada transversal T'.

El siguiente resultado puede verse en [14, Thm. 12.1] o [10, Thm. 14.16].

TEOREMA 3.12. (Ergodicidad tinica) Sea S una superficie cerrada con un
congunto finito de perforaciones. Las foliaciones estable e inestable de un difeo-
morfismo pseudo-Anosov en S son unicamente ergddicas.

Sea f € I'(S) pseudo-Anosov y ¢ un difeomorfismo pseudo-Anosov en su
clase con (F3, 13) v (Fg, pg) las foliaciones estable e inestable respectivamente
de ¢ y Ay la dilatacién de ¢. Para n € Z — {0},

(22) O"(F§ha) = (F3 25" 1),

" (Fgs g) = (Fg, Aghig)-
Entonces si n > 0 (o n < 0), (F3, 13) vy (Fj, ) son las foliaciones estable e
inestable (inestable y estable) respectivamente de ¢" con dilataciéon Af (o A;").

SUPERFICIES CON FRONTERA. Si S es una superficie con frontera no vacia,
decimos que f € T'(S) es pseudo-Anosov si f se restringe a un difeomorfismo
pseudo-Anosov de la superficie cerrada con perforaciones obtenida al remover
la frontera de S.

3.3. Clasificacién de elementos en I'(S)

Sea S una superficie compacta con un conjunto finito de puntos removidos
del interior. El grupo I'(S) actia en el complejo de curvas, cuya definicion dare-
mos a continuacién. Esta accién permite definir una clasificacion de elementos

de T'(S).

Decimos que una curva cerrada simple es esencial si no es homotdpica a un
punto, un punto marcado o una componente frontera.

DEFINICION 3.13. El complejo de curvas de S, denotado C(S) es el complejo
simplicial abstracto donde

(i) Los vértices son las clases de isotopia de curvas cerradas esenciales sim-
ples, denotamos por V(.S) el conjunto de vértices;

(ii) C(S) tiene un k-simplejo por cada (k+1)-tupla de vértices, de los cuales
cada par tiene representantes disjuntos en sus correspondientes clases
de isotopia.
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FiGurA 5. En la figura se muestran S y S,, con 0 = a1 U .

El grupo modular actia en V(S), ya que f € I'(S) manda vértices en
vértices,
frai=f(a)
de hecho manda simplejos en simplejos. Entonces se tiene una accién de I'(S)
en C(S). La realizacidn de un simplejo es la unién de las curvas que representan
sus vértices y son mutuamente disjuntas.

DEFINICION 3.14. Un sistema de reduccidn para un elemento f € T'(S) es
un simplejo ¢ del complejo de curvas tal que f(o) = o.

SUPERFICIES SIN FRONTERA. Sea S una superficie orientable cerrada con
un conjunto finito de puntos removidos.

DEFINICION 3.15. Decimos que un elemento f € I'(S) es reducible si tiene
sistema de reduccién no vacio, y es irreducible de otra forma.

Elementos irreducibles de orden finito, llamados periédicos, son representa-
dos por difeomorfismos de orden finito (ver [19] y [24]) y elementos irreducibles
de orden infinito son representados por difeomorfismos pseudo-Anosov. Se tiene
la siguiente clasificacién dada en [10, Thm. 13.2]:

TEOREMA 3.16. (CLASIFICACION DE NIELSEN-THURSTON) Sea S una su-
perficie orientable cerrada de género g y n puntos removidos, con g,n > 0.
Cada f € T'(S) es o periddico o reducible o pseudo-Anosov. Ademds elementos
pseudo-Anosov no son periddicos ni reducibles.

3.4. Homomorfismos inducidos de inclusiones

Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de puntos
removidos U. En esta Seccion definiremos homomorfismos que usaremos en el
Teorema de la forma candnica de un elemento, que descompone a elementos
reducibles (salvo una potencia). También usaremos estos homomorfismos para
describir los normalizadores de elementos reducibles de I'(.S).
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FIGURA 6. Se extiende a f como la identidad en las partes sombreadas.

Sea S’ una subsuperficie compacta de S con un conjunto de perforaciones
T CU. La inclusion S” — S induce un homomorfismo natural,

SigeI'(S) y ¢ € Diff 7(S',09') es un representante de g, definimos 7s/(g)
como la clase de isotopia del difeomorfismo v que coincide con 1 en S’ y es
la identidad fuera de S’. Por definicién, cualquier isotopia entre dos elementos

en Diff*(S',0S") define una isotopia entre los correspondientes elementos en
Diff (S, 9S), por lo que ng: esta bien definido.

TEOREMA 3.17. [10, Thm.3.18] Sea S una superficie orientable cerrada con
un conjunto finito U de puntos removidos. Sea S’ una subsuperficie compacta de
S con un conjunto finito de puntos removidos T C U. Suponga que S’ es distinta
de un anillo cerrado y ninguna componente de S—S" es un disco abierto. Sea ng:
el homomorfismo inducido de la inclusion. Sean 11, ...1, las clases de isotopia
de las componentes frontera de S’ que acotan discos 1-perforados en S — S’ y
sean {B1,71}, .-, {Ba,va} las parejas de componentes frontera de S' que acotan
anillos en S — S’. Entonces el nicleo de ng es el grupo abeliano libre

ker(ns:) = (T, ooy Ty oo To, T oo T, L),

Y10
En particular, si ninguna componente de S — S’ es un anillo abierto, un disco
abierto, o un disco 1-perforado, entonces ng es inyectiva.

Cortando la superficie. Sea o € C(S), C su realizacién en S y N, una
vecindad abierta regular de C'en S (N¢ es homeomorfa a C'x (0, 1)). Denotamos
por S, =S — N, y por 51, .., Sk las componentes conexas de S,. En la Figura 5
se muestra un ejemplo de S, en el que 0 = a3 Uas. De las inclusiones S, — S
y S; — S denotaremos por

(24) ns,: U(Ss) = T'(S),  ns,: I(S;) = I'(9),
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FiGuraA 7. Tapando cada componente frontera con un disco 1-perforado.

los homomorfismos inducidos respectivamente. Luego por el Teorema 3.17 se
tiene ker(ng,) = (T, T,,", ..., Tp, T, "), donde §; y v; son las dos componentes
frontera de N, que son isotdpicas a «a; en S. Observe que cada componente
conexa de S, tiene al menos una componente frontera (que viene de la vecindad
de o), como elementos en I'(S,) fijan puntualmente la frontera, entonces no
permutan las componentes conexas de S,, por tanto I'(S,) = H?Zl I'(S;). De lo
anterior concluimos que cualquier elemento en la imagen g, (I'(S,)) fija cada

subsuperficie S; de S.

Tapando la frontera. En cada componente frontera de S, pegamos un disco
con una perforacién y denotamos esa superficie por S, y a cada componente

conexa de 3; la denotaremos por SA’Z En la Figura 7 se muestra un ejemplo.
Denotamos por

—~ o~

(25) Os,: T'(S,) = T(S,) v bOs:1(S;) —T(S)),

a los homomorfismos inducidos por las inclusiones S, — 3’; vy S, — §Z para
cada i, llamados homomorfismos de encorche. Por el Teorema 3.17, ker(fs,) =

(Tgy, ..., T3, T, ..., T, ). Luego, la imagen g, (I'(S;)) = I'(S;, Q:) es el sub-
grupo de I'(S;) que fija puntualmente los puntos removidos en Q; que vienen
de componentes frontera de S; al tapar las componentes frontera con discos
con una perforacién. Como elementos en I'(S,) dejan fijas puntualmente las
componentes frontera de S, y cada S; tiene al menos una componente fronte-
ra, se tiene que elementos de I'(S,) no permutan las superficies S;, entonces
1(S,) = [1, T(S;). Concluimos que g, = IT%_,fs,, entonces

k
(26) 0s,: T(S,) = [ T(S:, Q).

i=1
donde Hle 1"(§Z~, Q;) puede ser visto como el subgrupo de F(@) que fija cada

o~

S’\i y fija puntualmente los puntos removidos en Q = Ule Q; de S,.
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FIGURA 8. Se extiende a f como la identidad en las partes sombreadas.

Como curvas cerradas esenciales no son isotépicas a componentes frontera

se tiene que C(S;) = C(S;). Note que f es pseudo-Anosov si y sélo si g, (f) es
pseudo-Anosov y g es reducible si y s6lo si fg,(g) es reducible.

3.5. Subgrupos de Congruencia

Definiremos los subgrupos de congruencia de I'(S), que son subgrupos de
indice finito de I'(S) y veremos varias cualidades que tienen a continuacién. En
la Seccion 5.3 daremos una cota para la dimensién geométrica para la familia
de subgrupos virtualmente ciclicos y dicha cota nos dara una cota para el grupo
entero I'(S).

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito de puntos
removidos.

DEFINICION 3.18. Sea m > 1, sea ¢: I'(S) — Aut(H1(S,Z/mZ)), el ho-
momorfismo natural definido por la accién de difeomorfismos en el grupo de
homologia de la superficie, definimos

Fm(S) = kef%

llamado subgrupo de congruencia de I'(.S). Notemos que I',,,(S) es un subgrupo
de indice finito de I'(S).

DEFINICION 3.19. Decimos que un difeomorfismo v € Diff *(S, dS) es puro
si para alguna l-variedad C' (posiblemente vacia) de S la siguiente condicién
se satisface:

(P) C es la realizacién de algin o € C(S) o C es vacia; ¥ fija C, no in-
tercambia las componentes de S — C', e induce en cada componente de
S — C' un difeomorfismo isotépico a uno pseudo-Anosov o a la identidad.



3.6. SISTEMA DE REDUCCION CANONICO 29

Llamamos a un elemento f € I'(S) puro si la clase de isotopia de f contiene
un difeomorfismo puro. Un subgrupo H C I'(S) es llamado puro si todo h € H
es puro.

De los Corolarios 1.6 y 1.8 de [20], tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 3.20. Sea S una superficie orientable cerrada con un nimero
finito de puntos removidos. Si m > 3, el subgrupo I',,(S) es puro y libre de
torsion.

TEOREMA 3.21. [20, Thm. 1.2] Sea S una superficie orientable cerrada con
un numero finito de puntos removidos y sea C una I1-subvariedad cerrada de
S cuyas componentes no son homotopicamente triviales, y sea ¢: S — S un
difeomorfismo. Si ¢(C) = C y ¢u: H1(S, Zp) — H1(S, Zy,) es el automorfismo
identidad, entonces ¢ deja invariante cada componente de C'UQDS, preserva sus
orientaciones, preserva la orientacion de S, y deja invariante cada componente

de S —C.

En el Teorema 3.21 no se requiere que el difeomorfismo ¢ fije puntualmente
las componentes frontera.

Desde ahora m serd mayor o igual a 3. Entonces si f € T',,,(S) y o € C(S5)
con f(o) = o, por el Teorema 3.21 se tiene que f fija cada uno de los vértices
de o.

3.6. Sistema de reduccion candnico

Sea S una superficie orientable cerrada con un nimero finito de puntos
removidos. Los sistemas de reducciéon de elementos reducibles son importantes,
pero no son unicos. Definiremos sistema de reduccion canoénico, el cual es tinico,
que nos ayudara a describir (salvo una potencia) los elementos en I'(S) de forma
canénica (Teorema 3.27).

DEFINICION 3.22. Una clase de isotopia « € V(.S) es llamada clase esencial
de reduccién para un subgrupo G C I',,(S) si satisface dos condiciones: (i)
g(a) = a para cada g € G; (ii) si B € V(S) y i(a, B) # 0, entonces g(f) # S
para algtin g € G. El conjunto de clases de reduccion esenciales es un simplejo
en C(.5), el cual es llamado sistema de reduccion candnico para Gy es denotado
como o(G). Se define en general para H C I'(S) como o(H) = o(H NT,,,(9))

y para f € I'(S) se define o(f) := o((f)).

Note que el sistema de reduccién canénico de un elemento puro es la in-
terseccién de todos los sistemas de reduccién o que cumplen la condicién (P)
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(de la definicién de difeomorfismo puro), en este sentido, el sistema de reduc-
cién candnico es el sistema de reducciéon mas pequenio que cumple (P). Por el
Teorema 3.20, todo elemento f € I'(S) elevado a una potencia n € N es puro.

EJEMPLOS 3.23.

1. Los elementos pseudo-Anosov y los elementos periddicos tiene sistema
de reduccién candnico vacio [20].
2. El giro de Dehn T, tiene sistema de reduccién canénico o(7,) = «.

Para los siguientes resultados ver: Corolario 7.12, Lemma 7.3 y Sec. 7.2 de
[20].

LEMA 3.24. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito
de puntos removidos. Entonces elementos reducibles de I'(S) tienen sistema de
reduccion canonico no vacio.

LEMA 3.25. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito
de puntos removidos. Sean H,G subgrupos de T'(S).

(1) St H <G es de indice finito, entonces o(G) = o(H);
(ii) Si g € T'(S), entonces o(gGg™"') = go(G).

LEMA 3.26. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito
de puntos removidos. Sean f,g € T'(S) tal que f9 = gfPg~" para algunos p,q €

Z — {0}, entonces go(f) = o(f).

DEMOSTRACION. Por hipétesis o(f4) = a(gfPg™"), por el Lema 3.25
o(f)=0o(f) v olgffg ) =0olgfg ).

entonces o(gfg~') = o(f). Y por el Lema 3.25 o(gfg~") = go(f), por lo tanto
go(f) =o(f). O

Cortando S por el sistema reduccién canénico o de un elemento en I'(S) y
aplicando el Teorema de clasificacion de Nielsen-Thurston a cada subsuperficie
de S, podemos obtener una descomposicién del elemento, [10, Cor. 13.3].

TEOREMA 3.27 (Forma canénica). Sea f € ['(S) yo = o(f) = aqU...Uq,. su
sistema de reduccion canonico. Sea S, = S1U...USy y N, como antes. Ademas
suponga que la cerradura N, = Skr1U- - -USk., es union de vecindades cerradas
disjuntas Sy.; de curvas representantes de los «;. Eziste un representante ¢ €
Diff*(S) de f que permuta las subsuperficies S;, entonces alguna potencia de ¢
deja cada S; invariante. De hecho, existe un entero p > 0 tal que ¢P(S;) = S;
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Rbhl)  — e

Ficura 9. Ilustracién de la forma candnica.

para toda i y
k+r

(21) = ns(F.

donde fi € T'(S;) es o pseudo-Anosov o la identidad para 1 < i < k y es una
potencia del giro de Dehn en la curva a;_y para k+1 <1<k +r.

OBSERVACION 3.28. En (27), para 1 < j < 7, ng,,,(f;2x) = Ta?, con
n; € Z. Ademas si f € I',,(S5), por el Teorema 3.21 y porque I',,(S) es un
subgrupo puro, siempre podemos tomar p = 1.






Capitulo 4

Conmensuradores de subgrupos ciclicos infinitos de I'(.5)

El objetivo de este Capitulo es dar una descripcion de los conmensuradores
de subgrupos ciclicos infinitos C' de I'(S) (Seccién 4.4). Para ello, en la Seccién
4.1 veremos estabilizadores de un simplejo o € C(S), lo que nos ayudara a
describir los normalizadores de elementos reducibles de I'(S) en la Seccién 4.2.
Y en la Seccién 4.3 probaremos que I'(S) cumple la Condicién (C) definida en
la Seccién 1.4.

4.1. Estabilizadores

En esta Seccion S denotara una superficie orientable cerrada, posiblemente
con un conjunto finito de puntos removidos. Veremos una descripcion de los
estabilizadores I'(S),, la cual nos ayudard a ver cémo son los normalizadores
de elementos reducibles en I'(S).

Sea o € C(S), con vértices ay, ..., y Sy = S;U---US, como en la Seccién
3.4. Note que si S tiene género g y n puntos removidos, entonces o € C(S)
tiene a lo mas 3g — 3 + n vértices y S, tiene a lo mas 2g — 2 + n componentes
S;, ver [10].

Consideremos la accién de T'(S) en el complejo de curvas C(S), denotemos
el estabilizador de o en I'(S) por

['(S)s = {9 € I'(9)[g(0) = a}.
Sea f € I'(S), y C la realizacién de o en S. Si F estd en la clase de f, F(C') es
isotépica a C, por el Teorema de extension de isotopias, podemos suponer que
F fija C, entonces el difeomorfismo F' determina un difeomorfismo S — C', que
determina un elemento en I'(S — C). Como S — C' es naturalmente homeomorfa
a S,, existe un isomorfismo natural NS —-0) ~ F(§U). De esta forma se
obtiene el siguiente homomorfismo, llamado homomorfismo de corte. Siguiendo

esta notacion se tiene la siguiente Proposicién, dada en [20, Sec. 7.5] y en [10,
Prop. 3.20].

33
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FIGURA 1. Se muestra el homomorfismo p, o como la composi-
cién 8507]501.

PROPOSICION 4.1. Existe un homomorfismo bien definido

—

(28) p: T(S), — I(S,).

con nicleoel el grupo abeliano libre (T, , ..., Ty, ).

—

Note que elementos de I'(S,) pueden permutar las componentes conexas
de S,. Restringiremos el homomorfismo p a dos subgrupos de indice finito de
['(S), tales que su imagen bajo p no permuta las componentes conexas de S,.

Tal restriccion es la composicion de dos homomorfismos que dimos en la Seccion
3.4.

Sea I'(S)? el subgrupo de indice finito de T'(S), de elementos que fijan cada
«; con orientacién. Como f € I'(9)Y fija la orientacién de cada «;, preserva los
lados de una vecindad regular de cada «; y por tanto fija cada 5;. La restriccion
Po0 = pg|p( )0 corresponde a la composicién

—1
Po0 = 05,75,

donde g, : I'(S,) — T'(Sy) y ns,: I'(Sy) — I['(S) fueron definidos en (25) y
(24). El homomorfismo p, o esta bien definido ya que ker(ng,) C ker(fs, ), ver
la prueba de [10, Prop. 3.20]. Por tanto

k
(29) poo: D(S)) — HF(SZ" i),

i=1
es sobreyectiva y ker(py o) = ker(p,). En la Figura 1 se muestra un ejemplo de
la composicién, en la cual se puede apreciar que los giros de Dehn T, estan en
el nucleo.
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Otro subgrupo de I'(S), es el subgrupo I',,(S),, considerado por Ivanov en
[20, Sec.7.5]. Por el Teorema 3.21, elementos en I',,(5), fijan cada curva a;
con orientacién y cada subsuperficie S;, entonces I',,(S), C T'(S)?, denotare-
MOS POT Po.m = Po.0|Tpm(S)y, ENLONCES Popm: [ (S)y — Hle F(S\i, Q;). Ademas
tenemos que ker(py.m) >~ Z°, con s < 7. 51 g € I'v(S)s ¥ Pom(9) = (915, ),
por definiciéon de p, y como g es puro, cada g; es puro, entonces la imagen
Pom(Lm(S)s) es un subgrupo puro de Hle I‘(§i, Q;) y por tanto es libre de
torsién, denotaremos este subgrupo por Hle I';, donde TI'; es la proyeccion de
la imagen de p,,, sobre F(gi, Q;), entonces

k
(30) pom: Tn(S)e = [T

i=1

La siguiente observacion la usaremos en la prueba de Proposicién 4.5, don-
de se da una descripcién de centralizadores de elementos reducibles de I',,,(5).
También la usaremos en las Proposiciones 5.7 y 4.12, donde se prueban pro-
piedades claves para el computo de los conmensuradores de subgrupos virtual-
mente ciclicos infinitos de I'(S).

OBSERVACION 4.2. Sea f € I',,(S) con o = o(f). Por la Observacién 3.28,
la forma candnica de f del Teorema 3.27 es

f=1ns,(F)I_ ToY,

donde cada f; € T'(S;) es la identidad o pseudo-Anosov. B B
Sea pom(f) = (fi,--. fr). Observemos que f € I, (S)o v (f1,--s f1) € ngj(f).

Como pym(f) = 95077501( f) ¥ pom esta bien definida, entonces
(fis oo f1) = 05, (F1s - Fi)
= (051 (71)7 s gsk (7k))7

entonces para cada i, f; = 0s,(f;), por tanto f; es pseudo-Anosov o la identidad.

4.2. Normalizadores

En esta seccién daremos una descripcién de normalizadores en I'(S) de
subgrupos ciclicos infinitos de I',,(S) y I'(S), asi como algunas propiedades que
cumplen los normalizadores. Denotaremos por Cy(f) v Nu(f) el centralizador
y el normalizador respectivamente del subgrupo (f) en H.
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TEOREMA 4.3. [31, Thm. 1] Sea S una superficie orientable cerrada con un
conjunto finito de puntos removidos. Sea f € T'(S) pseudo-Anosov. El centra-
lizador Cr(s)(f) es una extension finita de un grupo ciclico y el normalizador
Nrs)(f) contiene a Crs)(f) como subgrupo normal de indice 1 o0 2.

OBSERVACION 4.4. Con las hipétesis del Teorema 4.3, si m > 3, el grupo
[',,(S) es libre de torsién para. Si f € T',,(S) es pseudo-Anosov, entonces
Cr,.$)(f) = Nr,.(s)(f) es un subgrupo ciclico infinito.

Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de puntos
removidos. Sea f € I',,(S) reducible y 0 = o(f) con vértices oy, ..., ;.. Por
el Lema 3.26, Cr(s)(f) ¥ Nres)(f) son subgrupos del estabilizador I'(S),. Sea

['(S)? el subgrupo de I'(S), que fija cada «; con orientacién y p,o como en

(29), entonces

Pao,0

1 — 72" —=T(9) 2= 12, (5, Q) —= 1.

Denotaremos por Cr(s)(f)? = Cr(s)(f)NT(S) ¥ Nres)(f)° = Nres)(f)NI(S)s,
subgrupos de indice finito de Crs)(f) y Nres)(f) respectivamente.

PROPOSICION 4.5. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto
finito de puntos removidos. Sea f € I'y,(S) — {Id} reducible con o(f) = o y

560 poo(f) = (f1, - fi), entonces
Po,0
(31) l —72" — CF(S)(f)O - Hf:l Cr(@-,gi)(fi) — L

y Crs)(f)? tiene indice 1 0 2 en Npes)(f)°.

DEMOSTRACION. Escribimos f en su forma canénica como en (27),
k _ry .
f= Hi:lnsz’(fi)H;:ngj]’
por la Observacién 4.2,

(32) (frs e fi) = O, (1) s 05, (Fi),
donde cada f; es la identidad o pseudo-Anosov. Sea g € T'(S)Y, siguiendo

el método del 3.27, como ¢ fija cada subsuperficie S; de S, y cada «; con

orientacion, g puede ser escrito como
_ 17K — T m;
9 =1G_1ns, (g1, 137,

con cada m; € Z, pero g; puede ser reducible, periédico o pseudo-Anosov, para
cada i. Podemos hacer como en la Observacién 4.2 para g, entonces p,o(g) =

(917 e gk) = (851 (gl)a sy esk (gk))
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Se tiene que
(33) gfg_l = H?:ﬂ?&- (gz)’rlsz (71)7751 (§i>_1H§=1T§;7

entonces

(34)  f=gfg " siysolosi ns(f;)=mns(G:)ns (fi)ns, (@) Vi

Ya que ns,(f;) es la clase de isotopfa del difeomorfismo de S que coincide con
f; en S; y es la identidad fuera de S;, tenemos que

(35) 1s; (f:) = ns: (G:)ns, (?i)nsi (g)~" Vi siysolosi gi?igi_l = [ Vi.
Luego, si 0s,(g;) conmuta con fg,(f,), entonces f;g;f; lg; ! estd en kerfg,, el
cual es el grupo abeliano generado por giros de Dehn de curvas isotopicas

R S .
a componentes de dS;. Pero al hacer la multiplicacion f;g;f, g;' los giros
de Dehn en curvas isotépicas a componentes de 0.S; se eliminan, entonces

7@5; 1@_ ' = Idg,, es decir, f. conmuta con g;. Entonces
(36) gi?igi_l = ?1 Vi siy solo sifs, (?z) = 05,(9:)0s, (71')931- (§i>_1 Vi.
De (32), (34), (35) v (36), concluimos que
gfg™t=[ siysolosi gfigi' = fi Vi.
Ya que no hay restricciones para m;, con j € {1,..,r}, entonces se tiene la

sucesion exacta (31).

Ademés, de la igualdad (33), si algin n; # 0, entonces Crg)(f)? coincide
con Nr(s)(f)°. Por otra parte, suponga que n; = 0 para toda ¢, entonces

= H?:l”&(?i)
Y Poo(f) = (f1,-., fr), donde cada f; es la identidad o pseudo-Anosov. Luego
po0(Nres)(f)°) C T Ny g, (fi) v por el Teorema 4.3, Cr g, (fi) es de indice 1
02 en Nr(@)(fi)v de lo que podemos concluir que Crs)(f)° tiene indice 1 o 2
en NF(S)(f 0, 0

De la Proposicion 4.5 y el Teorema 4.3 tenemos:

PROPOSICION 4.6. Sea S una superficie orientable cerrada con una conjunto
finito de puntos removidos. Sea f € 'y, (S) — {Id} reducible con o(f) = o.
Suponga que poo(f) = (Ids, ..., 1ds,, fat1,--fa), donde f; es pseudo-Anosov
parai € {a+1,a+2,...,k} (renombrando las componentes conezas de S, si es
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necesario). Entonces

(37) 1——=7Z" — Cr(f)° —Z 1, TS, 0 [T Vs — 1,

j=a+1

donde V; es el centralizador de f; en F(gj, Q,), el cual es virtualmente ciclico
para toda j € {a+1,....k}.

SUPERFICIES CON FRONTERA. Si la superficie S tiene frontera no vacia,
suponga que tiene b # 0 componentes frontera i, ..., 55, sea

fs: T(S) — T(S),
el homomorfismo de encorche, con ker(fs) = (Tj,,...,T5,) =~ Z°. Sea R el
subgrupo de puntos perfoArados de S que vienen de componentes frontera de S,
entonces 0g(I'(S)) = I'(S,R) es el subgrupo de I'(S) que no intercambia los
puntos de R. Sea f € I'(S), tenemos

(38) 1 —= 2" — Cris)(f) —> Crgpy (05(F) —= 1.

Esto se sigue del hecho de que si g € I'(S) es tal que 6(g) conmuta con 6(f),
entonces gfg—1f~! € ker fg, pero el elemento gfg~' f~! no tiene giros de Dehn
en curvas isotépicas a la frontera, por tanto gfg~—'f~!' = Id.

Observemos que elementos en I'(S) dejan invariante una vecindad regular
de la frontera 0S. Entonces, si f tiene un giro de Dehn T g con y # 0, entonces

para cualquier g € ['(S), se tiene que gfg~' tiene la misma potencia del giro
de Dehn T§, por tanto

(39) Nrs)(f) = Crs) ()
Y si f no tiene giros de Dehn en las curvas i, ..., 85, entonces

gfg ™t = fr! siysolosi 0s(g)0s(f)s(g)™ = Os(f)*".

Entonces

(40) 1 —> 2" — Nigs)(f) —> Ny (05(f) —= 1.

Ahora veremos algunos resultados de normalizadores de subgrupos ciclicos
infinitos en I'(S).

TEOREMA 4.7. [7, Thm. 6.1] Sea S una superficie orientable compacta con
un conjunto finito de puntos removidos. Sean G C I'(S) un subgrupo puro. Si
f,9 € G son tal que f' = g' para algin enterot > 1, entonces f = g.
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LEMA 4.8. Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito
de puntos removidos. Sea f € I',,(S) yt € Z — {0}, entonces

Cr,)(f) = Crus)(fY),  Crs)(f) = Crs)(f*)

Nr,.)(f) = Nrs)(fY), Nr)(f) = Ne) ().

DEMOSTRACION. Suponga que t > 1. Como Nr,,(s)(f) € Nr,,(s)(f*), ne-
cesitamos probar la otra contencién. Si h € Nr, (s)(f*),

(RfR=h) = (f")
para algin ¢ € {1,—1}. Por el Teorema 3.20 el grupo I',,(S) es puro, luego
fi,hfh™t € T,,(S), aplicando el Teorema 4.7 concluimos que

hfh 1 fz
por tanto h € Np, (s)(f). Como I',,(S) es normal en I'(S), podemos usar el

Teorema 4.7 de igual forma para probar que Np(s)(f) = Nres)(f*). Tomando
1 = 1, tenemos la prueba para los centralizadores. O

LEMA 4.9. Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito
de puntos removidos. Sea o € C(S) con vértices a,...,a,, y f = Hi_ T}, con
n; € Z — {0}, entonces Nrs)(f) = Nrs)(f*), para cualquier k # 0.

DEMOSTRACION. Sea g € Np(s)(f*), probaremos que g € Np(g)(f). Por el
Lema 3.25, g(0) = o, pero g puede permutar «q,...,a,. Sea § € X, tal que
g(a;) = as() para toda 4. Por los resultados acerca de giros de Dehn dados en
la Seccién 3.1 y porque f/* = gf*g~1 para algin j € {1, -1}, tenemos

H£:1Tifni = QHr—chTig_l
— HT Tknl

=1 Oz(;()’

por lo que concluimos que jkn; = knsq) Vi, entoncesjn; = ns;) para toda i.
Por otra parte, tenemos que

gfg "t =gll_Tlig™
s

i=1 045(2)7

como jn; = ns(;) entonces

gfg™t =T, T = f7,
por lo tanto g € Nrs)(f). O
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4.3. Condicién (C) para I['(5)

Usaremos las propiedades de difeomorfismos pseudo-Anosov que dimos en
la Seccion 3.2 para probar la siguiente:

Condicién (C):Vg,h € T(S) con |h| = coy k,l € Z tal que gh*g~1 = h!,
entonces |k| = |I|.

Esta propiedad nos ayudara en el computo de los conmensuradores de subgru-
pos virtualmente ciclicos infinitos.

TEOREMA 4.10. Sea S una superficie compacta orientable, posiblemente
con un conjunto finito de puntos removidos del interior y x(S) < 0. El grupo
['(S) satisface la condicion (C).

DEMOSTRACION. I. La prueba para superficies sin frontera serd dada en
las Proposiciones 4.11 y 4.12, ya que elementos de orden infinito son reducibles
o pseudo-Anosov. II. Si S tiene b componentes frontera. Sean h, g € I'(S) con
|h] = 0o tales que ghPg~! = h? para algunos p,q € Z — {0}. Sea

0s: T(S) — T'(S),
el homomorfismo inducido de la inclusién § — S como en (25), y por el Teorema
3.17, ker(fs) ~ Z" el grupo abeliano libre generado en los giros de Dehn basados
en las curvas isotépicas a las componentes frontera de S.

Observemos que ker(fg) es central en I'(S), entonces si h € ker(fg) podemos
concluir que p = ¢. Por otro lado si h ¢ ker(fs), aplicando fg, tenemos

0s(9)0s(h)P0s(g)~" = bs(h)?,

-~

por el caso I el grupo I'(.S) satisface la condicién (C) y |#s(h)| = oo, por tanto
concluimos que |p| = |q|. O

PROPOSICION 4.11. Sea S una superficie orientable cerrada, con un con-
Junto finito de puntos removidos y x(S) < 0. Sean hy, ..., h, € I'(S) un nimero
finito de clases pseudo-Anosov, supongamos que existen gy, ..., g, € ['(S) y una
permutacion v € X, tal que

(41) gilfg; " =hi,, Vie{l,.r},
para algunos p,q € Z — {0}, entonces |p| = |q|.

DEMOSTRACION. Suponga p > 0 y denote por I = {1,...,r}. Para cada
1 € I, sea ¢; difeomorfismo pseudo-Anosov en las clase h;, por el Teorema 3.10,
de unicidad de pseudo-Anosovs, existe Vi € I G; € Diff (.9) en la clase g; , tal
que Gi¢?G; ! = qbi(i).
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Sean (F7,puf) y (F#, ut) foliaciones estable e inestable de ¢; con dilatacion
A > 1, parai € I.

Por (22),sin >0 (n <0), (F7,u) y (F*, p1t) son las foliaciones estable
e inestable (inestable y estable) respectivamente de ¢! con dilataciéon A ( o
A,

Suponga que ¢ > 0. Siguiendo la prueba de [14, Lem. 16, Exp. 12], G;
envia la foliacién (in)estable de ¢ a la foliacién (in)estable de ¢7 ;). Como las

foliaciones son unicamente ergddicas, se tiene:

G(*F;'Sv :uf) = (]: MO Gﬂy(l ) G('/—: :uz) - (‘7:'7(1)7 blj“;uy(z))u
con ab = 1, (ver [31, Lem. 1]). Ya que se tiene
¢l1 ( ~(2)? alu"y z)) ¢f1 ( (‘/—-;sﬂuzs))
= GO G HG(F; 1))
= G&(F7, m7)
= G(F, A1)
= (F3 A ars),
en forma similar se hace con (F. i) ,u:(i)) entonces el difeomorfismo gbq tiene

la misma dilatacién que ¢;. Entonces A = A, Vi € I. Como \; > 1 Vz, Y
tiene solo una g-ésima raiz real positiva, entonces

(42) A =MNae, Viel

Si para algun 4, (i) = i, entonces p = q. Si (i) # i Vi, sea n > 2 el minimo
entero positivo tal que 7"(1) = 1. De la igualdad (42) tenemos que

(43) )\q a(1) = =A yatl(1), @ € {0 }
Py\n
por tanto, A\; = )\iq) . Como Ay > 1, concluimos que p = ¢. Por otra parte,

si ¢ < 0, tenemos que X = )\W(Z de manera similar podemos concluir que

p=—q. 0

PROPOSICION 4.12. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto
finito de puntos removidos y x(S) < 0. Sea f € T'(S) reducible tal que f1 =
gfPg " para algin g € T(S) y p,q € Z — {0}, entonces |q| = |p|.

DEMOSTRACION. Como T',,,(S) es un subgrupo de indice finito en T'(S),
podemos suponer que f € I',,(S). Denote por I ={1,....,r} vy J={1,...,k}.
Sea 0 = o(f), suponga que o tiene vértices aj, ..., a,.. Por hipdtesis y por el
Lema 3.26, go = o, entonces g € I'(5),. Sea p,: ['(S), — F(é;) como en el
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Teorema 4.1.

CASO 1: Suponga que f € ker(p,), es decir, f = II[_,T7?; podemos suponer
que mcd{ny,...,n,} = 1. Notemos que g puede permutar Qe Oy SEA O € X,
tal que g(ou) = as) Vi € I. Como los ;s tienen realizaciones disjuntas en
S, los giros de Dehn T,,, conmutan, ademds ¢7T,.g ' = To(ay) = Taé(i) (ver Sec.
3.1), entonces por hipdtesis se tiene

I, 70 = gITy_, T g

— 1,17
de donde concluimos que gn; = pns-1; Vi € I. Otra forma de verlo es:
vy = (N1, ...,ny), V2 = (Ng-1(1), ..., Ng-1(r)) €0 Z" y qui = pvy, entonces vy y
vy deben estar sobre la misma linea en R". Como v, es obtenido al permutar
las coordenadas de vy, concluimos que v; = vy 0 v; = —vy, por tanto |p| = |q|.

CASO 2: Supongamos ahora que f & ker(p). Como f € T, (S) po(f) fija
cada subsuperficie S de S,. Para j € J, sea fi = p(f )\Sj S — S;. No-

te que p,(g) puede permutar las subsuperficies Sj de é;, sea G; = po(9)|5.

Vj e Jyvy € X tal que g;: §j — §7(j), V7 € J. Por hipétesis tenemos qu(]a

po ()= po(9)ps(f)’Ps(g)~", entonces

(44) 5175 =12, Vied

Como f € T'(S) v po(f) # Id, para algin | € J, f; es pseudo-Anosov (ver la

Observacion 4.2). Sean > 0 el minimo entero tal que 4"(l) = [, de (44) se tiene
G oing = [, Vi€ {0,1,..,n}.

Entonces f,yi(l) es pseudo-Anosov para cada i € {0, 1,...,n—1}. Como S y §7i(l)
son homeomorfas Vi € {0, 1, ...,n — 1}, entonces podemos aplicar la Proposicién
4.11, por tanto |p| = |q|. O

4.4. Descripcion de los conmensuradores

Seguiremos la misma notaciéon que en la Seccién 1.2. Sea ZCq el conjunto
de subgrupos ciclicos infinitos de G, para C' € ZC¢ sea [C] su clase.

LEMA 4.13. Sea S una superficie compacta orientable, posiblemente con un
conjunto finito de puntos removidos del interior y x(S) < 0. Sea m > 3 fijo.
Sea C' = (g) € ICr(s) y n € N el minimo entero positivo tal que g™ € T',,,(5).
Entonces

Nr(s)[C] = Nrs)(9")-
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DEMOSTRACION. Del Teorema 4.10, I'(S) cumple la Condicién (C), enton-
ces por el Lema 1.11, tenemos que

(45) Nresy(9) € Nres)(9*) € Nrgsy(6®) € -+, y
Nrs)[C] = | Nrs) (g™).
k>1

Como ¢g" € T',,(S), por el Lema 4.8 tenemos que

Nrs)(9™) = Nrgs)(9™) = Nrgs) (9"
para cualquier k£ > 0, entonces la sucesién anidada de normalizadores (45)
converge, de hecho

Nrs)[C] = Nres)(9™) = Nres)(g™).-
]

OBSERVACION 4.14. En la Seccién 5.3 veremos que al subgrupo (¢g") del
Lema 4.13 esta contenido en tinico maximal C' € ZCr,,(s), por tanto

Nr(s)[C] = Nr(s)(g") = Nr(s)(C).

Una descripcién para estos normalizadores fue dada en la Seccion 4.2.






Capitulo 5
Dimensién geométrica de I'(5)

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito de pun-
tos removidos del interior y x(S) < 0. En la Seccién 5.1 veremos resulta-
dos conocidos acerca de las dimensiones gdI'(S) y gdI'(S). En la Seccién 5.2

probaremos que I'(S) admite un modelo para EI'(S) de dimensién finita, pa-
ra ello usaremos la descripcién de los conmensuradores de subgrupos ciclicos
infinitos de I'(S) dada en el Capitulo 4. En la Seccién 5.3 probaremos que
gdl', (S) < gdI',,(S) + 1y daremos una cota para gdI'(S).

5.1. Resultados conocidos

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito P de puntos
removidos del interior con x(S) < 0. Definiremos el espacio de Teichmiiller
T(S), el cual es un modelo para ET'(S).

Por una estructura hiperbdlica en S entenderemos un difeomorfismo
¢S — X,

donde X es una superficie con una métrica completa con area finita de curva-
tura constante —1 y frontera totalmente geodésica (si es no vacia). Denotare-
mos a esta estructura hiperbdlica como (X, ¢). El difeomorfismo ¢ es llamado
la marca y X o (X, ¢) serd una superficie hiperbdlica con marca.

Dos estructuras hiperbdlicas en S, ¢1: S — X1y ¢2: S — Xy, son ho-
motdpicas si existe una isometria I: X; — X, tal que las marcas I o ¢; y ¢o
son homotopicas, es decir el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

S
N
X, ! X,

Aqui las homotopias pueden mover puntos en la frontera de Xs. El espacio
de Teichmiiller de S es definido como el conjunto de clases de homotopia de

45
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estructuras hiperbdlicas en S:
T (S) = {estructuras hiperbdlicas en S}/homotopia.

El conjunto de clases de homotopia de estructuras hiperbdlicas en S es dotado
de una topologia, ver Capitulos 10 y 11 de [10]. Es bien conocido que el espacio
de Teichmiiller de una superficie compacta de género ¢g y n puntos removidos
del interior es homeomorfo al espacio euclideano de dimensién 6g — 6 + 2n,
como referencia ver [33].

El grupo modular I'(S) actia en el espacio de Teichmiiller 7(S): sea f €
['(S), ¢ un representante de f en Diff™(S) (ver Cap. 3) y [(X, ¢)] la clase de
homotopia de una estructura hiperbdlica de S, entonces

fol(X,0)] =[(X,¢ov).
Esta accion es propiamente discontinua y se tiene que el espacio de Teichmiiller
T (S) es un modelo para EI'(S) por resultados de Kerckhoff dados en [24]. En
[1], Aramayona y Martinez-Pérez prueban que gdI'(S) coincide con la dimen-
sién cohomolégica virtual ved(I'(S)). De donde se obtiene el siguiente:

COROLARIO 5.1. [1, Cor. 1.3] Sea S una superficie orientable compacta con
un numero finito de puntos remouvidos del interior. Entonces existe un modelo
cocompacto ET(S) de dimension igual a ved(I'(S)).

La dimensién cohomoldgica virtual es calculada por Harer:

TEOREMA 5.2. [18, Thm. 4.1] Sea S una superficie orientable compacta,
de género g, con b componentes frontera y n puntos removidos del interior. Si
29 +b+n > 2, entonces

4g+2b+n—4 st.9,0+mn >0,
ved(T'(S)) = 49 —5 sin,b =0,
2b+n—3 st g = 0.

En [9] Degrijse y Petrosyan demuestran que para S una superficie de género
g > 2, I'(S) admite un modelo (9g — 8)-dimensional para ET'(S), con g > 2. El
cual se deduce de la siguiente:

PROPOSICION 5.3. [9, Cor. 6] Sea S una superficie cerrada, conexa, orien-
table, de género g > 2. Entonces la dimension cohomolégica de Bredon para la
familia de subgrupos virtualmente ciclicos de T'(S),

c(I'(S)) <99 — 8.
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5.2. Dimension geométrica para la familia de subgrupos
virtualmente ciclicos

Sea S una superficie compacta con un nimero finito de puntos removidos
del interior y x(S) < 0. En la Seccién 5.1 dimos resultados acerca de gdI'(S5), la
cual coincide con la dimensién cohomoldgica virtual de T'(S) [1]. Notemos que
si G C T'(S), entonces gdG < gdI'(S). En esta Seccién veremos que gdI'(S) es
finita.

Para obtener un modelo para ET'(S) via la construccién de Liick y Weier-

mann, dada en el Teorema 1.4, es necesario tener modelos para ENp(s)[C] y
Egic)Nr(s)[C] para [C] € [ZCr(g)).

OBSERVACION 5.4. Del Teorema 1.2, un modelo para EgicNr(s)[C] es un

Nrs)[C]-CW complejo X tal que el H-conjunto de puntos fijos X es contra-
ible para H € G[C] y es vacio cuando H ¢ G[C].
Del Lema 4.13 y la Observacion 4.14, podemos asumir que existe un uni-
co maximal C' € ICr,(s) tal que Nps)[C] = Nres)(C). Sea Wrs)(C) =
Nr(s)(C)/C y la proyeccién p: Nrs)(C) — Wrs)(C). Entonces un modelo
para EWrg) (C), con la Nr(s) (C)-accién inducida de la proyeccién p, es un
modelo para Egic)Nrs)[C], para cualquier [C] € [ZCpg)).

TEOREMA 5.5. Sea S una superficie orientable compacta, con un nimero
finito de puntos removidos del interior y x(S) < 0. Entonces gdI'(S) es finita.

Por lo tanto, el grupo I'(S) admite un modelo para EI'(S) de dimensién finita.

DEMOSTRACION. Observe que es suficiente probar que para [C] € T'(S) se
tiene gdgc1Nr(s)[C] < o0, ya que Nr(s)[C] C I'(S) y por tanto gdNr5)[C] <
gdI'(S) < oo.

. Suponga que S tiene frontera vacia. Sea [C] € ZCrgy con C = (f), por el
Teorema de clasificacién de Nielsen-Thurston, f es un elemento pseudo-Anosov
o un elemento reducible.

(a) Si f es pseudo-Anosov, entonces Np(s)[C] es virtualmente ciclico y G[C]
es la familia de todos los subgrupos de Np(s)[C], entonces un modelo para
Egic)Nr(s)[C] es un punto.

(b) Si f es reducible y f = II;_;T}%, con n; € Z — {0}, donde ay, ..., a, son
los vértices de o = o(f). Por el Lema 4.9, se tiene que Nrs)(f) = Nres)(f*)
para cualquier k # 0, entonces Nrg)[C] = Nr(g)(f), y podemos suponer que
med{ny,...,ng} = 1.

Siguiendo la misma idea que en la Observacién 5.4, un modelo para EWrg)(f)
con la accién inducida de la proyeccién Npes)(f) — Wres)(f) es un modelo
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para Fgjc)Nr(s)[C]. Probaremos que gdWr(g)(f) es finita.

Note que cualquier elemento g € I'(S)% conmuta con f, porque g fija cada «,
entonces I'(S)2 C Nr(s)(f). Ademds Nres)(f) C IT'(S),, por tanto I'(S)% es un
subgrupo de indice finito de Np(s)(f), de hecho es normal, entonces

1 — = T(S)? — Ny (f) —= B ——~ 1,

(e

con B finito. Como f € T'(S5)?,
1 —=T(9)g/(f) —= Nr(s)(/)/(f) — B —1.

o

Por el Teorema 1.16, si probamos que gd(I'(S)2/(f)) < oo, podremos concluir

que gdWrs)(f) es finita. De (29), como f € ker(ps,0) tenemos

L— (Toys oo, To V() —=T(S)/(f) —= [T, T(Si, Qi) — 1,

como (T, ....,Tn,) ~ Z" y f esidentificado con la r-ada (nq, ...,n,) € Z" via ese
isomorfismo, el cociente Z"/{(ny,...,n,)) ~ Z"™1, porque gdc{ni,...,n,} = 1.
Entonces

1 —— 2" ——=T(9)9/(f) — I, (51 Q) —= 1,

g

aplicamos el Teorema 1.15 para concluir que gd(I'(S)J/(f)) es finito, por tanto
@(WF(S)(]”)) es finito.

(c)Ahora si f es reducible, y p(f) es no trivial. Como Np(s)[C] = Nrs)(f™),
para algin n # 0 tal que f* € T',,(S), asumiremos que f € T',,(S) y que
C = (f) es maximal en ZCr,,(s). Por la Observacién 5.4, si probamos que
gdWrp5)C' < 00, entonces gd Egic)Nr(s)[C] < oo.

Notemos que Crs)(f)? < Nr(s)[C] con indice finito, entonces

1 — Cr)(f)° — Nro)(f) — F — 1,
con F' finito. Como f € I',,(S), f € Cres)(f)°, entonces

1 —Crs)(f)°/{f) —= Nes) (N (f) — F — 1L
Por el Teorema 1.16, es suficiente probar que gd(Crs)(f)°/(f)) < oo.

Sea 0 = o(f), suponga que ai,...,q, son los vértices de o y poo(f) =
(f1, .-, fx). Renombrando las subsuperficies de S, tal que f; = I dr(@) para

ie{l,...,a}yf;€ I‘(gj, Q;) es pseudo-Anosov para j € {a+1,..,k}, entonces
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por la Proposicion 4.6 tenemos:
Po,0
1— Ty, ... Tn,) —= Crs) () —=T10- F(SZ,QZ)H] a1 Vi—1,

donde V; = Cy 5 ( f;) es virtualmente ciclico para cada j.
Denote por A HZ 1 I'(S;, Q:) H] _at1 Vi, entonces tenemos el siguiente ho-
momorfismo

¥ Cres) () /() = D/ {poo(f))

9{f) = poo(9){pe0(f)),

el cual estd bien definido porque p,o((f)) = (po.0(f)) ¥y es un homomorfismo
sobreyectivo porque py lo es. Luego, ker v = p,({ps0(f)))/(f) es abeliano.
Ahora veremos que gd(A/{ps0(f))) es finito. Note que

A e, 1(S;, QIE_, .\ V;
<p0,0(f)> <(Idr(§1)a"'7Idr(§;)afa+1v-">fk)>
Hé?:a-&-l‘/j

((fartsoos fi))
Como (f;) < V; es de idice finito Vj. Entonces si f = (fay1, ..o, fr),

L— T, (f3) /() — T Vi /() — T F — 1,

con F} finito para todo j, entonces

= H?er(gi, Ql) X

1 —=ZF 7t — T, Vi /() — T Fy —— L.

Por el Teorema 1.15, gd(IT%_, ,, V; /(f ) es finita. Entonces aplicando el Teorema
1.15 a la sucesién exacta definida por 1, podemos concluir que

gd(Crs)(1)°/(f)) < oo.

I1. Suponga que la superficie S tiene frontera no vacia. Siguiendo en forma
similar como en la Parte 1 (a), de (38),(39) y (40), aplicando Teorema 1.15,
concluimos que gdWps)(C) < oo.

O

5.3. Cotas para la dimensién geométrica para la familia VCY

En esta Seccién probaremos que I',,(.S) satisface la siguiente propiedad:

Propiedad Mzzncyey: Todo subgrupo H € ZCr,, () esta contenido en
un tnico Hyq, € ZCr,,(s) €l cual es maximal en ZCr,, ().
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Donde ZCr,,(s) denota el conjunto de subgrupos ciclicos infinitos de I',(S5).
Esta propiedad nos dard una cota para gdI',,(S) y por tanto para ng(S)

Hacemos referencia a las Secciones 3.6, 3.4 y 4.1, para notacion.

TEOREMA 5.6. [20, Lem. 8.7] Sea S una superficie orientable cerrada, con
un congunto finito de puntos removidos y x(S) < 0. Sea G un subgrupo de
[n(S), con m > 3. Sea 0 = o(G) y suponga que p,(G) = 1%, G;, donde G;
denota la proyeccion de la imagen sobre F(S\'Z-, Q,). El grupo G es abeliano si y
solo si cada G; es trivial o un grupo ciclico infinito.

PROPOSICION 5.7. Sea S una superficie orientable compacta, posiblemente
con un conjunto finito de puntos removidos del interior y x(S) < 0. Para
m > 3, el grupo I',,(S) satisface la propiedad Mzzncyey.

DEMOSTRACION. CASO I. Supongamos que S tiene frontera vacia. Co-
mo I',(S) es libre de torsién para m > 3, entonces ZCr(sy,, = VCYVr(s),, —
FINt(s), es el conjunto de subgrupos ciclcos infinitos de I',,(.5).

Es bien conocido que para superficies sin frontera S, elementos periédicos en
['(S) tienen orden finito, entonces por el Teorema de clasificacién de Nielsen-
Thurston, cada elemento en I',,(.S) es reducible o pseudo-Anosov.

Sea H = (f) € ZCr,,(s).- Observe que si K = (k) € ZCr,,(sy y H C K, entonces
K es generado por una n-ésima raiz de f en I, (.S) para algun n € Z—{0} y por
el Lema 4.8, se tiene que Cr,,(s)(K) = Cr,,(s)(H) luego K C Cr,,(s)(H). De he-
cho probaremos que K esta contenido en un subgrupo abeliano libre de T, (.5),
como K es cualquier subgrupo en ICpm(S que contiene a H, concluiremos que
existe un tnico maximal en ZCr,,(s) que contiene a H.

(i) Si f es pseudo-Anosov, por el Teorema 4.3, Cr,,(s)(H) € ICr,,(s), en-
tonces Cr,,(s)(H) es el tinico subgrupo maximal en ZCr,,(sy que Contlene H.

(ii) Ahora supongamos que f es reducible y o = o(f) es su sistema de
reduccion canénico, por el Lema 3.26, Cr, (s)(H) C I'n,(S),. Supongamos que
o tiene vértices ag,...,a,, sea S; = S1 U -+ Sy ¥ pom €s el homomorfismo
sobreyectivo dado en (30),

Poam’ Dm(S)s — T T,

donde I'; C F(:S’\i, Q) es libre de torsién para toda i y p,.m, tiene como nucleo
un subgrupo abeliano libre de (T, ..., T,,) ~ Z", suponga que ker(py.,) ~ Z°,
s < r. Observe que cada T,,, conmuta con f, en particular todo elemento de
ker(pym) conmuta con f, si pym(f) = (f1,..., fx), entonces

Po,m

1 ——=2° — Cr,(s)(f) —= L Cr,(fi) —= 1,
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y por la Observacion 4.2, cada f; es la identidad o pseudo-Anosov. Sea p, (k) =
(k1, ..., k), entonces se tiene

(a) Vi, kifi = fiki,

(b) Vi, f; es raiz n-ésima de k; ya que f es raiz n-ésima de k y si f; = Id para
alguna j, entonces k; = Id, porque cada I'; es libre de torsion.

Sea L = {l1,....,lq} C {1,....,k}, tal que I; € L si y s6lo si f;, es pseudo-
Anosov. Por el Teorema 4.3, Cr, (f;,) es ciclico infinito para cada l; € L. Vemos
al grupo nglcr,j(fzj) como subgrupo de II¥_,Cr,(f;), poniendo el subgrupo
trivial {1} en las coordenadas distintas de Iy, ..., l4, y tomamos su preimagen

G = p;in(nglchj (fl])) C FM(S)W
entonces tenemos

Po,m
1 A G 5, Cr, (fi,) —=1,

Luego, G C T, (S) y H;lzlcplj (f;) =~ Z%, aplicando el Teorema 5.6, concluimos
que G es abeliano, y por construccién, para cualquier K € ZCr,,(s) tal que
H C K se tiene que K C GG. Como G es abeliano libre, se tiene que existe un
tinico maximal en ZCr,, () que contiene a H.

CASO II. Supongamos ahora que S tiene b # 0 componentes frontera

By -eey Bp. Sea R

Os: T'(S) = I'(9),
el homomorfismo de encorche dado como en (25), con ker(6s) = (Tp,, ...., Tp,) =~
Z>. Por definicién de g tenemos que 5(I'(S)ym) C T'(S),,. Como cada Tjs, actia
trivialmente en H,(S,Z), ker(fs) C I',,(5), entonces ker(fs|r,.(s)) = ker(fs).
Por lo que se tiene,

(46) 1 -7 —— T, (8) —2=T,.(3).

Es bien conocido que cuando S tiene frontera no vacia, ['(S) es libre de torsién,
entonces ZCr,, sy = VCYr,,(s) — FLNT,,(s) es el conjunto de subgrupos ciclicos
infinitos de I',,,(.9).

Suponga que A = (x) € ICr,,(s) y sea B = (y) € ICr,,(s) tal que A C B,
entonces Og(A) = (0s(z)) C (0s(y)) = 0s(B). Como en el CASO I, veremos
que B esta contenido en un grupo abeliano libre de I',,(S).

Por el CASO I, tenemos que existe un subgrupo abeliano libre G de Fm(§ )

tal quesi K € ICF(g) y0s(A) C K, setiene que K C G. Sea G = 05(I',,(S))NG,

el cual también es abeliano libre porque Fm(:S'\) es libre de torsién, note que
B C 054G, ya que y € 05 (0(y)).
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Sean g1,92 € G, §1 € 05'(q1) ¥ G2 € 05" (g2), como g, y go conmutan,
entonces por definicién de s debemos tener que §; y §; conmutan, por tanto
6~'(G) es abeliano libre. Hemos concluido que para cualquier B € ZCr,, (s) tal
que A C B, B esta contenido en un subgrupo abeliano libre, entonces existe
un subgrupo maximal en ZCr,, (sy que contiene a A.

OJ
Finalmente podemos dar cotas para las dimensiones geométricas para la
familia VC)Y del grupo modular de una superficie y de sus grupos congruencia:

TEOREMA 5.8. Sea S una superficie orientable compacta, con un nime-
ro finito de puntos removidos del interior y x(S) < 0. Suponga que m > 3,
entonces

(1) gdI'y(S) < ved(T'(S)) +1;

(2) Denote por [T(S) : T')y(S)] el indice de T, (S) en T(S), entonces
gT(S) < [T(S) : Ton(S)] - £ ()

[0(S) : T (S)] - (ved(I(S)) + 1)

Donde ved(I'(S)) denota la dimensidn cohomoldgica virtual de I'(.S).

IN

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.17, la Proposicién 5.7 y el Teorema 5.5,
concluimos (1). Aplicando Teorema 1.16 tenemos (2). O]

Del Teorema 1.4, tenemos el siguiente:

COROLARIO 5.9. §i M denota el conjunto de clases de conjugacion de
clases de subgrupos maximales en ICr,, sy, un modelo para gF(S) es dado por
el siguiente I'(S)-pushout celular,

[oem T(S) Xnpsyc ENp(s)C —— ET'(S)
jHCGM idp(s) X Np(gy 0 fe l
Heem P(S) X nps)c EWr(s)C —— EL(S5).

Donde EWrp(s)C' es un Nrg)(C)-CW-complejo por la accion de la proyeccion
Nrs)C = Wrs)(C), i es una inclusion y las aplicaciones fc son celulares.



Capitulo 6

Grupo de trenzas de una superficie

Sea S una superficie y n € N. Fijamos P un conjunto de n puntos distintos
del interior de S. Ver [5] como referencia.

DEFINICION 6.1. Una n-trenza geométrica en S es una coleccién 3 =
{P1, ..., Bn} que consiste de n arcos f;: [0,1] — S x [0,1], para i = 1,...,n,
llamadas cuerdas:

(a) para 1= ]-7 -y 10, 5%(0) = (,CE“O) y 57,(]') € P x {1}7
(b) para toda t € [0,1] y para toda i,7 € {1,...,n}, i # j,

Bi(t) # B;(t)
(es decir, las cuerdas son disjuntas);
(c) para toda t € [0,1] cada cuerda intersecta S x {t} en exactamente un
punto (es decir, las cuerdas son estrictamente mondtonas con respecto
a la t-coordenada).

Decimos que dos trenzas geométricas son equivalentes si existe una isotopia
(que deja los puntos finales de las cuerdas fijos) de una a la otra a través de
trenzas geométricas. Esto define una relacién de equivalencia, y las clases de
equivalencia son llamadas n-trenzas. Sea B, (S) el conjunto de n-trenzas de S.

El producto de dos n-trenzas v y [ es la concatenacién, definida por pegar
los puntos finales de 7 con los puntos finales de /3 (el intervalo I en cada caso se
comprime al intervalo [0, 1/2]). Esta operacién no depende de la eleccién de las
trenzas geométricas representantes y es asociativo. El elemento identidad Id de
B,.(S) es la n-trenza que deja cada cuerda vertical y el inverso de una n-trenza

={(Bi(t), ..., Bn(t)) }rejo s la n-trenza {(B1(1 — 1), ..., Bn(1 — 1)) }repo-

DEFINICION 6.2. El grupo B,,(S) con esta operacién es llamado el grupo de
n-trenzas de S.

Hay un homomorfismo B, (S) — X, sobre el grupo simétrico, dado por la
correspondiente permutaciéon de los puntos en P. Denotaremos al ntcleo de
este homomorfismo por P, (S), el cual es llamado el grupo puro de n-trenzas.

53
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FIGURA 1. Se muestra una n-trenza en la esfera.

6.1. Espacios de Configuracién

DEFINICION 6.3. Sea S una superficie compacta. EL n-ésimo espacio de
configuracion de S es definido como sigue,

F.(S) ={(z1,...,x,) € S" | m; # x; for all 4,5 € {1,....,n},i # j}.

Dotamos a F,(S) con la topologia inducida por la topologia producto del es-
pacio S™. El espacio F,,(S) es una variedad abierta conexa 2n-dimensional.

Existe una accién natural libre del grupo simétrico ¥, sobre F,(S), per-
mutando las coordenadas. Denotaremos el cociente por la accién por D, (S) =
F,(S)/%,, puede ser pensado como el espacio de configuracién de n puntos
desordenados. La proyeccién p,: F,(S) — D, (S) es una aplicacién cubriente
regular [5, Prop. 1.1]. Ademsés,

TEOREMA 6.4. [15] Sea n € N. Entonces
P,(S) ~m(F,(S)) and B,(S) ~ m(Dy(S5)).

PROPOSICION 6.5 ([34],[12]). Sea S una superficie compacta orientable.
Entonces el grupo de trenzas P,(S) y B,(S) son libres de torsion si y solo si S
es diferente de S?.

6.2. Relacién con el grupo modular de una superficie

El grupo modular de una superficie estd muy relacionado con el grupo de
trenzas, una referencia es [6]. Sea S una superficie compacta orientable y P un
conjunto finito de n puntos distintos del interior de S.

Para el disco D?, se tiene el siguiente resultado.
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TEOREMA 6.6. [5] B,(D?) ~T(D? — P).

TEOREMA 6.7 ([13],[17],[6],[12]). Sea S una superficie compacta orientable
distinta de S*. Sea n > 1, entonces se tienen las siguientes sucesiones exactas
cortas:

(47) | — B,(S) —=T(S — P) —=T(S) — 1.

(48) | = Zy —= B, (S?) — > T(S? — P) — 1.

6.3. Dimensiéon geométrica

Observe que si G es un grupo libre de torsién entonces EG = EG, ademés
EG es el cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane K (G, 1).

TEOREMA 6.8. [12] Sea n € N. Suponga que S es una superficie compacta
orientable diferente de S?. Entonces los espacios F,,(S) y D,(S) son espacios
Filenberg-MacLane de tipo K(P,(S),1) y K(B,(S),1) respectivamente.

Entonces si S es una superficie compacta orientable distinta de la esfera, de
la Proposicién 6.5 y el Teorema 6.8, tenemos modelos para EB,(S) y EP,(S).
Por tanto gdP,(S) = gdB,(S) < 2n.

Sea m > 3 fijo. Cuando la superficie es cerrada el grupo de trenzas puro
P,(S) se realiza como un subgrupo de I';,(S — P), entonces tenemos:

COROLARIO 6.9. Sea S una superficie cerrada orientable de género > 2.
Entonces tenemos

(i) gdPo(S) < 2n +1;
(i) an(S) < (2n+ )n!.

DEMOSTRACION. Sea m > 3 fijo. Como P,(S) se realiza como subgru-
po de I';, (S — P), gdP,(S) < gdI'(S — P), del Teorema 5.8, concluimos que
gdP,(S) es finita. Luego, por la Proposicién 5.7, P,(S) cumple la propiedad
M}—INP”(S)CVCJJP»”(SW dada en la Seccion 5.3. Aplicando el Teorema 1.17 con-
cluimos que gdP,(S) < gdP,(S) +1 < 2n+ 1.

Ya que el indice de P,(S) en B,(S) es n!, por el Teorema 1.16 tenemos (ii). [

En el caso de la esfera, sea n > 4. De la sucesion exacta corta (48) y de
[16, Prop. 12], un modelo para £ B, (S?) es un modelo para ET'(S* —P), con la
accién inducida por la proyeccién ¢: B, (S?) — I'(S?—P). Las cotas que dimos
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en el Teorema 5.8 aplican en este caso. Sin embargo podemos dar mejores cotas
y modelos mas concretos. Es un trabajo en curso, en el cual queremos dar un
modelo explicito para n = 5, con el cual se pueden hacer célculos en K-teoria
[2].
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