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Resumen

En la presente tesis se exploran aspectos computacionales de la conjetura de Farrell-Jones en su
version de teoria K. El contenido estd dividido en cuatro capitulos principales. El primer capitulo
es dedicado a introducir nociones preliminares. El segundo capitulo explora la teoria K algebraica
racional de algunos anillos de grupo, haciendo cdlculos explicitos en estos casos, la herramienta
utilizada es una sucesion espectral del tipo Atiyah-Hirzebruch. En el tercer capitulo se explora la
dimension geométrica de grupos respecto de la familia de subgrupos del tipo finito por ciclico.
Finalmente en el cuarto capitulo se dan férmulas para la teoria K algebraica del grupo modular de
Hilbert en términos de la teoria K algebraica de sus subgrupos finitos maximales, la herramienta
utilizada es la sucesion espectral de p-cadenas. Los ultimos tres capitulos constituyen contribucio-

nes originales del autor obtenidos en su investigacion doctoral.

Palabras clave: Teoria K, conjetura de Farrell-Jones, grupo modular de Hilbert, espacios clasi-

ficantes, sucesiones espectrales.






Abstract

In the present thesis is devoted to the study of computational aspects of the K-theoretic Farrell-
Jones conjecture. The contents are divided in four chapters. The first chapter is dedicated to introdu-
ce some preliminary notions. In the second chapter it is explored the rational algebraic K-theory of
some group rings, performing some explicit calculations in these cases, the tool used is an Atiyah-
Hirzebruch type spectral sequence. The third chapter explores the geometric dimension respect to
the family of finite-by-cyclic subgroups. Finally, in the fourth chapter are given formulas for the
algebraic K-theory of the Hilbert modular group in terms of the algebraic K-theory of its finite
maximal subgroups, the tool used is the p-chain spectral sequence. The last three chapters contain

original work obtained by the author during its doctoral research.
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INTRODUCCION

1. Teoria Ky topologia

A riesgo de sonar redundante se puede definir a la topologia como el drea de la matemética que
se dedica a estudiar los espacios topoldgicos. También podria decirse que se encarga de estudiar
la forma de los espacios geométricos desde un punto de vista continuo, es decir, que dos espacios
son equivalentes si uno se ve como el otro salvo una deformacién que no implique ponchaduras o

cortaduras. Es bien conocido que para un top6logo una taza y una dona son iguales.

La topologia algebraica se encarga de traducir problemas topoldgicos en problemas algebraicos
a través de objetos llamados funtores, que sirven como diccionarios. Usualmente funciona como
sigue: tenemos un problema topolégico T y lo traducimos en un problema algebraico A, entonces

si A no tiene solucién se sigue que T no tiene solucidn.

Veamos un ejemplo concreto. Sea D el disco cerrado de dimension dos, el Teorema del punto
fijo de Brouwer nos dice que toda funcién continua f : D — D tiene un punto fijo. Podemos hacer
un bosquejo de la demostracion. Supongamos que existe f : D — D sin puntos fijos, entonces
podemos construirnos una funcién g : D — S'! que es una retraccién, es decir que la composicién
S! < D — §!, donde la segunda flecha es g, es la identidad; aqui es donde usamos el funtor de
homologia para traducir a un problema algebraico, al final, la traduccién nos dice que existirian
funciones Z — 0 — Z tal que su composicion es la identidad, pero esto es claramente absurdo. Por

lo tanto no puede existir tal f y terminamos.

Una de las primeras motivaciones en topologia para estudiar teoria K algebraica fue la de pro-
veer de un hogar adecuado a ciertas obstrucciones en problemas clédsicos. Los mas populares son

la obstruccién de finitud de Wall y el teorema del s-cobordismo (ver por ejemplo [Ros05]).

XI
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Recordemos primero la obstruccion de finitud de Wall. Se dice que un espacio X es finitamente
dominado si existen un complejo CW finito Y y funciones f : X - Yy g: Y — Xtalesque go f es
homotdpica a la identidad 1y en X. El problema en cuestion es averiguar si X finitamente dominado
implica que X es homotdpicamente equivalente a un complejo CW finito que no necesariamente
sea Y. La obstruccion de Wall, nos dice grosso modo que a este problema le podemos asociar un
elemento y(X) en el grupo Ko(Zm (X)) (al que llamaremos Why(rr;(X)) en este trabajo), y que el
problema tiene una solucion afirmativa si y s6lo si y(X) es cero. En particular si Ko(Zm (X)) es

cero, entonces el problema siempre tiene respuesta positiva.

Ahora, recordemos brevemente de qué se trata el teorema del s-cobordismo. Consideremos M y
M’ n-variedades suaves, cerradas y conexas, una (n + 1)-variedad con frontera W se dice que es un
cobordismo entre M y M’ si OW = M 11 M’. Decimos que W es un h-cobordismo si las inclusiones
M — Wy M’ — W son equivalencias homotdpicas, en particular, el llamado cobordismo trivial
M x[0, 1] es un h-cobordismo de M en si misma. El teorema de s-cobordismo nos da una biyeccion
entre el conjunto de clases de difeomorfismo de h-cobordismos sobre M estd en biyeccion con el

grupo de Whitehead Wh,(r;(M)).

Es particularmente interesante el caso cuando (M) = {1} porque es bien sabido que Wh;({1}) =
{1}. Esto quiere decir que el tnico s-cobordismo hasta difeomorfismo que existe sobre una variedad
simplemente conexa fija M de dimension al menos 5, es el A-cobordismo trivial. Este caso particular
es conocido como el teorema del 4-cobordismo y fue originalmente demostrado por Smale. De este
resultado se desprende la demostracion de la conjetura generalizada de Poincaré para dimension al

menos 5.

Estos dos ejemplos nos dan alguna idea de por qué la teoria K y los grupos de Whitehead son

relevantes en topologia algebraica y en topologia geométrica.

2. La conjetura de Farrell-Jones: historia y motivacion

Los afios 50’s y 60’s son conocidos como la época dorada de la topologia algebraica. Por men-
cionar algunos de los grandes resultados obtenidos en el drea se encuentran: el teorema de Serre
acerca de la finitud de los grupos de homotopia estables de las esferas; la teoria de cobordismo de

Thom; el descrubrimiento y la calsificacion de las esferas exoticas de Milnor y Milnor-Kervaire
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respectivamente; la invarianza topoldgica de las clases racionales de Pontryajin demostrada por
Novikov; el teorema del h-cobordismo y la conjetura (generalizada) de Poincaré en dimensiones
altas por Smale; los fundamentos de la teoria de cirugia por Browder, Novikov, Wall y Sullivan y

un largo etc.

En 1968, Mostow demostrd su famoso teorema de rigidez el cual enunciamos a continuacion.

TeoreMA 0.1. Supongamos que M y N son variedades cerradas, completas e hiperbdlicas de
dimension al menos 3. Si existe un isomorfismo [ : n;(M) — m(N), entonces es inducido por una

isometria entre M y N.

Notemos que toda variedad hiperbodlica es asférica, es decir, su cubriente universal es contra-
ible, entonces el teorema de rigidez de Mostow establece que las variedades hiperbdlicas (con las

hipdtesis mencionadas) son isométricamente rigidas.

Basado en este tltimo resultado, Borel conjetur6 que toda variedad asférica es topoldgicamente

rigida, de manera concreta tenemos la siguiente conjetura.

ConNeTurA 0.2. Sean M y N variedades asféricas cerradas. Supongamos que f : my(M) —
m1(N) es un isomorfismo, en particular, M 'y N son homotdpicamente equivalentes. Entonces, f es

inducido por un homeomorfismo entre M y N.

Cabe mencionar que la hipdtesis de la asfericidad es necesaria. Hay ejemplos de variedades
no asféricas homotépicamente equivalentes pero no homeomorfas, por ejemplo, los espacios lente

L(7;1, D)y L(7;2,1).

Una gran cantidad de trabajo ha sido realizado motivado por la Conjetura de Borel. Para un
panorama mucho mas amplio se recomienda ver [KL0S]. Uno de los programas mds exitosos para
demostrar casos particulares de la conjetura de Borel fue el desarrollado por Farrell y Jones. Ellos
desarrollaron una combinacion de dlgebra, topologia y dindmica que eventualmente derivaria en la

ahora conocida Conjetura de Farrell-Jones [FJ93].

La conjetura de Farrell-Jones, en sus versiones de teoria K y teoria L, predice que las siguientes

funciones de ensamble son isomorfismos
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Ageyen - HS(EG; Kg) — HS (pt; Kg) = K,(RG).

Aveyeann - HO(EG; L) — HE (pt; L) = LE)(RG).

No es de sorprender que ambos isomorfismos implican la veracidad de la Conjetura de Borel si
G es el grupo fundamental de una variedad asférica. Sin embargo la conjetura de Farrell-Jones en
sus versiones de teoria K y teoria L también implica otras conjeturas como la conjetura de Novikov,

la conjetura de Bass, la conjetura de Kaplansky, etc. Ver [BLRO8b].

En los ultimos afnos se han hechos grandes progresos en la verificacion de la conjetura de
Farrell-Jones. Por mencionar algunas familias de grupos que la satisfacen estdn los grupos hi-
perbolicos en el sentido de Gromov, grupos CAT(0), grupos S-aritméticas, lattices arbitrarias en

grupos de Lie virtualmente conexos, etc. Ver final de la seccion 1.

También, recientemente, Davis, Quinn Khan, Ranicki y Reich demostraron que uno puede sus-
tituir el espacio clasificante EG por el espacio clasificante E#,.G, donde ¥ bc es la familia de
subgrupos del tipo finito por ciclico. En el Capitulo 3 exploramos la dimensién minima, conocida
como dimensidn geométrica respecto de la familia # bc que puede tener este clasificante y obtuvi-
mos el teorema que se menciona abajo, el cual reduce el estudio de dicha dimension geométrica al

estudio de la dimension geométrica respecto de la familia de subgrupos virtualmente ciclicos.

TEOREMA. Sea G un grupo discreto. Supongamos que tenemos una inclusion estricta de familias

Fbc < Veye. Entonces todo modelo para E¢,.G tiene dimension infinita, y en consecuencia,

8dypc(G) = 0.

Ademas de las aplicaciones antes mencionadas, la conjetura de Farrell-Jones también puede
ser utilizada como herramienta computacional. Es decir, puede ser utilizada para calcular la teoria
Ky la teoria L de un anillo de grupo R[G]. Para ser mds concretos, la conjetura de Farrell-Jones
predice que la teoria K algebraica de R[G] estd determinada por la teoria K de R[V], donde V corre
sobre los subgrupos virtualmente ciclicos (finitos e infinitos) de G. Por ejemplo, si G es libre de

torsion y R = Z, entonces tendriamos que la teoria K de Z[G] estd determinada por la teoria K de Z
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y de Z[Z], finalmente usando la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch se puede demostrar que

Wh,(G) = {1}. Esto apunta a la siguiente conjetura.

ConNJETURA 0.3. Sea G un grupo libre de torsion. Entonces Whi(G) es trivial.

En el presente trabajo exploraremos el aspecto computacional de la conjetura de Farrel-Jones en
el caso de teoria K. La estrategia a utilizar es calcular el lado izquierdo de la funcién de ensamble,
el cual es un grupo de homologia con coeficientes en el espectro no conectivo de teoria K de R.
Asi pues, uno puede intentar calcular este grupo de homologia utilizando una sucesién espectral.

En este tenor, algunos de los resultados obtenidos en este trabajo son:

TEOREMA. Sea G un grupo que satisface la conjetura de Farrell-Jones y tal que existe un modelo

finito para EG. Entonces rank(K,(Z|G])) es finito para todo n € Z.

TeOREMA. Sea G el grupo modular de Hilbert PS L,(Oy). Entonces para todo g,

Why(G) = 5 Why(M)

(M)

donde la suma corre sobre las clases de conjugacion de subgrupos finitos maximales de G.
TEOREMA. Para todo q <1, se cumple que
Why(S Ly(Oy)) = K,(ZPS L,(Oy)).
Cororario 0.4. Sean G = PS L,(Oy) y H = S L,(Oy) la proyeccion al cociente, entonces
Whi(H) =~ Whi(G) ® G” & Z,,
donde G es la abelianizacion de G. También

Who(H) =~ Who(G) © Z;

Wh_i(H) = (5 K_(zZIM)).

(M)

donde la suma corre sobre las clases de conjugacion de subgrupos finitos maximales de G.
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3. Como se estructura esta tesis

La presente tesis esta estructurada como sigue.

El Capitulo 1 contiene principalmente definiciones y algunos resultados importantes que son
enunciados sin demostracion pero con las referencias pertinentes. Son dadas la definicién de G-
CW-complejo, espacios clasificantes para familias de subgrupos, espacios sobre una categoria y
teorias de homologia equivariantes. Todo el material en este capitulo estd orientado a enunciar la
conjetura de Farrell-Jones, la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch y la sucesion espectral de
p-cadenas. Estas tltimas son las herramientas principales en los cdlculos que se desarrollarén en
los capitulos 2 y 4. Todo el material del Capitulo 1 es bien conocido en el area y no tiene contenido

original del autor.

El Capitulo 2 estd basado en el contenido del articulo [JPSS14] del autor en co-autoria con
Daniel Juan Pineda. En este capitulo se demuestra que los grupos de teoria K de Z[G] tienen rango
finito siempre que exista un modelo finito para el espacio clasificante EG y la conjetura de Farrell-
Jones sea cierta para G; luego se dan ejemplos de grupos que cumplen esta condicién. En seguida,
se dan célculos concretos cuando G es alguno de los siguientes grupos: un grupo libre finitamente
generado, un producto libre de dos grupos finitos, PS L,(Z), el grupo fundamental de una superficie
asférica, F,, < S, y un grupo libre abeliano finitamente generado. Para realizar dichos calculos
se utilizan la conjetura de Farrell-Jones, la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch y resultados

acerca de la teorfa K racional para grupos finitos.

En el capitulo 3 se explora la dimensién geométrica respecto de la familia 7 bc de subgrupos del
tipo finito por ciclico. Por definicién la familia ¥ bc estd contenida en la familia Veyce de subgrupos
virtualmente ciclicos. El resultado principal de este capitulo nos dice que dado un grupo discreto
G, si la inclusiéon Fbc C Veyc es estricta entonces todo modelo para E#,.G debe tener dimension

infinita. El contenido de este capitulo es trabajo del autor atin sin publicar.

Finalmente en el Capitulo 4 se dan calculos explicitos de los grupos de Whitehead para el grupo
modular de Hilbert. Concretamente, consideremos k una extension finita y totalmente real de Q, y
denotemos por Oy a su anillo de enteros algebraicos. El grupo modular de Hilbert es por definicién

PS Ly(Oy). En uno de los resultados principales se demuestra que Wh,(PS L,(O;)) esta determinado
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por los grupos de Whitehead de los subgrupos finitos maximales de PS L,(Oy). También se estudia
la estructura de Wh,(S L,(Oy)) para n < 1 y se dan expresiones explicitas para la teoria K racional
de Z[PS L,(Oy)]. Este capitulo estd basado en el articulo [BSS] del autor en co-autoria con Mauricio

Bustamante.

Morelia, Michoacdn; 2016.






Capitulo 1

La conjetura de Farrell-Jones

En este capitulo definiremos los preliminares necesarios para poder enunciar la Conjetura de
Farrell-Jones para el funtor de teoria K algebraica. Después de enunciar la conjetura dedicaremos
un par de secciones a enunciar la sucesion espectral de p-cadenas y la sucesion espectral de Atiyah-
Hirzebruch. Dichas sucesiones espectrales serdn una de las herramientas que utilizaremos en los
calculos de los capitulos posteriores. Nada de este capitulo es material original del autor, asi que en

cada seccion se procura dar las referencias pertinentes.

1. Espacios clasificantes para familias de subgrupos

DermNiciON 1.1. [Liic05, Definition 1.1] Sea G un grupo discreto. Una G-célula de dimension n
es un espacio de la forma G/H x D", donde H es un subgrupo de G, G/H es el conjunto de clases
laterales izquierdas y D" = {x € R"| ||x]| < 1} es un disco cerrado de dimension n; notemos que G
actia en dicha G-célula por traslacion izquierda en la primera coordenada. Un G-CW-complejo X
es un espacio topoldgico construido de manera inductiva adjuntando G-c€lulas. De manera explicita

X es un G- espacio (un espacio topologico donde G actiia) que tiene una filtracion G-invariante
(1.1) Xcx'co-c| Jxn=x
y existen G-pushouts (uno para cada n)

[Lie/(G/H X S§") —— X"

| |

[ie(G/H X D") — X"*!

de manera que X tiene la topologia débil o topologia colimite respecto a la filtraciéon. A X" se le

conoce como el n-esqueleto de X.
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DEFINICION 1.2. = Decimos que un G-CW-complejo es propio si todos sus grupos de
isotropia son finitos.
= Decimos que un G-CW-complejo X es finito si solamente tiene un nimero finito de G-
células, i.e. el espacio de orbitas X/G es compacto.
» Decimos que un G-CW-complejo es de tipo finito si solamente tiene un niimero finito de

G-células de dimensién n para cadan =0,1,2,3, ...

Notemos que X tiene una estructura natural de CW-complejo que proviene de ignorar la accién
de G tanto en la filtracién como en los pushouts. Cabe resaltar que para cada g € G y para cada
célula e de X tales que ge N e # O se tiene que la accién de g en e es trivial ya que G actiia en la

G-célula G/H x D" en el factor izquierdo.

DEeriniciON 1.3. Una familia de subgrupos 7 de un grupo G es una coleccién no vacia de
subgrupos que es cerrada bajo conjugacién y es cerrada bajo tomar subgrupos, i.e. se cumplen las

siguientes dos condiciones:

» Si H pertenece a ¥ y g es un elemento de G entonces gHg™! pertenece a ¥ ;

» Si H, pertenece a ¥ y H, es un subgrupo de H; entonces H, pertenece a ¥ .

Notemos, en particular, que toda familia F de subgrupos de G contiene al subgrupo trivial.

DEerINICION 1.4. Sea G un grupo y ¥ una familia de subgrupos. Un espacio clasificante E+G o

un modelo para E+G es un G-CW-complejo X que cumple lo siguiente:

1. Todos sus subgrupos de isotropia pertenecen a 7 .
2. Si H € ¥ entonces X, el subespacio que consta de los puntos fijos por los elementos de

H, es contraible y por lo tanto no vacio.

Denotamos por B#G al espacio de orbitas (E+G)/G.

Decimos que un G-CW-complejo X es un G- -CW-complejo si todos sus grupos de isotropia

pertenecen a F .



Indice general 3

Notemos, en particular, que para toda familia # de subgrupos de G cualquier modelo X para

E#G es contraible. Cuando hablamos de un espacio clasificante, es usual denotar también por E#G

al G-¥-CW-complejo subyacente mediante un abuso de notacion.

TreoremA 1.5. [Liic05, Theorem 1.9] Sean G un grupo y ¥ una familia de subgrupos de G.

Entonces, siempre existe un modelo para E+G.

TeoreMA 1.6. [Liic0S, Theorem 1.9] Sean G un grupo, ¥ una familia de subgrupos de G y

E#G un espacio clasificante para . Si Y es un G-CW-complejo tal que todos sus grupos de

isotropia pertenecen a F entonces existe una G-funcion f : Y — E#G iinica hasta G-homotopia.

En particular E¢G es tinico hasta G-homotopia.

En el presente trabajo estamos particularmente interesados en las siguientes familias de subgru-

pos de G por su relacion con la conjetura de Farrell-Jones :

1.

7 r la familia que consiste del subgrupo trivial. En este caso Es,G es el espacio total del

G-haz principal universal usualmente denotado por EG.

. Fin la familia de subgrupos finitos. En este caso E#;,G usualmente se denota por EG.

. ¥ bc la familia que consta de los subgrupos finitos y de los subgrupos del tipo finito por

ciclico, donde un subgrupo se dice del tipo finito por ciclico si es de la forma F = Z con

F finito.

. Vcyc la familia que consta de los subgrupos virtualmente ciclicos, donde un subgrupo se

dice que es virtualmente ciclico si contiene un subgrupo ciclico de indice finito. En este

caso Ev.,.G se denota por EG.

. All la familia de todos los subgrupos de G. En este caso el espacio de un punto G/G

siempre es un modelo para E 4;,G.

Notemos que siempre tenemos una cadena de inclusiones de familias 7r C Fin C Fbc C

Vceye c All.

En la literatura se pueden encontrar una importante cantidad de ejemplos de modelos para EG

y EG. A continuacién damos algunos ejemplos:

Esempro 1.7. Algunos modelos de EG son los siguientes:
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1. EZ" = R", donde Z" actia en R" por traslacion.

2. EF, = Cay(F,,S), donde F, es el grupo libre en n generadores, S es un conjunto libre de
generadores y Cay(F,, S) es su grafica de Cayley, es decir, un arbol localmente finito.

3. Definimos la esfera infinita S como U,5,S" y la dotamos de la topologia débil, donde S
se encaja en S"*! en el ecuador. E(Z/27Z) = §*, donde Z/27Z actia de manera antipodal.

4. Sea M una variedad cerrada y aesférica, i.e. el cubriente universal M es contraible, entonces
M es un modelo para Em (M).

5. Si G es un grupo que tiene un elemento de orden finito entonces todo modelo para EG tiene

dimension infinita. Este es un resultado cldsico en cohomologia de grupos.

Esempro 1.8. Algunos ejemplos de modelos para EG son los siguientes:

1. Si G es un grupo n-cristalografico, es decir, un subgrupo discreto de isometrias de R”,
entonces R” es un modelo para EG.

2. Sea G = Fy *y F, una amalgama de grupos finitos. Entonces podemos construir un modelo
para EG de dimension 1, es decir, un arbol. Este modelo es tal que el espacio de 6rbitas BG
es un intervalo cerrado (ver [Ser03, Theorem 6]).

3. Sea L un grupo de Lie con un nimero finito de componentes conexas. Si G C L es un sub-
grupo discreto, entonces L/K, donde K es un subgrupo compacto maximal, es un modelo
para EG (ver [Abe78]).

4. Sea G un grupo hiperbdlico en el sentido de Gromov. Un modelo para EG viene dado por
el complejo de Rips P,(G, S ), donde d es un nimero real suficientemente grande y S es un
conjunto finito de generadores (ver [MS02]). Cabe mencionar que éste es un modelo finito

para EG.

EsempLo 1.9. A continuacion se damos algunos ejemplos para los que se han dado construccio-

nes explicitas de modelos para EG:

1. Si G es un grupo hiperbdlico (ver [JPLO06]);

2. Si G es un grupo cristalogréfico (ver [AO06] y [CFH])
3. Si G es un grupo virtualmente poly-Z (ver [LW12]);

4. Si G es un subgrupo discreto de GL,(R) (ver [DKP15]);
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5. Si G actua propia, cocompactamente y por isometrias en espacio CAT (0) (ver [Liic09] y

[Far10]).

La siguiente conjetura predice el alto grado de complejidad de un espacio clasificante respecto

a la familia subgrupos virtualmente ciclicos.

Consetura 1.10. [JPLO6] (Juan-Pineda, Leary) Si G es un grupo para el cual existe un modelo

finito para EG, entonces G es virtualmente ciclico.

Para la familia ¥ bc los tnicos ejemplos que se encuentran en la literatura son aquéllos dados
por Farley en [Far10] cuando G es un grupo que actia de manera adecuada en un espacio CAT(0).
En el Teorema 3.5 estudiamos un poco a la estructura de los espacios clasificantes para la familia

Fbc.

2. Espacios sobre la categoria de orbitas

DerNIcION 1.11. Sean G un grupo y # una familia de subgrupos. Definimos la categoria res-
tringida de orbitas denotada por Or(G, ¥) como la categoria cuyos objetos son las 6rbitas G/H

con H € ¥ y cuyos morfismos son las G-funciones entre ellas.

Denotaremos simplemente por Or(G) a Or(G, All).

Notemos que dados dos subgrupos H y K de G, una G-funcién f : G/H — G/K estd com-
pletamente determinada por el valor que toma en la clase lateral H. Supongamos por ejemplo que
f(H) = aK, entonces tendremos que f(gH) = gf(H) = gaK. Asi que cualquier G-funcién entre las
orbitas G/H y G/K es de la forma r,(gH) := gaK. Por otra parte, paraque r, : G/H — G/K esté
bien definida debemos de tener que para todo h € H r,(gH) = r,(ghH) ya que las clases laterales
gH y ghH son iguales. Asi que gaK = ghaK y a'haK = K y asi concluimos que a 'ha € K
para todo & € H. Entonces para que r, esté bien definida necesariamente se tiene que cumplir que
a'Ha C K.Y finalmente r, = r, si y s6lo si ab™' € K. Estas observaciones nos dan informacién

acerca de la estructura de la categoria de Orbitas.

DEerINICION 1.12. Sean G un grupo y ¥ una familia de subgrupos.
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. Un Or(G, ¥)-espacio covariante (resp. contravariante) X es un funtor covariante (resp.
contravariante) X : Or(G,¥) — SPACES, donde S PACES es la categoria de espacios
topoldgicos compactamente generados. Andlogamente definimos Or(G, ¥ )-espacio pun-
teado reemplazando S PACES por S PACES ™ la categoria de espacios punteados compac-
tamente generados.

. Un Or(G, F)-espectro covariante (resp. contravariante) E es un funtor E : Or(G,F) —
S PECTRA covariante (resp. contravariante), donde SPECTRA es la categoria de espectros
y funciones fuertes de espectros, ver [DL98, p. 207].

. Una funcion f : X — Y entre Or(G, ¥ )-espacios de la misma varianza es una transfor-
macion natural de funtores. De manera similar podemos definir funciones entre Or(G, ¥ )-
espectros, haciendo las funciones entre los espacios subyacentes compatibles con las fun-
ciones estructurales, ver [DL98, pp. 207-208].

. Unafuncién f : X — Y entre Or(G, F )-espacios de la misma varianza es una equivalencia
homotdpica débil si f(G/H) : X(G/H) — Y(G/H) es una equivalencia homotdpica débil
paratodo H € F.

. Dado un Or(G, ¥)-espacio contravariante X y un Or(G, ¥ )-espacio covariante Y, definimos

el espacio topologico X ®¢,.#) ¥ como

X ®ovcr Y = |_| X(G/H)x Y(G/H)/ -
HeF

donde la relacién de equivalencia es dada por (X(r,)(x),y) ~ (x, Y(r,)(y)) para todo r, :
G/H — G/K, gH — ga 'K, y para todo x € X(G/K), y € Y(G/H).

Esta construccion se puede hacer en la categoria de espacios punteados reemplazando el
producto directo X por el producto smash A y la union disjunta LI por la cufia V, asi el
resultado final es un espacio punteado. Un Or(G, ¥)-espectro se puede ver como una co-
leccién de Or(G, F )-espacios junto con sus respectivas funciones estructurales. Entonces,
uno puede definir de manera natural el espectro X ®o,.#) E para X un Or(G, ¥ )-espacio
contravariante punteado y E un Or(G, ¥ )-espectro covariante haciendo la construccion an-
terior espacio a espacio. El tunico detalle es la construccién de las funciones estructurales,

véase [DL9IS, pp. 207-208].
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6. Denotaremos por *# a el Or(G)-espacio definido por

pt siHe¥F
#5-(G/H) =

0  en otro caso.

donde pt es el espacio que consiste de un tinico punto.

OBSERVACION 1.13. Notemos que todo lo que definimos arriba tiene sentido si reemplazamos la

categoria de orbitas Or(G, F) por cualquier categoria pequeiia C.

OBsERVACION 1.14. Un Or(G, 7 r)-espacio covariante es lo mismo que un G-espacio izquierdo,
mientras que un Or(G, 7 r)-espacio contravariante es lo mismo que un G-espacio derecho. En efec-
to, la categoria de Or(G, 7 r)-espacios covariantes es isomorfa a la categoria de G-espacios izquier-
do y la categoria de Or(G, 7 r)-espacios contravariantes es isomorfa a la categoria de G-espacios

derechos.

Dado un G- -CW-complejo Y uno puede asociarle un Or(G, ¥ )-espacio contravariante
mapg( ~,Y) : Or(G,F) :— SPACES, G/H ~ mapg(G/H,Y) = Y".

Claramente si Y es punteado, entonces mapg( -, Y) toma valores en S PACES* porque el punto

marcado siempre se considera entre los puntos fijos bajo la accién de G.

DEernicioN 1.15. Decimos que un Or(G, ¥ )-espacio X es un Or(G,F )-CW-complejo si es

el Or(G, ¥ )-espacio asociado a un G-CW-complejo Y con isotropia en la familia 7, i.e. X =

mapg( -, 7).

OBSERVACION 1.16. Esta definicion es diferente a la definicién de Or(G, ¥ )-CW-complejo dada
en [DL98, Definition 3.2] (la cual es mucho mas general), pero es equivalente a nuestra definicion

en virtud del Teorema 7.4(3) en [DL98].

OBSsERVACION 1.17. Consideremos F = 7 r. Entonces un Or(G, ¥ )-CW-complejo no es lo mis-
mo que un G-CW-complejo. Un Or(G, F)-CW-complejo es el Or(G, ¥ ) asociado a un G-CW-
complejo con isotropia en la familia trivial, es decir, un G-CW-complejo con una accién libre de

G.
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3. G-Teorias de homologia

Sea G un grupo discreto y # una familia de subgrupos. Sea (5; la categoria de parejas (K, L),
con K un G-F-CW-complejoy L C K un G-subcomplejo (en particular L es un G- -CW-complejo

también).

Dermnicion 1.18. Una G-7 -teoria de homologia generalizada es una coleccion de funtores

covariantes

(3.1) HY : 67 — Ab

conn € Zy Ab la categoria de grupos abelianos, junto con homomorfismos naturales
(3.2) 8, : HY(K,L) — HS [(L,0)

que cumplen los siguientes axiomas:

1. (Invarianza homotdpica) Si fy, fi : (K,L) — (K’, L") son G-funciones G-homotdpicas en-
tonces HC(fy) = HP(f,) para todo n € Z.

2. (Escision) La inclusién de parejas (K, K N L) € (K U L, L) induce un isomorfismo
HO(K,KNL)> H(KUL,L)

paratodan € Z.
3. (Sucesién exacta larga de la pareja) Si (K,L) € ®Z2, existen transformaciones naturales

9, HY(K, L) — HS | (L.0) tales que la sucesién
iy s On ix B
. — HO(L,0) > HO(K,0) > HO(K,L) = HS (L,0) > HC (K,0) 5 - -

donde i, y j. son las funciones inducidas por las inclusiones i : (L,0) — (K,0)y j :
(K,0) — (K, L), es exacta.

4. (Unidn disjunta) Si {X;|i € I} es una familia de G- -CW-complejos, entonces las proyec-
ciones [ [,; X; — X; inducen un isomorfismo

HE [U X.) = (P H X).

iel iel
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A continuacién vamos a describir un método para poder construir G- -teorias de homologia

generalizadas.

Lema 1.19. [KLO0S, Lemma 20.12] Sea E un Or(G, ¥ )-espectro covariante. Entonces E define
una G-F -teoria de homologia HC(_, _; E) dada por

HE(X,A; E) = m,(mapg(_, X, U cono(A,)) ®ornc) E)

donde el cono de un Or(G,¥F) espacio se define haciendo el cono usual en cada término. En

particular

H(G/H;E) = m,(E(G/H))

para todo H € F.

OgservaciON 1.20. Notemos que la G-F -teoria de homologia asociada a un Or(G, ¥ )-espectro
E, en realidad define una teoria de homologia generalizada en la categoria de parejas de Or(G, ¥ )-

CW-complejos. A esta teoria de homologia la denotamos como H*O r(G’T)(,, S E).

Nos gustarfa extender la teorfa de homologia HZ"“")(_

,; E) de la categoria de parejas de
Or(G, ¥ )-CW-complejos a la categoria de parejas de Or(G, F )-espacios. Para tal fin, definiremos

lo que es una aproximacién CW y daremos algunos resultados adicionales.

Dermvicion 1.21. [DL98, Definition 3.6] Sea (X, A) una pareja de Or(G, ¥ )-espacios. Una Or(G, F )-
CW-aproximacion
(u,v) 1 (X', A") = (X, A)
consiste de una pareja de Or(G, ¥ )-CW-complejos (X’,A’) junto con una pareja de funciones
(u, v) tales que tanto u como v son equivalencias homotdpicas débiles de Or(G, F)-espacios. Una

Or(G, ¥)-CW-aproximacioén de un espacio X es una Or(G, ¥ )-CW-aproximacién de la pareja
(X, 0).

TreoremA 1.22. [DL98] Sea (X, A) una pareja de Or(G, F)-espacios. Entonces:

1. Existe una Or(G, F)-CW-aproximacion de (X, A);
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2. Dada una pareja de funciones (f,g) : (X,A) — (Y,B) de Or(G, ¥ )-espacios y dadas
or(G, ¥)-CW-aproximaciones (u,v) : (X’,A") - (X,A) y (a,b) : Y',B") - (Y,B), en-

tonces existe una pareja de funciones (f’,g") : (X', A") — (Y', B’) tal que el diagrama

(u,v)
X',A") — (X, A)

j (f.8)
(a,b)

(Y',B) — (¥, B)

(f-8) j

conmuta hasta homotopia. Mds aivin (f’, g") es unica hasta homotopia.

Esempro 1.23. Sea G un grupo y ¥ una familia que no es igual a All. Recordemos de la Defini-
cion 1.12 (6) el Or(G, F)-espacio *¢. Es claro que *# no es un Or(G, ¥)-CW-complejo, en efecto,
si lo fuera entonces existiria un G- -CW-complejo Y tal que el conjuntod de puntos fijos por el
subgrupo trivial Y! = Y = pt, pero entonces G actuaria de manera trivial en Y y entonces la familia
de subgrupos de isotropia seria igual a All. Sin embargo, si consideramos Y un modelo para E+G
entonces Y es un G- -CW-complejo de manera que su Or(G, ¥ )-CW-complejo asociado es una

aproximacion CW de ## usando las dos condiciones descritas en la Definicion 1.4.

A continuacién daremos la extension de la teoria de homologia que ya teniamos definida sobre
la categoria de parejas de Or(G, ¥ )-CW-complejos a la categoria de parejas de Or(G, F )-espacios.
Haremos un pequefio abuso de notacion utilizando la misma notacion para ambas teorias de homo-

logfia.

DerNIcION 1.24. Sean (X, A) un pareja de Or(G, ¥ )-espacios contravariantes y E un Or(G, ¥)-
espectro covariante. Sea (u,v) : (X', A’) — (X,A) una Or(G, ¥ )-CW-aproximacion. Definimos la

homologia de (X, A) con coeficientes en E como
HY"9P)(X,A;E) = m,(X, U cono(A’,) ®orc.r) E)

donde X, es el Or(G, ¥) espacio que se obtiene de hacer unién disjunta de X’ con el Or(G, ¥)-

espacio constante de un punto.

OBSERVACION 1.25. La principal caracteristica de la teoria de homologia en la definicion anterior

es que cumple el Axioma de Equivalencia Homot6pica Débil (WHE por sus siglas en inglés). Esto
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es, que si tenemos una equivalencia homotopica débil (f, g) : (X,A) — (¥, B) entonces induce un
isomorfismo HY"“")(X,A;E) —» H?“7)(Y,B;E). Esto serd crucial al momento de construir la

sucesion espectral de p-cadenas (ver [DL03, Section 1]).

4. Teorias de homologia equivariantes

Sea @ : H — G un homomorfismo de grupos. Dado un H-espacio X, definimos la induccién
ind, X de X con @ como el G-espacio obtenido por el cociente de G X X por la accioén (g, x) - h =

(ga(h),h"'x)parah € Hy (g,x) € G X H.

DEeriNicION 1.26. [KLOS, Definition 20.6] Una teoria de homologia equivariante H’ consiste
de una G-teorfa de homologia H® para cada grupo G junto con la siguiente estructura inductiva:
Dado un homomorfismo de grupos @ : H — G y una pareja de H-CW-complejos (X, A) tal que

ker(a) actia libremente en X, existen para cada n € Z isomorfismos naturales
ind, : H?(X,A) - HS(ind,(X, A))
que satisfacen las siguientes condiciones:

1. 8 o ind,, = ind, o 0",
2. Sea B : G — K otro homomorfismo de grupos tal que ker(8 o @) actua libremente en X.

Entonces paran € Z
indgo, = HY (f1) 0 indg o ind,, : HY (X, A) = HX (indgoo(X, A))

donde f; : indgind,(X,A) — indg.,(X, A), es el homeomorfismo natural.

3. ParaneZ,g € Gy (X,A) un G-CW par, el homomorfismo
ind,gy6-6 : HY (X, A) = HS(ind.6-c(X, A))
coincide con H,? (f2), donde el G-homeomorfismo
fo i (X, A) = indog.6-6(X, A)

manda xa (1,g7'x) y c(g) : G — G manda g’ a gg’g™".
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El siguiente objetivo es crear funtores E : Or(G) — S PECTRA para cada grupo G de manera
que obtengamos una teoria de homologia equivariante, en el sentido de la definicion anterior, tal

que HY(pt;E) = 1.(E(G/G)).

Recordemos que un grupoide es una categoria pequefia en la que todo morfismo es un iso-
morfismo; un morfismo entre grupoides es funtor entre las categorias subyacentes. Denotemos por

GRUPOIDS la categoria de grupoides.

A cada orbita G/H de G le podemos asociar un grupoide cuyos objetos son los elementos de
G/H y dadas dos clases laterales x y y en G/H un morfismo x — y es un elemento g € G tal
que gx = y. A este grupoide se le llama el grupoide de transportacion de G/H. De esta manera
tenemos un funtor

G° : Or(G) - GRUPOIDS
para cualquier grupo G.

Haremos uso del siguiente resultado.

Lema 1.27. [KLO0S, Lemma 20.14] Consideremos un GRU POIDS -espectro
E : GRUPOIDS — SPECTRA.

Supongamos que E respeta equivalencias, i.e., manda una equivalencia de grupoides en una equi-
valencia de espectros. Entonces E define una teoria de homologia equivariante H'(_, _;E), cuya
G-teoria de homologia subyacente para cada grupo G es dada por aquella asociada al Or(G)-

espectro E o G° : Or(G) — S PECTRA.

En particular tenemos que

HY(G/H;E) = H(pt;E) = n,(E(H/H)).

Dado cualquier anillo asociativo R con elemento unitario, en [PW85] es construido un funtor
Ky : Groups — SPECTRA que a cada grupo G le asocia el espectro no conectivo de K-teoria
algebraica del anillo de grupo RG. Cada grupo puede ser considerado como un grupoide con un

solo elemento cuyo grupo de automorfismos es G. En [DL98] el funtor K es extendido a un funtor

Kz : GRUPOIDS — SPECTRA.
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Usando el Lemma 1.27 obtenemos una teoria de homologia equivariante tal que HY(pt; Kg) =
K,(RG) paratodo n € Z y para todo grupo G. La G-teoria de homologia subyacente a esta teoria de
homologia equivariante es la que usaremos en la formulacion de la conjetura de Farrell-Jones para

K-teoria.

5. La conjetura de Farrell-Jones

Originalmente T. Farrell y L. Jones plantearon su conjetura para los funtores de K-teoria, L-
teoria, Pseudoisotopia y Pseudoisotopia diferenciable. Como en este trabajo estamos especialmente
interesados en el funtor de K-teoria, plantearemos la conjetura para este caso particular. Usaremos

la notacion desarrollada en las secciones anteriores.

Consetura 1.28. (Farrell-Jones) Sea G un grupo discreto y R un anillo asociativo con elemento

unitario. Entonces para todo n € Z la funcion de ensamble
(5.1) Aveyeu : H (EG Kr) — H,(pt; Kr) = K,(RG)
que es inducida por la proyeccion EG — pt es un isomorfismo.

ConseTura 1.29. (Farrell-Jones) Sea G un grupo discreto y R un anillo asociativo con elemento

unitario. Entonces para todo n € Z la funcion de ensamble
(52) Aveyean + HY" O Cyeyes Kp) = HY™ O Cous Kr) = Ko(RG)

ue es inducida por la inclusion de Or(G)-espacios *e. — *qy €S Un iSomorfismo.
Vey A

Que ambas conjeturas son equivalentes se sigue del Lema 1.19, la Observacion 1.20, la Defini-

cion 1.24 y el Ejemplo 1.23.

La conjetura de Farrell-Jones nos provee de una poderosa y util herramienta para realizar célcu-
los de grupos de teoria K de anillos de grupo, los cuales son en extremo dificiles de calcular. Sin
embargo, bajo el isomorfismo dado por la funcién de ensamble A« 7y podemos identificar los
grupos de K-teoria de RG con los grupos de homologia (con coeficientes en Kg) del espacio cla-

sificante EG. Estos grupos de homologia son potencialmente mas sencillos de calcular usando
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sucesiones espectrales del tipo Atiyah-Hirzebruch o la sucesion espectral de p-cadenas, las cuales

analizaremos en las siguientes secciones.

A continuacién definiremos una version mas general de la Conjetura de Farrell-Jones conocida

como la Conjetura Fibrada de Farrell-Jones (ver [BLRO8b, Section 1.1]).

Dado un homomorfismo de grupos ¢ : K — G y una familia de subgrupos # de subgrupos de

G, definimos la familia ¢ de subgrupos de K como

¢o°F ={H < K|¢p(H) € F}.

DerinicioN 1.30. Decimos que G satisface la Conjetura Fibrada de Farrell-Jones si para todo

homomorfismo de grupos ¢ : K — G la funcién de ensamble

(5.3) Ageru - Hy (Egy K3 Kg) — Hy (pt; Kg)
es un isomorfismo para todo n € Z.

OgservaciON 1.31. Notemos que si G satisface la Conjetura Fibrada de Farrell-Jones, conside-

rando ¢ igual a la identidad en G, se sigue que G satisface la conjetura de Farrell-Jones.

Una de las ventajas de esta generalizacion es que la version fibrada de la conjetura de Farrell-

Jones tiene mejores propiedades hereditarias por ejemplo:

= Si G satisface la conjetura fibrada de Farrell-Jones, entonces cualquier subgrupo de G tam-
bién la satisface.

» Sea f : H — G es un homomorfismo suprayectivo de grupos. Supongamos que Gy f~'(V)
satisfacen la conjetura fibrada de Farrell-Jones para cualquier subgrupo virtualmente ciclico

V de G. Entonces H satisface la conjetura fibrada de Farrell-Jones.

Estas dos propiedades pueden ser utilizadas para demostrar la conjetura de Farrell-Jones a par-
tir de casos ya conocidos, por ejemplo en [JPSS], en trabajo conjunto con Daniel Juan-Pineda
demostramos la conjetura para los grupos de trenzas puras y completas sobre cualquier superficie

compacta (posiblemente con frontera no vacia).
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6. La sucesion espectral de p-cadenas

En esta seccion revisaremos la construccion de la Sucesion espectral de p-cadenas y hare-
mos las modificaciones que son necesarias para desarrollar una version relativa para parejas de
Or(G, F)-espacios contravariantes. Asi pues, nuestro objetivo es calcular H® "GI(X,A;E) (ver

Definicion 1.24).

El material de esta seccién estd basado en la seccion 2 de [DL03], para més detalles (y mas

generalidad) se recomienda consultar este articulo.

DEeFiniciON 1.32. Para cualquier entero no negativo p definimos la categoria [p] cuyos objetos
son los elementos del conjunto {0, 1,2, ..., p} con exactamente un morfismodeia jsii < jy
ningun morfismo en otro caso. Sea A la categoria que tiene por objetos las categorias [0], [1],... y
por morfismos los funtores entre ellas. Un conjunto simplicial es un A-conjunto contravariante.
Sea A, el A- conjunto covariante que manda a cada [p] al p-simplejo estdndar y a cada morfismo
[p] — [g] alainclusion de caras usual. Entonces definimos la realizacion geométrica del conjunto
simplicial X, como el espacio |X,| = X. ® A., la definicion de este ultimo producto tensorial es

completamente andloga a la del producto tensorial sobre la categoria de 6rbitas.

Consideremos C una categoria pequefia. Usualmente la categoria que tendremos en mente es la

categoria de orbitas Or(G, F).

DEerinicioN 1.33. Denotemos por [[p], C] el conjunto de clases de equivalencia de funtores de
[p] a C, donde dos funtores son equivalentes si estan relacionados por una transformacion natural

cuya evaluacion en cualquier objeto es un isomorfismo.

Definimos el conjunto simplicial N.C como ]V,,C := [[p],C] y definimos BC como su realiza-

cién geométrica.

Por ejemplo, si C = Or(G, ¥ ), un objeto en [[p], Or(G, F)] estd dado por un diagrama de la

forma

G/Hy S 6 Lo B 5 6,
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y dos de estos diagramas estan relacionados si existe un diagrama conmutativo de la siguiente forma

Jo-

G/, & o L oo 8 6yn,
=] =] =]
7 1 Ih-

G/H, = G/H, > --- 5 G/H,

DEriNicioN 1.34. Dados dos objetos ?y ?? en Or(G, ), definimos la categoria ? | Or(G,F) |7?

como sigue:

= Un objeto es un diagrama ? N G/H i?? en Or(G, TF).

B ! B . .
= Un morfismo de ? — G/H —>??a? 5 G/H' —77 es un diagrama conmutativo

9 % Gg/H 5o

| Lo |
IISNNNGY) A Y

Sea B,(? | OrG,F) 1?7) el p-esqueleto de B(? | Or(G,F) |??). Notemos que B(? |
Or(G,¥) l77) es un Or(G,¥F) x Or(G,F )°P-espacio contravariante. Asi pues tenemos una fil-
tracién de B(? | OrG, F) |77 por los subespacios Ep(? L Or(G,¥) |77) de manera que

B(? | Or(G,F) 17?) = colim B,(? | OKG,F) 1??).

Sea X un Or(G, ¥ )-espacio contravariante. Obtenemos el Or(G, ¥ )-espacio contravariante (en
la variable ?) X := X(??) ®OKG.F) E(? 1 Or(G,¥) 1[7?). Entonces X se puede filtrar usando los
subespacios Xp = X(??) ®orG.F) Ep(? L Or(G,¥F) 177), es decir, filtramos de manera esqueletal el

factor derecho del producto tensorial. Notemos que esta no es una filtracion del espacio X. Tenemos

0cXycX cX,c---cX.

Consideremos ahora la pareja (X, A) de Or(G, F)-espacios. De manera andloga definimos el
Or(G, F )-espacio (en la coordenada ?) como A=A ®OrG.F) E(? 1 Or(G,¥) l77) y obtenemos

la siguiente filtracién de X
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(6.1) ACcXyUACX UACX,UAC---CX

Sea n.d.ﬁl,(? 1 Or(G,7) |77 el conjunto de p simplejos no degenerados de n.d.ﬁ.(? !
Or(G,¥) 177). Asi pues, un elemento en n.d.ﬁp(? L Or(G,¥) |7?) viene dado por clases de

diagramas

a . . f.7
?— G/H, g G/H, ﬂ) G/H, ﬁ) N G/H, ﬁ)??

donde ninguno de los f; es un isomorfismo. No es dificil ver que la estructura celular de B(? |
Or(G,¥) 177 es tal que hay una correspondencia biyectiva entre el conjunto de p-células y

nd.N,(? | OrG,F) |7?).
El siguiente es una generalizacion inmediata del Lemma 2.3 en [DLO03].

Lema 1.35. Son ciertas las siguientes afirmaciones.
1. X = colim (X'p U A).
2. Existe un push-out de Or(G, F)-espacios contravariantes cuyas flechas verticales son co-

fibraciones (p — 1)-conexas:

(X \ A) ®ori) n-d.N,(? | Or(G,F) LI)) x SP1 — Xp_l UA
id®inc | l
(X \ A) ®oc n-d-N,(? L OFG, F) L?M)xD’ — X,UA
donde (X \ A) denota la diferencia de X y A definida componente a componente.

3. (X,A) es débilmente homotopicamente equivalente a (X,A). En particular tenemos que

HY r(G’T)(X, AE) = HY ’(G’T)()A( JAE) para cualquier Or(G, F)-espectro covariante E.

Lo que se expone a continuacion es material estdndar, es uno de los enfoques usuales para

deducir sucesiones espectrales (ver [Whi78, Theorem II1.3.2.].

Hagamos una pausa para resumir lo que queremos hacer y lo que hemos hecho hasta el mo-

mento. Nuestro objetivo es, dado una pareja de Or(G, F)-espacios (X, A), calcular los grupos de
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homologia H?"“7)(X, A;E). De momento lo que hemos hecho es concentrarnos en la categoria

Or(G, ¥ )y en la pareja (X, A), recapitulando:

Definimos la categoria ? | Or(G,¥) |?? y le asociamos una variante del espacio clasifi-
cante al que llamamos E(? 1 Or(G,F) 7).

A E(? 1 Or(G,F) 1?77 lo filtramos de manera esqueletal.

Luego consideramos la pareja de Or(G, F)-espacios (X, A) con X := X®orcr)? L Or(G,F) |
22y A = A®oc)? L Or(G,F) |27

Vimos que la pareja (X, A) es débilmente homotépicamente equivalente a la pareja (X, A).

Lo que queremos hacer a continuacion es lo siguiente:

= Como la teoria de homologia H? r(G’T)(—,

—; E) cumple el axioma de equivalencia débil (ver
Observacién 1.25), podemos reemplazar la pareja (X, A) por la pareja (X, A).
= Dado que (X, A) viene con la filtracién 6.1, podemos aplicar la maquinaria usual para obte-

ner una sucesion espectral. Dicha sucesion espectral es la sucesion espectral de p-cadenas.
Usando la filtracion (6.1), podemos construir la filtracién de H,? r(G’(ﬂ(X, A; E) dada por
F,HO"CP)(X,A;E) = Im(H"“7 (X, U A, A;E) —» H"“7)(X, A; E))

donde la flecha de arriba es la funcién inducida en homologia por la inclusién de parejas. Luego

nos fijamos en los cocientes sucesivos de esta filtracion, es decir, los grupos

F,HP" (X, A;E)/F, | H"® (X, A;E).

Estos cocientes son los que podremos recuperar de la sucesion espectral. Los pondremos en un

arreglo bidimensional, pensado en los puntos con coordenadas enteras de R?, definimos

ES, = F,HY (X, A E)F, Hy (X, A E).

Notemos que los cocientes asociados al grupo HY "GIN(X,A;E), con n fijo estan localizados
en la diagonal donde las coordenadas son tales que suman n. En la columna p-ésima estan los

niveles p-ésimos de la filtracion divididos entre el nivel anterior. Esto lo pensaremos como si fuera
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la p4gina de un libro, de hecho, la dltima pagina y la que contiene la informacién mas cercana a

tener calculado HY"“")(X, A;E) y por lo tanto H?"“7)(X, A; E).

En seguida construiremos la primer pagina de nuestro libro, la forma en la que lo haremos sera
una especie de generalizacion de la sucesion exacta para la pareja. Consideramos los grupos de
homologia relativos H?"“ 7C)(X UA, Xp 1 UA;E), los cuales también pondremos en un arreglo

bidimensional como sigue:

E), = HJ (X, UA X, | UAE).

ptq

Ya que tenemos una primera pagina y una ultima pagina para nuestra sucesion espectral quere-

mos construir las paginas intermedias.

Podemos hacer uso de la maquinaria de parejas derivadas en el sentido de Massey para obtener

el siguiente Teorema:

TeoreMA 1.36. [DL98, Theorem 4.7] Sea (X, A) una pareja de Or(G,F )-espacios contrava-

riantes con una filtracion

A=X,cXycXjcX,c---CcX

tal que X = colim,_,., X,. Sea E un Or(G, ¥ )-espectro covariante. Entonces existe una sucesion

d’ 5 : 1 4 .
espectral (E}, ,,d}, ) cuyo término E" estd dado por:

P9’

1 OGT
E,, =H)\T (X X5 E)

ptq

y la primera diferencial es la composicion de las funciones

Or(G7’_) Or(GT) .
p+q ( I’E) p+q 1 (Xp—l’E)
y
Or(GT) Or(G‘T)
Hp+q 1 ( p—1s )_) Hp+q 1 ( p— 19 p— ZsE)

donde la primer funcion es el operador frontera y el segundo es el inducido por la inclusion de

. .. or(G,F) .
parejas. Esta sucesion espectral converge a H,, " (X, A; E).
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Ahora podemos deducir el siguiente Teorema que es una modificacion inmediata del Teorema

2.5 (a) en [DLO3].

TeorREMA 1.37. Sea (X, A) una pareja de Or(G, F)-espacios contravariantes y E un Or(G, F)-
espectro covariante. Sea ng(G’T)(X, A; E) su teoria de homologia asociada que satisface el axioma

de equivalencia débil.

r

Entonces existe una sucesion espectral (E P

d, ) cuyo término E U estd dado por

El, = HID(XOND\AQ) o n.d-N(? | Or(G, F) |2?); E).

Esta sucesion espectral converge a HI(,)ISJGf)(X, A E).

Lo que sigue es dar expresiones m4s sencillas, 0 mds manejables, del término E' de la suce-
sion espectral de p-cadenas. De ahora en adelante supondremos que # es una subfamilia de la
familia de subgrupos finitos. Dada una 6rbita G/H en Or(G, ¥ ), denotaremos su clase de isomor-
fismo por G/H. En este caso tendremos un orden parcial en el conjunto /s(Or(G, ¥)) de clases de

isomorfismo de Or(G, ¥) dado por

G/H < G/K < H es subconjugado de K

o dicho de otra forma, existe un morfismo de G/H en G/K. Escribimos G/H < G/K siG/H < G/K
pero G/H # G/K.

OgservaciON 1.38. La propiedad que es ttil de la subfamilias de la familia de subgrupos finitos
es que la categoria de o6rbitas Or(G, ¥) es una El-categoria, es decir, todo endomorfismo es un

isomorfismo (ver [DL03, Remark 2.13]).

DEerNicION 1.39. Sea G un grupo y F una familia de subgrupos de G. Una sucesion de clases
de isomorfismo de objetos ¢ := {G/Hy,G/H,,--- ,G/H,} en Or(G, ¥) se dice que es una p-cadena

si

G/Hy<G/H, <---<G/H,.
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Asociado a una p-cadena ¢ = {G/Hy,G/H,,--- ,G/H,} definimos los siguientes Aut(G/H,)-

Aut(G/Hy)-espacios (discretos) S (c) como

Aut(G/Hy) sip=0
S(¢) = {morg(G/Hy, G/H,) sip=1

morg(G/H,-1, G/Hp) XpauG/H,-,) " * * XauGay) more(G/Ho, G/Hy) sip>2

El siguiente resultado es la version para parejas de un caso particular de [DL98, Lemma 2.11 y

Remark 2.13]

TeorREMA 1.40. Sea G un grupo y sea J C ¥ in cualquier subfamilia de la familia de subgrupos

nitos de G. Consideremos (X, A) una pareja de Or(G, J)-espacios. Entonces el término E' de la
fi parej P

HOr(G,j )

sucesion espectral de p-cadenas, que converge a H .,

(X, A; E), se puede expresar como sigue

Ey,= @ HMCM(X(GIH,) \ AGIH,) Xauccim, S () E(G/Ho))

p— cadenas ¢
en Or(G,9)

donde (X(G/Hp) \ A(G/H})) X auG/H,

2

y S (¢) significa X(G/Hy) \ A(G/H,) para p = 0.

OgBservaciON 1.41. Esta sucesion espectral es muy manejable cuando uno puede controlar la
longitud de las p-cadenas. En nuestro caso, cuando G actia en el plano hiperbdlico H con isotropia
finita, veremos que podemos trabajar en una familia de subgrupos en la cual la longitud de las p-
cadenas es a lo mds 2 en la categoria restringida de drbitas. Esto hard que nuestra sucesion espectral

colapse rapidamente y asi nuestro célculo se seguira.

7. La sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch

En esta seccién vamos a enunciar, lo que nosotros llamaremos, la sucesion espectral de Atiyah-
Hirzebruch. Lo haremos de manera ad-hoc, de manera que la podamos utilizar en los calculos
del siguiente capitulo. Esta sucesién ha sido utilizada frecuentemente en el cdlculo de grupos de
teoria K en conjunto con la conjetura de Farrell-Jones, por ejemplo en [JPLMVP11], [FO14],
[JPML10], [LO09a], [BFJPPOO].
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Nuestro objetivo serd calcular el grupo de G-homologia HP(EG;K). Para esto usaremos la

sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch. Sea C, el conjunto de n-células del espacio BG = EG/G,

entonces la primera pagina de nuestra sucesion espectral viene dada por

q 0 — P K(2UGH) — P KyZUGo)) - —— P KfZIGoD | -

oYeCy oleC oPeC)p

1 0 — P k@G — P K@GC) -+ —— P K@GCH) — -+

oYeCy oleC oPeCp

0 0 — P Ko(@IGoo)) —— P Ko(ZIGo D) -+ —— P Ko(ZIG ) — -+

oYeCy oleC oPeC,

-1l 0 (P KAEGCH) —— (D KA@ZIGo ) - () KA(@ZGo ) — -+

O'OEC() (TIEcl a'pecp

donde G, denota el estabilizador de la pre-imagen 0’ € EG de o € BG, y los homomorfismos en
el complejo de cadenas son inducidos por las inclusiones naturales (hasta conjugacién). Podemos

identificar la segunda pagina de la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch como sigue

E}, = HS(BG; {K/(ZIG, ),

donde la homologia de arriba es una teoria de homologia con coeficientes locales dados por los gru-

pos de teoria K algebraica Z[G, ] para todos los subgrupos de isotropia finitos G, (ver [JPLMVP11)).

TreorREMA 1.42. Sea G un grupo. Entonces la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch cuya
primer pdgina viene dada por el diagrama de arriba converge a H°(EG;XK). En particular, ten-

sorizando con Q, tenemos una sucesion espectral que converge a H°(EG;K) ®; Q cuya primer
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pdgina viene dada por

(7.1) E,,= P K,(ZGr)) @ Q

oPeC,

Notemos que G, siempre es un grupo finito, asi que podemos aplicar el Teorema 2.3 a todos los
grupos que aparecen en nuestra sucesion espectral. El término 7.1 es altamente calculable usando
el Teorema 2.3. En efecto, como es un espacio vectorial sobre Q de dimensidn finita con dimensiéon
igual a la suma de los rangos de los sumandos en 7.1. Estas son las dos herramientas esenciales en
nuestros célculos. Aun asi, la sucesion espectral racional de Atiyah-Hirzebruch podria complicarse
dado que no hay una expresion explicita para las diferenciales. Por eso solamente seremos capaces

de dar algunos ejemplos concretos donde estas complicaciones no tienen lugar.






Capitulo 2
Teoria K algebraica racional de algunos grupos de dimension baja

En este capitulo usaremos la conjetura de Farrell-Jones en su version de teoria K junto con la
sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch para dar informacién de la teoria K médulo torsion de
un anillo de grupo Z[G] que tenga un modelo finito para EG (ver Teorema 2.4). Luego daremos
algunos célculos explicitos para grupos G con modelos para EG muy concretos. El contenido de

este capitulo estd basado en el articulo [JPSS14].

El objetivo es, dado un grupo G, calcular la dimension del Q-espacio vectorial K,,(Z[G]) ®z Q

para todo n € Z. Dado un grupo abeliano A, definimos
rank(A) := dimg(A ®z Q)

Por ejemplo, si K,(Z[G]) resulta finitamente generado para todo n € Z, entonces estariamos cal-
culando los grupos de teoria K algebraica médulo torsién. Cabe mencionar que calcular la parte
de torsion de K, (Z[G]) es un problema en extremo dificil. Por ejemplo K,(Z) no se conoce en su
totalidad para n grande. Para calcular rank(K,(Z[G])) haremos uso de la conjetura de Farrell-Jones

y de la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch en su version racional.

Si suponemos que la conjetura de Farrell-Jones es cierta para G entonces se tiene que

rank(K,(ZIG)) = dimg(H{ (EG; K) ® Q).

Dado que los espacios clasificantes para la familia de subgrupos virtualmente ciclicos suelen
ser bastante complicados siempre es conveniente pasar a la familia de subgrupos finitos donde las
cosas funcionan mejor, o al menos, han sido més estudiadas. De ahi la importancia del siguiente

lema. En lugar de Ky, escribiremos simplemente K.

25
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Lema 2.1. [Gru08, Theomem 5.11] Sea G un grupo. Entonces para todo n € Z la funcion de

ensamble relativa racionalizada
HS(EG:K)®Q — HY(EG;K)®Q

es un isomorfismo para todo n € Z. En particular, si G satisface la conjetura de Farrell-Jones,

entonces

K,(ZIG))®Q = HJ(EG;K)®Q

y por lo tanto

rank(K,(Z[G))) = rank(HS (EG; K)).

Haciendo uso de este lema ahora tenemos que concentrarnos en calcular el rango del lado
derecho de la ultima igualdad. Eso lo haremos con la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch

(racional).

EsempLo 2.2. Sea G es un grupo hiperbdlico en el sentido de Gromov. En [JPLO06] Juan-Pineda
y Leary demostraron lo siguiente:
(0.1) HY(EG:K) = HY(EG: X) & (P) cok,(V),

W)

donde (V) corre sobre las clases de conjugacion de subgrupos virtualmente ciclicos maximales de
Gy cok,(V) es el conticleo del homomorfismo HY(EV — pt; K), el cual se puede identificar con
ciertos grupos Nil de Bass-Farrell y de Waldhausen (ver [LO09b, Remark 2]). En [Gru08, Thm.
5.9 and page 4.] se demuestra que estos términos son grupos de torsion, de manera que después de

hacer producto tensorial con Q se vuelven cero.

1. Rangos de grupos de teoria K algebraica

En vista del Lema 2.1, el rango de los grupos de teoria K algebraica de Z[G] son determinados

por los rangos de la teoria K algebraica de los subgrupos finitos de G y de la estructura celular de
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un modelo del espacio clasificante EG.

Para un grupo finito F":

= r(F) denota el nimero de representaciones reales irreducibles distintas de F,

= ¢(F) denota el nimero de representaciones reales de tipo complejo distintas de F,

= ¢(F) denota el numero de representaciones racionales distintas de F,

» k,(F) denota el numero de representaciones irreducibles distintas de F sobre el campo Q,
de los numeros p-adicos y

» 7,(F) denota el nimero de representaciones irreducibles distintas de F sobre el campo F,

con p elementos.

Los rangos de los grupos de teoria K algebraica de grupos finitos vienen dados de manera

explicita por el siguiente Teorema.

Teorema 2.3. ([Jah09], [Bas65], [Car80a], [Car80b]) Sea F un grupo finito, entonces

r(M) sig>1yqg=1mod4
c(M) sig>1yq=3mod4
r(M) — q(M) sig=1
rk (Ky(Z[M])) =

! 1 sig=0

1= q(M)+ > k(M) = r,(M))  siq=-1
pliM|

0 en otro caso.

Notemos que

= 7(F) es igual al nimero de clases de conjugacién reales de F, es decir, clases de la forma
C(h) = {ghg™',gh™"g""Ig € H};
» ¢(F) es igual al niimero de clases de conjugacion reales tales que C(h) # {hgh™'|h € H};

» y g(F)esigual al nimero de clases de conjugacién de subgrupos ciclicos de F (ver [Ser03]).

TeOREMA 2.4. Sea G un grupo que satisface la conjetura de Farrell-Jones y tal que existe un

modelo finito para EG. Entonces rank(K,(Z[G))) es finito para todo n € Z.
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DEemosTrACION. Consideremos un modelo finito X para el espacio clasificante EG. Entonces los

tnicos términos que posiblemente no sean cero en la n-ésima pdgina de nuestra sucesion espectral

E’ , son aquellos términos con 0 < p < m, m = dimBG, o sea, aquéllos que estdn contenidos en
. . . L . 1

una franja vertical para todo n € {1, 2,3, ...} U {co}. Por ejemplo para la pagina E,, , tenemos que los

términos que posiblemente no son cero estdn en el drea sombreada de la siguiente figura:

q 0 —— P K@G) - —— P K@IGCo]) —— 0
O'OECO omeCy,

I 0 — P K@GCD -+ —— P Ki@ZGp]) —— 0
O'OECO omeCy,

0 0 —— P K@ZIGp) -+ —— P Ko@IGon]) —— 0
O'OEC() omeCy,

-1l 0 (P KA@IGA) - (D) Ka(ZIGon]) 0
aYeCy o"eCyp,

-2 0 0 0 0

-1 0 m m+ 1

Ahora, como E7), tiene rango finito porque es el cociente de un subgrupo del grupo abeliano
1
lzpﬂ y
rank(K,(ZIG)) = | rank(E;

P49
p+g=n

la demostracion se sigue del Teorema 2.3 y de la compacidad de BG.

Entre algunos de los grupos que satisfacen las hipdtesis del teorema anterior tenemos los si-

guientes:

= Grupos hiperbdlicos en el sentido de Gromov. La conjetura de Farrell-Jones estd demostra-
da en [BLRO08a] y un modelo finito para EG viene dado por el complejo de Rips descrito
en [MS02].
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Amalgamas de grupos finitos. Al ser virtualmente libres en particular son hiperbodlicos y la
conjetura es cierta para estos ultimos, finalmente de la teoria de Bass-Serre obtenemos un
modelo finito de dimensién 1 para EG.

El grupo fundamental de una variedad cerrada con curvatura seccional negativa. La con-
jetura de Farrell-Jones estd demostrada en [BR07] y un modelo para EG estd dado por la
variedad misma.

Grupos S -aritméticos. La conjetura de Farrell-Jones esta demostrada en [Riip] y un mode-
lo finito para EG esta dado por la compactificacion de Borel-Serre del espacio simétrico
asociado (ver [Ji09, Proposition 5.7]).

Grupos cristalograficos. Como los grupos cristalograficos son reticulas cocompactas en
un grupo de Lie virtualmente conexo entonces la conjetura de Farrell-Jones es un caso
particular del teorema principal en [BFL14]. Un modelo finito para EG estd dado por R".
Cualquier grupo Baumslag-Solitar. La conjetura de Farrell-Jones es demostrada en [FW15],
no es dificil construir modelos finitos para EG.

El grupo fundamental de una gréfica de grupos, con grupos libres abelianos finitamente
generados en los vértices. La conjetura de Farrell-Jones estd demostrada en [GMR] y el
modelo finito para EG se puede construir mediante un procedimiento estdndar (ver [Hat02,

Demostracion de Theorem 1B.11]).

Otros grupos notables con modelos finitos para EG pero para los que la conjetura de Farrell-

Jones atin es un problema abierto son:

Los Mapping Class Groups. El modelo finito para EG estd dado por la compactificacion
del espacio de Teichmiiller usando el complejo de curvas (ver [Ji09, Theorem 8.1]).

Out(F,) (ver [Liic05, Section 4.9]).

2. Ejemplos de calculos explicitos

En esta seccion daremos algunos célculos explicitos para rank(K,(Z[G])).

2.1.

Grupos libres finitamente generados. Sea F, el grupo libre en n generadores. Como

F, es libre de torsion EG = EG, por otra parte sabemos que la grafica de Cayley de G (respecto a
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un conjunto libre de generadores) es un modelo para EG, y BG con este modelo es una cufia de n
circulos. Asi pues tenemos una 0-célula y n 1-células. M4s atin, G, = 1 para todas las células, por

lo tanto

El, = Hy(V,S " {Ky)) = Hy(VaS ' Ky(2)).

Después de sustituir nuestros datos en la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch obtenemos la

siguiente primera pagina:

q 0 « K, (Z) K (Z)®K[(Z) —— 0
2 0  KZ)e K(2)®KNZ) O
1 0 K2 K(@2)®K|(Z)— 0
0 0  KyZ)e Ky2Z)®KN(Z)— 0

-1 0 1 2

Dado que todas las diferenciales son cero porque en el renglon g-€simo tenemos el complejo

de cadenas celular con coeficientes en K,(Z) de EG, obtenemos lo siguiente:

K,(Z) sip=0,
H,(BG; K((2)) = y@,(K,(2)) sip=1,

0 sip>log<—1.

La gréfica asociada al grupo libre en n generadores, las etiquetas son los coeficientes de las

células correspondientes, todas las células tienen isotropia trivial.
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K(2z) .- " " -.. K@

Notemos que todas las diferenciales se hacen cero, entonces la sucesion espectral colapsa en la

primer pagina dando como resultado

rank(K,(Z[F,))) = rank(K,(Z)) + n - rank(K,_,(Z)).

Aplicando el Teorema 2.3 al grupo trivial recuperamos el siguiente resultado, que originalmente es

debido a Borel:

1 sin=1mod4 yn>1,0n=0,
rank(K,(Z)) =

0 enotrocaso.

se sigue que

1 sin=1mod4yn>1,o0n=0,
rank(K(ZIF,])) ={n sin=2mod4 y n>2,on=1,

0 enotrocaso.

En este caso la primer péagina (y en realidad todas) de la sucesion espectral racional de Atiyah-

Hirzebruch queda como sigue:
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4k + 1 0 Q Q" 0
5 0 — Q Q"< 0
4 0 0 0 0
3 0 0 0 0
2 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 Q Q" 0

-1 0 1 2

2.2. Productos libres de grupos finitos. Sean G, y G, grupos finitos, y sea G = G| * G, su
producto libre. Podemos encontrar un modelo de dimension uno para EG tal que BG es un intervalo
cerrado con isotropia trivial en la tinica 1-célula e isotropia G| y G, en las 0-células de los extremos

(ver [Ser03)):

K.(Z[G K.(Z K.(Z[G
([1]). (Z) .([2])

La primera pédgina de nuestra sucesion espectral queda como sigue:
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q 0 — KyZIG1]) ® Ky(Z[G]) — Ky(Z)~— 0
1 0 — K(ZGDe KiZ[G)——Ki@Z)~— 0
0 0 < Ko(ZIG1]) & Ko(Z[G]) Ko(Z)~— 0
-1 0 — KL (ZIGI)® K, (Z[G]) K (Z)— 0

-1 0 1 2

Las diferenciales en esta pagina son todas inyectivas, por lo tanto, nuestra sucesion espectral

colapsa en la segunda péagina obteniendo

rank(K,(Z[G))) = rank(K,(Z[G 1)) + rank(K,(Z[G])) — rank(K,-,(Z))

y
Dl1=aGo+ Y (kG = r,Gp)| n=-1
i pliM|
1 n=20,
rank(K,(Z[G])) = {1 + "2~ 41 = 42 i=1,

ro+r-—1 sin=1mod4, n>1,
c1+ e sin=3mod4, n>1,
0 en otro caso.

donde r; es el nimero de representaciones irreducibles reales de G;, i = 1,2; ¢; es el nimero
de representaciones reales irreducibles del tipo complejo de G;, i = 1,2; y ¢; es el nimero de

representaciones racionales irreducibles de G;, i = 1, 2.

La primera pédgina de la sucesion racionalizada queda como sigue:
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4k +3 0 < Q6 g QG 0 0
4k +2 0 0 0 0
4k + 1 0 — QgQ© Q 0
5 0 «— Qr(G1) @ Qr(Gz) Q 0

4 0 0 0 0

3 0 <« Q) gQ© 0 0

2 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 QeQ Q 0
-1 0 Q* 0 0
-1 0 1 2

donde * = Z 1-4q(G)+ Z (kp(G,-) - rp(G,-)) y todas las flechas son inyectivas.

i pliiM|

2.3. El grupo modular PS L,(Z). Este es un caso particular del ejemplo anterior dado que

PSL,(Z) = Z/2 = Z/3. Usando la notacion del ejemplo anterior, escribimos G| = Z[Z/2] y G, =
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Z|Z/3],entoncesry =2, 1, =2,¢c; =0,co=1,g1 =2, =2y

0 sin=-1,
1 n=0,
0 n=1,

rank(K,(Z[PS L,(Z)])) =
3 sin=1mod4, n>1,

1 sin=3mod4, n>1,

0 en otro caso.

2.4. El grupo fundamental de una superficie orientable cerrada de género al menos 2.
Sea §, la superficie cerrada, orientable de género g > 1. Como el cubriente universal de S, es con-
traible tenemos que S, es un modelo para B (S ). Mds atn, S, es un modelo para Br (S ;). Tam-
bién se puede concluir que estos grupos son hiperbélicos porque S, admite una métrica hiperbdlica
de curvatura constante —1. Usando la construccion de S, como el cociente de un 4g-dgono po-
demos darle a S, una estructura CW que consiste de una 0-célula, 2g 1-células, y una 2-célula y
todas ellas tienen isotropia trivial. Asi que la primer pagina de nuestra sucesion espectral tiene la

siguiente forma:
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2 0 — K@) DK@« K@Z)— 0

1 0 —— K@~ @D, K@) K@)y~ 0

0 0~ Ko2) D, Ko@) —— Ko(Z) ~—— 0

-1 0 K@) Dy ki@ K@) 0
-2 0 0 0 0 0
-1 0 1 2 3

Sabemos que

K/(2) sip=0,
@ K,2) sip=1,
Hy(S ¢ K(2) = { 2

K,(Z) sip=2,

0 sip>1log<0O.

Entonces podemos concluir que

K,(ZIm(S )D) = Ky(Z) & (D) Ky 1(2) @ Ky 2(Z)
2g

Una vez mas las diferenciales son triviales y nuestra sucesion espectral colapsa. Y obtenemos
1 n=02on=1,3mod4n>1,
rank(K,(Z[m(Sg)) =42g sin=10 n=2mod4, n>1,

0 en otro caso.
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La sucesion espectral racionalizada se muestra acontinuacion:

4k + 1 0 Q D, Q Q 0
5 0 Q D, Q Q 0

4 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 Q b, Q Q 0
-1 0 1 2 3

2.5. Grupos virtualmente libres finitamente generados. Sea G un grupo virtualmente li-
bre finitamente generado, esto es, G tiene un subgrupo libre finitamente generado de indice finito.
Como los grupos libres finitamente generados son hiperbdlicos y un grupo con un subgrupo hi-
perbolico de indice finito es hiperbodlico, se sigue que G es hiperbdlico también. De la teoria de
Bass-Serre [Ser03] y de [JPLMVP11], podemos encontrar un arbol 7 en el que G acttia con esta-
bilizadores finitos, esto es 7' es un modelo para EG. Sean E y V el conjunto de aristas y vértices
de la gréafica de grupos de G determinada por 7', esta parte es desarrollada en [JPLMVP11, section

2.2]. Para calcular la segunda pédgina de la sucesion espectral observemos que 7' tiene solamente
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células de dimension O y 1 asi que nuestra segunda pagina es

coker(@ K, ZIG.) - Kq(Z[Gv])], sip=0,
ecE veV
Epy = ker(@ K,(2IG) - P Kq(Z[GVD], sip=1,
ecE veV
0 en otro caso.

Se sigue que las diferenciales se hacen cero y nuestra sucesion espectral colapsa en esta péagina,

luego

HO(EG:{K,) = coker(@ K.(ZIG.) - P KAZ[GVD)

ecE veV

D ker(@ K. 1(ZIG.) - Kn_l(Z[GvD).

ecE veV

Para simplificar la notacion, definamos

Ker, = ker(E, — V,) and
Cok, = coker(E, - V,).
De esta manera tenemos
H,?(EG; {K,}) = Cok, ® Ker,_,.

Estos ultimos grupos dependen de la estructura de grafica de nuestro arbol con los estabilizadores

de la accidn, los cuales son todos finitos.

2.6. G = F,=xS,. Este ejemplo es trabajado en detalle en [JPLMVP11, Section 3] para otros
propositos. Sea G = F,, < §, donde S, es el grupo simétrico en n letras, el cual actda en el grupo
libre en n letras permutando los generadores. La gréfica de grupos es un solo lazo con isotropia

S,-1 enel vértice y §,, como isotropia en la arista. En este caso los homomorfismos

E,‘—>Vi
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son todos cero. Se sigue que

HY(EG; {K,}) = K(ZIS ,]) @ Ki 1 (ZLS 51 ).

A continuacion se muestra la primera pagina de la sucesion espectral en cuestion:

q 0 «—— Ky(ZISuD) «—— KyZ[S p-1]) «— 0
2 0 «— Ky(ZIS D) «—— Ko(Z[S 1) «— O
1 0 «— Ki(Z[Sy]) «—— Ki(Z[S p-1]) «—— 0
0 0 «—— Ko(Z[Sn]) «— Ko(Z[S p-1]) «—— O

-1 0 1 2

Es bien sabido que las clase de conjugacion de un elemento x € S, es determinado por su des-
composicion ciclica, como x y x™! tienen la misma descomposicion ciclica tenemos que pertenecen
a la misma clase de conjugacion. Luego, el nimero de clases de conjugacion reales de S, es igual a
p(n), el nimero de particiones de n, y el nimero de clases de conjugacion reales de tipo complejo
es cero. Finalmente si dos elementos en S, determinan el mismo subgrupo ciclico entonces son
conjugados, esto implica que el nimero de clases de conjugacion de subgrupos ciclicos de S, es

igual a p(n).

pn) sii=1mod4, i>1,
rank(K;(ZS ,)) = {1 sii =0,

0 en otro caso,
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p(n) sii=1mod4, i>1,
pn—1) sii=2mod4,i>1,
rank(K;(ZG)) =
1 sii=0, 1,

0 en otro caso.

2.7. Grupos libres abelianos finitamente generados. En esta seccién condiseraremos el
caso de grupos abelianos libres finitamente generados, es decir, G = @,Z = Z". Como Z" es libre
de torsion entonces un modelo para EG es lo mismo que un modelo para EG. Ahora bien, un
modelo para EG estd dado por el n-toro T" = S ! x - - - x S 1. Fijaremos la estructura celular de n-toro
como la obtenida de cuadricular R" y después hacer cociente con la acciéon de Z" por traslacion.
Entonces en la primera pagina de nuestra sucesion espectral obtendremos en el renglon g-ésimo el
complejo de cadenas celular del toro con coeficientes en K, (Z), notemos que todos estos complejos

tienen diferencial igual a cero, es decir, que la sucesion espectral colapsa desde la primera péagina:

q 0 —— K (Z) -+ —— Kq(Z)(Z) K (Z)<— 0
o) 0 — Ko(Z) K (Z)® Kr(Z) < 0
1 0 — K\(Z) K, Z)® K(Z)<— 0
0 0 ~— Ko(Z) Ko(Z)® Ko(Z) < 0
1 0 - k - n n+l

Como las diferenciales en la sucesion espectral de arriba son cero obtenemos lo siguiente:

K(ziz") = P ki 52).
j=0



Indice general 41

A partir de la expresion anterior es posible encontrar el rango de K,(Z[Z"]) utilizando el si-

guiente diagrama que representa a todas las paginas de la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch

racionalizada:
4g + 1 0 Q i W Q 0
5 0 Q . o® . Q 0
4 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 Q QU Q 0







Capitulo 3
Espacios clasificantes, dimension cohomolégica y dimension geométrica

En este capitulo estudiaremos brevemente la dimension geométrica de un grupo G respecto de
la familia F bc de subgrupos del tipo finito por ciclico. Para esto introduciremos la definicion de
cohomologia de Bredon y un par de resultados que nos serdn utiles para nuestros propoésitos. El

resultado principal de este capitulo es trabajo original del autor atn sin publicar.

1. La dimension geométrica respecto a la familia de subgrupos finitos por ciclico

Sea G un grupo discreto y sea ¥ una familia de subgrupos de G. Un Or(G, ¥ )-médulo o un
modulo de Bredon es un funtor contravariante M : Or(G,¥) — Ab, donde Ab es la categoria de
grupos abelianos. Un morfismo ¢ : M — N entre mdédulos de Bredon es una transformacién natural
entre los funtores subyacentes. La categoria de Or(G, #)-mddulos y sus morfismos la denotaremos
por Mod — Or(G, F). La categoria Mod — Or(G, ¥) es una categoria abeliana y contiene suficientes

proyectivos e inyectivos, asi que podemos hablar de funtores derivados y hacer dlgebra homoldgica.

Consideremos el mdédulo de bredén Z, el cual asigna a cualquier Orbita el grupo abeliano Z y
a toda flecha le asigna la funcion identidad. El n-ésimo grupo de cohomologia de Bredon de G

respecto a la familia ¥ con coeficientes en el médulo de Bredon M es por definicién

HZ(G: M) := Exrgr(Gf)(Z, M)

Definimos la dimensiéon cohomologica de Bredon de G para la familia ¥, denotada como

cd#(G), como sigue

cdy(G) = sup{n € N|IAM € Mod - Or(G,F) : Hx(G; M) # 0}

43
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Por otro lado, la dimension geométrica de G respecto a la familia ¥, denotada por gd#(G),

es igual al nimero inf{n € N | Existe un modelo para E+G de dimensién n}.

Estas dos nociones de dimensidn estdn relacionadas por el siguiente resultado:

TreoremA 3.1. ([LMOO], Luck-Meintrup Theorem 0.1) Sea G un grupo y ¥ una familia de sub-

grupos. Entonces

cdg(G) < gdr(G) < max{3, cdr(G)}

En particular el enunciado anterior nos dice que la cohomologia de Bredon es la teoria de coho-
mologia adecuada para estudiar la dimensién minimal en la que aparecen los espacios clasificantes

de G respecto a 7.

Notemos que el Teorema anterior nos da algo muy cercano a la igualdad entre la dimension
geométrica y la dimension cohomolégica de Bredon. La igualdad entre estas dos dimensiones es lo

que se conoce como la conjetura de Eilenberg-Ganea para cohomologia de Bredon:

CoNJETURA 3.2. Sea G un grupo y ¥ una familia de subgrupos. Entonces cd#(G) = gd#(G).

Para nuestros propdsitos necesitamos los siguientes resultados (ver [Flu] Theorem 4.2 y Coro-

llary 4.3)

TeorREMA 3.3. Sea G un grupo y F una familia de subgrupos. Entonces para cualquier n € N

tenemos un isomorfismo

H}-(G:2) = H,(B7G).

Cororario 3.4. Si H"(B#G) # 0, entonces cdg(G) > m.

Denotamos por ¥ bc a la familia de subgrupos del tipo finito por ciclico de G, la cual consiste

de:

= todos los subgrupos finitos de G,
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= todos los subgrupos de la forma F > Z, donde F es finito.

Claramente tenemos inclusiones de familias Fin C ¥ bc C Vcyc.

Davis, Ranicki, Quinn, Reich, and Khan demostraron en ([DQR11],[DKRI11]) que es posible
sustituir la familia “Vcyc en el enunciado de la conjetura de Farrell-Jones por la familia # bc. De
esta forma se justifica nuestro interes en espacios clasificantes de G respecto a la familia ¥ bc. En
[Far10] Farley da una construccién para E#,.G con G un grupo que actda en un espacio CAT(0) de
manera adecuada, vale la pena notar que los modelos dados por Farley son de dimension infinita. En
esta seccion demostraremos que éste es un fendmeno mds general. Concretamente demostraremos

el siguiente Teorema:

TeOREMA 3.5. Sea G un grupo discreto. Supongamos que tenemos una inclusion estricta de fa-

milias ¥ bc C Vceyc. Entonces todo modelo para E#, G tiene dimension infinita, y en consecuencia,

8drpc(G) = oo.

Antes de demostrar el Teorema 3.5, vamos a considerar el caso en que G es el grupo dihédrico
infinito. Lo denotamos por D.,, podemos pensar que D, es el grupo mds sencillo que no es del tipo
finito por ciclico. Este grupo es comtiinmente presentado como el producto semidirecto Z > Z/2,
donde Z/2 actiia en Z por multiplicaciéon por —1. También tiene la presentacion dada por el pro-
ducto libre Z/2 = Z/2. Se puede ver de la primera descripcion que todo elemento de D,, tiene orden
2 u orden infinito, y que el conjunto de elementos de orden infinito forman un subgrupo ciclico de

indice 2. Asi pues, la familia ¥ bc consiste de todos los subgrupos propios de D..

LEmA 3.6. Sea D, el grupo dihédrico infinito. Entonces un modelo para E¢,.D., viene dado por

S® %R, mds aiin Brp.Do, = ZRP%, donde XX es la suspension de X. En particular, gdgp.-Ds = oo.

DEmosTRACION. Tenemos una accidn natural de D, en R por isometrias. Por otro lado tenemos una
accion de D, en S via la suprayeccion D,, — Z/2 (con nicleo Z) y la funcion antipodal. Asi
tenemos una accién en la junta X = S x R. Para cualquier subgrupo H de D, tenemos X? =
(S*)" « R, De las observaciones previas es facil verificar que X satisface todas las condiciones

para ser un espacio clasificante respecto a la familia ¥ bc (ver [DQR11][Example 1.3]).
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Afirmamos que X/D,, es la suspension del espacio proyectivo infinito XRP> . Para ver esto
construiremos un dominio fundamental para la accién de D, en X. Sea R con la estructura de D.-
CW complejo que consiste de dos 0-células dadas por Z 'y 1/2 + Z, y una 1-célula (Ver Figura 1).
Usando el hecho de que Z < D, actia trivialmente en S podemos ver que todo punto en X esta
relacionado con uno en el subespacio ¥ = [0, 1] * §° (Ver Figura 2), notemos que la linea (en
Y) que une a un punto x € S con 1 € R esta relacionada con la linea que une a x y 0. Luego,
como la accién de D, en R es dada ya sea por translaciones o por reflexiones a través de una 0-
célula, podemos deducir que un dominio fundamental de la accién de D, en X es dada por la junta
Z =10,1/2] * S, aqui la linea (en Z) que une un punto x con 0 estd relacionada con la linea que
une a —x con 0, y cada linea que une a x con 1/2 esta relacionada con la linea que une a —x con 1/2
(ver Figura 3). Ahora podemos ver que X/D., es homeomorfo a la suspension de RP*. Dado que
X /D, tiene cohomologia no trivial en dimensiones arbitrariamente grandes, usando el Corolario

3.4, tenemos que gdypDo = 00.

Figura 2

Figura 1

/\SOO

Figura 3

CoroLarIiO 3.7. Sea V un grupo virtualmente ciclico que se encaja en una sucesion exacta corta

1l F—>V—>D,—1
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donde F es un grupo finito. Entonces un modelo para E#,.V es dado por S * xR, donde la accion es
dada via la proyeccion V — D., que aparece en la sucesion exacta corta. Mds atin B,V = XRP>.

En particular, gdg,.V = oo.

DEemosTRACION DEL TEOREMA 3.5. Sea G un grupo discreto. Como estamos suponiendo que la inclu-
sion Fbc € Vcyc es estricta, tenemos un subgrupo virtualmente ciclico V que no es del tipo finito
por ciclico, asi pues V se suprayecta a D,, con nucleo finito. Por otro lado si consideramos Y un
modelo para E#,.G, entonces restringiendo la acciéon de G en Y a V tenemos que Y es también un

modelo para E#,.V. Finalmente por el Corolario 4.17 Y tiene dimension infinita. —

En [Laf08] Lafont pregunta si gdg;,(G) < oo implica gdvy.,(G) < oo. Asi que es natural
preguntarse si gd#;,(G) < oo implica gdsp.(G) < oco. El Lema 3.6 da una respuesta negativa a
esta ultima pregunta. Mds atin, el Teorema 3.5 muestra que la respuesta es no, siempre que G
contiene un subgrupo virtualmente ciclico que no es del tipo finito por ciclico. De cualquier forma

podemos conjeturar lo siguiente:

ConJeTurA 3.8. Suponga que G tiene un modelo de tipo finito para E¢;,G. Entonces podemos

encontrar un modelo de tipo finito para E#,.G.

ConNJETURA 3.9. Suponga que G tiene un modelo de tipo finito para E,.G. Entonces podemos

encontrar un modelo de tipo finito para E«.,G.

Cabe mencionar que los reciprocos de las conjeturas anteriores son ciertas en vista del siguiente
teorema y considerando las inclusiones Fin C Fbcy Fbc C Vcyc. Recordemos que si  es una
familia de subgrupos de G y H es un subgrupo de G, entonces definimos la familia ¥ N H como la

familia de subgrupos de H que consta de los elementos de ¥ que estdn en H.

TeoreMA 3.10. [LW12, Theorem 5.1] Sean & C G familias de subgrupos de G. Supongamos
que existe un modelo finito para E¢nyH para todo H € G y un modelo finito para EgG. Entonces
existe un modelo finito para E+G. Lo mismo es cierto si reemplazamos la palabra finito por las

palabras tipo finito.






Capitulo 4

Los grupos de Whitehead de algunos subgrupos de PSL,(R) y S L,(R)

1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos los grupos de Whitehead de subgrupos de PS L,(R) que actian
en el plano hiperbdlico H con isotropia finita y sus versiones no proyectivas. Entre los grupos no-
tables que estdn en esta familia se encuentran el grupo modular de Hilbert y los grupos fuchsianos.
Los ingredientes principales en nuestro trabajo son la conjetura de Farrell-Jones y la sucesion espec-
tral de p-cadenas. Todo el material de este capitulo estd basado en el articulo [BSS]. A continuacién

estan los enunciados de los resultados obtenidos al respecto.

DErNICION 4.1. Denotamos por £ a la familia de subgrupos de PS L,(R) que actian en H con
isotropia finita y que ademas satisfaga la version fibrada de la conjetura de Farrell-Jones (ver De-
finicién 1.30). También denotamos por S a la familia de subgrupos de S L,(R) que son preimagen

de algin grupo en P bajo la proyeccion candnica p : S Lr(R) — PSLy(R) = S L,(R)/{+1}.

LeMA 4.2. Sea G en P. Entonces p~'(G) también satisface la conjetura de Farrell-Jones, por lo

tanto todos los grupos en S satisfacen la version fibrada de la conjetura de Farrell-Jones.

DemMosTRACION. Notemos que tenemos una sucesién exacta corta 1 — {1} —» p™(G) - G — 1.
Como G satisface la version fibrada de la conjetura de Farrell-Jones y {1} es un grupo finito, en

particular es virtualmente ciclico, el enunciado se sigue de [BLRO8b, Lemma 2.4]. .

TreorREMA 4.3. Sea G en P. Entonces para todo q,

Why(G) = 5 Why(M)

(M)

donde la suma corre sobre las clases de conjugacion de subgrupos finitos maximales de G.

49
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Dado un grupo G en la familia S encontramos que sus grupos de Whitehead estdn determinados

por K,(Z[p(G)]) (al menos en rango bajo). De manera mds precisa, tenemos lo siguiente:
TeorREMA 4.4. Sean Gen Sy p : SL,(R) — PS Ly(R) la proyeccion candnica. Entonces
Why(G) = K(Z[p(G)])

para q < 1.

Aunque la teoria K algebraica superior de PS L,(O;) se vislumbra mas dificil de calcular, se
puede decir bastante acerca de su teoria K algebraica superior racional usando las técnicas desarro-

lladas en el capitulo 2.

TeorEMA 4.5. Si G pertenece a P, entonces

Zr(M)—m sig>2yq=1mod4,
(M)
ZC(M) sig>2yq=3mod4,
(M)
rank (K (ZIG))) - rank (H,(BG: K (Z))) = Z(r(M) — (M) sig=1,
(M)
m= > | > a(M) = Gy (M) = ry(M) [si g = =1,
(M) LpliM|
0 en otro caso

donde m es el niimero de clases de conjugacion de subgrupos finitos maximales en G, la suma corre
sobre las clases de conjugacion de subgrupos finitos maximales de G y H,(BG;K(Z)) denota el

q-ésimo grupo de homologia de BG con coeficientes en el espectro no conectivo K(Z) de teoria K

de Z.

Usando la demostracion del Teorema 4.5 junto con el Teorema 4.4 podemos encontrar expre-

siones para el grupo de Whitehead, asi como para la teoria K baja reducida de p~'(G) con G € P.

CoroLARIO 4.6. Sean G € Py p : SL,(R) — PS Ly(R) la proyeccion al cociente, entonces

Whi(p™ (G)) = Whi(G) ® G* & Z,,
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donde G es la abelianizacion de G. También

Who(p™(G)) = Who(G) ® Z;

Whoi(p™ (@) = D K@M,

(M)
donde la suma corre sobre las clases de conjugacion de subgrupos finitos maximales de G.

2. Preliminares

Vamos a introducir los grupos de Whitehead Wh,(G) de G se introducen usando el siguiente

resultado:

Proposicion 4.7. [Wal78, Prop. 15.7] Sea G un grupo. Entonces definimos Wh,(G) = Hno r(G)(* s s K)

para todo n € Z. En efecto, los grupos de Whitehead se encajan en una sucesion exacta larga

---— H,(BG;K(G/1)) - K,(2G) - Wh,(G) - H,_{(BG;K(G/1)) - ---

donde H,(BG;K(G/1)) es la teoria de homologia generalizada con coeficientes en el espectro

K(G/1) que tiene como grupos de homotopia la teoria K algebraica del anillo de grupo ZG.

Cuando la conjetura de Farrell-Jones se cumple para un grupo G obtenemos:

CoroLari0 4.8. Sea G un grupo. Supongamos que la conjetura de Farrell-Jones se cumple para

G, entonces Wh,(G) es isomorfo a H,? r(G)(*%yc, x7,; K) para todo n € Z.

Uno usualmente se pregunta cuando se puede reemplazar la familia ‘Vcyc por una mas pequefia
para poder calcular los grupos de Whitehead o la teoria K de un anillo de grupo. Los siguientes

Teoremas nos dan algunas respuestas al respecto.

TreoreMA 4.9. [FJ93, A.10] Sea G un grupo. Supongamos que para cualquier subgrupo finito

por ciclico 'V de G, la funcion de ensamble
Aginan + H"™ Gy K) = HYY Goauis K) = Ko(ZV)

es un isomorfismo. Entonces H?"® (xqi; K) = H?O (5041, K.
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OBSsERVACION 4.10. La obstruccion para que A, 4, sea un isomorfismo son los llamados grupos
Nil. Si éstos se vuelven cero entonces podemos restringirnos en nuestros célculos a la familia de
subgrupos finitos. Asi pues, bajo las hipétesis del Teorema 4.9 y usando resultados de [DKR11],
[DQR11], uno puede calcular los grupos de Whitehead de un grupo G considerando solamente la

familia de subgrupos finitos. En otras palabras, si G satisface la conjetura de Farrell-Jones entonces

Why(G) = H."OCeur, %13 K)
= Hr?r(G)(*erst *Trs K)
= Hr?r(G)(*‘?_bc’ *Trs K)

~ gor(G .
= Hn t )(*Tin’ *Trs K)

A continuacion diremos codmo reemplazar la familia de subgrupos finitos por una familia incluso

mas pequena.

TeoremaA 4.11. [DLO03, Corollary 3.9] Sea ¥ una familia de subgrupos de G. Denotemos por
MF C F la subfamilia de subgrupos que consiste de: todos los elementos maximales de F, los
grupos de F que estdn contenidos en mds de un elemento maximal de F y los elementos de F que

no estdn contenidos en ningiin elemento maximal de F. Entonces para todo n

HY" O K) = HY Oy K.

3. Las Propiedades (M) y (NM)

Dado un grupo G consideremos las siguientes dos propiedades:

(M) Todo subgrupo finito de G estd contenido en un tnico subgrupo finito maximal.
(NM) Si M es un subgrupo finito maximal de G entonces N(M) = M, donde N(M) denota el

normalizador de M en G.

Nosotros estamos particularmente interesados en subgrupos de PS L,(R). Recordemos que el
semiplano superior H = {z € C|Im(z) > 0} se puede equipar con la métrica (Riemanniana) hi-

perbdlica dada por
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Nz Ty

y

ds =

A H con esta métrica se le conoce como el plano hiperbdlico o plano de Lobachevsky.
Es bien conocido que el grupo SL,(R) actda en H por isometrias via transformaciones de

Mobius. Es decir, si z es un punto en H y

] es una matriz en S L,(R), entonces definimos
vy 0

[01 ,3] az+b
= .
y 8 cz+d

Denotemos por / a la matriz identidad. Es fécil ver que —I actda de manera trivial en H, asi que

también tenemos una accién de PS L,(R) = S L,(R)/{+I} en H por isometrias.
Lema 4.12. El grupo de isometrias de H que preservan orientacion es isomorfo a PS L,(R).

Lema 4.13. Sea h € PS L,(R). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. h es una matriz eliptica, i.e. su traza satisface
[Trh]>-4<0.
2. h tiene un tvinico punto fijo.

Mds auin, el estabilizador PS L,(R), de cualquier punto z € H en PS L,(R) es un grupo isomorfo
aS".

Lema 4.14. Sea h € PS Ly(R). Si h tiene orden finito y no es la identidad, entonces tiene un
tinico punto fijo en H. Mds aiin, si F es un subgrupo finito no trivial de PS L,(R), entonces tiene un

tinico punto fijo en H.

DemosTtrACION. Es consecuencia inmediata de [Kat92, Theorem 2.4.1] y de [Kat92, Corollary

2.4.2]. g

En el siguiente Teorema damos condiciones suficientes para que un subgrupo de PS L,(R) sa-

tisfaga (M) y (NM).
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TeOREMA 4.15. Sea G un subgrupo de PS L,(R) que tal que actiia en H con estabilizadores
finitos. Entonces G satisface (M) y (NM).

DEemosTrACION. Notemos que por el lema anterior si H es un subgrupo finito de G entonces H estd
contenido en el estabilizador G, de un punto z € H. G, es un subgrupo finito maximal de G. En
efecto, si F es un subgrupo finito de g que contiene a G, entonces existe y € Htalque f -y =y
para todo f € F. En particular, todo elemento de G, va fijar y y por unicidad del punto fijo, y = z,

es decir, f € G,. Esto demuestra que G satisface la propiedad (M).

Sea M un subgrupo maximal finito de G. Entonces por el péarrafo anterior, M = G, donde G,
es el estabilizador de algiin punto z € H. Ahora sea g € N(M), entonces gfg~' € M para todo
f €M =G, Luego gfg 'z = z 1o que implica que fg~'z = g”'z, y por la unicidad del punto fijo
g 'z =1z i.e. g € M. Esto demuestra que G satisface la propiedad (NM). i

OBSERVACION 4.16. Las condiciones (M) y (NM) pueden ser interpretadas de manera geométrica
como sigue: Sea J la familia que consta de aquellos grupos G para los cuales existe un modelo de
EG con la propiedad de que cualquier conjunto de puntos fijos por un subgrupo finito de G consta
exactamente de un punto. Es claro que si G € 7, entonces G satisface (M) and (NM). Vale la pena

notar que dicha familia J es cerrada bajo productos libres.

Si un grupo G satisface las propiedades (M) y (NM) las clases de isomorfismo de subgrupos

virtualmente ciclicos son muy limitadas (Compare con [DL03, p.100]).

Lema 4.17. Sea G un grupo que satisface las propiedades (M) y (NM), entonces todo subgrupo

virtualmente ciclico infinito de G es isomorfo ya sea a’Z o a Z, * Z,.

DEemosTrACION. Todo subgrupo virtualmente ciclico infinito V de G encaja en una sucesién exacta
corta

1> F->V-oIT-—>1

donde "' es Z 0 Z, « Z, y F es finito. Como F es normal en V entonces V C N(F) donde N(F) es el
normalizador de F en G. Supongamos que F es no trivial y sea M el tinico subgrupo finito maximal

de G que contiene a F. Es claro que F C gMg™" si g € N(F). Entonces, por unicidad, g € M. Esto
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demuestra que N(F) C M el cual es finito, contradiciendo que V C N(F). Asi pues F es trivial y la

conclusion del lema se sigue. 3

4. Algunos subgrupos de PS L,(R) que satisfacen (M) y (NM)

4.1. Grupos Fuchsianos. En esta seccidon revisaremos la definicidn y algunas propiedades de
los grupos Fuchsianos. Para més informacién acerca de estos grupos se puede consultar [Kat92],

[Bea83].

DEeFinicioN 4.18. Un grupo Fuchsiano es un subgrupo discreto de PS L,(R).

Quizas el ejemplo mas famoso de un grupo Fuchsiano sea el grupo modular PS L,(Z). Dado
que PSL,(R) actua por isometrias en H tenemos que todo grupo Fuchsiano actia propiamente,
discontinuamente y por isometrias en H. Esta accion nos da una gran cantidad de informacion
acerca de la estructura algebraica de los grupos Fuchsianos tal como lo veremos en el siguiente

Teorema.

TreOREMA 4.19. Sean G un grupo Fuchsiano. Las siguientes afirmaciones son ciertas

1. Si g es un elemento en G, entonces g es eliptico si 'y solo si tiene orden finito.

2. Para todo z € H el estabilizador G, es un grupo finito. Mds atin, hay una biyeccion entre
el conjunto de subgrupos finitos maximales de G y puntos en H con isotropia no trivial. En
particular, todo subgrupo finito de G es ciclico.

3. El conjunto de puntos en H con isotropia no trivial es G-finito. En particular, solamente

hay un niimero finito de clases de conjugacion de subgrupos finitos maximales en G.

A cada grupo Fuchsiano cocompacto G se le puede asociar su signatura como sigue: sea g
el género del espacio de orbitas H/G (el cual estd bien definido porque el espacio de Orbitas es,
en efecto, una superficie orientable de género al menos 2), supongamos que G tiene k clases de
conjugacioén de subgrupos finitos maximales cuyos ordenes son m; < --- < my. La signatura de
G es el siguiente vector (g; my, ..., m;). Usando el siguiente resultado podemos ver lo variados que

pueden ser los subgrupos finitos maximales de un grupo Fuchsiano.
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TeOREMA 4.20. Sea G un grupo Fuchsiano. Entonces G es determinado por su signatura (g; my, ...

es decir, que si I' es otro grupo Fuchsiano con la misma signatura, entonces G y I son isomor-
fos. Mas auin, si dada cualquier coleccion de niimeros (g;my,....,m;) con 2 < my; < ... < m y

2g — 2+ (1 = 1/my) se puede realizar como la signatura de un grupo Fuchsiano.

OBservACION 4.21. Notemos que el Teorema 4.3, en el caso cuando G es Fuchsiano, fue demos-

trado originalmente en [BJPP01], [BJPP02] y [DL03].

4.2. El grupo Modular de Hilbert. En esta seccion revisamos la definicién y algunas pro-
piedades basicas del grupo modular de Hilbert. Los resultados que son escritos sin demostracion en
esta seccion pueden ser encontrados en [Fre90]. Para mas informacién acerca del grupo modular

de Hilbert el lector puede ademds consultar [Hir73], [vdG88].

Un campo de numeros totalmente real k es una extension algebraica de Q tal que todos sus
encajes 0; : k — C tienen su imagen contenida en R. Denotaremos por k a un campo de nimeros
totalmente real de grado n y Oy su anillo de enteros algebraicos. El grupo modular de Hilbert
PS L,(Oy) se define como el cociente del grupo especial lineal de matrices 2 X 2, S L,(Oy), con

entradas en Oy por el subgrupo {/, —1}, donde / denota la matriz identidad; en otras palabras

PS L,(Or) = S L,(On)/{1, -1}

Note que si k = Q, entonces PS L,(O;) = PS L,(Z) no es sino el grupo modular clasico. En
cualquier caso PS L,(Oy) no es un subgrupo discreto de PS L,(R) si n > 2. Sin embargo, actia
propiamente y discontinuamente en el producto iterado n veces H" = H X - - - X H de semiplanos
superiores, via transformaciones de Mdbius en cada uno de los n factores, usando los n diferentes
encajes de k en R. Entonces el grupo modular de Hilbert es un subgrupo discreto del producto n
veces iterado PS L,(R)" = PS L,(R) x --- X PS L,(R). Por ejemplo, si d es un entero positivo libre

de cuadrados y k = Q( Vd), entonces hay dos encajes de k en R, a saber

0'1:s+t\/3|—>s+t\/2 y 0'2:s+t\/3|—>s—t‘/;l,

. M),
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a
para s,t € Q. En este caso, una matriz [ ﬁ] € PS L,(Oy) actda en (z;, z2) € H X H como
vy 0

a B (21.20) = (0'1(0)21 +01(B) 02(0)Z2+02(ﬂ))
y o) 0 ez +0i) ez + 026) )

La accion de PS L,(Oy) en H" no es libre. Se pueden detectar puntos con isotropia no trivial.

V2 -1
1 0
1 V2 N :

el punto 5=((1 +4), (-1 + 1)) € HX H.

es un elemento eliptico de PS L, (OQ( @) de orden 4 que fija

Por ejemplo la matriz [

OBSERvVACION 4.22. H" resulta ser un modelo para el espacio clasificante para acciones propias
del grupo modular de Hilbert PS L,(O;), donde el conjunto de puntos fijos por la accién de un
subgrupo finito no sélo es contraible sino que consiste exactamente de un punto. Esta propiedad

simplificara nuestros célculos de los grupos de teoria K algebraica de manera sustancial.
LeEma 4.23. Sea h € PS L,(Oy). Entonces h es una matriz eliptica si y solo si tiene orden finito.

ProposicioN 4.24. El grupo modular de Hilbert PS L,(Oy) satisface las propiedades (M) y (NM).

DemosTRACION. Por el lema anterior se sigue que PS L,(Oy) actia en H con estabilizadores finitos,

entonces la afirmacion se sigue del Teorema 4.15. —

5. Demostraciones de los resultados principales

En esta seccion se dardn demostraciones de los Teoremas 4.3, 4.4 y 4.5.

or(G)
Hq

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.3. Sea G en P. Recordemos que Wh,(G) = Gty *7r; K.

Dado que G satisface la conjetura de Farrell-Jones tenemos el siguiente isomorfismo
th(G) = qur(G)(*(chc, *Trs K)

El siguiente paso es tratar de reducir la familia de subgrupos tanto como sea posible. En efecto, por

el Lema 4.17 y el hecho de que los grupos Nil del anillo integral de grupo de Z y Z, * Z, son cero
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[LS00, Lemma 2.5], tenemos que la funcién de ensamble
Aginan - H"™ Gopin: K) = HY™Y (3 K)

es un isomorfismo. Entonces Wh,(G) puede ser calculado usando solamente la familia de subgrupos
finitos de G. Es decir,

th(G) = qur(G)(*‘i“—ina *Trs K)

Mas aun, combinando el Lema 4.15 (propiedad (M)) y el Teorema 4.11, vemos que la familia
de subgrupos a ser considerada puede ser reducida a la subfamilia M%in, donde M¥ in denota
la familia de subgrupos finitos maximales de G unién la familia trivial, tal como se defini6 en el
Teorema 4.11. Asi

Why(G) = HqOr(G)(*MTim 7,5 K).

Ahora que ya hemos reemplazado la familia Vcyc por M¥ in, analizamos la estructura de las

p-cadenas en la categoria de 6rbitas Or(G, MF in).

0O-cadenas.: Estas son cadenas de la forma {G/H)}, donde H € MF in.

1-cadenas.: Aqui solamente tenemos cadenas de la forma {G_/l, G/_H}. Notemos que no hay
1-cadenas de la forma {G/—H, ﬁ}, para H,K € M¥in, H # 1, porque todo morfismo
G/H — G/K necesariamente tiene que ser un isomorfismo.

p-cadenas, p > 2.: No existe ninguna porque todo morfismo G/H — G/K, H # 1, es un

isomorfismo.

También nétese que al considerar la pareja (y¢#,, *7,) €stamos ignorando todos los términos que
provienen de O-cadenas {G/1} en la pagina E' de la sucesién espectral de p-cadenas para parejas.
En particular, ninguna 1-cadena tiene que ser considerada en el cdlculo de los grupos de Whi-
tehead. De manera que la sucesion espectral solamente tendrd contribuciones provenientes de las
clases de isomorfismo de 6rbitas de la forma G/H con H € M¥in, H # 1. Ahora recordemos que
Aut(G/H) = N(H)/H = {e}, donde N(H) es el normalizador de H en G y la igualdad anterior-
mente mencionada se sigue del Lema 4.15 (propiedad (NM)). También hay una correspondencia
entre 0-cadenas en Or(G, M¥ in) y clases de conjugacién de subgrupos finitos maximales en G. Al
final terminamos con el siguiente término E' de nuestra sucesion espectral. Asi nuestra sucesién

espectral colapsa en la pagina E' y el resultado se sigue. —
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2 @(M) Wha(M) 0 0
1| @y Whi(M) 0 0
0 | @B Who(M) 0 0
1| @y Whoa(M) 0 0

0 1 2

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.4. Seguimos la misma estrategia implementada en la demostracion
del Teorema 4.3. Sea G € S (ver Definicion 4.1), por el Lema 4.2 tenemos que G satisface Farrell-

Jones. Entonces podemos garantizar que
H;)r(G)(*chc; K) = Kq(Z[G])

para todo g € Z. Ahora, la idea es reducir la familia de subgrupos, y asi poder calcular el lado
izquierdo de esta ultima ecuacién. Recordemos que por [DKR11], [DQR11] siempre es posible
reducir la familia de Veye a Fbc (vedse también la Observacion 4.10). Entonces si uno quiere
reemplazar la familia Veyc por Fin es suficiente demostrar que para cualquier subgrupo de G de
la forma F > Z con F finito, la funcién de ensamble f : HqO rF ”Z)(*ﬁn; K) — K (Z[F = Z]) es un
isomorfismo. Para ver esto ultimo, note que F X Z < F < Z y que el tnico elemento no trivial de
-1

0 -1
grupo en la familia ¥ bc es isomorfo a Z o Z, X Z. Por [LS00, Lemma 2.5] f es un isomorfismo

orden finito que conmuta con algtn elemento de orden infinito es —/ =

], entonces todo

para g < 1 cuando F es el grupo trivial o F' = Z,. Asi que
HY" O (teyeyes K) = HY™ O (epe; K) = HY i K,

siempre que g < 1.

De hecho, podemos trabajar con una familia de subgrupos mas pequefa. Primero, notemos que por
el mismo razonamiento de la demostracién del Lema 4.15, todo subgrupo finito maximal de G es de
la forma G, z € H, el plano hiperbdlico. Entonces todo subgrupo diferente de {+/} est4d contenido
en un unico subgrupo finito maximal. Sea M ¥ in tal como se defini6 en el Teorema 4.11, notemos

que todo elemento en MF in es un subgrupo finito maximal, o el subgrupo trivial o el subgrupo
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{I,-1}. Por el Teorema 4.11 tenemos
qur(G)(*(Fin; K) = qur(G)(*MTin; K)

Ahora, usando el Lema del Cinco y las previas reducciones de la familia de subgrupos, es inmediato

mostrar que, para g < 1
Why(G) = H;)F(G)(*Azl, 1,3 K) = qur(c)(*M7'in’ 1,5 K).

Ahora procedemos a analizar las p-cadenas que aparecen en la categoria de 6rbitas Or(G, M¥F in)

0O-cadenas.: Estas son cadenas de la forma {G/1},{G/{£1l}} y {G/H}, donde H es un subgrupo
finito maximal.

1-cadenas.: Tenemos cadenas de la forma {G/1,G/{xI}}, {(G/1,G/H} y {G/{xl},G/H}, con

H un subgrupo finito maximal.

2-cadenas.: Las unicas 2-cadena que tenemos son de la formaa {G/1,G/{xI},G/H}, con H
un subgrupo finito maximal.
p-cadenas, p > 3.: No hay ninguna porque para todo H, K maximal todo morfismo G/H —

G/K tiene que ser un isomorfismo.

También notemos que al considerar el par (*y#,, *7,) estamos ignorando los terminos que provie-
nen de p-cadenas cuyo primer término es la O-cadena {G/1}. En particular, ninguna 2-cadena tiene
que ser considerada. Entonces el término E' de la sucesion espectral de p-cadenas para parejas
solamente tendr4 contribuciones de 6rbitas en Or(G, MF in®), donde MF in® := MFin — Tr.

Es claro que Or(G, MFin®) es equivalente a Or(p(G), MFin) donde p : SL,(R) — PSL,(R)
es la proyeccién al cociente. Entonces el término E' de la sucesién espectral las p-cadenas (pa-
ra parejas) en Or(G, MFin) es isomorfo al término E' de la sucesion espectral de p-cadenas en
Or(p(G), MF in). Dado que la primera converge a Wh.(G) y la segunda converge a K. (Z[ PS L,(Oy)])

el resultado se sigue. a

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.5. Sea G € P (ver Definicion 4.1). Recordemos del Teorema 4.11

que M¥ in es la familia de subgrupos de G que consiste de todos los subgrupos finitos maximales
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junto con el subgrupo trivial. En [Gru08, Theorem 5.6], se demuestra que para cualquier grupo I

que satisface la conjetura de Farrell-Jones
HO® (43, K) © Q = HO (4,1 K) © Q = KL(ZIT]) ® Q.

Ahora usemos el Teorema 4.11 para reducir la familia de #in a M¥ in. Comencemos por analizar
las p-cadenas que aparecen en Or(G, M¥ in). Esto ha sido hecho en la demostracién del Teorema
4.3. Notemos que esta vez no estamos calculando la homologia de una pareja, asi que ahora si
necesitamos considerar las O-cadenas y las 1-cadenas (no hay p-cadenas en esta categoria para
p > 2.) La primera pagina de la sucesion espectral de p-cadenas esta dada (después de algunas
simplificaciones, ver [BJPPO1, Proposition 12]) por
Ej, = Hy(BG: K(2)) & P K,(ZIM]))
(M)

El, = @ H/(BM; K (Z))

(M)

1 _
qu—Oparap;tO,l,

donde H,(_ ; K(Z)) se refiere a la teoria de homologia generalizada con coeficientes en el espec-
tro de teoria K definido por Pedersen-Weibel y la suma corre sobre las clases de conjugacion de

subgrupos maximales finitos. Entonces la sucesion espectral de p-cadenas en este caso se ve como

sigue:
B, Egy ~— FEly 0
1 Ey ~— B 0
0 Ely ~ Ely 0
-1 By y—— Ei, 0
0 1 2

Las diferenciales d' : E}q - E(l)q son todas inducidas por dos tipos de funciones entre p-

cadenas: Aquéllas que provienen de {G/1,G/M} — {G/1}y aquéllas que provienen de {G_/l, G/M} —
{G/M}. Esta demostrado en [Pea98, Lemma 3.10] que en el primer caso la funcién inducida en ho-

mologia es una inclusién mientras que en el segundo caso induce la funcién de ensamble clésica
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H,(BM;K(Z)) — K,(Z[M]) que en nuestra notacion es
Arpan : HY ™ (7, K) = HY ™M (g K.

En nuestro caso dicha funcién de ensamble se sabe que es racionalmente inyectiva para todo g
(ver [BHM93]). Asi pues, al menos racionalmente las diferenciales d' son inyectivas y la sucesién

espectral (racionalmente) colapsa en la pagina E2. Entonces
rk (K,(Z[G)) = rk (Eg,) = rk (Ej,)
Notemos que E% , S€ encaja en una sucesion exacta corta:
! d'gidy )
0-E,0Q— E;,®Q— E;,®Q— 0.

Finalmente, tomando en cuenta que todo subgrupo finito de G es ciclico por estar contenido en S,
un célculo con la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch muestra que

1 sig=06g=1mod4,q>2
tk (H,(BM;K(Z)) =

0 en otro caso

Asi que,

rk (K,(Z[G))) = rk (EG,)
=1k (E;,) — 1k (E},)

= )"tk (K,(ZIMY)) + 1k (Hy(BG; K(Z)) - > vk (H,(BM; K(Z)).

(M) (M)

Y entonces tenemos que
(**)
Zrk(Kq(Z[M])) —m sig=06g=1mod4,qg>2
rk (K,(Z[G))) -tk (H/(BG; K(Z)) = { ™
Z rk (K, (Z[M])) en otro caso,
(M)

donde m denota el nimero de clases de conjugacion de subgrupos finitos maximales de G. Por

resultados de Bass [Bas65], Carter [Car80b] y Jahren [Jah09] acerca de la teoria K de grupos
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finitos (ver Teorema 2.3), tenemos las siguientes igualdades:

r(M) sig>2yqg=1mod4
c(M) sig>2yq=3mod4
r(M) — g(M) sig=1
tk (K,(Z[M])) = ,
1 sig=0
1= q(M)+ )" (k,(M) = r,)(M)) siq=-1
pliM|
0 en otro caso.

El siguiente resultado se sigue por sustitucion en la ecuacion (**). —

DEMOSTRACION DEL CoROLARIO 4.6. Recordemos que por el Teorema 4.4 Wh(p~'(G)) ~ K,(Z[G]).
Ahora notemos que la diferencial de la sucesion espectral que aparece en la demostraciéon del
Teorema 4.5, es inyectiva para g < 1, ver [BJPP01, Demostracién de Proposition 14]. Esto implica

que K \(Z[G])) = E;} = ESI y entonces obtenemos la sucesion exacta
1
0- EL, S ElL - K(ZIG)) — 0.
Siguiendo [BJPPO01, Demostracion de la Proposition 14] es inmediato verificar que

Ey =G ©Z, & (P Ki(ZIM))

(M)

y también

L )

(M)
Como M es abeliano, K {(Z[M]) ~ M & Z, ® Whi(M) y la imagen de la funcién de ensamble

H\(BM;K(2)) ~ M & Z, — K;(Z[M]) se escinde para cada M. Esto nos da la férmula deseada
para el grupo de Whitehead clasico:

Whi(p~(G)) =~ Wh(G) ® G* & Z,.

Similarmente obtenemos una sucesion exacta

0- E'y S EL — Ko(ZIG)) — 0,
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donde
El, = (P HyBM; K(2)) =~ (P Z

(M) (M)

Eyy = Z & () Ko(ZIM)).
(M)

Notemos que Ky(Z[M]) ~ Z&Why(M)y Who(M) es finito porque M es finito. El resultado entonces
se sigue de notar que la funcién de ensamble Hy(BM; K(Z)) ~ Z — Ko(Z[M]) ~ Z & Who(M) es

inyectiva y se escinde para cada M.

El mismo andlisis hecho para el caso —1 nos arroja que Wh_;(p~'(G)) ~ @ K_(Z[M)). Esto

completa la demostracion del corolario. i

Concluimos ésta seccion desarrollando un ejemplo concreto. Sea k = Q( V5) la extensién
cuadratica de los racionales que se obtiene adjuntando V5 a Q. En este caso, PSL,(O,) actia
en H x H via los encajes inducidas por oy : V5 = V5y o, : V5 = —+/5. Por el Teorema 4.3,
los grupos de Whitehead de PS L,(O;) estan determinados por sus subgrupos finitos maximales.
Entonces nuestro problema se reduce a encontrar todas las clases de conjugacién de subgrupos fi-
nitos maximales. Por el Lema 4.15, todo subgrupo finito maximal de PS L,(O;) aparece como el
estabilizador de algin punto en H X H. Decimos que dos puntos fijos en H X H son inequivalen-
tes si sus grupos de isotropia no son conjugados. Asi que tenemos una biyeccion entre clases de
conjugacion de subgrupos finitos maximales de PS L,(Oy) y puntos fijos inequivalent en H x H. El
problema de encontrar el nimero de puntos fijos de la accion del grupo modular de Hilbert de una
extension cuadrdtica ha sido tratado en [Pre68]. Haremos aqui un bosquejo de la forma en que hay
que proceder: como sélo los elementos elipticos de PS L,(O,) pueden tener puntos fijos, entonces

la traza de tal elemento debe satisfacer

[Tro)P*-4<0, i=1,2.

w 0
También, toda matriz eliptica es conjugada (en PS L,(C) ) a una de la forma ( ] donde w es

0 w
una raiz primitiva de la unidad. Asi, en nuestro caso, cada una de estas trazas debe ser un entero

algebraico de Q( \/5), i.e. un elemento de Z[”T\FS]. Las unicas posibilidades son: 0, =1 y iliT\@,

correspondientes a una raiz cuarta, sexta y décima de la unidad respectivamente. Esto dice que en
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PS L,(Oy) solamente tendremos elementos elipticos de orden 2,3 y 5, en consecuencia los tnicos
subgrupos finitos que pueden aparecer son isomorfos a Z,, Z; and Zs. El nimero de clases de
conjugacion de subgrupos finitos maximales es calculado en [Pre68]: cada uno de estos grupos

tiene exactamente dos clases de conjugacion en PS L,(Oy). Por lo tanto, por el Teorema 4.3 tenemos
Why(PS Ly(Ogy5)) = Why(Z,)* & Why(Z3)* & Why(Zs)’.

En el caso particular del grupo cldsico de Whithead , i.e. ¢ = 1, se sabe que (ver [Oli88]) que
Wh(Z,) ~ Wh(Z3) ~ 0y Wh(Zs) ~ Z. Asi pues

Wh(PS Ly(Oyy5) =~ Z & Z.
También, por el Corolario 4.6 tenemos
Wh(S Ly(Oy3)) = ZOZ & Zs,

dado que PS L(Ogy5,) €s un grupo perfecto.

Finalmente para la teoria K superior obtenemos (aqui G = PS LZ(OQ( ﬁ))):

2r(Zy) + 2r(Z3) + 2r(Zs) sig>2yqg=1mod4
2¢(Zy) + 2¢(Z3) + 2¢(Zs) sig>2yq=3mod4
2r(Zs) — q(Zn)) + 2(r(Zs) — q(Z3))

+2(r(Zs) — q(Zs)) sig=1

rk K,(Z[G]) — tk H,(BG;K(Z))

44+4+6 sig>2yqg=1mod4
=490+2+4 sig>2yg=3mod4

0+0+2 sig=1.

14 sig>2yqg=1mod4

=16 sig>2yqg=3mod4

2 sig=1.
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OBSERVACION 4.25. Vale la pena notar que la féormula del Corolario 4.6 también nos proporciona

una forma de calcular el grupo de Whitehead de S L,(Z):
Whi(S Ly(Z)) ~ Why(PS L,(Z)) ® PS L,(Z)" & Z»
~ Whi(Zy % Z3) ®Ze ®Zs
~ Ze ® Zy,

donde hemos usado el hecho de que Wh(Z, * Z3) ~ Why(Z,) ® Wh(Z3) ~ 0.
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