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Resumen

En este trabajo se presenta la implementacion numérica de un nuevo codigo en tres dimen-
siones cartesianas desarrollado con el objetivo de estudiar escenarios en donde estén invo-
lucradas las ecuaciones de la magnetohidrodindmica (MHD) ideal y resistiva. El codigo
se denomina CAFE Newtoniano y es independiente a los existentes actualmente, enfoca-
do al estudio de fenémenos de propagacién de ondas de Alfvén y formacion de jets en la
atmosfera solar. La soluciéon numérica de las ecuaciones de la MHD ideal y resistiva se
lleva a cabo usando la discretizacién en volimenes finitos en conjunto con los métodos de
captura de choques de alta resoluciéon (HRSC, por sus siglas en inglés), los cuales incluyen
aproximadores de Riemann para calcular los flujos y reconstructores de variables en las in-
terceldas numéricas. En este trabajo se implementan los resolvedores de Riemann HLLE,
HLLC, HLLD y Roe, asi como los reconstructores Godunov, MINMOD, MC y WENOS5.
Para evolucionar en el tiempo las ecuaciones se usa el método de lineas (MoL, por sus
siglas en inglés) con un integrador Runge-Kutta de tercer orden.

Para probar la capacidad del cédigo de resolver y lidiar con diferentes configuraciones y
escenarios fisicos similares a los de la atmdsfera solar, en donde existen choques, discon-
tinuidades y campos magnéticos dominates sobre la presion del gas, se presentan diversas
pruebas numéricas en una y dos dimensiones para las ecuaciones de la MHD ideal y resis-
tiva. Finalmente, por medio de simulaciones numéricas, se muestra que los jets con carac-
teristicas de espiculas tipo II pueden formarse como resultado de la reconexion magnética
en escenarios con resistividad magnética y configuraciones de campo magnético realistas
en dos y tres dimensiones.

Palabras clave: Magnetohidrodindmica (MHD), reconexion magnética, métodos numéricos,
atmosfera solar, campos magnéticos.
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Abstract

This thesis presents the numerical implementation of a new code in three cartesian dimen-
sions developed with the objective of studying scenarios involving the ideal and resistive
magnetohydrodynamic (MHD) equations. The code is called Newtonian CAFE and is
independent to the existing at the moment, it is focused to the study of phenomena of pro-
pagation of Alfvén waves and formation of jets in the solar atmosphere. The numerical
solution of the ideal and resistive MHD equations is carried out using finite volume dis-
cretization in conjunction with high resolution shock capturing methods (HRSC), which
include approximate Riemann solvers to calculate the fluxes and reconstructors of varia-
bles in the numerical intercells. In this work, the Riemann solvers HLLE, HLLC, HLLD
and Roe are implemented, as well as the Godunov, MINMOD, MC and WENQO) reconstruc-
tors. To evolve the equations in time is used the method of lines (MoL) with a third order
Runge-Kutta integrator.

To test the ability of the code to solve and deal with different configurations and physical
scenarios similar to those of the solar atmosphere, where there are shocks, discontinuities
and dominating magnetic fields over gas pressure, several numerical tests are performed in
one and two dimensions for the ideal and resistive MHD equations. Finally, using numeri-
cal simulations, it is shown that jets with characteristics of type II spicules can be formed
as a result of magnetic reconnection in scenarios with magnetic resistivity and realistic
magnetic field configurations in two and three dimensions.
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Capitulo 1

Introduccion

El Sol es uno de los objetos astrofisicos mas relevantes para la humanidad. Tiene un im-
pacto directo sobre la Tierra, la vida y la sociedad. Interactda con la Tierra de muchas
formas, por ejemplo, mediante el viento solar y las eyecciones de masa coronal (CMEs,
por sus siglas en inglés) que son expulsadas por el Sol hacia el medio interplanetario, las
CME:s son nubes gigantes de gas ionizado caliente conocido como plasma, el cual se inter-
preta como un medio eléctricamente neutro de particulas positivas y negativas “libres”, es
decir, de carga total aproximadamente cero. Las CMEs se impactan con frecuencia sobre
la Tierra causando dafios a los satélites en Orbita, incluso induciendo grandes aumentos de
potencia en las redes eléctricas de los suministros de energia que han dejado a millones de
hogares sin electricidad. Debido a la dindmica magnética que hay en la atmdsfera del Sol
y los efectos como las CMEs que tiene sobre el clima espacial, es importante entender la
interaccion entre la Tierra y el Sol y el ambiente espacial. Ademas, la atmdsfera solar es
un laboratorio natural en donde se puede estudiar el plasma bajo condiciones de tempera-
turas altas del orden de millones de grados Kelvin y configuraciones de campo magnético
muy complejas que no se pueden alcanzar en un laboratorio sobre la Tierra, pudiendo obte-
ner informacidn sobre los procesos fundamentales entre los que se encuentran los eventos
transitorios tipo jet.

Los fenémenos observados en el Sol cambian segiin la distancia a su centro. La parte
central del Sol esta formada por el nucleo, que es donde se llevan a cabo las reacciones de
fusion nuclear, y tal region es la fuente de energia del Sol y el resto del material en forma
de plasma que estd sobre el nicleo transporta energia hacia la fotosfera y la atmésfera
superior. Esta tesis se enfoca en la atmdsfera solar, que a menudo se describe como una
regién formada por varias capas verticalmente estratificadas, en donde la capa mas baja
es la fotosfera. Arriba de la fotosfera, hay una region llamada cromosfera, nombrada asi
debido a lo colorido de sus lineas de emisién, como la linea H,, que es la emision dominante
en esta region. En la cromosfera se encuentra el punto de temperatura mds bajo del Sol,
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que es de alrededor de 4,500 K [Avrett (2003)]. Se dice que hay una temperatura minima
en la cromosfera, ya que por medio de las observaciones de lineas de CO en las dreas del
Sol quieto, indican que hay temperaturas lo suficientemente bajas para formar cantidades
significativas de moléculas de CO [Noyes & Hall (1972), Ayres & Testerman (1981), Ayres
et al. (2006)]. De la cromosfera hacia arriba ocurre un cambio drastico en las propiedades
del plasma, es decir, la densidad del plasma disminuye rapidamente con la altura y la
temperatura aumenta. Estos cambios drdsticos ocurren en la zona conocida como region
de transicidén. Por encima de la region de transicion se encuentra la corona solar, la cual
estd caracterizada por tener emisiones en longitudes de onda bajas, una temperatura alta
del orden 10° K, y en donde los efectos del campo magnético son dominantes respecto al
efecto de la presion cinética del plasma.

La atmésfera solar se encuentra en estado de plasma y se considera la regién més dindmica
del Sol, ya que es donde ocurren los eventos transitorios tipo jet, que son responsables
en buena medida de la transferencia de masa y energia desde la cromosfera hasta la coro-
na, por tal razon se piensa que pueden ser el mecanismo de aceleracion del viento solar.
Los eventos transitorios en que se enfoca esta tesis son las espiculas, que se definen como
jets dindmicos asociados con regiones de alta concentracion de flujo magnético que apare-
cen desde la fotosfera hasta la atmdsfera solar baja o cromosfera, por lo general tienen un
didmetro de aproximadamente 500 km y se mueven hacia arriba con velocidades de apro-
ximadamente 20 km s~! [De Pontieu et al. (2004)]. Existen dos tipo de espiculas, las tipo I
y las tipo II, en particular en esta tesis se estudian las espiculas tipo Il y se propone que se
forman debido a la reconexién magnética en un escenario con resistividad magnética. Un
buen modelo aproximado para estudiar la dindmica del plasma en la atmdsfera solar es la
magnetohidrodindmica (MHD), en el caso de esta tesis de usan las aproximaciones de la
MHD ideal y la resistiva. En general el sistema de ecuaciones de la MHD esta formado por
un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas, por lo que llevar a
cabo un estudio analitico es muy complicado, particularmente en los casos de mas de una
dimension [Goedbloed et al. (2010), Priest (2014)]. Por lo tanto, la solucién de las ecua-
ciones se obtiene implementando métodos numéricos especificos que seran presentados en
el capitulo 4.

El enfoque de esta tesis estd dividido en dos partes. El primero consiste en presentar un
nuevo cédigo de la MHD ideal y resistiva en 3 dimensiones cartesianas. Tal cédigo es
denominado CAFE Newtoniano [Gonzélez-Avilés et al. (2015)], que resuelve las ecuacio-
nes de la MHD ideal y resistiva sometidas a un campo gravitacional usando los métodos
de captura de choque de alta resolucion (HRSC, por sus siglas en inglés). Primeramen-
te para validar el cddigo, se presentan las pruebas basicas a las que fue sometido, tanto
en el caso de la MHD ideal como resistiva. Las pruebas de la MHD ideal son estidndar
de muchos de los codigos existentes, como son AstroBEAR [Cunningham et al. (2009)],
AMRVAC [Keppens et al. (2003)], ATHENA [Stone et al. (2008)], FLASH [Fryxell et al.



(2000), Lee & Deane (2000), Lee (2013)], NIRVANA [Ziegler (2008)] y PLUTO [Mignone
et al. (2007)], por mencionar algunos. Las pruebas de la MHD resistiva son estandar de los
codigos MAP [Jiang et al. (2012)], CANS+ [Matsumoto et al. (2016)] y de la parte resistiva
del c6digo PLUTO [Mignone et al. (2007)]. En el aspecto de las simulaciones numéricas
en el Sol, existen varios codigos dedicados a estudiar fendmenos en especifico, por ejem-
plo, se han hecho simulaciones de magnetoconveccion en la zona de conveccion-fotosfera
usando el codigo MURaM [Vogler et al. (2005)], ademés de simulaciones de turbulen-
cia y calentamiento coronal hechas con el cddigo Pencil [Brandenburg & Dobler (2002)].
En el caso particular de la atmésfera solar se han llevado a cabo simulaciones numéricas
usando el cédigo Lared3D [Arber et al. (2001)] de la formacion de jets por medio de la
emergencia del flujo magnético. De igual forma se han hecho simulaciones numéricas de la
propagacion de ondas MHD a lo largo de tubos de flujo magnético en una atmdsfera solar
estratificada usando el cédigo SAC [Shelyag et al. (2008)]. Ademads se han llevado a cabo
simulaciones de la dindmica de protuberancias y de la lluvia coronal magnética usando el
codigo MPI-AMRVAC [Keppens et al. (2012), Porth et al. (2014)]. Por lo tanto uno de
los objetivos del trabajo de tesis ha sido el desarrollo de un cédigo independiente a todos
los cédigos anteriores, que esté completamente bajo control en todas las subrutinas, y que
sea facilmente modificable para incluir nuevos efectos fisicos a las ecuaciones, ademads de
ser capaz de llevar a cabo simulaciones numéricas de los fendmenos transitorios tipo jet en
una atmdsfera solar gravitacionalmente estratificada formada por configuraciones de cam-
po magnético realistas. La implementacion numérica del codigo se llevo a cabo usando el
lenguaje Fortran 90 y se monto6 en el driver del codigo Cactus Einstein Toolkit [Loffler et
al. (2012)] para usar la paralelizacion basada en MPI.

El segundo enfoque de esta tesis se basa en la aplicacion del cédigo al estudio de la pro-
pagacion de ondas de Alfvén en el contexto de la MHD ideal, las ondas de Alfvén son un
tipo de onda magnetohidrodindmica en la cual los iones oscilan en respuesta a una fuerza
de restauracion producida por una tension efectiva sobre las lineas de campo magnético, y
a la formacion de jets con caracteristicas de espiculas tipo II por medio de la reconexion
magnética en el contexto de la MHD resistiva. En general la reconexion magnética se puede
entender como la reconfiguracion topoldgica del campo magnético causada por los cambios
en la conectividad de sus lineas de campo [Priest (1984), Priest et al. (2000)]. De manera
mds simple se entiende como el mecanismo de conversion de energia magnética en energia
cinética y térmica de un plasma cuando dos campos magnéticos anti-paralelos interactdan
y se reconectan entre si. En especial, la reconexion magnética ocurre desde la zona de
conveccion hasta la atmosfera solar baja y alta. Recientemente, se ha propuesto que las
espiculas tipo II ocurren cuando la tension magnética aumenta y entonces las interacciones
entre los iones por medio de la difusiéon ambipolar hace que las espiculas se muevan hacia
arriba [Martinez-Sykora et al. (2017)]. Para esto se llevaron a cabo simulaciones numéricas
usando un modelo 2.5 D (en este tipo de modelos todas las variables de estado dependen de
X'y y, pero se permite que las componentes v, y B, sean distintas de cero) usando el c6digo
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Bifrost [Gudiksen et al. (2011)], el cual resuelve las ecuaciones de la MHD consideran-
do un gas parcialmente ionizado que no estd en equilibrio termodindmico local, términos
radiativos en el limite dpticamente grueso y considerando dispersion, ademds se toma en
cuenta el efecto de la conductividad térmica en la cromosfera alta, region de transicién y
corona. En cambio el codigo desarrollado en esta tesis, considera al gas completamente
ionizado, no toma en cuenta los efectos radiativos ni tampoco incluye la conductividad
térmica, sin embargo, incluye los términos de resistividad, y presenta por primera vez la
formacion de jets con caracteristicas de las espiculas tipo II por medio de la resistividad
magnética, sin ninguna perturbacion en algunas de las componentes de la velocidad.

La tesis estd divida en los siguientes capitulos, en el capitulo 2 se presenta una introduccion
general de la estructura interna y externa del Sol, asi como de los fendmenos dindmicos mas
importantes que ocurren en la atmdsfera solar, dando énfasis a las espiculas tipo II. En el
capitulo 3 se describen las ecuaciones de la MHD ideal y resistiva en forma conservativa,
asi como su estructura caracteristica. En el capitulo 4, se presentan los métodos numéricos
usados para la implementacion del cédigo, en particular se presentan los resolvedores de
Riemann y las técnicas para reconstruir las variables en cada intercelda numérica. Tam-
bién se presentan los métodos usados para mantener la constriccion del campo magnético
V- B = 0y la positividad de la densidad y presion. De igual forma se presenta el método
usado para evolucionar en el tiempo y la implementacion de las condiciones de frontera.
En el capitulo 5, se muestran algunas de las pruebas basicas de la MHD ideal y resistiva
a las que fue sometido el cédigo, asi como algunas pruebas solares asociadas a la propa-
gacion de ondas de Alfvén. En el capitulo 6, se presenta el estudio de las formacién de
jets en 2D con caracteristicas de jets coronales frios y espiculas tipo II, como resultado
de la reconexién magnética. En el capitulo 7, se presenta un estudio de la formacion de
jets con caracteristicas de las espiculas tipo II por medio de la reconexion magnética en
3D, en donde se usa una configuracion de campo magnético potencial extrapolado de una
simulacién a nivel fotosférico del Sol quieto . Finalmente, en el capitulo 8 se presentan las
conclusiones y comentarios finales.



Capitulo 2

El Sol y jets en la atmosfera solar

2.1 ElSol

El Sol tiene una clasificacion G2V basada en sus propiedades espectrales. G2 significa que
su temperatura superficial es de aproximadamente 5,700 K y V indica que es una estrella
de la secuencia principal que genera su energia mediante la fusion nuclear de Hidr6geno
en Helio. Su edad se puede calcular indirectamente a partir de las edades obtenidas de
los datos de radiactividad de los meteoritos mas antiguos, ya que se considera que su edad
deber estar cercana a la edad de los meteoritos. Ademas se calcula usando datos de las rocas
mads viejas de la Tierra, que son de aproximadamente 4.6 billones de afos. La presencia
de los fésiles en las rocas indican que la Tierra fue un lugar propicio para la vida cuando
los fosiles se formaron. Esto implica que el Sol era luminoso en ese tiempo, es decir,
se encontraba en la parte estable de su tiempo de vida, llamada secuencia principal hace
mds de 3.6 billones afos. Con lo anterior se ha estimado que es de aproximadamente
4.6x10° afos. Se considera como una masa auto-gravitante de 1.99x10°° kg y con un
radio de 6.955x10® m, que radia energfa y tiene una composiciéon quimica de ~ 90% de
Hidrégeno, ~ 9 — 10% de Helio y menos del 1% de elementos pesados como el Oxigeno y
el Carbono. Tiene un interior estructurado y un exterior conocido como la atmésfera solar,
ademads tiene un campo magnético dipolar que presenta variaciones ciclicas con periodo de
aproximadamente 11 afios.

El interior del Sol estd blindado a nuestra vista, ya que solamente se pueden observar sus
capas exteriores en donde el Sol no es opaco a la luz visible, es decir la luz visible se
propaga libremente hacia el exterior. Sin embargo para estudiar el interior del Sol se usan
las propiedades de los neutrinos y la heliosismologia. El modelo estdndar supone que el
interior estd dividido en tres regiones, llamadas, el nucleo, la zona radiativa y la zona de
conveccion.
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El nacleo

Es una region que se considera desde el centro del Sol hasta alrededor de 0.2 a 0.25 radios
solares, tiene una densidad de alrededor de 1.6x10° kg m™ y una temperatura de apro-
ximadamente 15 millones de grados Kelvin, en la cual se genera la energia por medio de
reacciones termonucleares. Contiene solamente la mitad de la masa del Sol, pero genera el
99% de su energia.

La zona radiativa

Es una zona localizada por encima del nucleo solar de ancho 0.2 radios solares (139.14
Mm). Aqui la densidad decae lentamente alejandose del nicleo. La luz que se produce por
la fusion nuclear en el ndcleo viaja a través de esta capa, por lo cual es conocida como zona
radiativa. Entonces la energia es transportada hacia el exterior por medio de la radiacion
electromagnética, es decir en forma de fotones.

La zona de conveccion

Es una region que se encuentra por encima de la zona radiativa y se extiende desde un radio
de 500 a 700 Mm, ademads contiene mas del 60% del volumen interno del Sol, pero menos
del 2% de su masa. Cuando la densidad de la zona radiativa llega a ser lo suficientemente
baja con respecto al nuicleo, entonces la radiacion se convierte en calor. Por lo tanto en esta
region domina la conveccion. Tal proceso se entiende como una forma de transferencia de
calor entre zonas con diferentes temperaturas, en donde se generan movimientos que gene-
ran patrones similares a las burbujas que se aprecian cuando el agua hierve dentro de una
olla. En particular en el Sol, estos movimientos burbujeantes llamadas celdas convectivas
son las responsables de generar el patron de granulacion en su superficie. En la frontera
de esta zona, existe una capa delgada conocida como tacoclina [Spiegel & Zahn (1992)],
en donde se piensa que se genera el campo magnético a gran escala mediante el efecto
dinamo.

La parte exterior del Sol es la atmdsfera solar, que se define simplemente como la region de
la cual los fotones escapan directamente hacia el espacio. Estd formada por distintas capas
con diferentes propiedades fisicas, representadas de manera simplificada por una serie de
cascarones esféricos. Estas regiones son la fotosfera, la cromosfera, la region de transicion
y la corona.

La fotosfera

Es la region del Sol que es la primera parte visible para nosotros, ya que es donde se con-
centra la luz que vemos desde Sol. Representa la capa mas baja y delgada de la atmdsfera
solar, que es relativamente densa y opaca que emite el 99% de la energia generada en el
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interior. La masa de la atmésfera solar es aproximadamente igual a la masa de la fotosfera.
La temperatura en esta region aumenta desde un valor de ~ 5,700 K en la superficie a una
temperatura de 10* K.

La cromosfera

Es una capa que se encuentra por encima de la fotosfera, la cual es més transparente. En es-
ta region las marcadas lineas de absorcion observadas en la fotosfera se convierten en lineas
de emision, principalmente en las lineas de Hidrogeno (H), Calcio (Ca) y Magnesio (Mg),
asi como un fuerte continuo en el Ultravioleta (UV), en el Sub-milimétrico, milimétrico e
infrarrojo lejano. Se puede vislumbrar durante el inicio y el final de un eclipse solar en el
color rojo del espectro de Balmer. La cromosfera se extiende a un altura de ~2 Mm por
encima de la superficie solar, que estd delimitada por la fotosfera. Es una regiéon muy ca-
racteristica de la atmdsfera solar, ya que la temperatura incrementa desde una temperatura
minima de 4,000 K hasta ~20,000 K. Tal incremento va en contra de lo que se espera ter-
modindmicamente, esto es, la temperatura deberia de obedecer un perfil que va como una
ley del inverso del cuadrado con respecto a la distancia radial. Las observaciones de la cro-
mosfera, revelan que es una region muy dindmica y poco uniforme. Entre los fendmenos
dindmicos mds importantes que se presentan en tal region se encuentran las espiculas.

La region de transicion (RT)

Es una capa delgada (~ 500-700 km) y muy dindmica, que se encuentra aproximadamen-
te a 2000 km sobre la superficie del Sol [Mariska (1992), Vernazza et al.(1981)]. La RT
es donde se presenta la variacion mads significativa en la temperatura y densidad entre la
cromosfera (10°~* K) y la parte superior de la corona (10°~7 K). Las lineas de emision
asociadas con esta region estan en el rango del extremo ultravioleta, y los fendmenos tran-
sitorios tipo jet son muy abundantes en esta region.

La corona

Es la atmdsfera exterior extendida del Sol, la cual es mucho mds grande en volumen que el
Sol mismo. Se observa en los eclipses como un halo tenue de baja densidad y temperatura
alta (~ 10° K), y brillante como una Luna llena. La corona baja se encuentra por encima de
la regién de transicion, y tiene una densidad de masa en el rango de 107!! — 10713 kg m~3.
A su vez, es mas de 1000 veces més caliente que la superficie solar. En la corona se pueden
observar ocasionalmente rayos X duros (0.1-1 A) y rayos gamma (0.001-0.1 A) como con-
secuencia de las poderosas erupciones solares, las cuales iluminan la corona especialmente
durante los méximos solares. La temperatura promedio de la corona es de varios millones
de grados Kelvin, y hasta ahora no se tiene una teoria satisfactoria que explique el porqué
de esta temperatura. Este problema del calentamiento coronal se considera hoy en dia uno
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Figura 2.1: Imagen esquemadtica de la estructura interna y externa del Sol [Kelvinsong
(2015)].

de los grandes acertijos de la fisica solar moderna y astrofisica. La corona es una region
muy inhomogenea debido a los procesos dindmicos tales como las erupciones solares, en
donde se pueden encontrar configuraciones magnéticas de gran escala, que resultan de un
proceso de reconexion magnética muy energético. Sin embargo, también estd presente la
constante interaccion entre las ondas que se propagan hacia el exterior y la oscilacion de los
arcos magnéticos, que podrian contribuir a la cantidad de energia de la corona [Erdélyi et
al. (2003), Aschwanden (2004), Erdélyi & James (2004), Erdélyi (2005), Erdélyi (2008)].
Una imagen esquematica de la estructura interna y externa del Sol se muestra en la Fig.
2.1.

2.2 Eventos transitorios tipo jet en la atmoésfera solar

Los eventos transitorios tipo jet son responsables en buena medida de la transferencia de
masa y energia desde la superficie solar hasta la corona alta, ademds se piensa que do-
minan la componente rapida del viento solar. Una gran variedad de eventos transitorios
aparecen en forma de espiculas [Beckers (1972), Koutchmy & Stellmacher (1976), Ster-
ling (2000), Yamauch et al. (2005)], macroespiculas [Dere et al. (1989), Pike & Mason
(1998), Nishizuka et al. (2009)], oleadas, eventos explosivos en la regién de transicion
(TREEs, por sus siglas en inglés)[Brueckner & Bartoe (1983)] en la atmésfera solar ba-
ja 'y media. Y en la atmosfera alta se pueden observar jets de rayos X [Shimojo et al.
(1996), Kim et al. (2007), Shimojo (2008), Baker et al. (2008)] y jets coronales polares
[Okamoto et al. (2007), Patsourakos et al. (2008)]. En particular en esta tesis, se estudiara
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la formacion de espiculas tipo II mediante el proceso de reconexion magnética, por tal
motivo en esta subseccion se presenta una explicacion mds detallada de dichas espiculas.

2.2.1 Espiculas tipo I1

Las espiculas se consideran uno de los componentes més fundamentales de la cromosfera
solar. Aparecen como jets de gas que se observan en el limbo solar en las lineas espec-
trales de H,. Existen dos clases de espiculas revelados por [De Pontieu et al. (2007a)]
con diferentes caracteristicas y mecanismos de formacién. El primer tipo de espiculas co-
nocidas como espiculas tipo I alcanzan alturas de 2-9 Mm sobre la fotosfera, tienen un
tiempo de vida de 3-10 min, y muestran movimientos hacia arriba y hacia abajo [Beckers
(1968), Suematsu et al. (1995)]. Las espiculas tipo II como lo ha revelado el satélite Hino-
de, son mucho més dindmicas que las tipo I, y tienden a aparecer en el limbo solar como
se ha observado en los hoyos coronales [De Pontieu et al. (2007a)]. Alcanzan alturas de
aproximadamente 6.5 Mm sobre la fotosfera y tienen tiempos de vida de aproximadamente
100 s [De Pontieu et al. (2007b)]. Ademas, las espiculas tipo Il muestran movimientos ver-
ticales aparentes con velocidades del orden de 50-100 km s~! y de acuerdo a las imédgenes
tomadas en las lineas cromosféricas, en el final de sus vidas presentan un desvanecimiento
rapido. Tienen una contraparte sobre el disco solar, que aparece como una absorcion de mo-
vimiento rdpido en el ala azul de las lineas cromosféricas [Langangen et al. (2008), Rouppe
van der Voort et al. (2009)], muestran un efectos Doppler hacia el azul en la regién que
comprende la mitad de la cromosfera hacia la parte superior. Este tipo de espiculas ain
no estan bien entendidas. Por ejemplo, algunas observaciones sugieren que las espiculas
tipo II son impulsivamente y continuamente aceleradas mientras que se calientan a por lo
menos las temperaturas de la region de transicion [De Pontieu et al. (2009), De Pontieu et
al. (2011)]. Otras observaciones indican que algunas espiculas tipo II muestran también
una disminucién o una dependencia de la velocidad mds compleja con la altura [Sekse et
al. (2012)]. Estas espiculas parece que muestran emisioén en la regién de transicién y en
las lineas coronales [De Pontieu et al. (2011)], sin embargo, las observaciones de menor
ruido, sugieren que la emision viene del plasma frio [Madjarska et al. (2011)].

Otros movimientos, aparte del movimiento vertical, son observados en las espiculas tipo
IL. Por ejemplo, estos jets muestran movimientos oscilatorios horizontales en el limbo con
velocidades del orden 10-30 km s™! y periodos de 100-500 s [Tomczyk et al. (2007), McIn-
tosh et al. (2011), Zaqarashvili & Erdélyi (2009)], sugiriendo que se observan ondas de
Alfvén en la zona de transicion, cromosfera y corona [De Pontieu et al. (2007¢), Okamoto
& De Pontieu (2011), Tavabi et al. (2015b)], o como ondas MHD tipo modos kink [He
et al. (2009), McLaughlin et al. (2012), Kuridze et al. (2012)], los cuales se definen co-
mo modos normales azimutalmente asimétricos en un plasma dentro de un cilindro. En la
referencia [Suematsu et al. (2008)], los autores sugieren que algunas espiculas muestran
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estructura multiple como resultado de una posible rotacién. Los movimientos torsionales
a lo largo de las espiculas fueron sugeridos por [Beckers (1972)], y han sido corroborados
mediante las observaciones de alta resolucion en el limbo [De Pontieu et al. (2012)].

Como resultado de la naturaleza altamente dindmica y estructura fina de este tipo de espiculas
y de los procesos fisicos complejos que gobiernan a la cromosfera solar (radiacion, efectos
de la ionizacién parcial, etc.), el entendimiento es limitado, por lo tanto se ha llegado a
cuestionar si las espiculas tipo I son una clase por separado de todas las estructuras tipo
jet observadas [Zhang et al. (2012)]. Un modelo exitoso de este tipo de jets debe explicar
su impacto sobre las diferentes capas de la atmdsfera. Se ha propuesto que son conducidas
por la reconexiéon magnética [De Pontieu et al. (2007b), Isobe et al. (2008), Archontis
et al. (2010), Sterling et al. (2010)], por medio de un proceso de reconexion magnética
oscilatoria [Heggland et al. (2009), McLaughlin et al. (2012)], por medio de una fuerza de
Lorentz bajo condiciones cromosféricas [Goodman (2012)], o mediante la propagaciéon de
modos p [de Wijn et al. (2009)], los cuales son modos de oscilacion en donde la fuerza de
restauracion dominante es la presion. Otro posible candidato fue presentado en [Martinez-
Sykora et al. (2011)], en donde se sugiere que el plasma cromosférico expulsado como
resultado de ser presionado por la tension magnética resultante del flujo emergente. Mas
recientemente se ha propuesto que las espiculas tipo II surgen cuando la tension magnética
aumenta por medio de interacciones entre iones debido a la difusién ambipolar [Martinez-
Sykora et al. (2017)]. Imagenes tomadas de las observaciones de las espiculas tipo I 'y II se
presentas en la Fig. 2.2.

En este capitulo se presenté de forma general la estructura interna y externa del Sol, asi
como los distintos fendmenos dindmicos que ocurren principalmente en su atmdsfera. En
particular se dio énfasis a las espiculas tipo II, ya que en los capitulos 6 y 7 se estudia la
formacion de jets con caracteristicas de las espiculas tipo II en una atmdsfera solar formada
por configuraciones de campo magnético en 2D y 3D. En el siguiente capitulo se describen
las ecuaciones de la MHD ideal y resistiva en forma conservativa, asi como su estructura
caracteristica.
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Figura 2.2: (Arriba) Imagen en la linea del Ca II tomada por el satélite Hinode la cual
muestra a las estructuras magnéticas finas conocidas como espiculas tipo I [Suematsu et al.
(2008)]. (Abajo) Ejemplos de espiculas tipo II en la linea H, observadas en el limbo solar

(marcadas con una linea discontinua) en diferentes posiciones de las lineas de observacion
[Sharma et al. (2017)].






Capitulo 3
Magnetohidrodinamica (MHD)

La magnetohidrodindmica (MHD) estudia la interaccion entre los campos magnéticos y
los fluidos conductores en movimiento. Se considera el modelo matematico de las inter-
acciones de baja frecuencia entre los fluidos conductores eléctricos y los campos electro-
magnéticos. En particular estudia a los fluidos conductores perfectos tales como los metales
liquidos, gases ionizados o plasmas y electrdlitos. La MHD es una buena aproximacion pa-
ra estudiar muchos problemas en astrofisica y en particular es util para estudiar la dindmica
del plasma en la atmoésfera solar, parte de los temas centrales de esta tesis.

3.1 Magnetohidrodinamica ideal

En particular la MHD tiene una aproximacion llamada MHD ideal, que describe a un plas-
ma como un fluido conductor perfecto. Esta descripcion tiene ciertas restricciones sobre
su validez en muchos de los fendmenos astrofisicos, sin embargo para los propdsitos de
esta tesis, las ecuaciones de la MHD ideal se usan para describir la dindmica del plasma
ionizado en la atmosfera solar y es un modelo de estado del arte en los andlisis de eventos
transitorios tipo jet en la fisica solar. Una de las suposiciones de la MHD ideal es que
describe al plasma solar como un fluido Newtoniano. Esto significa que hay colisiones
frecuentes entre las particulas que constituyen el plasma. Ademads de que la temperatura de
los electrones y de los iones es igual, lo que implica que hay interacciones entre estas dos
especies, y que el plasma puede ser tratado como un fluido simple. Otra de las suposicio-
nes, es que la MHD ideal es valida solamente en un cierto régimen de escalas de tiempo y
longitud. La escala de longitud caracteristica del plasma debe ser lo suficientemente gran-
de como para que el movimiento de las particulas alrededor del campo magnético pueda
ser despreciado. Y las escalas temporales deben ser considerablemente més grandes que
el periodo cinético. Sin embargo, la escala temporal debe ser suficientemente mas corta
que los efectos disipativos lentos, tales que la escala de decaimiento del campo magnético
pueda ser despreciada. Ademas se consideran otras dos aproximaciones, las cuales carac-
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terizan al plasma como un fluido simple: la aproximacién de la cuasi-neutralidad, la cual
significa que hay un gran nimero de cargas positivas y negativas similares, y la aproxima-
cién en la que las velocidades relativas entre las cargas positivas y negativas sean pequefias.
Finalmente para el caso de la MHD ideal clasica, se asume que el plasma es no relativista,
lo que significa que la velocidad del plasma es mucho més pequena que la velocidad de
la luz, es decir v/c < 1. De acuerdo a lo anterior, las condiciones que debe satisfacer un
fluido para que sea vélida la MHD ideal son:

1. La densidad debe ser suficientemente alta para que las colisiones sean frecuentes y
que el nimero de particulas cargadas dentro del radio de Debye sea tal que 47nd} >
1 [Priest (2014)]. En donde el radio de Debye Ap es la escala a través de la cual los
portadores de carga mdviles, tales como los electrones generan apantallamiento de
los campos eléctricos. En otras palabras es la distancia sobre la cual puede ocurrir
una separacion significativa de carga y se define de la siguiente forma:

kT,
Ap = , 3.1
b 4rn,q? G-

en donde kg es la constante de Boltzmann, 7, es la temperatura de los electrones, 7,
es la densidad de electrones y ¢, es la carga del electron.

2. Las escalas de longitud deben ser sustancialmente més grandes que las longitudes
caracteristicas del movimiento del plasma, esto es [y > r,, en donde [, es una escala
de longitud y r, es el giro radio, el cual se define como el radio del movimiento
circular de una particula cargada en presencia de un campo magnético uniforme, y
estd expresado como

my,
= —— 32

T 4.B (3.2)

en donde m es la masa de las particulas, v, es la componente de la velocidad per-
pendicular a la direccién del campo magnético, g, es la carga del electron y B es la

magnitud del campo magnético.

3. Las escalas de tiempo deben ser mucho mds grandes que el tiempo caracteristico del
plasma, en donde el més grande es el de giro-frecuencia de los iones. Tal tiempo de
giro-frecuencia se define en términos de la giro frecuencia de oscilacion de los iones
w,,, que es la frecuencia angular del movimiento circular de una particula cargada en
el plano perpendicular al campo magnético. La giro frecuencia se expresa como:

Zq.B
w, = L2, (3.3)
my
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en donde Z = 1, ¢, es la carga del electron, B es la magnitud del campo magnético,
m es la masa de las particulas y v es la velocidad perpendicular a la direccion del
campo magnético.

. El plasma debe estar completamente ionizado y deber ser cuasi-neutro. La condicién
de cuasi-neutralidad significa que p, — 0, por lo tanto la ecuacién de Maxwell de la
divergencia del campo eléctricoes V - E = 0.

. La MHD ideal asume que el fluido es un conductor perfecto, es decir, la conductivi-
dad eléctrica oo — oo. Por lo que, en el marco de referencia del fluido se debe cumplir
que el campo eléctrico E = 0. Sin embargo para un observador que se mueve con
velocidad v, la ley de Ohm J = o(E + v X B) = 0 implica que E = —v X B.

. Generalmente en la MHD ideal se usa la suposicién de que la magnitud de la corriente
de desplazamiento que aparece en la ecuacion de Ampere-Maxwell % comparada
con la magnitud de la densidad de corriente J es despreciable, que se expresa en
términos de la siguiente razon

|E| 10V
eolaTtlw —, (3.4)

donde 7 es el tiempo caracteristico, que para el caso particular del Sol 74, = 10! s,
por lo tanto en este caso el lado derecho de la expresion (3.4) es del orden 10728 s,
suficientemente pequefia para ser despreciada en la ecuacion de induccion de Fara-
day.

3.1.1 Ecuaciones de la MHD ideal

En una parte de esta tesis se resuelven las ecuaciones de la MHD ideal cldsica sometidas
a un campo gravitacional, por lo tanto las ecuaciones de movimiento que gobiernan la
dindmica del plasma estdn dadas mediante el acoplamiento de las ecuaciones de Maxwell

con las ecuaciones de Euler de la hidrodindmica, y se expresan de la siguiente forma:
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% +V-(ov) = 0, (Conservacion de masa) (3.5)

Jol (gt +v- V) v+Vp— ﬂio(v XB)xB = pg, (Ecuacionde movimiento) (3.6)
(?9—]: +v-Vp+ypV-v = pv-g,  (Ecuacion de la energia) (3.7)

(?9_]: —-Vx(vxB) = 0, (Ecuacién de induccion) (3.8)

V-B

0, (No monopolos magnéticos) (3.9)

con p la densidad de masa, v es la velocidad del plasma, B es el campo magnético, p es la
presion del gas, g es el campo gravitacional, y es el coeficiente de dilatacion adiabatica y
Ho es la permeabilidad magnética del vacio. La presion esta dada por la ecuacion del gas
ideal, que se define de la siguiente forma

p = (y — Dpe, (3.10)

en donde e es la energia interna, sin embargo para las aplicaciones en los fenémenos solares
es mas conveniente escribir la ecuacion de estado en términos de la temperatura, esto es

p= kepT (.11)

m

en donde T es la temperatura, kg es la constante de Boltzmann y /m es la masa media de las
particulas, que depende de si el plasma estd completamente ionizado o no. La deduccién
detallada de las ecuaciones de la MHD ideal sometidas a un campo gravitacional se presenta
en el Apéndice A. Para los fendmenos que se estudian en la atmdsfera solar, se considera
una aceleracion gravitacional g constante, ya que se toma solamente una pequefia region de
estudio en el Sol, por lo tanto, el efecto de la gravedad es local y una buena aproximacién
es considerarla constante.

Las ecuaciones (3.5)-(3.8) se pueden expresar en forma conservativa de la siguiente mane-



3.1. Magnetohidrodinamica ideal 17

ra:
op .
W +V-(v) = 0, (Conservacion de masa) (3.12)
0
0Ltv +V.-(ovev-BoB+p) = pg (Conservacion de de momento) (3.13)
OE
o + V- [(E+p)v—-BB-v)] = pv-g,  (Conservacion de energia) (3.14)
0B
o +V.[veB-B®v] = 0, (Ecuacién de induccién) (3.15)
V-B = 0, (Nomonopolos magnéticos) (3.16)

en donde p; es un tensor diagonal con componentes p, = p + B?/2, con p la presién del

gas dada por la ecuacion de estado (3.11), E es la densidad de energia total £ = % +

%pv2 + B;, y ® denota el producto tensorial. Tales ecuaciones representan la conservacion
de la masa, momento y energia, lo que implica que desde un principio se asegura que
fisicamente tenemos cantidades conservadas. Las ecuaciones (3.12)-(3.15) estan escritas en
forma adimensional, y la manera de hacerlas adimensionales se encuentra en el Apéndice
B.

Las ecuaciones de la MHD ideal escritas en forma conservativa son ttiles para la aplicacion
de los métodos numéricos como se mostrara en el capitulo 4. Ya que se tienen las ecuacio-
nes en forma conservativa, ahora se pueden definir los vectores de variables conservativas y
primitivas, ademds de los términos fuente, que se denotardn por U, W y S, respectivamente.
En esta tesis se resuelven numéricamente las ecuaciones de la MHD ideal sometidas a un
campo gravitacional en tres dimensiones cartesianas porque los fendmenos en la region de
interés no tienen simetria. Es por eso que para este caso los vectores Uy W estdn dados de
la siguiente forma:

p ] [ o ]
M, Vx
M, Vy
MZ vZ
U=| [ |.W= » | (3.17)

B, B,
B, B,

| B; | | B, |

en donde M = pv es la densidad de momento. Entonces las ecuaciones se pueden escribir
en forma de ley de conservacion o balance de flujos, esto es
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oU OF 4G oH _

o Tox T oy Tax

S,

(3.18)

en donde F, G y H son vectores de flujos en las direcciones x—, y—, y z, respectivamente,
y S es el vector de los términos fuente. Entonces cada uno de los vectores de flujo estdn

definidos de la siguiente manera

y la fuente simplemente

PVx
pv:+p+B/2- B
pvivy — BB,
PVxVz — Bsz
(E + pt)vx - (B ’ V)Bx
0
By, — By,
B.v, — B,v,

vy
pvyvy — BB,
pv; +p+B*/2 - B;
pvyv, — ByB;
(E + p)vy — (B -Vv)B,
B.vy, — By,
0
B.vy — Byv,

PV;
PV Vx — Bsz
pv.v, — BB,

,ovz2 +p+ B?/2 — Bg
(E+ p)v,— (B -Vv)B;
vaz - Bzvx
By, — By,

0

(3.19)

-

(3.20)

-

(3.21)

-
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S O O

s=| P& | (3.22)
ov-g

0

0

0

El sistema de ecuaciones derivado de la ley de conservacion (3.18) se usa para resolver
numéricamente las ecuaciones de la MHD ideal como se mostrard en el siguiente capitulo.

3.1.2 Estructura caracteristica de la MHD ideal

Para la aplicacion de los métodos numéricos, en especial el método de volimenes finitos tal
y como se verd en el siguiente capitulo, es util calcular la estructura caracteristica asociada
a la ley de conservacion descrita por la ecuacion (3.18). Por simplicidad en esta seccion
solamente se muestra de forma detallada el célculo de la estructura caracteristica asociada
a los valores propios en la direccion x, ya que para las direcciones y y z se hace de forma
andloga. La estructura caracteristica se calcula para la ley de conservacién con S = 0, por
lo tanto en este caso la ecuacion de conservacion en direccion x se puede escribir de la
siguiente forma

@ N oF(U)
ot 0x
en donde U = (p, pvy, pvy, pv;, E, By, By, B,)T, es el vector de variables conservativas y el
vector de flujos F(U) estd dado por la ecuacién (3.19).

0, (3.23)

La constriccion de la divergencia en una dimension implica que la componente del campo
magnético B, es constante en el espacio y el tiempo, y por lo tanto es un parametro cons-
tante en las ecuaciones. Para calcular la estructura caracteristica de la ecuacion (3.23) es
conveniente definirla en términos de las variables primitivas, es decir en forma cuasilineal,

OW OW
— + A(W)— =0, 3.24
5 T AW (3.24)

en donde W = (p, vy, vy, V;, p, By, By, B.)T define el vector de variables primitivas y A (W)
es la matriz jacobiana dada por [Roe & Balsara (1996)]
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ve p 0 0 0 0 0 0
0 Vx 0 0 _Bx/p - )/p - z/p l/p
0 0 v 0 -By/p —-Bi/p 0 0
0O 0 O ve —B,/p 0 -B:/p O
AdW) = 0O 0 O 0 0 0 0 0
0 B, -B, 0 -V Vy 0 0
0 B, 0 -B, -v 0 Vy 0
0O yp O 0 -v-B 0 0 Vi

De la matriz A,(W) se puede ver que la quinta fila es de ceros, lo que hace a la matriz
singular, esto implica que se tiene un valor propio igual a cero. El valor propio cero estd
relacionado con el hecho de que en una dimensién espacial, la ecuacién de evolucién para
B, es tal que a;;* = 0, es por eso que para remover la fila de ceros en la matriz jacobiana, se
tiene que quitar a B, como una variable, esto al menos en una dimension. Haciendo esto, se
reemplaza una de las entradas de la fila de ceros por la componente v, en la quinta columna
de la matriz A,(W), obteniendo la siguiente matriz jacobiana

ve p 0 0 0 0 0 0
0 Vx 0 0 _Bx/p _By/p _Bz/p l/p
0O 0 v, 0 -By/p —-Bi/p 0 0
, 0O O 0 vy, —B,/p 0 -B./p O
AM=109 0 0o o 0 0o o0 |
0 B, =B, O -V Vy 0 0
0O B, 0 -B, -v, 0 Vy 0
0O vp O 0 -v-B 0 0 Vi

en donde los valores propios de la matriz A (W) se calculan mediante el determinante
det(A;(W) — Al) = 0, y se obtiene lo siguiente

o
|

Vx — Cfx’ /12x =Vy— CAX, /13x =Vy— CSx’ /l4x = /lsx =V (325)
Ve + CSX’ /17)( =V, + CAX, /lgx =V, + Cfr’

&~
=)
I

endonde C, , Cy, y C;, estan definidas por



3.1. Magnetohidrodinamica ideal 21

B2
c: = =, (3.26)
' P
1[yp+ B + B\ B
o= [ 2 \/(W ) — 4P| (3.27)
: 21 p p p
1 + B? + B2\’ B?
e - L ~ \/(719 ) 1P (3.28)
20 »p p P

que representan las velocidades de Alfvén, magnetosOnica rapida y magnetosonica lenta,
respectivamente, donde B> = B} + B} + BZ. Se puede ver que todos los valores propios son
reales, y por lo tanto el sistema de ecuaciones de la MHD ideal es hiperbdlico. Ademas de
que los valores propios estan en orden, estoes 4;, < -+ < Ag cuando C; < Cy, < Cy,. Las
ondas asociadas a los valores propios 4, y g, son llamadas rapidas, las correspondientes
a los valores propios A3,y A¢, son llamadas lentas, las ondas de Alfvén corresponden a A,
y A7, la onda asociada con A4, es llamada de contacto, y finalmente la onda asociada a
As, es conocida como onda de corte, véase la Fig. 3.1. Para calcular los valores propios
en las direcciones y, z se lleva a cabo un procedimiento similar al caso de la direccién x.
Entonces para estos casos las matrices jacobianas A;,(W) y A;(W) estan definidas de la
siguiente forma [Lee (1996)]

vw 0 p 0 0 0 0 0

0O vw 0 0 -=BJ/p -Bp 0 0

0 0 v 0 Bip -Blp Blp 1/p

: 10 0 0 v 0 -B./p -B,/p 0
A,W) = 0 -B, B, 0 vy —vx 0 (U

0O 0 0 O 0 Vy 0 0

0 0 B, -B 0 -V, Vy 0

0 0 vy O 0 -v-B 0 Vy

v, O 0 p 0 0 0 0

0 v, 0 O -BJ/p 0 -B./p O

0 O v, 0 0 -B./p -B,/p 0O

wn_| 0 0 0 v. Bdp BJp -BJp ljp

AW) = 0 -B, 0 B, v, 0 -V 0

0 0O -B, B, 0 v, -V 0

0 o 0O o 0 0 Vv, 0

0 O 0 vyp 0 0 -v-B v,

Por lo tanto los valores propios de las matrices A;(W) y A;(W) son los siguientes:
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Figura 3.1: Estructura caracteristica de las ecuaciones de la MHD ideal en el plano x — .

/lly - vy B ny’ /12}' - Vy B CA.‘” /13)' = Vy - Csy’ 14)' = /15}' = Vy’ (329)
/16“' - Vy + CS)" /l7y = Vy + CAy’ /18)7 = vy + Cf)’
/lll - VZ B sz’ /122 = VZ - CAZ’ /132 = VZ - CSz’ /141 = /?'51 = vZ’ (3-30)
Ao, = ve+Cy, A7, =v,+Cy, Az, = v+ Cy,

endonde Cy o, Cy, . y C;, ; estan definidas por

B’
Ci— — ﬁ, (3.31)
yoz p
2
e = LB, \/(7p+32) _ 7P (3.32)
be o2 p p P’
1{yp+B? + B2\’ B}
a. = 5|F——- \/(yp ) Rty (3.33)
p p p

y representan las velocidades de Alfvén, magnetosonica rapida y magnetosonica lenta en
las direcciones y y z, respectivamente.

En esta seccion se explico qué se puede estudiar con la MHD, y en particular cuales son
las aproximaciones de la MHD ideal. Ademas se describieron las ecuaciones de la MHD
ideal y su estructura caracteristica asociada a los valores propios, la cual serd util cuando
se implemente la solucién numérica.
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3.2 Magnetohidrodinamica resistiva

Los temas que se presentardn en los capitulo 6 y 7 de esta tesis estdn enfocados en es-
tudiar el efecto de la reconexion magnética en la formacion de jets con caracteristicas de
las espiculas tipo II en la atmdsfera solar, en donde se considera que la dindmica del plas-
ma estd regida por las ecuaciones de la MHD resistiva sometidas al campo gravitacional
solar constante. En este caso la aproximacion de la MHD ideal no es vélida, ya que las
lineas de campo magnético que se mueven a través del fluido siguen una ley de difusion,
es decir la ley de Ohm, en donde la resistividad del plasma sirve como la constante de
difusion. Entonces se puede decir que la MHD ideal es el limite de la MHD resistiva cuan-
do la difusién se considera despreciable. Sin embargo en algunos sistemas fisicos, que
son lo suficientemente conductores se puede ignorar la resistividad, resulta interesante ver
si existen inestabilidades que puedan incrementar la resistividad efectiva del plasma. El
aumento de la resistividad es usualmente el resultado de la formacion de estructuras de
pequeia escala conocidas como hojas de corriente o turbulencia magnética, lo que introdu-
ce pequeias escalas espaciales sobre un sistema que en principio estd regido por la MHD
ideal, y por consiguiente la difusion magnética puede ocurrir de manera rapida. Cuando
esto pasa, la reconexién magnética ocurre en el plasma, lo que produce una liberacién de
energia magnética en forma de ondas, aceleracion de particulas y calor. El mecanismo de
reconexion magnética es importante porque concentra energia que sirve como mecanismo
para las explosiones violentas y estallidos de radiacion que se dan en la atmdsfera solar.

3.2.1 Ecuaciones de la MHD resistiva

Las ecuaciones que dictan la dindmica de un plasma en donde se consideran los efectos
difusivos en el campo magnético son las ecuaciones de la MHD resistiva, que para el caso
particular del estudio de los fendmenos en la atmdsfera solar, se afiade la parte de un campo
gravitacional constante, y entonces el sistema de ecuaciones de la MHD resistiva sometidas
a un campo gravitacional en forma conservativa son las siguientes:

Z—f +V-(pv) =0, (3.34)
a(gtv)+V-(pV®V—B®B+pt):pg, (3.35)
O AV (E+p)v - BB =V DxB apv-g  (336)
68—1:+V-(B®V—V®B):—Vx(n-.]), (3.37)

V-B=0, (3.38)
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en donde p es la densidad de masa, v es el vector de velocidad del plasma, p, es el tensor de
la presién total con componentes diagonales p, = p + B?/2, con p dada por la ecuacién de
estado del gas ideal, B es el vector de campo magnético, g es la aceleracion gravitacional,
J = V x B es la densidad de corriente y 7 es el tensor de resistividad magnética. Estas
ecuaciones estan escritas en forma adimensional, los detalles de la adimensionalizacidn se
encuentran en el Apéndice B. Los términos fuente que incluyen a la resistividad magnética
representan disipacion de Joule en la ecuacion de la energia (3.36), y difusion magnética
en la ecuacion de induccion (3.37). La deduccidn de las ecuaciones de la MHD resistiva se
presenta en el Apéndice A.

De igual manera que el caso de la MHD ideal, las ecuaciones de la MHD resistiva se pueden
escribir en forma de ley de conservacion o en forma de ley de balance de flujos, que para
el caso de tres dimensiones cartesianas queda de la siguiente forma

8U+6F+8G+8H_
ot  dx  dy Ox
en donde U es el vector de variables conservativas, F, G y H son vectores de los flujos en
las direcciones x—, y—, y z, y S representa el vector de los términos fuente de las ecuaciones
(3.34)-(3.37). Entonces para tres dimensiones cartesianas de manera explicita el vector de

variables conservativas y los flujos se expresan por las ecuaciones (3.17), (3.19)-(3.21), y
el vector de términos fuente como

S, (3.39)

0

pgx
P8y
P8z
S=1 v (- 3) X B)) + plvags + 1,8, + 7280 || (3.40)
=V X (7- ),
(=Y % (- I)),
(=¥ x (- J)).

El término fuente estd definido para el caso general en donde g tiene tres componentes,
sin embargo, para los problemas que se estudiardn en los capitulos 6 y 7, se considera un
campo gravitacional solar constante en direccion z, ya que solamente se estudia una region
pequefia en el Sol, y el efecto de la gravedad es local. La resistividad es representada por
1y en general es un tensor, sin embargo para algunas de las pruebas bésicas se considera
n como anisotropica o como una funcién de la posicion, y en el caso particular de los
problemas en la atmdsfera solar, la resistividad se considera homogénea y constante, ya
que es una aproximacion aceptable para el caso de un gas completamente ionizado. Para
el caso en donde 1 sea constante el término fuente S(U) se expresa simplemente de la
siguiente forma:
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0

0

0

pg

S=| v G xB)+pvg G4l
—TI(V X J)x
—ﬂ(V X J)y
—U(V X J)z

en donde los términos —nV - (J X B), —n(V X J),, —n(V x J), y —n(V X J), estan dados
explicitamente por

-

0 0 0

-nV-JxB) = -n [a(JyBZ - J.By) + (9_y(JZBx - JiB;) + (?_Z(JXBy -5 By|, (3.42)
aJ, dJ,

OV x T, = —n|ZE_Z) 3.43

nv xJ) n( o o ) (3.43)
oJy adJ

—n(V N et B 44

n(vV xJy d& m) (3.44)
al,  oJ,

(VXY = -n|l o= -~ (3.45)
ox 0z

donde J, = % - % J, = 9B B yJ, = %, _ B 4o las componentes de la densidad de

Ay az > vy 0z dx dx Ay

corriente.

De igual manera que en el caso de la MHD ideal, la estructura caracteristica asociada a
los valores propios de las ecuaciones de la MHD resistiva, se calcula usando la forma
cuasilineal de las leyes de conservacion, con S = (. Para este caso se obtienen los mismos
valores propios que en el caso de la MHD ideal, es por eso que no es necesario volver a
calcularlos. Por lo tanto en los métodos numéricos en donde se usen los valores propios
para resolver las ecuaciones de la MHD resistiva, se toman los mismos valores propios
obtenidos para la MHD ideal. Sin embargo cuando se aplique un método especifico para
controlar la constricciéon del campo magnético V - B = 0 numéricamente, la estructura
caracteristica de la MHD resistiva puede cambiar, como se verd en el proximo capitulo.

En este capitulo, se describieron de manera general las ecuaciones de la MHD ideal y
resistiva. Se calculd la estructura caracteristica asociada a los valores propios de las ecua-
ciones de la MHD ideal. Los valores propios de las ecuaciones de la MHD resistiva son
los mismos que para el caso de la MHD ideal, sin embargo como se vera en el siguiente
capitulo, los valores propios cambian si se usa una formulacién en particular para mantener
la constriccidon del campo magnético. De igual forma en el siguiente capitulo se introdu-
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cirdn las herramientas numéricas necesarias para resolver las ecuaciones de la MHD ideal
y resistiva, las cuales estdn basadas en la discretizacion en volumenes finitos en conjunto
con métodos de captura de choques de alta resolucion.



Capitulo 4

Métodos numéricos

Los sistemas de ecuaciones de la MHD ideal y resistiva estin formados por ecuaciones
diferenciales acopladas no lineales, las cuales tienen solucion analitica solamente en los
casos mds simples, que por lo general son en una dimension espacial. En esta tesis se
estudiaran problemas en dos y tres dimensiones espaciales los cuales no tienen solucion
analitica, por tal motivo es necesario resolverlas implementando métodos numéricos que
serdn descritos en este capitulo.

Cuando se estudian problemas relacionados con la MHD, se pueden tener situaciones en
donde las condiciones iniciales son discontinuas o problemas en donde hay gradientes de
presion y densidad muy grandes, los cuales se traducen en choques y rarefacciones, por tal
razon es necesario implementar métodos numéricos que capturen tales estructuras y que
sean lo suficientemente precisos para obtener la solucion aproximada. Por tal motivo se
han desarrollado métodos que son capaces de lidiar con rarefacciones, discontinuidades y
choques de una forma mas precisa, en particular en esta tesis se resuelven numéricamente
las ecuaciones de la MHD ideal y resistiva usando métodos de captura de choques de alta
resolucion (HRSC) [LeVeque (1992), Toro (1999)]. Una forma de aplicar estos métodos a
las ecuaciones diferenciales parciales no lineales es usando la discretizacion en volimenes
finitos. Esta técnica de discretizacion se basa en las leyes de conservacion de las cantidades
fisicas involucradas en las ecuaciones, y por lo general son métodos més estables, que por
ejemplo las diferencias finitas en la presencia de choques, rarefacciones y discontinuidades.

4.1 Volumenes finitos

El método de volimenes finitos (MVF) es un esquema de discretizacion para las ecuaciones
diferenciales parciales, especialmente aquellas que surgen de las leyes fisicas de conserva-
ciéon. El MVF se basa en la formulacién integral del problema mediante un conjunto de

27
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Figura 4.1: Discretizacion de la malla numérica en el esquema de volimenes finitos. En
esta figura se muestra un elemento de volumen en el espacio tiempo AV = AfAx en una
dimension espacial, definido en la celda que ocupa el dominio [#*, 1] X [x;_ /2, Xiv12]. El
centro de la celda C*'"* estd localizado en (¢*'/2, x,).

volimenes de particion finita para discretizar las ecuaciones. Este método tiene la ventaja
de que puede ser aplicado a geometrias arbitrarias, por medio de mallas estructuradas y no
estructuradas, lo que lo hace un esquema muy robusto. Ademas el MVF tiene la propiedad
de conservacion local de los flujos, ya que se basa en una aproximacion de balance, es decir
un balance local definido sobre cada volumen de control, entonces mediante la aplicacién
de la forma integral del teorema de la divergencia, se obtiene una formulacion integral de
los flujos sobre cada uno de los volumenes de control.

Para explicar el MVF es suficiente considerar el caso unidimensional espacial, en donde el
dominio se divide en intervalos o celdas, a los cuales se les llama voldmenes de control o
finitos denotados por V. Se considera una malla numérica con una dimension espacial y una
temporal, esto es X = (¢, x;), en donde la coordenada temporal se discretiza como " = nAt
y la coordenada espacial como x; = iAx,n=0,1,2,3,...,N;ei=0,1,2,3,...,N, son las
etiquetas de las celdas en las que se divide el dominio espacio-temporal en cuestion. La
malla numérica para este caso se muestra en la Fig. 4.1.

La discretizacion se aplica a la ley de conservacién en una dimensién dada por la ecuacion:
ou N JF(U)
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en donde U es el vector de variables conservativas, F(U) son los flujos y S(U) son los
términos fuente. Entonces para llevar a la forma integral la ecuacion (4.1) se integra sobre
el elemento de volumen de la Fig. 4.1 y sobre el lapso de tiempo entre ' y **!, de la

siguiente forma:
Xit1/2 F 1 Xit1/2
f OU oF@) dxdt = f f S(U)dxd:t, 4.2)
X ﬁt 0x e

7).
14 " 172 12

el avance en el tiempo de las variables conservativas U se calcula mediante la siguiente
expresion:

Vias 1

At

n+l _ yn _ 20 (w2 _ n+s n

Q= - (Fi+é F )+ S, 4.3)
en donde Q es la integral de las variables U? a lo largo de x. Esta cantidad se puede
interpretar como un promedio espacial de las variables conservativas en cada uno de los
volumenes de control, esto es

1 Xi+1/2

Q! = —f U(t,, x)dx. (4.4)
Ax Xi-1/2

En el caso de los términos fuente S se tiene que calcular la doble integral sobre el espacio

y el tiempo en el dominio [, "] X [x;_ /25 Xix12] de la celda numérica C; nt+1/2

l"+1 Xis1/2

S(t, x)dxdt. 4.5)

Si AxAt

Xi-1/2
Finalmente los flujos numéricos que aparecen en la ecuacion (4.3) se calculan COMO un pro-

medio temporal, de tal forma que los flujos a través de las interceldas F 1 2 estdn definidos

como *2

tn+l

F[U(t, xiz1/2)]1dt. (4.6)

n+ 1

it} _E

=

F

Los flujos numéricos dados por la ecuacién (4.6) no se conocen a priori, por lo que se
deben calcular en cada intercelda, lo que implica que el fluido presenta discontinuidades
al pasar de una celda a otra, y de manera natural aparece un problema de Riemann en las
fronteras de cada intercelda. En general el problema de Riemann consiste en un problema
de valores iniciales de un sistema de ecuaciones diferenciales hiperbdlicas en combinacion
con un dato inicial constante a pedazos que es discontinuo. La estructura de la solucién
general del problema de Riemann se puede esquematizar en el plano x — ¢, y consiste de
m ondas saliendo de un origen, una para cada valor propio A; asociado a un sistema de
ecuaciones particular escrito en forma de balance de flujos, tal estructura se muestra en la
Fig. 4.2. Cada onda i acarrea una discontinuidad de salto asociada al vector de variables
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Figura 4.2: Estructura esquematica del abanico de Riemann que representa la solucién a
un sistema de ecuaciones lineales hiperbodlicas con coeficientes constantes.

conservativas U que se propagan con velocidad A;. Naturalmente, la solucién del lado
izquierdo de la onda A, es simplemente el dato inicial U, y la del lado derecho de la onda
A es Ug. Entonces el reto en el problema de Riemann es encontrar la solucion en la region
entre las ondas 4; y 4,,.

En esta tesis se usan métodos numéricos basados en el método de Godunov [Godunov
(1959)], que consisten en definir y resolver el problema de Riemann en cada intercelda de
la malla numérica. Es posible resolver el problema de Riemann de manera exacta, sin em-
bargo resulta ser muy complicado y costoso computacionalmente para los casos en dos y
tres dimensiones espaciales, por lo que es mds practico usar los resolvedores que calculan
una solucién aproximada del problema de Riemann, es decir aproximan la solucion exacta
mediante un esquema consistente y conservativo para converger a la solucion débil (inte-
gral) de un sistema de ecuaciones diferenciales escritas en forma de ley de conservacion.
Entre estos resolvedores de Riemann se encuentran el HLLE [Einfeldt (1988), Harten et
al. (1983)], HLLC[Li (2005)], HLLD [Miyoshi & Kusano (2005)] y Roe [Roe (1981)]. En
esta tesis se implementaron los resolvedores de Riemann HLLE, HLLC, HLLD y Roe para
el caso de la MHD ideal, mientras que en el caso de la MHD resistiva se implementaron
los resolvedores HLLE, HLL.C y HLLD.
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4.2 Construccion de flujos numéricos

Para calcular los flujos numéricos en las interfaces de cada celda numérica, se usan re-
solvedores de Riemann aproximados. En general estos métodos se basan en la estructura
caracteristica de la matriz jacobiana asociada a las ecuaciones del tipo ley de balance de
flujos, como la ecuacion (4.1). En particular el resolvedor de Riemann Roe, necesita la
estructura caracteristica completa, es decir los valores y vectores propios, mientras que el
HLLE necesita solamente los valores propios. Los resolvedores HLLC Y HLLD necesitan
la informacioén de las velocidades magnetosénicas rapidas y lentas, ademads de que para es-
tos resolvedores se tienen que resolver ecuaciones asociadas a las condiciones de Rankine-
Hugoniot. En particular estos resolvedores se han aplicado en la solucién numéricas de las
ecuaciones de la MHD ideal en algunas simulaciones de propagacion de ondas MHD en la
atmosfera solar [Del Zanna et al. (2005), Fuchs et al. (2009), Murawski et al. (2013), Ch-
mielewski et al. (2014b)].

La estructura caracteristica asociada a los valores propios para las ecuaciones de la MHD
ideal y resistiva fue calculada en el capitulo anterior, pero en esta seccion se calculardn los
vectores propios asociadas al sistema de ecuaciones de la MHD ideal en una dimensién
espacial para explicar el resolvedor de Riemann Roe.

4.2.1 HLLE: Harten, Lax, van Leer and Einfeldt

Es un resolvedor de Riemann que se basa en la solucion al problema de Riemann usando un
solo estado intermedio constante calculado de un promedio conservativo, delimitado por el
maximo y minimo de las velocidades caracteristicas, por tal razon se considera uno de los
resolvedores aproximados mds simples. En el caso de la MHD ideal se desprecian las ondas
de Alfvén, magnetosonica lenta y de contacto. Por tal razén, el HLLE es extremadamente
difuso para estas ondas, sin embargo una de sus ventajas es que mantiene la positividad de
la densidad y presion al menos en problemas 1D. El fluyjo HLLE en la interface x,_;,, esta
definido como

A= AErisip AT
FILLE = T (U= Uy, 4.7
en donde ;1o = £(UL;—12) y fri-12 = £(Ug,-1,2) son los flujos evaluados usando los
estados izquierdo y derecho de las variables conservativas en cada interface, donde A* y A~
estan definidas por

a* max[0, A, AR, (4.8)

min[0, A, A¥], (4.9)

~
I
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AL répida AR,répida

X

-
L

Figura 4.3: Se muestran los valores propios mas rapidos en el plano ¢ — x. El resolvedor
HLLE, usa solamente los valores propios de magnitud més grande, uno que corresponde
a una onda que viaja a la derecha y otro que corresponde a una onda que viaja hacia la
izquierda.

con A; que representan los valores propios de la matriz jacobiana para la MHD ideal i =
1,2,3,...,8. Elresolvedor HLLE no requiere una descomposicion caracteristica completa
de las ecuaciones, lo que lo hace menos costoso computacionalmente y facil de programar.
Un esquema de la solucién aproximada de este resolvedor se muestra en la Fig. 4.3.

4.2.2 HLLC: Harten, Lax, van Leer (Contact)

Es un resolvedor de Riemann aproximado que modifica al HLLE, ya que en este caso
en lugar de tener solo un estado intermedio, tenemos dos estados intermedios entre cada
interface denotados por U; y Uy, separados por un velocidad S, como se puede ver en la
Fig. 4.4. Para calcular U; y Uy se aplican las condiciones de Rankine-Hugoniot a través
de las ondas S, y Sk, esto es:

F;
Fr

F,+S.(U, -Up), (4.10)
Fr +SR(U; - Up). (4.11)

Que se pueden reescribir de la siguiente forma

SLUZ - Fz = SLUL - FL, (412)
SRU;—F; :SRUR—FR. (413)
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u, u

Figura 4.4: Estructura esquemética del abanico de Riemann con dos estados intermedios.

Con la ecuaciones (4.12)-(4.13) se calculan los estados intermedios (). Una de las suposi-
ciones del HLLC, es que la velocidad S j; es constante a lo largo de los estados intermedios
U; y Ui, y se define como [Toro et al. (1994)]

Su=q,=qr=4q". (4.14)

HLLC para la MHD ideal en 1D

Para ilustrar el resolvedor de Riemann HLLC se considera el caso de las ecuaciones de la
MHD ideal en 1D en la direccion x, y se sigue el procedimiento como en las referencias
[Gurski (2004), Li (2005)]. Entonces para este caso el vector de variables conservativas
U y los flujos F estan dados por las ecuaciones (3.17) y (3.19), respectivamente. En este
caso, debido a la condicion de la divergencia del campo magnético, B, esta dada como una
constante en la direccion x.

Para comenzar con la obtencion de los flujos HLLC, primeramente se calculan los estados
Uj partiendo de la ecuaciones (3.17), (3.19), (4.12) y de la condicion Sy = q; = g = ¢,
con lo que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

PL pLa | [ oL ]| PLqL

PLVer PLVrd + Pr — (Bjc,L)z PLVxL PLVxLq + Py, — (Bir)?

PLVy.L P4 — BBy, PLVy.L pLvyqg — By By

SL p*LV;L _ 'Dz‘.);Lq* - B;LBZL — SL PLVzL _ PLVzLq — Bx,LBz,L (415)

E; (E} +pi)g" — B, (BL - vL)* Ep (EL+ py)q—BrtBr-vL) |
B;L 0 Bx,L 0
B;‘ L v; LB; L= v; L By1 VL By L — vy
B, vi BL, —vi,Bi, ] | B 1| VaLBorL = Vo1 By L
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aqui p;, (6 py,) representa la presion total y vi; = ¢, v, = g. Para calcular la velocidad
q" se sigue [Batten et al. (1997)], en donde se usa la aproximaciéon HLL de U7, esto es

_ SpUp = SLU, = (Fg = Fy)

U’ , 4.16
S._5S, (4.16)

entonces ¢* = S se define de la siguiente forma
g = PRVRS R = Vi) = PLVar(SL = Vir) + Py — Pig — BiL + BiR 4.17)

PRSR = Ver) —pr(SL — Vir)

Las demas componentes de U; se derivan haciendo manipulaciones algebraicas del sistema
de ecuaciones (4.15), de donde se obtienen

B;,L = Bx,L’ (418)
B* BXL
(SL — VxL — ﬁ)By,L - (B;L - Bx,L)vy,L
B, = s , (4.19)
Si- q = pL(SL‘_Vx,L)
B* B, .
B _ (SL — VxL — [#_VXL,L))B@L - (Bx,L - Bx,L)vz,L (4 20)
T S, g 0 ’ '
L= "~ pL(SLver)
o g LT Va 421)
pL - pL SL _ q* 2 *
v = P (4.22)
" S — Vi (B;LB*,L - Bx,LBy,L)
()i = g (4.23)
L~ L~
. Sp—vey (BB, —B.iB:1)
(sz)L = (sz)L SL q;L - L ;L 7 - 5 (4.24)
L™ L™
Sr=ver  Pnq —pyver) — (B (B-V); — By (B-V))
E = E L~ VL N Pyd — Py VxL L L L L . (4.25)
SL — (]* SL — q*
con
P =pr(SL = v )G —vir) + py — Bip + (Bl (4.26)

. * * * . . * _ * * .
la cual satisface p;, = p;, = pj, lo que implica que B} ; = B ;. El estado Uy, se puede deri-
var de manera andloga resolviendo el sistema de ecuaciones dado por la condicion (4.13).
Para el caso en 1D, se cumple que B}, , = B, r, sin embargo en el caso multidimensional
esto no es cierto, por lo que se tiene que calcular B, , de forma consistente.

Ademas de que los estados U* derivados anteriormente no son consistentes con la forma
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integral de las leyes de conservacion, la cual es conocida como condicién de consistencia
introducida en [Toro (1999)]

g —-SL Sr—¢" SrUr =S, Up — (Fr —F))

SrR=SL SrR=S1L SrR=S¢L '
Por lo tanto se tiene que encontrar un conjunto de soluciones que satisfaga la condicion
(4.27). Lo que se hace inicialmente es dejar igual las ecuaciones (4.17) y (4.26), la idea
es encontrar nuevas expresiones para By y B; que satisfagan (4.27). Sustituyendo las ecua-
ciones (4.24) y (4.25) en la ecuacion (4.27), se obtienen las siguientes condiciones para las
componentes del campo magnético

U; +

U =

(4.27)

B\ B, = BB, (4.28)
By, B, = B.gB (4.29)

Ya que B} ; = B

x> de las ecuaciones (4.28) y (4.29) se obtiene

B, =Bz B, =B (4.30)
Entonces, como una solucién se asigna el promedio simple HLL descrito por la ecuacién
(4.16) a estos campos, esto es

B,, =B, =BJ""; B, =B.;=BI" 4.31)

Se pueden escoger otras soluciones para B} ; ., B, 1 r de tal forma que satisfagan (4.30). Ya

que se tienen calculados los nuevos valores consistentes para By y B;, ademds de ¢* y py,
ahora se puede calcular el nuevo Ej , que satisfaga (4.27). Sustituyendo las ecuaciones
(4.25) y (4.27), se obtiene
B, B-v); =B zB-v)p, 6 B-v); =B v). (4.32)
Entonces tal y como a la ecuacion (4.30), se pueden asignar los promedios simples HLL a
(4.32), esto es
B-v); =B -v), = By, (4.33)

y por lo tanto la ecuacién (4.25) se convierte en

SL — VxL + (P;q* - ptva,L) - (B;L(BHLL ' VHLL) - Bx,L(B ' V)L)

Ei=F
L LSL—q* St—q*

(4.34)
Para calcular la expresion consistente de B’ ; = B’ , se usa el valor promedio simple HLL,
que para el caso cuando B, no es constante, es decir para el caso multidimensional se tiene
lo siguiente
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SRBx,R - SLBx,L
Sr—S1 '
Entonces finalmente los estados Uj , consistentes con la condicion (4.27) estén dados por:

« _ p* _ pHLL __
Bx,L_Bx,R_Bx -

(4.35)

SrBxr —S1Bx1

B* = , 4.36
o Sr_S, (4.36)
B, = SrRByr =S 1By — Byrvxr + BxrVyR + By1Vx 1 — Bx,LVy,L’ 437)
’ Sr—=SL
B, = SrB;r =SBy 1 — Bz,RszR + ix,sz,R +B vyl — Bx,LVz,L, 4.38)
rR—=SL
Se = Via
. @ 4.39
Pa Pa—g (4.39)
v, = Pad’s (4.40)
Sa — Vxa (B;kc aB; a Bx,aBy,a)
o= , — — — , 4.41
(,OVy)Q (pV) )05 Sa/ _ C]* Sa _ q* ( )
S (B: B, — BxaB.a)
(v, = (pvo)g—o—ne  weie TreRel (4.42)
So— q So— q
g - g, Sa e (P}.q" = Pi,Vxa) — (B (BIEL - VHEL) — B (B - V)a)’ 443)
Sa - (]* Sa - q*

en donde @ = L, R representa los estados izquierdos y derechos, ¢* estd dada por la ecua-

cién (4.17)y p;, = p;, estd definida por la ecuacion (4.26). En este caso S y S g representan
las velocidades izquierda y derecha, las cuales se pueden definir de varias formas, en este
caso particular se definen tal y como en [Davis (1988)], esto es

S =min(vy, —Cr,,Vir — Cro), (4.44)
Sgp=max(vyy + Cp,vir + Cy ), (4.45)

en donde Cy, , , son las velocidades magnetosonicas rapidas a izquierda y derecha.

El procedimiento para calcular los estados U* en las direcciones y y z es analogo al del caso
X, sin embargo en esta tesis no se muestra a detalle, aunque por completez se presentan los
flujos U* en las direcciones y y z, los cuales estdn dados de la siguiente forma
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Estados U* en direccion y
SrBir =SB — VyrBir + VirByr + Vy 1B 1 — v, 1B
B;a _ RDx,R LDx L y,R 5R S,R y,R v,LPx,L L y,L’ (446)
R—™9OL
SrB,r — S 1B
B, = —& 5{’" SL iy (4.47)
R—™9PL
SrB,r =SB, —VygB,r + V. gByr + Vv, B, — v, 1B,
Bl, = I R S S (4.48)
R—™9OL
% Sa_vy,w
Pa = Pag— o (4.49)
Se—Vya (Bi,Bi,—ByuB.o)
v, = (ovoa e (4.50)
Se—q Se—q
V), = Puq 4.51)
SQ—V,Q (B*VQB*Q_B',QB,Q)
v = (pv.e o e (4.52)
Se—¢q Se—q
Se =V (PLa" = PiVya) — (B (BT v — B (B - V),)
E. = E, va Pl 7 Puly 2 ! [(4.53)

Se—q* Se—q*

en donde a = L, R representa los estados izquierdo o derechos, ¢" y p;, = p; = p; estan

definidas como

PRVy,R(SR - Vy,R) - ,DLVy,L(SL - Vy,L) + Py — Py — BiL + B

2
VR

Pr(SR — Vy,R) —pr(SL— Vy,L)
= pSL =g —vyL) + py — B§,L + (B;,L)2-

. (454

(4.55)
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Estados U* en direccion z

SrBxr —S1Byxr — V. gBxr + VirB.r + V. 1By — verB: 1

B, = S —s, : (4.56)
B, - SrByr—=S1By1 — VZ,RB?;-I;\?;BZ,R + Vv, 1By — vy,LBZ,L’ 4.57)
B;, = SRBg’j: - giBZ’L, (4.58)
P = pSS%] (4.59)
(v = (Ve i__v(; - (B:"’Bi‘;__l;i’“B"’“), (4.60)
(bvy)y = (pvy)a SS“a__V;f - (B:’aBii __zf“By’“), (4.61)
Ve = Paq (4.62)
ok _(R* HLL HLLY _ .
E - E, SS Z__ quf N (PL49" = Pr.Vza) (Bz,g(f_ . Vi) = B (B V)a), 463)

en donde @ = L, R representa los estados izquierdo o derechos, ¢* y p,, = p; = p; estan
definidas como

PRV2R(S R = Vor) = PLvyr(SL = vor) + Py, — Py — B2, + B2,

T = Pr(SR = vyr) —pr(SL —vy1) ’

oSt =v.)q —v.) + py — B?,L + (B:,L)z'

(4.64)

Dy (4.65)

Ya que se tiene el conjunto completo de las variables de los estados intermedios U .,
finalmente se calculan los flujos intercelda Fy; ;¢ definidos de la siguiente forma

Fp, si0< S,
Fi=F +5,(U; -Up), siS; <q"
Fp=Fr+Sgp(U; —Ug), siqg"<Sg
Fg, SIOZSR

(4.66)

FHLLC =

Con lo anterior se tiene el conjunto de estados U* y flujos para implementar el resolvedor
HLLC en el caso de las ecuaciones de la MHD ideal en 3D.
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Figura 4.5: Estructura esquemadtica del abanico de Riemann con cuatro estados intermedios.

4.2.3 HLLD: Harten, Lax, van Leer (Discontinuities)

Es un resolvedor de Riemann aproximado de multiestados tipo HLL, el cual se basa en la
aproximacion de que la velocidad normal es constante sobre el abanico de Riemann. Es-
te resolvedor captura de manera exacta las discontinuidades aisladas que se generan en la
MHD ideal, de ahi viene la denominacién HLLD. Sin embargo debido a la suposicién de
que la velocidad normal es constante, y ademas de que la presion total es constante sobre
el abanico de Riemann, no captura las ondas de choque lentas, pero si las discontinuidades
rotacionales que se propagan con las ondas de Alfvén. Las dos implicaciones anteriores
sugieren que para construir un resolvedor de Riemann HLL con un mayor orden de apro-
ximacion, el abanico de Riemann debe estar separado por cuatro estados intermedios que
se denotan Uj, U;*, Uy', y U, como se ilustra en la Fig. 4.5. Entonces, lo que se tiene que
resolver es el problema de Riemann aproximado en los cuatro estados separados por una
onda entrdpica y dos ondas de Alfvén, Sy y S, S, respectivamente.

HLLD para la MHD en 1D

Para esquematizar el resolvedor de Riemann HLLD, se considera el caso de las ecuaciones
de la MHD ideal en 1D descrito por el vector de variables conservativas y flujos de la
ecuaciones (3.17), (3.19) y se sigue el procedimiento tal y como en las referencias [Miyoshi
& Kusano (2005), Guo et al. (2016)]. Como se muestra en la Fig. 4.5, el objetivo es
encontrar los cuatro estados intermedios, U;, U;", Uy" y Uy, que estdn separados por ondas
de Alfvén con velocidades S y S5, y por una onda de contacto con velocidad S ;. Ademas
se asume que la velocidad normal del fluido y la presion total no cambian a través de las
ondas de Alfvén y de contacto, todo lo anterior implica las siguientes igualdades
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4. =4q; =45 =4qg =Swm» (4.67)
P, =P; =Py = Py (4.68)

Ahora, si se aplican las condiciones de Rankine-Hugoniot a lo largo de las ondas S, S, y
S i1, se obtiene

SUL—F, = S,U, - F,, (4.69)
SIUT-F" = S:U.-F, (4.70)
SyUS—F, = SyUs —F;, 4.71)

en donde « representa a los estados R o L. Si se aplica la condicion (4.70) a las ecuaciones
de la MHD en 1D, se tiene el siguiente conjunto de ecuaciones

Pa | | PaS | [ e ]| PaS M
pjtvfc,(r p:ﬂrS}ZVI + p;; - (B;kc,a)z PaVxa pasﬁ/l + D, — (Bx,ar)2
PZV;,H p:V;,wSM - Bj;‘,(YB;,(Y PaVy,a pa"y,aSM - Bx,aBy,a
Sar p(*yv;,ﬂ _ pjrvj:,,(ySM - B:Fc,(yB:,(y =S PaVza _ przvz,aSM - Bx,zsz,a
E:; (E; + P;;)SM - Bx,ur(Bcz : Va)* “ Ew (Ea + ptn)SM - Bx,a(B(t : Va)
By, 0 Bo 0
B;,O/ V;G/B;(l - V;,QB;,Q/ B)',af Vx,arBy,ar - Vy,an,a/
BZw -t vjr,arB ;,0/ - V;,aBjc,a B | 1 ViaBra = ViaBra ]
4.72)
En el caso 1D se asume que las ondas se mueven en direccion x, lo que implica
Via = qos Vi = 4o Via = Ga - (4.73)

Para calcular S, se usa la condicién (4.68) y se toma el promedio simple HLL (4.16), lo
que implica la siguiente expresion

_ (pv)*  PRVER(SR = VxR) = PLVxL(SL = VL) + Py~ Prg — BiL + BJZC,R

S =d" =
M =4y p* PrR(SR — Vx,R) —p(SL— vX,L)

4.74)

. s, * 2z 3 — 3 b 4 sk — 3k
De la condicién de balance de la presion total p; = p; , y de la suposicion v; , = ¢, se
tiene

. PRVXR(SR = VxRr) = pLVxL(SL = V1) + Py = Prg = By, + By — (Bip) +(B.,) “475)
e = PRSR —Vxr) —pL(SL —ViL) ' '
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Comparando la ecuacion (4.74) con (4.75), se obtiene que B, = Bl , lo cual es cierto
solamente en el caso unidimensional. Para el caso multldlmensmnal B* se define mediante
el estado HLL

B = SRBx,R - SLBx,L
x,a SR _ SL *

Ya que se ha definido Sy, y BY,, las demas variables del estado Uj, se obtienen del sistema
de ecuaciones (4.72), las cuales estan definidas como:

(4.76)

By apoz(Sa — Vx 0/)2 - By an (L/B::(y - (B; - xnz)vy,a/pa/(Sa - Vx,a)

B, = = : aZxe s, L , (4.77)

> pa(S - q*)(S - an) (B;(y)z

Ba aSa_vxa B B B;w Bxa_ xav,a aSa_vx,af

B - zaPal o) = ( )2210( )’ 4.78)

’ Pa(Sa = gNSa = Via) — (By,)

* S(y — Vxa
Pi = Pae—t, (4.79)
a—q
Ve = P9 (4.80)
S(l — Vxa (Bxa )a/ X(l (l)
(ovy)e = ) - , (4.81)
y y a/ _ q Sa _ q
* a/ vx,(l (Bx T z,a BX,O/BZ,CI)
(pve)e = (oVe—g— o - , (4.82)
a —-q Sa —q
Se = Via 04"~ PiVxa) = (Bioy(B - V), — By o(B - V),
E - B Ve, +(pt(,q Pi,Vxa) = (B (B V) ( )), 4.83)
Se—q* Se—q*
en donde

p;; = pa(Sa - Vx,a)(q* - Vx,a) + Pz(, xa + (Bx (1/) (484)

Se puede ver que en las ecuaciones (4.77)-(4.83) se tienen indeterminaciones del tipo 0/0
cuando g¢* = Vyo, S¢ = Vig £ ¢4, By = Bp =0,y Bi’a > yp.. En estos casos las
ecuaciones (4.77)-(4.83) se reemplazan simplemente por v,, = vc,, Vie = Vaar Y By, =
B;, = 0, ya que no hay choques a través de S, esto es, p, = P> Viy = Vaas Y Pr, = Dty
Antes de calcular los estados intermedios U;," se definen las velocidades de propagacion de
Alfvén en los estados intermedios de la siguiente forma

x,L BxR

S _SM+

Aplicando las condiciones de Rankine-Hugoniot a través de las ondas S, se tiene el si-
guiente sistema de ecuaciones

St =8y— (4.85)
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sk 1 r *k R r * R r *
Py , Po Swm , Pa ) PoS M ,
Skk koK *k *k kK L * * 3k
Pa Vxa PeSy+ Dy, ~ (Byo) PaVia PaSy+ Dy, (Byo)
Kok L kok skok L kok sk k %k L. L. %k K
Pa Vya Pa vy,(ySM - Bx,aBy,(y PaVya pryvy,aSM - Bx,(lBy,(r
ok L skok sk L kok %k %k k |k kK %k 1k
S* PaVie | _ Pa Vz,aSM - Bx,aBz,oz =g PaVea | _ pavz,ozSM - Bx,aBz,a
3k kk Kk 3k k ok * * k % * ’
¢ E(y (E(y + p[n )SM - Bx,(y(B(l/ : V(Y) ¢ E(y (Ea/ + ptd)SM - Bx,a/(Ba/ . V(l/)
B 0 B 0
X, X,
sk sk ek sk sk s s % % %
By VeaBya = ViaBra Byq ViaBya = VyaBia
sk Kk ok O ] * * * * %
B, 11 ViaBza = VzeBra : L B, 11 ViaBra = VieBra Y
(4.86)
de donde es obvio que
*k ok ®%k ¥
Po =P, Bi, =B, (4.87)

Sin embargo el sistema de ecuaciones (4.86) no tiene solucion cuando S esta definida por
la ecuacion (4.85), es por eso que se consideran las condiciones de salto para las compo-
nentes tangenciales de la velocidad y campo magnético a través de Sy, esto es

skk | skk sk kek kok ok sk skok skek | skk ok ok
PLVy L pPLVySm =B B} PRrVyR PRVyrRSM = BRBk
ek | skek Skok | sksk sk 3k ok sksk  skek ek skek kok ok
S PL VZ’L _ pL vz,LSM - Bx,LBz,L =S pR vz,R _ pR vz,RSM - Bx,RBz,R (4 88)
y.L yLOM T PxLVy L y.R wROM T PxRVyR
B, B Sm— By v B% B RSm — Bypvii
De donde se obtienen las siguientes igualdades
k% k% K%
VoL = Vyr = Vy s (4.89)
sk kk sk
VL= ViR =V, (4.90)
>k k — kok — >k k
B, =B x =B, (4.91)
sk sk ek
B, =B =B, (4.92)

para el caso B}, = By, = B # 0. Estas igualdades indican las condiciones de una
discontinuidad de contacto y ademas muestran que vy, v, By, y B, estdn aproximadas por
tres estados intermedios. Por lo tanto, si se sustituyen las ecuaciones (4.85), (4.87), (4.90)-
(4.92) dentro de la integral de las leyes de conservacion a lo largo del abanico de Riemann,

(SR—S;)U;‘F(S;—S M)U;*'i‘(SM—SZ)Uz*'F(SZ—SL)UZ—SRUR'FSLUL‘FFR—FL = 0, (493)

de donde se obtienen los estados U** definidos de la siguiente forma
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. va;,L + p;v;,R + (B;’R - B;‘,’L)sign(BxHLL)
vy = - = : (4.94)
NEaN
. ppviL+ VPrvig + (Big — Bl )sign(BI")
Vo= = : : (4.95)
N
- PiLBlx + VPRBLL + VPIPR(V R — Vi) sign(BY™) “96)
g = VPLBLt NPRBL + PP Vs BED
EZ = E.F \Jpy(v. B, —v* - B™)sign(BI""), (4.98)

en donde sign(BY'F) es la funcién signo de BY' y se define como 1, si B > 0y -1, si

HLL
Bx

R, respectivamente.

< 0. Ademas los signos menos y mds de la ecuacion (4.98) corresponden a @ = L'y

Con todo lo anterior se han calculado los estados intermedios U;,U;", Uy, y Uy para las
ecuaciones de la MHD ideal 1D, en direccién x. De igual manera que en el caso del resol-
vedor HLLC, se presentan las componentes de los estados U* y U** para las direcciones y
y z, las cuales se expresan de la siguiente forma
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Estados U* en direccion y

Bx,ozpoz(Sa - vy,a)z - Bx,aB;,aBy,a - vx,apa(B;,a - By,oz)(Sa/ - Vy,a)

B, , (4.99)
’ pa(Sa - q*)(sa - Vy,(t) - (B;,Q)z
SrByr—S1By1
B . —, 4.100
y.a SR _ SL ( )
B ,Q, Q(Sa -V ,a)z - B ,aB* (yB a 1% ,Q a(B* a B ,a)(Sa -V ,a)
B, i : e e e =, (4.101)
’ prz(Sa - q*)(Sa - vy,oz) - (B;a)
: Sa Ve (4.102)
pa paSa _ SM’ .
avx,a(Sa -V ,a) - B*angg + B ‘,an,a
v, = - d o e e (4.103)
Se—¢q*
Ve = Pod’ (4.104)
oV ,a(Sa -V ,(t) - B* a/B;ka +B ,(YB ,
vy, = - iy (4.105)
Se—q*
Sa - a ( L q = 2V ,a) - (B* a(B ' V)Z -B ,w(B : V)(x)
E oo~ e P T Py 2 ! . (4.106)

a

Sa_q* Sa_q*

en donde a = R, L representa los estados derecho e izquierdo respectivamente. Ademads g*
y pi, = p; estan definidas como

. PRVY.R(SR = VyR) = PLVyL(SL = VyL) + Py — Py — B)z,,L + BiR - (B;,R)2 + (B;,L)z
1 PRSR —VyR) —pL(SL — V1) ’

= poz(Sa - vy,a/)(q* - v)',a/) + D1, — Bf(y + (B;,g)2~

(4.107)

(4.108)



4.2. Construccion de flujos numéricos

45

Estados U** en direccion y

N HLL
PLVer t \PRVig T (Big — By )sign(B™)

v = \/p—z " \/p_; ,
Vy = 4,

. PLVer T VPRVig + (Bog — B:,L)sign(B;’LL),

B = \/P_ZB;R + \pPrBy + \/P*E(V;R - V;L)sign(BfLL)

' VL + PR
B = SRBy,R - SLBy,L
y oo Sg—S.
_ NPLBR VPRB.L + O PRV g = Vi) sign(B)

E} = E, 7 \Jpi(v, B, —v"-B™)sign(Bi""),

a

en donde sign(Bf LLy es la funcion signo de Bf LL y se define como 1, si Bf LL
BHLL

y .
R, respectivamente.
Estados U* en direccion z

Bx,apa(sa - Vz,a)2 - Bx,aBZ@Bz,a - Vx,apa(BZa - Bz,a)(Sa - Vz,a)

By, =
’ Pa(Se = q)S e = V) = (BL,)?
B _ By,apa(Sa - Vz,a)2 - By,aB:,aBz,a - Vy,apa(B:,a - Bz,a)(Sa - Vz,a)
e pa(Sa - q*)(S(t - VZ,(Y) - (Bz,a)z
B* _ SRBz,R - SLBz,L
“ Sr—=SL ’
. Sa - vy,a
pa - paSa _ SM ’
oV ,a(Soz -V ,a) - B*([Bj;(}/ +B ,(IBX,O/
(pvx):; _ PaVz z Z , z ’
Sa - q*
on) = PaVya(Sa = Vea) — B;(,B;,a + BBy,
Ya Sw _ q* ’

vy = Pud
Se— Via + (p* f]* - pt(,vz,a) - (B:’Q(B ) V)Z - Bz,a/(B : V)a)

la

E* = E,

Se—q* S —q*

b

(4.109)

(4.110)

4.111)

4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

>0y-1,si
< 0. Ademas los signos menos y més de la ecuacion (4.115) correspondenaa = L'y

,(4.116)

, (4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

4.121)
(4.122)

(4.123)
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en donde a = R, L representa los estados derecho e izquierdo respectivamente. Ademas g*
y Pi, = p; estan definidas como

. PRV=R(S R = VoR) = PLvor(SL = ver) + Py — Py — B2, + Bl = (Bip)* + (B:,)*
;= LT 7 ' L (4124
PRSR = Vver) —pL(SL —vor)

Pa(Sa = Vo) @ = vza) + pi, — Big + (BLo) (4.125)

S
[

Estados U** en direccion z

OiVE + PRV g + (B, — B:,)sign(BIE)
P LVxL RV xR R L 2 ) (4.126)

PLvis* VPRV + (Byg = By )sign(BIM)

Vo= . . , 4.127)

v.' = ¢, (4.128)
1B+ \PRB. + AP PRV g — Vi Ysign(BALL)

B = \/—L R ROxL LPR\VxR L z (4.129)

x \/p_z + \/p_}'}
o NPt VPRBLL + NP~ vy )sign (B (4.130)

SRBZ,R -8 LBZ,L

B = , 4.131
; T (4.131)
EX = E,¥F \p,(v. -B.—v" B™)sign(B""), (4.132)

en donde sign(B") es la funcién signo de B y se define como 1, si B > 0y -1, si
BILL < 0. Ademds los signos menos y mds de la ecuacion (4.132) corresponden a@ = L'y
R, respectivamente.

Finalmente los flujos numéricos para el resolvedor de Riemann aproximado se obtienen
mediante la integral de las leyes de conservacion sobre los estados izquierdos y derechos
del abanico de Riemann

F; siS; >0,
F;=F +5.(U; -Up) si§;,<0<87,
oy = F*z* =F+8S;U;7 =87 -SpU; =85.(U; -Up) S%SZSOSSM,
Fo=Fr+SyUy —(Sp —Sp)Us = Sp(Up —Ug) siSy <0< 85,
Fy = Fg+ Sg(Uy — Ug), siSy <0< Sk,
Fg, siSg<O.

(4.133)
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En donde S, y Sk estan dadas por las ecuaciones (4.44)-(4.45), respectivamente. Ya que
se han calculado los estados U*, U** en las tres direcciones x,y y z, con eso se calculan los
flujos y por lo tanto es posible implementar el resolvedor de Riemann HLLD para el caso
de las ecuaciones de la MHD ideal en 3D.

4.2.4 Resolvedor de Riemann Roe

Es un resolvedor de Riemann que se construye de las soluciones exactas para aproximar
(linealizar) las ecuaciones tipo ley de conservacion, que por ejemplo en 1D se expresa de
la siguiente forma

ou _ U

— =AU)—. 4.134

o U5 ( )
En donde A(U) es la matriz jacobiana evaluada en algin estado promedio apropiado cons-
tante U. El reto del resolvedor de Riemann linealizado es encontrar una representacion
apropiada de la matriz A(U). Tal matriz Roe debe cumplir las siguientes propiedades:

F(Uis1) — F(U) = Ai12(Uisq = U)) (4.135)

cuando

Ui, Uis1 — Uy, Ai12(U;, Uisy) = A(Uy), (4.136)

en donde A = dF/dU, ademds la matriz A debe tener valores propios reales y un conjunto
completo de vectores propios.

Una de las primeras propuestas fue presentada por [Roe (1981)], la cual fue extendida para
el caso de la MHD ideal adiabatica por [Cargo & Gallice (1997)]. En esta representacion,
la matriz jacobiana es evaluada usando un promedio de estados definidos de las variables
primitivas W = (p, ¥, p, By, B,) de la siguiente forma:

p = PLOR (4.137)
Vo= (NpLvL+ VPrvR)/(NPL + VPR): (4.138)
H = (NprHy + vprHR)/(NpL + vpr), (4.139)
B, = (\prBys+ VorB,x)/(NPL + o) (4.140)
B, = (NprB..+ VorB.&)/(NpL + Vpr); (4.141)

con H = (E + p + B*/2)/p que representa la entalpia, aqui L, R son los subindices que
denotan los estados izquierdo y derecho de la intercelda. Dados los valores propios 4%, y los
vectores propios izquierdo y derecho L(W) y R(W), respectivamente, en donde o = 1, M
denota las M velocidades caracteristicas de la matriz A(U), lo que conlleva a definir los



48 Capitulo 4. Métodos numéricos

flujos Roe de la siguiente forma

1
Fi% = 5 |Frioa + Fricio >R |, (4.142)

endonde Fr ;1 = F(Ur;-1,2), Fric1p = F(Ug-1/2), y

n“ | oUi_1)2, (4.143)
0Uiip = Upicip = Ugicijo, (4.144)

con L* y R” que representan los vectores fila y columna de las eigenmatrices correspon-
dientes a A”.

La ventaja principal del método de Roe es que incluye toda la informacidn caracteristica
del problema, y por lo tanto, es menos disipativo que por ejemplo el HLLE, y ademas tiene
mayor precision para capturar discontinuidades de contacto. Ademas como fue demostrado
por [Roe (1981)], se obtienen los flujos de forma exacta si la solucién del problema de
Riemann completo no lineal contiene solamente una discontinuidad aislada. Sin embargo,
ya que este resolvedor estd basado en una linealizacién de las ecuaciones del sistema de
ecuaciones, para algunos valores de los estados izquierdos o derechos el método puede
fallar [Einfeldt et al. (1991)], regresando valores de densidad o presion negativos en uno o
mas estados intermedios.

Roe para la MHD en 1D

Para ilustrar el resolvedor de Roe, solamente se calculard para el caso de las ecuaciones de
la MHD ideal en 1D tal y como se hace en [Cargo & Gallice (1997)]. Para este caso se
escriben las ecuaciones de la MHD ideal en 1D de la siguiente forma
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% N 5<§:x) _— (4.145)

a(g:X) N 0(9% ; PD _ . (4.146)

3(/(;?) N a(PVxVB; B.B,) = 0, (4.147)

(9(,;?) . 0(pvxv3 ; B.B.) _ 0. (4.148)

aaziy N 6(Byvxa - Bo) _ (4.149)

% . w _— (4.150)

OpE , OpviH ~ BB, + By, + Bv)) o (4.151)

ot 0x

en donde v,, v,, v, son las componentes de la velocidad, B,, By y B, son las componentes
del campo magnético, E es la densidad de energia total, p, = p + B?/2 es la presion total y
H es la densidad de entalpia.

La construccion de la matriz Roe para el caso y = 2 fue calculada por [Brio & Wu (1988)],
en este caso la matriz se define mediante la relacion siguiente

S(U,U,) = AUy (U;, U,)), (4.152)

en donde U,,.(U;, U,) es una generalizacion de los promedios Roe para la dindmica del gas,
esto es

Uae(U1, Up) = U(p, v, V3, v, H, By, By), (4.153)
con
Vi + \pi, Npréi+ \pié

= ¢ = (4.154)

o+ NP Vo B

Sin embargo, dicha matriz Roe no es para el caso de y en general, y tampoco cumple la
condicion (4.135). El cdlculo de una matriz Roe para y en general presenta dificultades, y
para entender un poco sobre dichas dificultades se presenta el cdlculo de tal matriz para las
ecuaciones de la MHD isentrdpicas en 1D. El modelo estd dado por el siguiente conjunto
de ecuaciones
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op 0(pu)

- =0,
o ox

puwy 0 ( , B*\
o +ax(pu +p+2 =0,

0B 0

— + —(Bu) = 4.1

5 F B =0, (4.155)

en donde la presion estd definida por la ley isentrépica, p = Cp” con C > Oy y < 1.
Aqui By u representan componentes transversales del campo magnético y de velocidad,
respectivamente.

Para construir la matriz Roe del sistema (4.155), se usa la analogia con la hidrodindmica.
Primero se supone que el campo magnético es cero, por lo tanto en este caso la matriz
debe coincidir con la matriz Roe de la hidrodindmica en 1D. Esta aproximacién da los
promedios que se usan para expresar los saltos de la presion magnética en términos de los
saltos hidrodindmicos. De aqui en adelante, se define A¢é = & — &,, y se usa la relacion
clésica

A(én) = EAn + NAE, (4.156)
con ¢ y 77 definidas por (4.154). Se introduce el promedio positivo de la velocidad del
sonido @2, el cual es una funcién de U; y U, y est4 definido tal que Ap = @*Ap.

La dificultad mas importante radica en la descomposicion del salto de la presion magnética.
La relacién natural AB?> = 2BAB, en donde B denota el promedio aritmético de los estados
izquierdo y derecho, implicaria que la matriz tiene valores propios que no son reales. En-
tonces se debe encontrar una relacion mas general que exprese las variaciones de la presion
magnética en términos de cada componente del vector de variables conservativas, esto €so

B2
A== XAp + YA(pu) + ZAB, (4.157)

en donde X, Y, Z son coeficientes por calcular. Estos coeficientes se calculan de modo tal
que la matriz resultante A" sea una matriz Roe:

0 1 0
Asen _ | i +a*+X 2u+Y Z

_i(B) (8)
;) ()
La matriz A" debe tener valores propios que sean invariantes de Galileo y deben ser
simétricos con respecto a la velocidad #. Esto implica que el pardmetro Y debe ser cero.

Ademas, se quiere que la matriz A™*" sea consistente con el caso particular de y = 2, es por
eso que se usa el promedio B para el campo magnético, que representa el inico promedio

N
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en la matriz Roe introducida por [Brio & Wu (1988)]. Lo anterior implica la siguiente
relacion

BZ
A = XAp + BAB, (4.158)

de donde se obtiene facilmente el valor para X, dado por

¥ o (AB)’
T 2(+pr VP

La matriz definida por las relaciones (4.157)-(4.159) forman una matriz Roe, con valores
propios reales que estan definidos por

ii— @+ B p+X,i,i+ \|@®+B*p+X. (4.160)

Esta matriz coincide con la del caso de la dindmica de un gas isentrépico cuando el campo
magnético es cero. El resultado que se obtuvo para este caso simple es muy interesante ya
que indica una forma de expresar el salto de la presion magnética de manera consistente
con la definicién de la matriz Roe. Se puede ver que esta relacion es sorprendente en cierto
punto, ya que expresa el salto de la presion magnética en términos no solamente del salto
del campo magnético, sino que también en términos del salto de la densidad, lo cual es
menos natural.

(4.159)

Como se presentd la construccion de la matriz Roe para el sistema (4.155) sin ninguna
suposicion sobre vy, para calcular la matriz Roe asociada al sistema de ecuaciones de la
MHD ideal en 1D, se usan los resultados principales obtenidos anteriormente para el caso
isentropico. Los saltos de los términos hidrodindmicos se tratan de igual forma que en
el caso de las ecuaciones de Euler. Por ejemplo, las variaciones de la energia cinética se
expresan como

A(pv?) = =V Ap + 27V - A(pv). 4.161)

Por otra parte, las variaciones de la presion magnética se expresan en términos de los saltos
en el campo magnético y la densidad,

B2
A7 = XAp + B - AB. (4.162)

Ademas usando las ecuaciones (4.159), (4.161) y (4.162) se pueden calcular de manera
simple los saltos de la presion y de la entalpia total:
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2
Ap = (7—1)[(%—X)Ap—V'A(vaA(pE)—E-B, (4.163)
AlpH) = [(2—V)X+%(y—l)vz]Ap—(y—1)v.Av+yA(pE)+(2—y)§.AB. (4.164)

Con todo lo anterior se obtiene la siguiente matriz Roe

0 1 0 0 0 0 0
021 03 023 024 025 026 027
b9, P, ¥ O -B, 0 0
_ 55, 9 0 ¥ 0 -B, 0
A = _Bv‘_’x BV, By B
A
% 2
— 4B = 90 2 0 w0
p p p p
071 072 073 074 075 076 O77
en donde
o1 = 2+ 2 =X + L5265 = 25, — (y = )7, (4.165)
03 = —(y — Dy, 004 = =(y — Dy,
025 = (2= )By, 026 = (2= ¥)B;, 67 =y — 1
y
I o By _
571 = —VXH + Vx(521 + v, ) + —(V . E) (4166)
o
_ B B? _ B,
070 = H + V(622 — 2V,) — —, 073 = V03 — —B,,
p —_—
_ B,
074 = V04 — —B;
p—
075 = V025 — ByVy, 076 = V026 — ByV;, 077 = Vi + V,027.
La matriz A tiene los siguientes valores propios
Vy = CpyVy = Cqy Vi — Cyy Vi, Vi + Cy, Vi + C, Vi + C. 4.167)

Con
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¢ =b?, (4.168)
1{ .
= 3 ((a*)2 + 4J(@)* - 4a2b§),
1{ _ n
e = ) ((a*)2 — /@) - 4a2b§),
en donde
B
b= % b = (b,,b,,b,) (4.169)
_*2

2
—a+b azz(z—y)x+(y—1)(ﬁ—%—l32).

Para definir completamente los flujos Roe, se requieren los vectores propios, los cuales
estan definidos de la siguiente forma

1

Vx
‘_}y
R;, = = v : (4.170)
0
0

_2 _2
Y L rey
L 2 + y—-1 |

0
0

{ +0p:
R; .z, = ) ¢8ﬁy
=S VB

S B,
L ie(‘_"yﬂz - ‘_"zﬂy) ]

, 4.171)
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pay

par(Fy £ Ty
e(asﬁy + ayCrfyS)

R, .. = % plasy: + asepB.S) . (@.172)

- \/Eafaﬁy

- \/ECY f ap.

P [FI -= 4 vxax] + pa, TS 9By + V:B:) — \[pasalB, |

o I,

pay
pay(Vyx + Cy)

Q(Qf\’zy F a,cyB,S)

— playv: ¥ a:t,B:5) . (4173)

pa (JpaaB,

\/Easaﬁz

F pasC S (WPy + V) — \JpasalB | |

y los saltos 7 estan definidos por las siguientes relaciones

vaiaf =

pay [FI -

oI5,

+ \7fo

s, = (@ — X1Ap — Ap,

4.174)
_ S
Mo +c, = ) FByAv, = B Avy + %(ﬁyABz - B:ABy)

s

No,xz, = E[as [XAp + Ap] £ paycrS (ByAvy + B:Av;) + paCsAvy — \/Eaffl(ﬂyABy + B.AB;)],

1 _ _ _
Moy = E[af[XAp +Apl F pacS (ByAvy + BAv;) + pagCrAvy + \/Ea/sa(ﬂyABy + B.AB;)],

en donde

B _ —
S = sign(B,), Py:= ﬁ B.| = \/B; + B2, (4.175)
1
2 a’ - E? 2 53‘ -a’
a; = . = .
S =2 =2 s =2 =D
Cp = Cy Cp— G5

Para obtener las matrices de Roe en las direcciones y y z se lleva a cabo el mismo proce-
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dimiento mostrado anteriormente, sin embargo en esta tesis solamente se muestra el caso
en 1D. Para fines de implementacion numérica en 3D, la estructura caracteristica comple-
ta de las matrices Roe para las ecuaciones de la MHD ideal en 3D se puede encontrar en
[Linde (1998)], y se expresa tal que para una direccion dada a lo largo de un vector normal
n se eligen dos vectores unitarios arbitrarios 7; y 7, que forman una base con n. Por lo
tanto la estructura caracteristica conformada por vectores propios (izquierdos y derechos)
asociados a los valores propios de las ecuaciones de la MHD ideal en 3D esta dada por

1
il = (1,0,0,0,-—,0,0,0), (4.176)
a
r. = (1,0,0,0,0,0,0,0)"; 4.177)
B, B
X1 = (0,0,-B,0p,B:,05,0,0,+ \/%,:%), (4.178)
re = (0.0,~Br,op,. Bros,.0.0,£22 520, (4.179)
- s Uy T B,,7 Bn, s Vs — ’ - =) .
a T2 T \/ﬁ '\/ﬁ

_PCf,anBr] _PCf,anBTz 1.0 pcf,sB‘n PCf,sBrz

/l;—i’s:l.;f,s = (0, 2pcss, ¥—5 5),  (4.180)

Py~ B2 ’ pcix - B2 Y ’pci,s - B2 ’ pc%s - B;
crsB,B crsByB crsB crsB
r?’s = (o, icf,s,¢p ];,s n 1'21 ’¢p fz,s n T;,yp, ’ sz,s T]2’ pzf,s T22)T; (4.181)
i B; PChy— B; PChy— B; pCyy— B;
Aa:1a = (0,0,0,0,0,1,0,0), (4.182)
r, = (0,0,0,0,0,1,0,0), (4.183)

endonde B, = B-n, B, =B-71, B, = B-1,y 0, = sign(B,), que es la funcién
signo. Ademds a* = %p es la velocidad del sonido al cuadrado, cy es la velocidad mag-
netdsonica rdpida y lenta asociada al sistema de la MHD ideal. Para calcular los saltos
se usan las ecuaciones (4.143)-(4.144), las cuales usan los vectores izquierdo y derechos
definidos arriba. Entonces se calcula la estructura caracteristica para cada direccion normal
correspondiente y con eso se obtienen los flujos de Roe en las direcciones x, y 'y z.

4.3 Reconstruccion de variables

En la seccion anterior se desarrollaron los resolvedores de Riemann para el calculo de los
flujos numéricos en el caso de la MHD ideal, y se vio que se requiere conocer las variables
conservativas o primitivas a la izquierda y derecha de cada intercelda numérica del volumen
finito. Por tal motivo se deben reconstruir tales variables, que representaran los estados del
resolvedor de Riemann aproximado en especial. En esta seccion se describirdn algunos de
los métodos de reconstruccion de variables, abarcando desde el método mads sencillo, que
se basa en reconstruir las variables como constantes a trozos, el cual se llama Godunov,
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Figura 4.6: Se muestra la aproximacion constante por pedazos de la funcién U(x, 1), y la
funcion resultante U(x, t) compuesta por las funciones escalon en cada intercelda.

hasta los métodos que usan una aproximacion lineal como MINMOD y MC, e incluso los
que usan una aproximacion polinomial, como es el WENO.

4.3.1 Método de Godunov

Es el método mds simple para reconstruir o aproximar una funcién. Este método considera
una funcién U(x, t) definida con valores constantes sobre una malla numérica x;, entonces
la funcién constante a trozos se define por U(x, ) tal y como se muestra en la Fig. 4.6.
Por lo tanto bajo esta aproximacion, en cada intercelda localizada en x;.;/, se construyen
valores a la izquierda denotados por U; y valores a la derecha Uy de la siguiente forma

Ul U, (4.184)
Ufn = Ui (4.185)

Como se puede ver, es un método muy sencillo de implementar, sin embargo como en el
problema de Riemann se resuelven discontinuidades, el uso de este método produce mucha
disipacion que puede ser un problema cuando es importante capturar las discontinuidades
en un problema fisico en especial.

4.3.2 Métodos con aproximacion lineal

Son métodos que aproximan una funcion U(x, f) usando la aproximacion lineal por trozos,
con un error de precision de segundo orden. En general estos métodos consisten en cons-
truir una funcién por trozos usando lineas rectas con una pendiente aproximada, como se
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Figura 4.7: Reconstruccién lineal a trozos. La figura muestra la funcién U construida con
funciones lineales a trozos U en cada intercelda.

muestra en la Fig. (4.7). Tal pendiente se puede escoger de varios maneras, y en especifico
se describen los métodos MINMOD [Roe (1986)] y MC [Van Leer (1977)] que fueron
usados en esta tesis.

MINMOD

Es un método de reconstruccion de variables mediante lineas rectas a trozos. La dificultad
de este método es el calculo de la pendiente de la funcién lineal, para dicho célculo se
requiere conocer los valores de la funcién U(x, f) en los puntos vecinos U;_;, U; y U, de
la celda x;.1/,. Para esto se calculan las pendientes auxiliares m, = m;_jp, my = miz12 y
ms3 = m;,3)2, entonces la pendiente centrada en la celda x;,,/, estd definida como

Uiy — U,
Migijp = ———1, (4.186)

Xit1 — Xi

Por lo tanto la variable aproximada U se construye usando lo siguiente
UiL+l/2 = Ui+ oi(xi — xi-12), (4.187)
U\ = Ui + 01 (X — Xi1 ), (4.188)

donde el valor de las pendientes o; = o(my,my) y 01 = 0(my, m3), se determina por la
funcién MINMOD
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Figura 4.8: En la figura se esquematizan las pendientes adyacentes al punto x;,;. Se
puede notar que para calcular las pendientes m;, m, y m3 se requiere conocer los valores de
la variable U en los puntos vecinos, U;_y, U;, Uiy y Ujss.

a si Ja|l <|b|, conab >0,
o= MINMOD(a,b) =3b si |a|>|b|, conab >0, (4.189)
0 siab<O.

La funcion MINMOD escoge la pendiente minima en cada intercelda siempre y cuando las
pendientes tengan el mismo signo. En el caso de que las pendientes tengan signos opuestos,
como en el caso de m, y mj de la Fig. 4.8, se toma una funcién constante U, con el valor
de la funcién evaluada en el punto x;;;. La descripcién anterior es para el caso de una
dimension, sin embargo para reconstruir las variables en tres dimensiones, simplemente se
aplica el método a cada direccion.

MC: Monotonized Central

El método de reconstruccion de variables MC es similar al MINMOD, ya que se basa
en la construccion de pendientes para aproximar la funcién dada. La principal diferencia
es que este método permite que la pendiente tenga un valor intermedio, haciendo que la
pendiente no sea tan pronunciada, y de esta forma las variables aproximadas preserven su
monotonicidad. Para calcular los valores a izquierda y derecha de la intercelda ubicada en
Xi+1/2, s€ usan las expresiones (4.187)-(4.188) y la funcién MC para calcular la pendiente
estd definida de la siguiente forma



4.3. Reconstruccion de variables 59

2a si |a| < |bly 2lal < |c,
2b si |a| > |b|y 2|b| < |cl,
si |c| <2laly || < 2|b],

0 siab<O.

o=MC(a,b) = (4.190)

En el caso de la funcion MC, se puede ver que las pendientes son el doble que en el caso
del MINMOD, ademds de que calcula la pendiente intermedia ¢ = (a + b)/2 antes de
calcular el minimo. Este método tiene mayor precision para reconstruir las variables que el
MINMOD, sin embargo puede introducir oscilaciones no fisicas mas facilmente.

4.3.3 WENO: Weighted Essentially Non-Oscillatory

Es un método de aproximacién que usa polinomios de alto orden para reconstruir las varia-
bles a izquierda y derecha. La principal ventaja de este método es que reduce las oscilacio-
nes numéricas que se presentan por ejemplo en el caso del MC. Existen diferentes érdenes
del WENO, en esta tesis se usé el caso r = 2, que corresponde a reconstruir las variables
usando polinomios de quinto orden, y se denomina WENOS [Titarev & Toro (2004), Har-
ten et al. (1997)]. Se basa en una interpolacion que usa cinco valores de las variables
en Ui, Uy, U;, Uiy y Uiyr. Los valores de las variables U se reconstruyen usando la
siguiente base de polinomios

r—1
u(x) = Z a(xX)w, (4.191)
=0

en donde los coeficientes se calculan de tal forma que el polinomio aproxime de la manera
mas Optima las variables en cada intercelda, y se definen de la siguiente forma

d a;

= — w; = —
(e + B> 0 %

en donde los valores de S, para el caso r = 2 estan dados por

Q , 1=0,1,...,r—1, (4.192)

13 1

Bo = E(Ui —2Uj + Ui+2)2 + Z(3Ui —4Uj + Ui+2)2» (4.193)
13 1

Bi = E(Ui—l —2U; + Up)* + Z(Ui—l — Uin1)’ (4.194)
13 1

B = E(Ui—Z —2Ui + U’ + Z(Ui—Z —4Ui, + Uy (4.195)

Para el caso r = 2 los valores 6ptimos d; son
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3 3 1
) d = -, d = )
100 T 70

con estos valores se puede calcular la variable Uy ;.1 a la izquierda de la intercelda x4 2
de la siguiente forma

dy = (4.196)

1
Ui = ng(_UHZ + 35Uy +2U)) (4.197)
1
+6wl(_Ui—l +5U; +2U}41)
1
+6w2(2U,-_2 70U, + 11U,)

De la misma forma se calculan los coeficientes ptimos para interpolar las variables a la
derecha de la intercelda x;_;»

1 3 3

dy=—, di=,, d=+: 4.198
0 10’ 1 5’ 2 10, ( 9 )
de tal forma que Ug,_1/> a la derecha esta dada de la siguiente forma
R 1
Ulip = 6w0(2Ui+2 =70 +110)) (4.199)

1
+60)1(_Ui+1 +5U; +2U;y)

1
+ga)2(—U,'_2 + 5Ui_1 + ZU,)

4.4 Constriccion del campo magnéticoV-B =0

La MHD ideal tiene una ecuacién adicional que no es de evolucion, sino més bien repre-
senta una constriccion, que describe la ausencia de monopolos magnéticos y estd dada por
la ecuacion de la divergencia del campo magnético V - B = 0. Esta constricciéon debe
satisfacerse numéricamente desde el tiempo inicial y durante toda la evolucion. Incluso
numéricamente, resulta complicado que se mantenga su valor exactamente en cero, debi-
do a que en la evolucién se van produciendo errores que violan la constriccién y pueden
obtenerse valores no fisicos, es decir monopolos magnéticos debidos a la acumulacién de
errores. Por tal motivo, se requiere la implementacion de métodos numéricos especificos
que controlen la violacién de la constriccion lo mas posible. Existen varios métodos, en-
tre los que se encuentran la formulacién no conservativa de las ecuaciones de la MHD
ideal incorporando los términos de la divergencia como fuente en las ecuaciones, tal for-
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mulacion es conocida como 8-waves y fue introducida por [Godunov (1972), Powell et al.
(1999)]. Otro de los métodos se basa en una forma especial de discretizacion de la ecua-
ciéon de Faraday usando los flujos numéricos calculados con un resolvedor de Riemann,
el cual es conocido como Transporte de Flujos Restringidos (Flux-CT, por sus siglas en
inglés)[Evans & Hawley (1988), Balsara & Spicer (1998)], este método se implemento en
la MHD ideal. Existen otros métodos en donde se introduce una variable escalar extra que
ayuda a disipar los errores de la divergencia, este tipo de métodos es conocido como lim-
pieza hiperbdlica de la divergencia [Dedner et al.(2002)]. En el caso de la MHD resistiva
se usa un método basado en la limpieza hiperbdlica, y es conocido como formulacién ex-
tendida de los multiplicadores de Lagrange generalizados (EGLM, por sus siglas en inglés)
[Dedner et al.(2002)]. En las secciones siguientes se hard una descripcion de los métodos
mencionados anteriormente para cada sistema de ecuaciones.

4.4.1 Transporte de Flujos Restringidos: Flux-CT

Este método se basa en el hecho de que hay una dualidad entre el campo eléctrico y los
flujos calculados por los resolvedores de Riemann. La ecuacion de induccion de Faraday
en el marco de referencia de un observador euleriano estd dada por

B
(?97 +VXxE=0. (4.200)

Para la MHD ideal el campo eléctrico E esta definido simplemente por

E = -v xB, (4.201)

considerando que hay situaciones en donde se usa la forma mas general de la ley de Ohm.
Las ecuaciones (4.200)-(4.201) sugieren que se puede usar una version discreta del teorema
de Stokes para la actualizacion temporal de los campos magnéticos [Yee (1966), Brecht et
al. (1981), Evans & Hawley (1988), DeVore (1991), Balsara & Spicer (1999)]. En esta
interpretacion, las tres componentes del campo magnético estan colocadas en el centro de
las caras del elemento de volumen y el campo magnético es calculado como un promedio
sobre el drea de cada cara. En este caso los campos eléctricos estian colocados en las aristas
de las caras, entonces la integral de linea del campo eléctrico sobre las aristas da la fuerza
electromotriz en la arista. Por lo tanto el teorema de Stokes implica que el cambio en el
flujo magnético asociado a cada cara del volumen es igual a la integral de linea del campo
eléctrico sobre las aristas multiplicada por el paso de tiempo. En palabras més sencillas, el
cambio en el flujo es la suma de las fuerzas electromotrices sobre las aristas que delimitan
cada cara del volumen. En la Fig. 4.9 se muestra la posiciéon del campo magnético y
eléctrico de una forma esquematica.

El método se puede explicar de una forma mas detallada partiendo de que la constriccion
V-B =0, y se escribe en forma integral aplicando la ley de Gauss, esto es
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Figura 4.9: Posicion de los campos magnéticos B en el centro de las caras del volumen y
posicion de los campos eléctricos E en las aristas del volumen. En esta figura se presenta
la notacion usada para los cédlculos.

fV-dezgg B-dA =0. (4.202)
\%4 )%

En este caso V representa el volumen de un cubo en el caso 3D, y 6V son las superficies
cerradas o caras del cubo. Entonces la integral (4.202) se debe descomponer en 6 integrales
de 4rea de la siguiente forma

%B-dA:fB-dA1+fB-dA2+fB-dA3 (4.203)
)% A1 A2 A3
deA4+deA5+deA6
Ay As Ag

Ademas la ecuacion (4.200) y la forma integral de V - B = 0O se relacionan de la siguiente

forma
B
ifB-dA:fa—-dA:f(VxE)-dA. (4.204)

Se puede aplicar el teorema de Stokes a la ecuacion (4.204), de donde se obtiene la ecuacion
de evolucioén del campo magnético en direccion normal a cada cara del cubo, dada por
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ideA:gg E - dl, (4.205)
dt Ju aA

en donde la integral de linea se hace a lo lago de cada arista del cubo.

Haciendo la integracion a lo largo de la direccidén x se obtiene la siguiente ecuacién de
evolucion para B,

OB.(i+1/2,jk) _ Ei+73,j+ 5.k~ E(i+3j- 3.k

— 4.206
ot Ay ( )
Ey(l"' %’j’k-i_ %) _Ey(l+ %aj,k_ %
Az ’
en donde
1 1 k+1/2
E(i+=,j+5.k)= f E(Xis1/2,yj4+1/2,2) - 2dz, (4.207)
2 2 k=172
1 1 j+1/2
Ei+ s ke b= f E(xie1 2.y, 2iony2) - Sdy. (4.208)
2 2 j-1/2

La ecuacioén (4.207) estd definida en el centro de la cara A; ubicadaen (i + 1/2, j, k).

De manera andloga se integra a lo largo de la direccién y para obtener la ecuacién de
evolucion para By en la cara A>(i, j + 1/2, k)

OBy(i, j+1/2,k)  Exi,j+3.k+ ) —E(i,j+3.k—13
o1 B Az

E(i+3,j+3.-E>l-3j+3.k

Ax ’

- (4.209)

en donde E, estd definida de la misma forma que la ecuacién (4.208) y E, se define como
1 1 i+1/2
E.(i, j+ E’k + 5) = f E(x, yj+1/2,Zk+1/2) - Xdx. (4.210)
i-1/2

Finalmente integrando en direccion z se obtiene la ecuacion de evolucion para B, en la cara
A3(i7 j7 k + 1/2)
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0BG, jik+1/2) _ Ey(i+3,jk+3) = E(i— 35, jk+3)
ot B Ax

Ex(i,j+ %’k+ %)_Ex(l,.]_ %’k+ %)

Ay ’

- 4.211)

en donde E, y E, se definen por las ecuaciones (4.208)-(4.210) respectivamente.

En las ecuaciones de evolucion aparecen las componentes del campo eléctrico E que se
calculan en las aristas del cubo. En este caso los flujos se calculan en las interfaces de cada
celda. Es decir, en direccion x los flujos se ubican en el punto (i + 1/2, j, k), en la direccién
y se definen en el punto (i, j+ 1/2, k) y en la direccién z en el punto (i, j,k+ 1/2), la manera
detallada de calcularlos se puede encontrar en [Lora-Clavijo et al. (2015)].

Los valores E en los vértices del cubo se calculan mediante un promedio aritmético usando
flujos adyacentes de la siguiente forma

1 1 1
E.G,j+1/2,k+1/2) = Z(FyZ(i’j+ E’k) + Fy (i, j + §,k+ 1)) 4.212)
.. 1 .. 1
-F,(, jk+ 5) —Fu,j+1,k+ 5)’
1 1 1
E(i+1/2,j,k+1/2)= Z(sz(i, Jok+ 5) + F(i+1,j,k+ 5)) 4.213)
1 1
_sz(i + §’J9k) - sz(i + §’J9k+ 1)’
1 1 1
E.G+1/2,j+1/2,k) = Z(ny(i + E’j’ k) + Fy(i + E’j+ 1,k)) (4.214)
1 1
—Fy. (i, j+ E’k) -FyG+1,j+ E’k)’

en donde las componentes E,, E,, E. cumplen la condicion

E.,=-F,=F,, (4.215)
E,=F,=-F,, (4.216)
E.=-F,=F,, (4.217)

esto por definicion de los flujos de las ecuaciones de la MHD ideal que en forma general se
expresan

Fiyw = viBy — vuBy, (4.218)
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en donde / es la direccion a la que apunta el campo y m es la componente. De acuerdo al
método del Flux-CT tales flujos se calculan usando el resolvedor de Riemann en particular.

La contribucion de cada una de las seis caras del cubo, debe satisfacer la constriccién en
su forma integral dada por la ecuacion (4.204) con al menos el error de redondeo de la
computadora (10712 — 10719),

4.4.2 Limpieza hiperbdlica de la divergencia: Método generalizado de
los multiplicadores de Lagrange extendidos (EGLM)

Es un método en donde se agrega una ecuacion escalar en el sistema de ecuaciones de
la MHD, de tal forma que se acople con la divergencia del campo magnético mediante
multiplicadores de Lagrange generalizados. En tal formulacién los errores de la divergencia
son transportados hacia las fronteras del dominio con la maxima velocidad admisible y al
mismo tiempo son amortiguados. La ventaja de esta formulacion es que el nuevo sistema
de ecuaciones de la MHD que incluye la ecuacion escalar sigue siendo hiperbdlico.

Para explicar el acoplamiento del campo magnético con una nueva funcidn ¢, se modifica
la ecuacién de induccion del campo magnético B y la ecuacion de la divergencia de la
siguiente forma

6B
— TV (veB-Bev)+Vy =0, (4.219)
DW)+V-B=0, (4.220)

en donde D es un operador diferencial lineal y ¢ es una funcion escalar que se acopla con
la divergencia del campo magnético. Entonces se debe escoger D junto con las condiciones
iniciales y de frontera para ¢ de tal forma que una aproximacién numérica de las ecuaciones
(4.219) y (4.220) sea también para el sistema original dado por las ecuaciones (3.15) y
(3.16). Existen distintas posibilidades para el operador lineal D, algunas de las cuales se
presentan en [Dedner et al.(2002), Munz et al. (2000), Munz et al. (1999)]. Para soluciones
lo suficientemente suaves se obtiene lo siguiente

8,V -B) + Ay = 0, (4.221)
8,DV - B) + AD() = 0, (4.222)
8,DW) + 0,(V -B) =0, (4.223)
AD@W) + AV - B) = 0, (4.224)

que se obtuvieron de las ecuaciones (4.219), (4.220). Finalmente se tiene
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8,D(V -B) — A(V - B) = 0, (4.225)
8,D() — Ay = 0, (4.226)

es decir V - B y ¢ satisfacen las misma ecuacion para cualquier eleccién de D. Entonces si
se elige por definicion

D) =0, (4.227)

implica que ¢ es solamente un multiplicador de Lagrange. En esta tesis se usa un operador
lineal mixto, que incluye una parte parabdlica e hiperbdlica, esto es

1oy 1
DW) = g + v (4.228)

en donde ¢, es la velocidad a la que se propagan los errores de la divergencia hacia las
fronteras, y ¢, es la velocidad a la que se amortiguan los errores. La eleccién de esta
forma del operador implica que se tiene una ecuacion tipo telegrafica para ¢, la cual ofrece
disipacién y propagacion de los errores de la divergencia. Con tal definicién del operador
lineal D la ecuacion (4.220) queda de la siguiente forma

) c?
a;f +GV B = -2y, (4.229)

en donde ¢;, y ¢, estdn definidos como

C

cn = szmin(Ax,Ay,Az), (4.230)
<

¢, = A|-Ar—-, (4.231)
Incy

en las expresiones anteriores Af es el paso de tiempo, Ax, Ay y Az son las resoluciones
espaciales definidas en un dominio 3D discretizado de la siguiente forma:
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Figura 4.10: Discretizacion del dominio 3D. En esta figura se muestra la discretizacién
espacial de un dominio uniforme en 3D. En el centro de cada elemento se definen las
variables conservativas U, .

Xmax — Xmin

Ax = ——
N,

Xijk = Xpmin + Ax - 1,

b

Ay = Ymax = Ymin
Ny

Yi.jk = Ymin + Ay : ja

AZ — Zmax — Zmin
N,

Zijk = Zmin + AZ -k,

b

b

(4.232)

donde i, j, k son enteros que etiquetan los puntos donde se define el dominio. Se considera
ademas que i = 0,1,--- ,N,, j=0,1,--- ,N,, k =0,1,--- ,N,, con N,, Ny y N, denotan
el nimero de celdas en las direcciones x, y y z, respectivamente. Finalmente, Ccry es el
factor de Courant-Friedrich-Levy que es menor a 1. Aqui ¢; € (0,1) es un coeficiente
que depende del problema, el cual define el rango de amortiguamiento de las ondas que
describen la propagacion de los errores de la divergencia, en la mayoria de las simulaciones
de esta tesis se toma el valor 0.18. Una figura esquemadtica del dominio 3D se muestra en
la Fig. 4.10.

Para obtener el conjunto de ecuaciones de la MHD resistiva de la formulacion EGLM, se
usan directamente las ecuaciones de Maxwell acopladas con ¢, esto es
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VxB =], (4.233)

oB

E+V><E+le:0, (4.234)
DW)+V-B=0. (4.235)

Para el caso de la MHD resistiva, la densidad de corriente J esta relacionada con el campo
eléctrico mediante la ley de Ohm J = oE’, en donde E’ representa el campo eléctrico en
un sistema de referencia moviéndose con el fluido. Entonces la ley de Ohm en un sistema
inercial se expresa de la siguiente forma

J=0E =0(E+vxB), (4.236)
donde o es la conductividad eléctrica que se relaciona con la resistividad magnética me-
diante o = 1/n. Por lo tanto el campo eléctrico E esta definido por

E=-vxB+nl. (4.237)

Con estas definiciones se obtienen las ecuaciones acopladas EGLM del campo magnético
y la funcion escalar ¢, que estan dadas de la siguiente forma

0B

E+V-(B®V—V®B+¢I) = -Vx@n-J), (4.238)
W, %
E +ChV'B = —C—2 . (4239)

Para encontrar las ecuaciones del momento y de la energia, se considera que en las ecua-
ciones del fluido la influencia del campo magnético viene dada por una fuerza externa, es
decir por la fuerza de Lorentz

F, =J xB, (4.240)

la cual completa las ecuaciones de momento, mientras que F; - v complementa la ecuaciéon
de la energia. La expresion completa de la fuerza de Lorentz esta dada por

FL:J><B:(VxB)xB:V-(B@B—%BZI)—(V-B)B. (4.241)

Por lo tanto en la ecuaciéon de movimiento (3.6), la parte en forma de divergencia de la
ecuacion (4.241) es afiadida como flujo, mientras que el segundo término es anadido como
fuente. La densidad de energia total consiste en la energia hidrodinamica y la energia
magnética [B|?/2. Por medio de consideraciones similares a las de la ecuacién (4.241)
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se obtiene el término fuente —B - (Vi) para la ecuacion de la energia, ademds en el caso
resistivo se toma en cuenta un término fuente dado por la disipacion de Joule definido como
E - J. Con lo anterior las ecuaciones para el momento y energia en la formulacién EGLM
son

0(pv)
ot

1
+V-((p+§B2)I+pV®V—B®B =—(V-B)B (4.242)

%—f+v-((E+p,)v—(v-B)B):—B.Vw—V~((n-J)xB). (4.243)

Finalmente la ecuacién de conservacion de masa es la misma que en el caso de la MHD
ideal, y estd definida por la ecuacién (3.12). El conjunto de ecuaciones de la MHD resistiva
en la formulacion extendida de los multiplicadores de Lagrange generalizados (EGLM) es
el siguiente

Z—i’ LV-(v) = O, (4.244)
1
a(gtv) +V~((p+§B2)I+pV®V—B®B = —(V-B)B (4.245)

%—f+v-((5+ p)V-(V-B)B) = -B-Vy-V-((-J)xB),4246)
%+V~(B®V—V®B+¢/I) = —Vx(@-J), (4.247)
W, oy o G
S +GV B = . (4.248)

Todas las variables del sistema anterior tienen su significado usual y se resuelven con las
mismas técnicas numéricas presentadas en secciones anteriores, sin embargo es importante
explicar como se trata la nueva funcion ¢ en la implementacion de los resolvedores de
Riemann HLLE, HLLC y HLLD.

HLLE para las ecuaciones EGLM de la MHD resistiva en 1D

Para aplicar el resolvedor de Riemann HLLE al sistema de ecuaciones de la MHD resistiva
se necesita conocer el conjunto de valores propios, en este caso la estructura caracteristica
tiene un valor propio adicional que estd asociada a la velocidad c,. Es decir la martriz
jacobiana A’ (W) para este caso es de la forma
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ve p O 0 0 0 0 0 0
0 Vx 0 0 _Bx/p By/p Bz/p 1/p 0
0 0 v. O =Byp -Bip 0 0 0
0O 0 0 v, -BJp 0 -B./p 0 0
AMW)y=l 0 0 0 0 Vy 0 0 0 1
0 B, -B, 0 -V Vy 0 0 0
0 B, 0 -B, -v 0 Vy 0 0
0O yp O 0 -v-B 0 0 vy (1-7%)B,
0 0 O 0 c; 0 0 0 0
De donde se obtienen 9 valores propios dados por
/llx = —Cp /12X =V~ Cva /l3x =V CAx’ /14X =V~ CSX ASX =V (4.249)
Ao, = Vit Cy, A7, =vi+Capy A3, = v+ Cy,, A9 =y,
en donde C, , Cy, y Cj, estin definidas por
BZ
Ci = —, (4.250)
‘ P
1 B B\ B?
2 o= S| YPEZ (PR a2 (4.251)
* 20 »p P p?
1| yp+ B + B2\’ B
o= | X2TZ \/(—”’ ) Rty § (4.252)
" 21 p p p

con B> = B} + B} + B y representan las velocidades de Alfvén, magnetosonica répida y
magnetosonica lenta, respectivamente.

Por lo tanto para calcular el méximo y el minimo de las velocidades caracteristicas necesa-
rias para el HLLE se usan los nueve valores propios calculados anteriormente.

HLLC para las ecuaciones EGLM de la MHD resistiva en 1D

Para describir el resolvedor de Riemann HLLC, se considera el caso 1D de las ecuaciones
(4.244)-(4.248) con los términos fuente S = 0, ya que en general los resolvedores se aplican
a la parte de las ecuaciones que no contienen las fuentes. Aplicando las condiciones de
Rankine-Hugoniot como en el caso de la MHD ideal, se tiene lo siguiente
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*p;; E * pzq: £ \2 PL pLqL
PrVsL PLViid tpPL—(Bp) PLVxL pLvsrq + pL— (Byr)?
plfvy,L pLV)Lq - Bx,LBy,L PLVy,L PLVy.Lq — Bx,LBy,L
PLV:L PLvad — By B PLVzL prvrq — By B L
Sc| E} |-| EL+prpg"—B BL-vL)" [=S.| Ep (EL+ pr)g — Ber(Br - vr) |, (4.253)
By, ¥y By v
B;’ L v; LB;’ ;= v; L By, VerByr — vy
B, vy LB:L -v., B, B, VirBor = VLB
Tl 2p
lﬁL Cth,L lﬁL Ch x,L
del sistema anterior se tienen las siguientes relaciones para ., ¥, B y B},
Su(Byy—Bur) = Y — Y, (4.254)
x 2
SiWr—y1) = (B — Bur) (4.255)

en general se considera ¥, = ¢ = ¥,y

SrRBxr —S1BxL

se calculan directamente los flujos de ¢ sin
resolver el estado intermedio U*. Las demads variables del estado U}, son iguales a las que
se calcularon para el caso de la MHD ideal, esto es:

Sr—S1 ’
_ SgByr—S1By1 — Byrvxr + Bxrvyr + By 1vxr — BrrvyL
- Sr—S1 ’
_ SRB:r—SLB;L— B;RVxR + BxrV:R + Borvar — BxLvoL
S-S ’
_ Se¢ = Vra
p(l Sa _ q* ’
= Pad’
(ovy) Sa = Via (B;,QB;,[Z - Bx,dBy,a)
= Vs, _
e Se—q* Se—q*
Sw — Vxa (B;,(IBZOZ - BX,(YBZ,LY)
= (e P "
Se—q Sa—q
Se = Via (I?qu* = Dt,Vxa) — (B;’Q(BHLL : VHLL) = Bra(B-V))
= a " —+ -
Sa—q Sa—q

(4.256)

(4.257)

(4.258)

(4.259)
(4.260)

(4.261)

(4.262)

, (4.263)

en donde el subindice @ = L, R representa los estados izquierdos o derechos, aqui Bt y

VH LL

UHLL — SgUr =S UL - (Fg— Fyp)

estan definidos por los promedios simples

Sr—=S¢L

b

(4.264)
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y ¢° = S » dada por la ecuacion (4.17), finalmente p; = p; esta dada por

pz, = poz(Sa - Vx,a)(q* - Vx,a/) + pta - B)2c,a + (Bx,a)2~ (4265)

Las velocidades S y S g estdn definidas como

S =min(vyr —Cy,ver — Crp)s (4.266)
SR = max(vx,L + Cfx,L’ ViR + Cfx,R)’ (4267)

en donde Cy,, , es la velocidad magnetosonica rapida a derecha e izquierda.

HLLD para las ecuaciones EGLM de la MHD resistiva en 1D

De igual forma que para el HLLC, se ilustra el resolvedor de Riemann HLLD, para el caso
de la ecuaciones de la MHD resistiva en la formulacién EGLM con S = 0. La caracteristica
principal, es que la funcién ¢ se considera invariante en los estados U* y U™, esto es

o =W, = (4.268)

Las demads variables para los estados U* y U** se calculan de la misma forma que para las
ecuaciones de la MHD ideal, y estan definidas de la siguiente forma

SRBx,R - SLBx,L

B = , 4.269
X, SR_SL ( )
B*a/ aSa_an 2_B a/BxaB;a_ B;a_Bxa Vya (lSa/_an/
g, = Bl aveoR = BuuBuoBly — Bl ButapelSu=vea) 4o
' pa(Sa - q*)(Sa - Vx,a) - (ch,a)
BaaSa_anz_BanaB;a_Bia_BxavaaSa_vxa
g, o BeobeSam v BBy =~ By~ BulvilsSu=v) (oo
’ pw(S 2 q*)(S a vx,a') - (Bxa/)
Sa_ X,
Py = pem (4.272)
S(z_q*
Ve = P4 (4.273)
* So— Vya (B;kc,aB;,a - Bx,aBy,a)
(EVy)e = (Vo So—q S.—q ; (4.274)
S(z — Vxa BjcaB*a - BX,CYB Net
Ve = (PV2a v; _ Bl - ), (4.275)
Sa_q Sa_q
Se = Via 04"~ PrVxa) = (B oy(B - V), — By o(B - V),
E - E Vi, +(p;(,q Pt,Vxa) — (By (B - V) ( ))’ 4276)
Se—q* Se—q*

en donde nuevamente @ = L, R, ademds que p; y ¢* estan dadas por las ecuaciones (4.75)-
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(4.84).
De igual manera que en el caso de la MHD ideal las variables del estado U™ estan dadas
por el siguiente conjunto de ecuaciones

oy = P 4.277)

v = g (4.278)
v+ \Jopvi, + (B, — B, )sign(BAL)

DAL S UL . : (4.279)

Pivip + \PRVig + (BZ*’R - B L)sign(BxHLL)

v.;' = - : , (4.280)

B, = B!, (4.281)
07 B: o + \J0RB:, + AJoi (V. — V) sign(BHILL)

B = \/_L V.R ROy.L PRVyr ~ VL ’ (4.282)

VPLBg + PrBis + VPipr(Vig — Vi) sign(BI™)

B* = : ’ : (4.283)
) VoL + NPk
E; = E, ¥ Jp,(v, B, —v" B")sign(BI""), (4.284)

en donde sign(B7") es la funcién signo de B y se define como 1, si BYE > 0y -1, si

BAL < (0. Ademads el signo menos y mds de la ecuacion (4.98) corresponden a @ = Ly R,
respectivamente.

4.5 Evolucion en el tiempo

Para evolucionar en el tiempo las ecuaciones de la MHD ideal y resistiva se us6 el método
de lineas en combinacidn con el algoritmo de integracion Runge-Kutta de tercer orden del
tipo TVD (Total Variation Diminishing) [Shu & Osher (1989)], esto para obtener un or-
den de convergencia aproximado de segundo orden considerando que la discretizacioén en
volumenes finitos es de primer orden en el espacio. La propiedad TVD es un tipo de dis-
cretizacion temporal que se aplica a sistemas hiperbdlicos que tengan una discretizacion
espacial estable. Cuando no se tiene la propiedad TVD se generan oscilaciones en la so-
lucidon cuando se integre en el tiempo, lo que también estd asociado con los operadores de
discretizacion espacial que se usen. Entonces para que estas oscilaciones estén acotadas,
se debe cumplir la propiedad TV para una funcién o variable definida en una malla, esto es

TV(g)= ) lai = g, (4.285)

[=—00



74 Capitulo 4. Métodos numéricos

en donde TV(g) es finito si g; es cero o constante cuando i— > +co. Entonces para que
las oscilaciones no aparezcan, el método que se emplee debe evitar que se incremente la
variacion total en el tiempo, es decir

TV(g™") < TV(g"). (4.286)

La condicién anterior significa que si el método es TV D, y se tiene un dato inicial monétono,
entonces éste permanecerd asi en los pasos de tiempo posteriores. En el caso cuando se dis-
cretiza una discontinuidad que se propaga, esta puede suavizarse en pasos posteriores, pero
no se volvera oscilatoria.

El método de lineas (MoL) consiste en escribir un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales como ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en el tiempo, de tal
manera que las ecuaciones se puedan representar de la siguiente forma

ou

— = L), 4.287

5 = LU ( )
en donde L(U) es un operador que contiene la informacion de la discretizacion espacial y
los términos fuentes de las ecuaciones escritas en forma de ley de balance. E1 MoL supone

que la ecuacion (4.287) se semidiscretiza como

ou
i [LD)]; ks (4.288)

y entonces la parte derecha es un nimero fuente de una ecuacién diferencial ordinaria
(EDO) en el tiempo. Esta EDO se resuelve con un integrador de EDOs. Como ejemplo, si

oU OF
== =, 4.289
ot 0x ( )
la versidon semidiscreta es
oU _ Flipju—Filip,
ik 1/2,jk (4.290)

Fr Ax ’
que se resuelve del tiempo " al #**! para todo i, j, k del dominio. Si se repite el proceso

acaba considerandose una solucion U}, en todo el dominio 3D de la Fig. 4.10.

Los flujos numéricos F” se calculan usando los resolvedores de Riemann descritos en las
secciones anteriores. Tanto los flujos como los términos fuentes se calculan en el nivel de
tiempo ¢".

Para integrar en el tiempo se uso el método de Runge-Kutta de tercer orden, esto significa
que en cada paso de tiempo At el integrador hard tres iteraciones antes de pasar al nuevo
At, tal método esta descrito de la siguiente forma
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Ul(]J)k = U" + At LU ja (4.291)
1

Ui = ZBU + U+ ALUD);jud, (4.292)
1

Ulie = 71307+ 20 +2ALLWU));jul. (4.293)

Se usan los valores U" y L(U") obtenidos al tiempo #* para calcular los valores de U"*!
al tiempo ! [Shu & Osher (1989)]. El paso de tiempo At se considera constante, y estd
definido para el caso de una dimensién como At = C¢prdx, en donde Ccpy se toma como
fijo y constante en todas las simulaciones de esta tesis. Los problemas resueltos en esta tesis
van desde una dimension espacial hasta tres, por lo tanto se tiene que definir el A de manera
consistente con la velocidad de propagacion de las sefiales a lo largo del dominio numérico,
por ejemplo para el caso en dos dimensiones se define como At = Ceppmin(Ax, Ay) y para
el caso de tres dimensiones como At = Ccppmin(Ax, Ay, Az).

4.6 Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera son parte esencial de la solucion de cualquier sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias y parciales, en el caso especifico de esta tesis se usaron
diferentes condiciones de frontera dependiendo del problema fisico que se estudid. Las
condiciones de frontera mas usadas fueron las de flujo saliente, flujo entrante, periddicas y
fijas en el tiempo.

4.6.1 Condiciones de frontera de flujo saliente

En forma general este tipo de condiciones de frontera evita que el flujo que sale del dominio
numérico regrese y contamine con errores numéricos la evolucion. Se definen para un
dominio 1D con N celdas, definidas de la siguiente forma:

q0 = 41, (4.294)
gn = 4n-1, (4.295)

en donde o = q(x(0)), g1 = q(x(1)), gn = q(x(Nx)) y gn-1(x(N, — 1)), las cuales denotan
a las variables evaluadas en los extremos (fronteras) de la malla numérica. Para el caso de
los problemas en 3D la condicién de aplica todas la caras del dominio numérico.
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4.6.2 Condiciones de frontera de flujo entrante

Andlogamente, estas condiciones consisten en inyectar materia al dominio numérico de
manera constante, y se definen de la siguiente forma

qg” = 45, (4.296)

n+1

dn = 9o 4.297)

en donde ¢" y ¢"*! son las variables en dos tiempos distintos, lo que significa la variable al
tiempo n + 1 hereda el valor de la variable al tiempo n.

4.6.3 Condiciones de frontera periodicas

Tales condiciones consisten en unir las fronteras opuestas del dominio numérico de la si-
guiente forma

qo = qn-1, (4.298)
gn = {41, (4.299)

entonces el fluido circula de manera periddica en el dominio.

4.6.4 Condiciones de frontera fijas en el tiempo

Este tipo de condiciones de frontera se usan para simular numéricamente que las variables
queden fijas en el tiempo durante la evolucidn, esto significa que las variables toman los
valores de la condicidn inicial en cada una de las fronteras del dominio. Tales condiciones
se simulan usando la siguiente condicién

RHS (qo) = 0, (4.300)
RHS(qy) =0, (4.301)

en donde RHS es el right-hand-side de cada una de las variables conservativas.
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4.7 Positividad de la presion en las simulaciones con MHD
ideal y resistiva

Los métodos de Godunov de orden alto que se han presentado en secciones anteriores y
que se usan para resolver las ecuaciones de la MHD ideal y resistiva calculan la densidad
de energia total y de ahi derivan la presion usando la densidad de energia interna en la
ecuacion de estado. La densidad de energia interna se obtiene restando la densidad de
energia cinética y magnética de la densidad de energia total. Sin embargo esto puede
causar problemas, en situaciones en las cuales la densidad de energia térmica sea mucho
mas pequefia que la densidad de energia cinética o magnética. Entonces pequefios errores
en la discretizacion de la energia total pueden producir presiones negativas, lo que implica
que los resultados no tienen una interpretacion fisica. Dindmicamente esto podria no ser
un problema, ya que la presién se puede reemplazar con una atmésfera P, ~ 1072, de
tal forma que la energia total no se modifique. Sin embargo, si se quiere ver la distribucién
de temperatura, la cual es una variable que se calcula de la presion, esta serd afectada por
el valor de la atmdsfera, lo que implica que se pierda informacion sobre la morfologia y
dindmica del problema. En el caso particular de esta tesis, se estudian fendmenos en la
atmosfera solar, en donde la 8 del plasma puede ser muy pequeiia, por ejemplo 5 ~ 1074,
Tales valores pequeiios de 8 producen que la presion se vuelva negativa auin en el caso de
usar un resolvedor de Riemann HLL, tales como el HLLC y HLLD que en teoria mantienen
la positividad bajo ciertas circunstancias, por lo tanto es necesario implementar métodos
que sean fisicamente consistentes, de tal forma que se mantenga la positividad de la presion.

Uno de los métodos que se usan para calcular de manera consistente y preservar la posi-
tividad de la presion fue introducido en [Balsara & Spicer (1999)], en donde se resuelve
la ecuacion de la densidad de entropia en lugar de la densidad de energia total. El método
parte de la ecuacion de la densidad de entropia

0
Z(L)+v
ot \p”
que puede ser acoplada con la ecuacién de continuidad (3.5) para derivar una ecuacién
conservativa tipo adveccion para la densidad de entropia, la cual se expresa como

Y (ﬂ) =0, (4.302)
p?’

[;—St +V-(vS)=0, (4.303)

en donde § = % es la densidad de entropia. Es importante mencionar que la densidad
de entropia se conserva para cada elemento de fluido, sin importar que pase a través de un
choque magnetosonico. Entonces la presion se mantendréd positiva ya que se recuperard



78 Capitulo 4. Métodos numéricos

de la ecuacion de la densidad de entropia. A pesar de que con este método se asegura
que la presion sea positiva, tiene sus desventajas, por ejemplo en las regiones en donde
hayan choques, la entropia no cumple con las condiciones de salto, lo que implica que
hay un aumento de entropia, pero si se estudia un fendmeno en donde los procesos sean
aproximadamente adiabdticos, el uso de la ecuacion de la entropia es una opcion. En el
caso especifico de esta tesis se resuelve la ecuacion de la densidad de entropia en regiones
de B del plasma pequefias cuando se estudia la formacién de jets en una atmdsfera solar
estratificada y considerando una configuracién de campo magnético mas realista en tres
dimensiones, como se estudiara en el capitulo 7.

Otro de los métodos que se usan para mantener la positividad de la presion en problemas en
donde la beta del plasma sea pequeiia, es resolviendo la ecuacién de la densidad de energia
interna en lugar de la de la energia total [Li (2008)]. El método se basa en usar la siguiente
ecuacion para la densidad de energia interna

0(pe)
ot

+V - (pev) = —pV - v, (4.304)

en donde e = ﬁ, es la densidad de energia interna. Como se puede ver es una ecuacion
no conservativa, sin embargo €sta propiedad no modifica la validez de la solucion cuando se
calcula la presion directamente después de haber calculado la densidad de energia interna.
De igual forma que la ecuacion de la densidad de entropia, la ecuacién (4.304) no cumple
las condiciones de salto en los choques magnetosénico, lo que resulta en una eleccién
no tan precisa para capturar choques, sin embargo de acuerdo a los resultados obtenidos
cuando se usa es una eleccion fisicamente aceptable.

Existen otros métodos para mantener la positividad de la presion en los casos en donde se
tengan choques fuertes, a tales métodos se les conoce como aproximaciones de retroceso
[Mignone et al. (2007), Tchekhovskoy et al. (2017), Beckwith & Stone (2011), Radice
& Rezzolla (2011), Nufiez & Munz (2015)]. Los cuales se basan en implementar dife-
rentes localizadores de choques, y en la vecindad de tales choques disminuir el orden del
resolvedor de Riemann, para de esta forma agregar disipacion. Por ejemplo en el cédigo
CAFE Newtoniano para estudiar la formacién de jets en la atmésfera solar en 3D, se im-
plement6 un método hibrido basado en la aproximacion de retroceso en donde se mezclan
los resolvedores HLLC y HLLE.

En este capitulo se han descrito los métodos numéricos utilizados para resolver las ecua-
ciones de la MHD ideal y resistiva, los cuales se basan en volimenes finitos en conjunto
con los resolvedores de Riemann HLLE, HLLC, HLLD y Roe. También se han descri-
to los reconstructores de las variables en las interceldas de los volimenes, los cuales van
desde el constante a trozos, conocido como Godunov, los lineales a trozos, tales como el
MC, MINMOD, hasta los de orden mayor basados en polinomios, como el WENOS. De
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igual forma se describieron los métodos usados para mantener la constriccion del campo
magnético V - B = 0 al orden del error de redondeo de la computadora, los cuales son el
Flux-CT para la MHD ideal y el EGLM cleaning para el MHD resistiva. También se des-
cribieron las condiciones de frontera que se usaran en las pruebas basicas, como se verd en
el capitulo siguiente y en los problemas en particular estudiados en esta tesis. Finalmente
se describieron los métodos para mantener la positividad de la presion del gas cuando se
usa la forma conservativa de las ecuacion de la densidad de energia interna total en pro-
blemas en donde la beta del plasma es del orden 1072 — 10~*. En el siguiente capitulo se
presentan las pruebas basicas en 1D y 2D que debe pasar cualquier c6digo que resuelva las
ecuaciones de la MHD ideal y resistiva.






Capitulo 5

Pruebas del codigo numérico

Para que el c6digo CAFE Newtoniano pueda ser usado en simulaciones numéricas en un
problema fisico en particular, debe pasar primero una serie de pruebas. Las pruebas presen-
tadas en esta tesis son estandar de muchos de los cddigos existentes. En algunas pruebas es
posible comparar la solucién numérica con la exacta, como en el caso de los problemas de
Riemann en 1D para la MHD ideal. En el caso de las pruebas en 2D de la MHD ideal no se
tienen soluciones analiticas disponibles, entonces una forma de mostrar que el c6digo re-
produce las pruebas es al menos comparar morfolégicamente los resultados obtenidos con
los de otros codigos existentes. Sin embargo, lo anterior no es suficiente para estar seguros
de que el codigo funcione bien, por tal motivo en la mayoria de las pruebas 2D se incluyen
ademds pruebas de consistencia. Particularmente en el caso de la MHD ideal una prueba
que indica que la implementacién es correcta es el monitoreo de la constriccion V- B = 0,
la cual debe mantenerse lo suficientemente pequefia para que no afecte la evolucién del
sistema. En el caso de la MHD resistiva, se presenta una prueba en 1D relacionada con
la adveccion del campo magnético en presencia de la resistividad. Las pruebas 2D para
la MHD resistiva miden la capacidad del cédigo para describir correctamente los proce-
sos de reconexidén magnética lenta y rdpida, asi como de capturar las inestabilidades que
se presentan en el caso de una resistividad localizada. Aparte de las pruebas de la MHD
ideal y resistiva, se presentan pruebas solares, en donde se mide la capacidad del codigo de
describir correctamente fendmenos asociados a la propagacion de ondas de Alfvén en una
atmosfera solar formada por configuraciones magnéticas realistas.

81
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Nombredeltest| y | p [ p [ vo [vw[v] B. | B [B
Brio - Wu

Estado izquierdo | 5/3 1.0 1.0 | 0.0 |0.0]|0.0| 0.75 1.0 0.0

Estado derecho 0.125 ] 0.1 | 0.0 | 0.0 0.0 0.75 -1.0 0.0

Ryué&Jones 1b
Estado izquierdo | 5/3 | 1.0 | 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 3/ Vdx | 5/ V4= | 0.0

Estado derecho 0.1 [10.0] 0.0 |0.0]0.0|3/Var | 2/V4x | 0.0
Ryué&Jones 2b

Estado izquierdo | 5/3 | 1.0 | 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 3/ V4x | 6/ V4x | 0.0
Estado derecho 0.1 [10.0] 0.0 |20 1.0|3/Var | 1/V4x | 0.0
Ryu&Jones 3b

Estado izquierdo | 5/3 | 1.0 | 1.0 [-1.0|0.0 | 0.0 | 0.0 1.0 |00
Estado derecho 1.0 1.0 1.0 1 0.0] 0.0 0.0 1.0 0.0

Tabla 5.1: Pardmetros para los distintos problemas de Riemann de la MHD en 1D.

5.1 Pruebas numéricas de la Magnetohidrodinamica ideal
clasica

5.1.1 Pruebas 1D

Para ilustrar como el codigo puede evolucionar un gas magnetizado, en esta sub-seccion se
presentan las pruebas bésicas de los tubos de choque en una direccion. Se presentan pruebas
1D dadas por problemas de Riemann bajo ciertas condiciones iniciales y se comparan los
resultados numéricos con la solucién exacta desarrollada en [Takahashi & Yamada (2013),
Takahashi & Yamada (2014)]. En este caso se calcula la solucién numérica usando las
formulas de fluyjo HLLE, HLLC, HLLD y Roe combinados con el reconstructor MINMOD.
El dominio de evolucién es [-0.5,0.5] con N = 800 celdas, un factor de Courant CFL = 0.25
para las pruebas 1, 3, 4 y CFL = 0.08 para la prueba 2. La discontinuidad esta localizada
en x = (. Para la estimacion del error entre la soluciéon numérica y la solucién numérica,
se calcula la solucién numérica usando tres resoluciones espaciales distintas Ax; = 1/200,
Ax, = 1/400 y Ax; = 1/800. Para estas pruebas se usé la version del cédigo 3D con 4
celdas a lo largo de las direcciones transversales. Los parametros de las pruebas 1D se
muestran en la Tabla 5.1.

Prueba 1: Tubo de choque de Brio-Wu

El problema del tubo de choque de Brio-Wu [Brio & Wu (1988)] prueba la capacidad del
codigo de capturar los diferentes tipos de ondas, choques, rarefacciones, discontinuida-
des de contacto, y la estructura compuesta de la MHD ideal. Una imagen de la solucién
numérica para 4 diferentes resolvedores de Riemann comparada con la solucién exacta al
tiempo ¢ =0.1 se muestra en la Fig. 5.1. y se describe de la siguiente forma: la onda de
rarefaccion se mueve hacia la izquierda de x =-0.2 a x =-0.1, y la onda lenta compuesta
en x ~-0.03 son correctamente capturadas. La discontinuidad de contacto se resuelve en
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Figura 5.1: Prueba 1: Tubo de choque de Brio-Wu a r =0.1. Se muestra la solucién
numérica de p, p, v, y B, usando 4 resolvedores distintos comparada con la solucion exacta.
En este caso se uso el reconstructor MINMOD.

x ~0.05. Finalmente, la onda de choque lenta es capturada en x ~0.15 y la rarefaccion
rapida de x =0.32 a x =0.37.

Prueba 2: Ryu & Jones 1b

Esta prueba fue introducida por Ryu & Jones [Ryu & Jones (1995)]. Es importante para
probar la habilidad del algoritmo numérico de capturar choques rapidos, una rarefaccion,
un choque lento, una rarefaccion lenta, y una discontinuidad de contacto. Una imagen de
la evolucion se muestra en la Fig. 5.2. Los resultados obtenidos con el cédigo usando los
4 resolvedores de Riemann muestran que el choque rapido estd en x ~-0.11 y el choque
lento se localiza en x ~-0.075 se capturan de manera correcta. Ademas la discontinuidad
de contacto aparece en x ~-0.061 y la rarefaccion lenta estd en x ~-0.040. Finalmente, la
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Figura 5.2: Prueba 2: Ryu & Jones 1b a t =0.03. Se muestra la solucién numérica de p, p,
vy y By usando 4 resolvedores distintos comparada con la solucion exacta. En este caso se
us6 el reconstructor MINMOD con los 4 resolvedores.

rarefaccion rapida es capturada en x ~0.34.

Prueba 3: Ryu & Jones 2a

Esta prueba es un tubo de choque presentado en [Ryu & Jones (1995)], y es importante por-
que contiene choques rapidos, choques lentos, y discontinuidades rotacionales las cuales se
propagan hacia los lados de la discontinuidad de contacto. Ademds prueba la habilidad del
algoritmo numérico de capturar las 7 ondas asociadas a la MHD ideal. Los resultados de la
solucion numérica usando 4 resolvedores de Riemann comparados con la solucion exacta
se muestra en la Fig. 5.3, en donde se puede ver que se captura la estructura caracteristica
de manera correcta.
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Figura 5.3: Prueba 3: Ryu & Jones 2a a t =0.2. Se muestra la solucién numérica de p, p,
vy ¥y By usando 4 resolvedores distintos comparada con la solucion exacta. En este caso se
us6 el reconstructor MINMOD con los 4 resolvedores.
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Figura 5.4: Prueba 3: Ryu & Jones 3b a ¢ =0.1. Se muestra la solucién numérica de p, p,
vy y By usando 3 resolvedores distintos comparada con la solucion exacta. En este caso se
uso el reconstructor MINMOD con los 3 resolvedores.

Prueba 4: Ryu & Jones 3b

Esta prueba se encuentra nuevamente en la referencia [Ryu & Jones (1995)], y prueba
la habilidad del cédigo de capturar ondas de rarefaccion magnetosonicas. La solucién
numérica usando 3 resolvedores de Riemann presenta solamente dos rarefacciones intensas
e iguales. El cddigo es capaz de capturar esta estructura como se muestra en la Fig. 5.4. En
esta

Estimacion del error para las pruebas 1D de la MHD ideal

Para comparar las soluciones usando las diferentes formulas de flujo implementadas en el
cddigo, se calcula el error para cada unas de las pruebas 1D descritas anteriormente, y los
resultados se muestran en la Tabla 5.2. En todas las pruebas, con las cuatro férmulas de flu-
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Resolucion || HLLE | HLLC | HLLD | Roe || HLLE | HLLC | HLLD | Roe

Error | Orden de convergencia
Brio — Wu
Ax; [ 0.d1e-1[0.12e-1 | 0.12¢-1 | 0.13e-1 || | ]
Ax, ][ 0.66e-2 [ 0.54e-2 | 0.49e-2 [ 0.53¢-2 | 0.74 [ 1.152 | 129 [1.29
Ax; || 0.41e-2 [ 0.33e-2 | 0.30e-2 | 0.32¢-2 [ 069 | 071 | 0.70 [0.72
Ryu&Jones 1b
Ax; [ 032e-1]029%-1]02%-1]03le-1 [ .. | ... | .. | ..
Ax, ][ 0.22e-1 [ 0.19e-1 | 0.19¢-1 | 0.20e-1 | 0.54 | 0.61 [ 0.61 [0.63
Ax; ][ 0.14e-1 [ 0.12e-1 | 0.12¢-1 | 0.13e-1 | 0.65 | 0.66 [ 0.66 [ 0.62
Ryué&Jones 2a
Ax; [ 0.17e-1 [ 0.16e-1 [ 0.15e-1 [ 0.17e-1 [ ... | ... | .. | ..
Ax, ][ 0.74e-2 [ 0.66e-2 | 0.62¢-2 | 0.76e-2 | 1.2 | 1.27 [ 127 [1.16
Ax; ][ 0.55e-2 [ 0.50e-2 | 0.48e-2 | 0.55¢-2 | 042 | 040 [ 036 [ 046
Ryu&Jones 3b
Ax; ][ 015e-1[0.15e-1[0.15e-1| ... || ... | .. [ ..
Ax, [037e-2[035¢-2[035¢-2] ... [ 20 | 20 | 20 |
Ax; [ 0.19¢-2[0.18e-2 [ 0.18e2 | ... [ 096 | 095 | 095 |

Tabla 5.2: Norma L; del error en la densidad de masa calculada con tres resoluciones
espaciales distintas y cuatro férmulas de flujos combinadas con el reconstructor MINMOD.
También se muestra el orden de convergencia entre los diferentes pares de resoluciones.

jo y MINMOD, los resultados se encuentran dentro de un regimen de consistencia, esto es,
el error disminuye cuando la resoluciéon aumenta. Para calcular el orden de convergencia
se calcula la norma L, del error comparada con la solucién exacta. En este caso la norma
L, estad definida por L; = X,y . loi — p{**“|, en donde N, es el nimero de celdas en la
direccion x. Ya que siempre se consideran factores de 2 en la resolucion, el orden de con-
vergencia estd dado por log(error;/error;_1)/log(2), en donde i es el error que se calcula
con la resolucidén Ax;. En este caso se calculd la solucion numérica para tres resoluciones
espaciales distintas. Para todas las pruebas se obtiene un orden de convergencia cercano
a uno como se esperaba, ya que se debe considerar que todos los datos iniciales comien-
zan con discontinuidades y en la Tabla 5.2 se muestran como las diferentes férmulas de
flujo funcionan en las pruebas, en especial se puede ver que se obtiene un mejor orden de
convergencia cuando se usan las formulas de flujo HLLD y Roe.
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Prueba del pulso de Alfvén en 1D para el caso de un 3 del plasma pequeio

Esta prueba es presentada como una prueba basica 1D del cédigo Lared3d [Arber et al.
(2001)], y sirve para medir la capacidad de los algoritmos numéricos implementados en el
c6digo de evolucionar sistemas en 1D con un S del plasma del orden de 1073, valores que
caracterizan 3 de la corona solar. Esta prueba también es ttil para verificar si la formulacién
conservativa de las ecuaciones de la MHD ideal falla y se obtienen presiones negativas. Las
condiciones iniciales de esta prueba describen un pulso simple de Alfvén en 1D, esto es,
la densidad de masa p = 1, la componente x del campo magnético B, = 1, la componente
y de la velocidad v, =0.2exp(—x?/0.01), las demds componentes del campo magnético y
de la velocidad son cero. La densidad de energia interna es ¢ = 10~ y entonces usando
la ecuacidn del gas ideal p = (y — 1)pe con y = 5/3 se obtiene la presion del gas que es
p = 1/1500, con esto la beta del plasma 8 = 2p/B? = 2 x 107>, El dominio de evolucién es
[-1.5,1.5] con N=3000 celdas y un factor de Courant CFL = 0.25. Los resultados al tiempo
t = 1 de la densidad de energia interna e, la presion del gas p, la componente v, y S del
plasma se muestran en la Fig. 5.5.

5.1.2 Pruebas 2D
El vortice de Orszag-Tang

El vortice de Orszag-Tang es una prueba estdndar de la MHD ideal introducida en [Orszag
& Tang (1998)]. Es un problema muy usado para probar la transicion a una turbulencia
supersénica MHD en 2D, y sirve para medir la robustez del cédigo en el manejo de la
formacion de choques e interacciones choque-choque en la MHD ideal. También con es-
ta prueba se pueden hacer estimaciones de cudnto afectan los monopolos magnéticos la
solucion numérica del problema, por lo tanto se debe verificar la constricciéon V- B = 0.
Los datos iniciales para esta prueba son: v = vy(—sin(2ny), sin(2nx),0),

B = By(-sin(2ny), sin(4nx),0), po = 25/36m, po = 5/12x, en donde vp = 1y By =
1/+/(4m) con y = 5/3, estan definidos de tal forma que el sistema desarrolle un vértice.
Los datos iniciales para p y p se calculan usando S8y el nimero de Mach M [Dai & Wood-
ward (1998)], de la siguiente forma

Bo = 8mpo,
M o= £
YPo

En este caso By = 10/3 y M = 1. La evolucién se lleva a cabo en el dominio [0,1]X[0,1]
que se cubre con 512x512 celdas, y se imponen condiciones de frontera periodicas.

La evolucion de la densidad muestra la aparicion de la turbulencia y la interaccion de los
choques dentro del dominio como se muestra en la Fig. 5.6 al tiempo ¢ =0.5. Tales resul-
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Figura 5.5: Se muestran los resultados de la evolucion al tiempo ¢ = 1 de la densidad de
energia interna e (arriba-izquierda), la presion del gas p (arriba-derecha), la componente y
de la velocidad v, (abajo-izquierda) y el B del plasma (abajo-derecha) para la prueba del
pulso de Alfvén en 1D para el caso de un 8 del plasma pequefio. En esta prueba se usé el
resolvedor HLLE combinado con MINMOD. El resultado de la energia interna e obtenido
aqui es similar al de la Fig. 10 de la referencia [Arber et al. (2001)].
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tados pueden ser comparados morfolégicamente con los obtenidos por el codigo ATHENA
[Stone et al. (2008)]. Para mostrar qué pasa cuando el fluido hace la transicion a una tur-
bulencia supersénica, se calcula el nimero de Mach definido como M = |v|?/ cf, en donde

c? = £ es la velocidad del sonido. Una imagen tomada al tiempo ¢ =0.5 se muestra en la

Fig. 5.6, en donde se puede ver que el nimero de Mach aumenta en las regiones en donde
la densidad disminuye. Es importante mencionar que el cddigo es capaz de mantener la
constriccién del orden |V - B| ~ 1073 usando en Flux-CT, tal y como se muestra en la Fig.
5.6. Ademais para ver que la solucién es consistente se muestran resultados cuantitativos en
la Fig. 5.7, en donde se calcula la presion del gas p medida en la linea y =0.3125 al tiempo
t =0.5 para 4 resoluciones distintas. Los resultados que se muestran coinciden con los de
la Fig. 11 de [Londrillo & Del Zanna (2000)]. En esta prueba se us6 el resolvedor HLLE
combinado con MINMOD, y los resultados obtenidos son comparables a los obtenidos por
los cédigos FLASH [Fryxell et al. (2000), Lee & Deane (2000), Lee (2013)], ATHENA
[Stone et al. (2008)], y PLUTO [Mignone et al. (2007)] en donde se usa refinamiento

adaptativo de la malla (AMR, por sus siglas en inglés).

Rotor MHD

Es una prueba en 2D de la MHD ideal presentada en [Balsara & Spicer (1999)], y es util
para estudiar la aparicion y propagacion de ondas de Alfvén torsionales fuertes, las cuales
son relevantes en la evolucion de las espiculas. Las condiciones iniciales estdn definidas de
la siguiente forma

10 r<ry
po(x,y) = {1 +9f(r) ro<r<rn 5.1

1 rzry,

—f(u(y —=0.5)/r ro<r<r (5.2)
0 r=>ry,

—f(ug(y — 0.5)/rg r<rp
vi(x,y) =

f(Mug(x—0.5)/r ro<r<r (5.3)
0 r> r,

—f(rug(x —0.5)/ry r<r
wmw:{

plx,y) = 1, (5.4)
5

B.(x,y) = ——, 5.5

(x,y) 7w (5.5)

By(x,y) = 0, (5.6)

en donde ry =0.1, r; =0.115, r = /(x=0.5)2+(y-0.5)% v, = B, = 0y la funcién
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Figura 5.6: (Arriba) Densidad para la prueba del vortice de Orszag-Tang (izquierda) y
presion del gas p (derecha) al tiempo ¢t =0.5 en el plano xy. (Abajo) Numero de Mach M
(izquierda) y |V - B| (derecha) al tiempo ¢ =0.5 en el plano xy.
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Figura 5.7: Cortes horizontales de p a lo largo de y =0.3125 para la prueba del vortice de
Orszag-Tang usando cuatro resoluciones espaciales. Esta grafica muestra la consistencia
de la solucion y es similar a la Fig. 11 de [Londrillo & Del Zanna (2000)].

f(r) = (rp — r)/(r — ry). Se usa un valor de y =1.4. Los datos iniciales describen un
disco denso rotante en el centro del dominio, rodeado por un ambiente de fluido en reposo
con densidad y presion uniformes. La evolucién se lleva a cabo en el dominio [0,1]x[0,1]
que se cubre con 512x512 celdas, imponiendo condiciones de frontera de flujo saliente.
Los resultados de la evolucion muestran que el rotor comienza a girar con la velocidad
inicial dada, entonces el campo magnético uniforme en direccion x hace que se generen
ondas magnetosonicas que disiparan al rotor. Por lo tanto el rotor estard envuelto por el
campo magnético, y comenzard a lanzar ondas de Alfvén al fluido ambiente. Ademads el
momento angular del rotor disminuird en tiempos posteriores de la evolucién, y su forma
circular sera progresivamente comprimida a una forma ovalada debido al aumento de la
presion magnética. Imagenes de la densidad, presion del gas, presion magnética con las
lineas del campo magnético tomadas al tiempo ¢ =0.15 se muestran en la Fig. 5.8, en
donde se pueden apreciar que el cédigo es capaz de mantener la constriccion del orden
V - B ~ 1071 usando el Flux-CT, tales resultados son comparables con los obtenidos por
el cédigo FLASH [Fryxell et al. (2000), Lee & Deane (2000), Lee (2013)]. Para ver que
la solucion numérica sea consistente, se calcula la componente y del campo magnético a lo
largo del corte y=0.5 como se muestra en la Fig. 5.9 al tiempo ¢ =0.15 para 4 resoluciones
distintas.

Ondas explosivas MHD

Este problema es una prueba en 2D de la MHD ideal presentada en [Gardiner & Stone
(2006)], que se caracteriza por una explosion en una region de presion alta a una de presion
baja, con un beta del plasma pequefio. Esta prueba mide la capacidad del c6digo de poder
evolucionar sistemas en donde se desarrollen choques, regiones de flujos suaves y campos
magnéticos intensos, lo que la hace una buena prueba, particularmente cuando se quieren
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Figura 5.8: Densidad (arriba-izquierda) y presion del gas con lineas de campo magnético
(arriba-derecha) para la prueba del rotor MHD al tiempo ¢ =0.15 en el plano xy. Presion
magnética con lineas de campo magnético (abajo-izquierda) y V - B (abajo-derecha) al
tiempo ¢ =0.15 en el plano xy. En esta prueba se usé el resolver HLLC combinado con
MINMOD.
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Figura 5.9: Cortes horizontales de By a lo largo de y =0.5 para la prueba del rotor MHD
usando 4 resoluciones distintas. Esta grafica muestra la consistencia de la solucién y es
comparable con los resultados obtenidos usando el cédigo ATHENA [Stone et al. (2008)].

estudiar problemas con un beta del plasma pequefio, como en la atmdsfera solar. Los datos
iniciales estdn dados por: v = 0, p = 1, B, = 10/ V2 = B,, B, = 0. Y dentro de una
esfera de radio r =0.125 la presién del gas p =100 con un beta del plasma 8 = 2p/B* = 2.
Fuera de la esfera, la presién del gas p = 1y 8 = 1 X 1072, La evolucién se lleva a
cabo en el dominio [-0.5,0.5]%[-0.5,0.5] que se cubre con 512x512 celdas, y se imponen
condiciones de frontera de flujo saliente. Los resultados al tiempo ¢ =0.02 de la densidad de
masa p, presion del gas p y presién magnética p,,,, con las lineas de campo magnético se
muestran en la Fig. 5.10, y se puede ver una superficie que estd formada por una cascaron
que se expande como un choque rapido, el cual es comprimido débilmente y es dominado
energéticamente por el campo magnético. En el interior, se forman dos cascarones de gas
densos que se propagan en direccion paralela al campo magnético. Estos cascarones estdn
delimitados por un choque lento y una superficie de contacto. Nuevamente se puede notar
que el c6digo es capaz de mantener la constriccion |V - B| = 107! usando método Flux-CT,
sin importar que se trate de una dindmica que involucra choques fuertes y discontinuidades.
En esta prueba se us6 un CFL = 0.01, debido a que se tiene un choque fuerte y campos
magnéticos intensos.

Hoja de Corriente

La prueba de la hoja de corriente fue propuesta por [Gardiner & Stone (2005)], y estudiada
en el contexto del AMR por [Fromang et. al. (2006)]. Esta prueba describe la evolucion de
dos hojas de corriente, inicialmente definidas por una configuracion de campo magnético
discontinuo. Mediante la resistividad numérica el proceso de la reconexion magnética toma
lugar, haciendo que la solucion resultante sea muy sensible a la resolucion espacial. La
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Figura 5.10: Logaritmo de la densidad (arriba-izquierda) y logaritmo de la presion del gas
con lineas de campo magnético (arriba-derecha) para la prueba de las ondas explosivas
MHD al tiempo ¢ =0.02 en el plano xy. Logaritmo de la presiéon magnética con lineas de
campo magnético (abajo-izquierda) y |V - B| (abajo-derecha) al tiempo ¢ =0.02 en el plano
xy. En esta prueba se usé el resolver HLLD combinado con MINMOD.
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resistividad numérica se considera una forma de difusién y es funcion de la resolucion,
alineamiento del campo magnético con la malla, y de los métodos numéricos usados, en
general tiene un comportamiento anisotrépico, y se puede presentar en varios partes del
dominio computacional.

Las condiciones iniciales de este problema estdn dadas por una densidad p = 1 y una
presion del gas p =0. uniformes. Las velocidades v, = v, = 0, mientras que se permite una
pequefia perturbacion en v, = v sin(rry), en donde vy =0.1. El campo magnético inicial B,
describe una hoja de corriente y esta definido como

B, = {—BO si |x—1]<0.5, 5.7)

By, en otro caso,

en donde By = 1, lo que resulta en una configuracion predominantemente magnética. La
evolucion se lleva a cabo en el dominio [0,2]X[0,2] que se cubre con 512x512 celdas, y se
imponen condiciones de frontera periddicas. Debido a que no hay resistividad fisica, las ho-
jas de corriente son propensas a sufrir una inestabilidad desgarrante debido a la resistividad
numérica , y entonces se forman islas secundarias en forma de plasmoides. Debido a que
ocurre la reconexion magnética, el campo magnético es disipado y la energia magnética se
convierte en energia térmica, ademds se generan ondas de Alfvén y ondas compresionales
[Mignone et al. (2012)]. En esta prueba el valor de la constriccion del campo magnético se
mantiene del orden |V - B| = 10~"* usando el método Flux-CT. Los resultados se muestran
en la Fig. 5.11 y son comparables con los obtenidos con los cédigos PLUTO [Mignone et
al. (2007)], FLASH [Fryxell et al. (2000), Lee & Deane (2000), Lee (2013)] y ATHENA
[Stone et al. (2008)]. La evolucioén de las lineas de campo magnético se muestran en la
Fig. 5.12 para 4 tiempos, y se puede ver que en las regiones en donde la presion del gas es
mayor ocurre la reconexion magnética.

Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz

Esta es una prueba basica de la MHD ideal que fue presentada en el libro “Hydrodyna-
mics and Hydromagnetic stability”’[Chandrasekhar (1961)], y en la referencia [Frank et al.
(1996)]. Las condiciones iniciales estdn dadas de la siguiente forma, para [y| >0.25, se pone
v, =-0.5yp =1,y para |yl <0.25,v, =0.5y p = 2. La presiéon p =2.5 en todo el dominio,
las velocidades transversales v, = v, = 0 y las componentes B, = B, = 0 con excepcion de
B, =0.2 en todo el dominio. Para generar la inestabilidad se afiade una perturbacion de la
forma ¢, = 0.1 cos(4xrx) sin(4my) a las componentes v, y v, de la velocidad. La evolucién
se lleva a cabo en el dominio [0,2]%[0,2] que se cubre con 512x512 celdas, y se imponen
condiciones de frontera periddicas. Los resultados de la evolucién para la densidad de ma-
sa p, la presion magnética y la V - B se muestran en la Fig. 5.13, en donde se puede ver
el desarrollo de la inestabilidad de manera similar a los obtenidos con el codigo ATHENA
[Stone et al. (2008)]. En este caso la constriccion del campo magnético se mantiene del
orden |V - B| ~ 10~"3 usando el método Flux-CT.
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Figura 5.11: Presion del gas (arriba-izquierda) y presion magnética (arriba-derecha) para
la prueba de la hoja de corriente al tiempo ¢ = 4 en el plano xy. Densidad (abajo-izquierda)
y V - B (abajo-derecha) al tiempo ¢ = 4 en el plano xy. En esta prueba se uso el resolver
HLLE combinado con WENOS.
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Figura 5.12: (Arriba) Imégenes de la evolucion de las lineas de campo magnético a los
tiempos ¢t = 1 (izquierda) y ¢+ = 2 (derecha) en el plano xy para la prueba de la hoja
de corriente. (Abajo) Evolucién de las lineas de campo magnético a los tiempos ¢ = 3
(izquierda) y ¢ = 4 (derecha) en el plano xy.
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Figura 5.13: (Arriba) Densidad a los tiempos ¢ = 1 (izquierda) y ¢ = 5 (derecha) en el plano
xy para la prueba de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz. (Abajo) presion magnética p
(izquierda) y V- B (abajo-derecha) al tiempo ¢ = 5. En esta prueba se us6 el resolver HLLD
combinado con MINMOD.
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5.2 Pruebas numéricas de la Magnetohidrodinamica re-
sistiva

5.2.1 Pruebas 1D

En el caso de la MHD resistiva, no se tienen pruebas relacionadas directamente con los
tubos de choque, sin embargo hay pruebas sobre la adveccion del campo magnético consi-
derando el efecto de la resistividad, y en esta tesis se presenta una prueba de adveccion del
campo magnético en 1D.

Hoja de corriente auto-similar

Esta prueba fue presentada por Komissarov [Komissarov (2007)] y ha sido estudiada en
[Palenzuela et al. (2009), Mizuno (2013)] en el régimen de la MHD resistiva relativista.
Las condiciones del problema son tales que la presion magnética es mucho mas pequefia
que la presion del gas en todas partes, el campo magnético tiene componentes B, = B, = (0
y By, = By(x, 1), en donde By(x,t) cambia de signo dentro de una hoja de corriente de ancho
Al. Tales condiciones describen un sistema en equilibrio, lo que implica que la presion
del gas es constante, y la evolucidn estard descrita simplemente por una difusion expansiva
lenta de la hoja de corriente debido a la resistividad, en donde la dindmica estd dada por la
ecuacion de difusion para la componente B, esto es

% - % =0 (5.8)

ot 0x . '
Ya que el sistema se expande, el ancho de la hoja llega a ser mucho més grande que Al y
por lo tanto evoluciona de manera auto-similar. Para ¢ > 0, la solucién analitica de 5.8 esta

dada por

By(x,1) = Boerf(ziﬁ), (5.9
en donde erf es la funcién error, y tal solucién se puede usar en el régimen resistivo mo-
derado. Siguiendo la referencia [Komissarov (2007)], para evitar la singularidad a t = 0
de la ecuacion (5.9), se escoge como dato inicial de B, la solucion a ¢ = 1 con una presion
del gas p = 50, p = 1, v = 0 y n =0.01, finalmente como se estd usando la formulacién
EGLM para resolver las ecuaciones de la MHD resistiva, la condicién inicial para la va-
riable auxiliar es v = 0. El dominio de evolucién es [-1.5,1.5] cubierto con 300 celdas
y se usan condiciones de frontera salientes. Los resultados para el tiempo ¢ = 10 usando
los resolvedores de Riemann HLLE y HLL.C combinados con MC, se muestran en la Fig.
5.14, en donde se puede ver que la solucion numérica coincide con la solucion analitica
y los resultados son comparables con los obtenidos en [Palenzuela et al. (2009), Mizuno
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Figura 5.14: Componente B, del campo magnético para la prueba de la hoja de corriente
auto-similar. Se muestra la solucién numérica usando los resolvedores de Riemann HLLE,
y HLLC comparada con la solucién analitica al tiempo ¢ = 10 tal y como se muestra en las
referencias [Palenzuela et al. (2009), Mizuno (2013)].

(2013)]. Para estimar el error de la solucién numérica con la exacta obtenida usando las
dos férmulas de fluyjo HLLE y HLLC, se calcula la norma L; del error de la componente B,
del campo magnético para dos resoluciones espaciales distintas Ax; = 1/150, Ax, = 1/300
y los resultados se muestran en la Tabla 5.3. Se puede ver que los resultados se encuen-
tran dentro de un regimen de consistencia, esto es, el error disminuye cuando la resolucion
aumenta para las dos férmulas de flujo.

5.2.2 Pruebas 2D

Difusion del campo magnético en 2D

Esta prueba es presentada en el cédigo PLUTO [Mignone et al. (2007)], como parte de
las pruebas de la MHD resistiva. Es util para medir la capacidad del cédigo de resolver
problemas estandar de difusién cuando se tiene una resistividad magnética anisotrépica.
Las componentes del campo magnético inicialmente estdn dadas por un perfil Gaussiano, y
se considera una resistividad anisotropica. Esta prueba tiene solucién analitica que en 2D
estd dada por
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Resolvedor \ Resolucion \ Error ‘
HLLE Ax 0.226e-02
Ax, 0.199e-02
HLLC Ax, 0.225e-02
Ax, 0.198e-02

Tabla 5.3: Norma L, del error en la componente y del campo magnético By para la prueba
de la hoja de corriente auto-similar calculada con dos resoluciones espaciales distintas y
dos formulas de flujos combinadas con el reconstructor MC.

B.(y,t) = exp(—y*/4n.1)/ W,
By(x,1) = exp(—x2/4nzt) \/;,
B.(x,y,1) = exp(—x*/4n,t)exp(—y*/4n.D)/t, (5.10)

en donde para este problema se eligen 1, =0.1, n, =0.2 y , =0.2, que representan los
valores de la resistividad en las direcciones x, y y z, respectivamente. La condicion inicial
de los campos B,, By y B, estd dada por las ecuaciones 5.10 para ¢ = 1. El dato inicial para
la densidad es tal que se tenga una inercia en el sistema, y en este caso p = 1x10°, la presién
del gas p = 1, las componentes de la velocidad v, = v, = v, = 0 y la funci6n escalar y = 0.
La evolucion se lleva a cabo en el dominio [-5,5]%[-5,5] cubierto por 300x300 celdas,
y se usan condiciones de frontera de flujo saliente. Los resultados de la evolucién de las
componentes del campo magnético como funcién de x y y para el tiempo inicial y el tiempo
t = 5 se muestran en la Fig. 5.15, en donde se compara la solucién numérica con la analitica
para cada caso. Se puede ver que la soluciéon numérica empalma con la solucién exacta.
Para estimar el error de la solucidon numérica con la exacta obtenida, se calcula la norma
L, del error de las componentes B,, B, y B, del campo magnético para dos resoluciones
espaciales distintas Ax; = 1/150, Ax, = 1/300 y los resultados se muestran en la Tabla
5.4. Se puede ver que los resultados se encuentran dentro de un regimen de consistencia,
ya que la norma L; del error disminuye cuando la resolucién aumenta. Ademaés en la Fig.
5.16 se muestra la constriccion del campo magnético V - B y ¢ como funcién de x y y
para dos tiempos, esto para verificar que tanto la constriccion del campo magnético y ¢ se
mantengan en un orden pequefio y por lo tanto no afecten la evolucion del sistema.

Hoja de corriente de Harris

Esta prueba es parte de los retos de la reconexiéon magnética en el dmbito del modelado
del ambiente geoespacial (GEM, por sus siglas en inglés) y se presenta en la referencia
[Birn et al. (2001)]. Los datos iniciales consisten de una hoja de corriente de Harris,
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Figura 5.15: Perfiles de las componentes del campo magnético a los tiempos t =0yt =5
de la solucion numérica y analitica para los casos B, como funcion de x (arriba-izquierda),
B, como funcién de y (arriba-derecha), B, como funcién de x (abajo-izquierda) y B, como
funcion de y (abajo-derecha). En esta prueba se us6 HLLE combinado con MINMOD.
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Figura 5.16: (Arriba) Constriccion del campo magnético V - B como funcién de x para
el tiempo inicial y ¢+ = 5 (izquierda), V - B como funcién de y para el tiempo inicial y
t = 5 (derecha). (Abajo) Funcién escalar ¢ como funcién de x al tiempo inicialy at = 5
(izquierda), y ¥ como funcidén de y al tiempo inicial y a ¢ = 5 (derecha).
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’Resolucién\ Error ‘

B, como funcion de x
Ax; | 0.201e-1

| Ax, [ 0.176e-1 |
B, como funcion de y

Ax; ] 0.20le-1
| Ax, [ 0.076e-1 |
B, como funciéon de x

Ax; | 0.738e-2
| Ax, [ 0244e-2 |
B, como funcion de y

Ax; ] 0.376e-2
| Ax; [ 0.930e-3 |

Tabla 5.4: Norma L, del error de las componentes B, del campo magnético como funcion
de x, B, como funcién de y, B, como funcién de x y de y para la prueba de difusiéon
del campo magnético en 2D calculada con dos resoluciones espaciales distintas usando la
féormula HLLE combinada con el reconstructor MINMOD.

que se define de la siguiente forma: la configuracién de campo magnético esta descrita por
B.(y) = By tanh(y/ 1), mientras que la densidad de masa es p = posech?(y/1) + pe, en donde
A1=0.5,p0 =1,y pos =0.2. La presién del gas estd en equilibrio con la presion magnética,
y estd dada por p = Bj/2 =0.5, finalmente la funcién escalar = 0. Las componentes B,
y By del campo magnético se perturban inicialmente por medio de

dB, —Wo(r/Ly) sin(mry/Ly) cos(2rx/L,), (5.11)
dB

) Wo(2r/Ly) sin(2nx/Ly) cos(my/Ly),

endonde ¥, =0.1. La evolucioén se lleva a cabo en el dominio [-L,/2, L,/2]x[-L,/2,L,/2],
con L, =25.6 y L, =12.8, cubierto por 512x256 celdas. Se usan condiciones de frontera
periddicas en la direccion x, mientras que en y se imponen condiciones de flujo saliente.
Los resultados de la evolucion de la presion del gas, la componente z de la densidad de
corriente, la funcidon escalar ¥ y la constriccion del campo magnético V - B para el caso
n = 8 x 1073 se muestran en la Fig. 5.17.

De acuerdo al modelo de Sweet-Parker, la conveccion del flujo entrante de campo magnético
es balanceada por la disipacion ohmica. Ademds se toma en cuenta la suposicion de la
continuidad, lo que permite encontrar una relacion entre la reconexion magnética y los
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Figura 5.17: (Arriba) Componente z de la densidad de corriente J, con las lineas de campo
magnético al tiempo ¢ = 50 (izquierda) y t = 100 (derecha). (Centro) Presion del gas p con
las lineas de campo magnético al tiempo ¢ = 50 (izquierda) y ¢ = 100 (derecha). (Abajo)
Funcioén escalar ¢ al tiempo ¢ = 100 (izquierda) y |V - B| en el plano xy al tiempo ¢ = 100
(derecha). En esta prueba se us6 HLLE combinado con MINMOD.
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pardmetros del plasma. Si L es la longitud media y ¢ el ancho de la region de difusion,
entonces la tasa de reconexion ¢ esta definida como

Ui, 0 1

" ~TT (5.12)
Con u;, y u,, que denotan las velocidades entrantes y salientes dentro de la regién de
difusién. El nimero de Lundquist se define como S = v4L/n, en donde u, es la velocidad
de Alfvén sobre la region de difusion, i es la resistividad magnética y L es la longitud media
de la region de difusion. La dependencia de la tasa de reconexion como la raiz cuadrada de
la resistividad magnética es llamada escala de Sweet-Parker, y ha sido verificada numérica
[Biskamp (1986), Uzdensky & Kulsrud (2000)] y experimentalmente [Ji et al. (1998)]. En
la Fig. 5.18 se muestran los resultados obtenidos para la escala de Sweet-Parker mediante
la simulacion numérica usando el resolvedor de HLLE combinado con MINMOD para
valores de 7 en el rango 1072 — 1074, y se puede ver que el c6digo es capaz de describir la
escala de Sweet-Parker de manera satisfactoria. Los valores 6 y L fueron calculados post-
proceso usando el perfil de la componente z de la densidad de corriente J, al tiempo ¢ = 150
para cada uno de los valores de la resistividad, en tal perfil es mds evidente la formacion de
la zona de difusion (zona de mayor corriente) como se puede ver en la parte superior de la
Fig. 5.17, en donde ¢ es el ancho de esa zona de difusion y L es su longitud. Los resultados
obtenidos para esta prueba son comparables a los que se obtienen con el codigo PLUTO
[Mignone et al. (2012)] usando 5 niveles de refinamiento en la malla.

E =

Prueba de la reconexion magnética localizada en 2D

Esta prueba es presentada en [Jiang et al. (2012)], y sirve para probar el efecto de una resis-
tividad localizada en el proceso de la reconexion magnética. Este tipo de resistividad puede
ser el resultado de inestabilidades microscdpicas, sin embargo no estd claro atin como estas
inestabilidades conducen a la reconexion magnética macroscopica. Las condiciones inicia-
les estan dadas de la siguiente manera: las velocidades v, = vy, = v, = 0, se asume una
densidad uniforme p = 1, una presion del gas p =0.1 y ¥ = 0. La configuracién del campo
magnético estd definida como una distribucion anti-paralela:

B, = 0, (5.13)
-1 para x<-L,
B, = qsin(nx/2L,) para |x| <L, (5.14)
1 para x>1L,
0 para x<-L,
B, = <cos(nx/2L,) para |x| <L, (5.15)
0 para x>1L,
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Figura 5.18: Comparacion de la tasa de reconexion /L de Sweet-Parker para los puntos de
la simulacién numérica, la prediccion tedrica y el mejor ajuste a los puntos de la simulacion
en un rango de valores de la resistividad n = 1072 — 10~*. Se puede notar que los puntos de
la simulacién numérica se ajustan con un perfil que va como ~ n'/2, tal y como lo predice
la teorfa.
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en donde L, =0.05 y se define como la anchura media de la region de resistividad en la
direccion x. En esta prueba el perfil de resistividad tiene la forma n(x, y) = no(cos(x/0.1)+
1) X (cos(my/0.4) + 1)/4 en la region pequeiia [-0.05,0.05]%[-0.2,0.2]. La evolucién se lleva
a cabo en el dominio [-0.5,0.5]%[-2,2] cubierto por 400x1600 celdas. Los resultados de la
simulacion para la presion del gas y las lineas de campo magnético se muestran en la Fig.
5.19. La evolucion muestra una reconexion magnética rapida en el centro del dominio como
resultado de la resistividad localizada. La reconexion magnética libera energia magnética
y calienta el plasma localizado en el centro del dominio. Ademds de que aparecen flujos
hacia arriba y abajo que se mueven con la velocidad de Alfvén. En la Fig. 5.20 se muestra
la funcidn escalar ¢ y la constriccidon del campo magnético |V-BJ al tiempo ¢ =2.5, en donde
se puede ver que el valor absoluto de la divergencia del campo |V - B| es del orden 1072,
el cual representa un valor relativamente grande, sin embargo en este caso la dindmica del
problema es descrita correctamente por el codigo, y en la referencia en donde se presenta
tal prueba no se muestra la violacion de la constriccion.

En la Fig. 5.21, se muestran los perfiles de la presion del gas, presion magnética, la compo-
nente v, y v, de la velocidad en el corte horizontal y =0.5. Estos perfiles muestran choques
lentos en los rangos -0.03< x <-0.01 y 0.01 < x < 0.03, en donde las variables cambian
bruscamente entre las fases ascendente y descendente del choque, tales resultados son si-
milares a los obtenidos en [Jiang et al. (2012)], a pesar de que en tal referencia se usa AMR
con 5 niveles de refinamiento.

Plasmoide en una reconexion magnética rapida

Esta prueba se presenta para diagnosticar el codigo CANS+ [Matsumoto et al. (2016)], sin
embargo es parte de un estudio més detallado realizado en [Zenitani & Miyoshi (2011), Ze-
nitani & Miyoshi (2015)], en donde se analiza la formacién de estructuras tipo plasmoides
en el proceso de la reconexion magnética rapida en medios con un g del plasma pequefio.
Ademas esta prueba es util para medir la capacidad del cédigo de capturar estructuras
asociadas con choques y discontinuidades que se generan en el plasma, también mide la
capacidad del cédigo de capturar la turbulencia asociada con la evolucién del plasmoi-
de. Las condiciones iniciales se toman de [Zenitani & Miyoshi (2011)], y estdn dadas
por una hoja de corriente de Harris en equilibrio: B,(z) = tanh(z), B, = B, = 0, v = 0,
p =po(l + cosh_z(z//l)/,Bo), p= O.SB(Z)(BO + cosh™2(z/)) y ¥ = 0 en donde A es la anchura
media de la hoja de corriente. Para esta prueba se usan los valores 4 = 1, 5y =0.2y By = 1.
La resistividad estd definida como un perfil localizado en el dominio de la simulacién al-
rededor del punto “X”, esto es 7 = 19 + (1 — 7o) cosh™( Va2 + z2/2). Para inicializar la
reconexion magnética se afiade una perturbacién a las componente B, y B, por medio del
potencial vectorial 6A, = 0.06ByA exp[—(x? + z%/44%)]. La evolucién se lleva a cabo en el
dominio [0,200]X[-75,75] cubierto por 1600x1200 celdas. Se usan condiciones de frontera
de flujo saliente en todas las caras del dominio.
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Figura 5.19: Presion del gas con lineas de campo magnético a los tiempos ¢ = 1 (arriba-
izquierda), t =1.5 (arriba-derecha), t = 2 (abajo-izquierda) y t =2.5 (abajo-derecha). En
esta prueba se us6 HLLE combinado con WENOS.
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Figura 5.20: Funcidn escalar ¢ al tiempo ¢ =2.5 en el plano xy (izquierda) y valor absoluto
de la constriccion del campo magnético |V - B al tiempo ¢ =2.5 en el plano xy (derecha).
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Figura 5.21: Perfiles de la presion del gas p (arriba-izquierda), presion magnética pq,
(arriba-derecha), componente x de la velocidad (abajo-izquierda) y componente y de la
velocidad (abajo-derecha) a lo largo del corte horizontal y =0.5 al tiempo t =2.5.
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Los resultados de esta prueba se muestran en la Fig. 5.22, en donde se puede ver que la
resistividad localizada causa que el campo magnético se disipe, generando entrada de ma-
terial desde la region opuesta al movimiento del plasma, lo que provoca la formacién del
plasmoide. La reconexién magnética transfiere a los campos magnéticos desde la region
opuesta hacia la direccion x positiva junto con un jet de salida. Ademads en la Fig. 5.22, se
muestra un zoom de la densidad de masa p y de la componente v, de la velocidad al tiempo
t = 150 dentro del plasmoide. En el caso de la densidad aparece una discontinuidad que
actiia como una pared magnética que refleja el plasma del lado derecho, eso se debe a que
aparece una inestabilidad tipo Kelvin-Helmholtz entre el jet reflejado y el medio circun-
dante. En el caso de v,, se pueden ver en la region central un plasma que queda inmovil,
debido a la alta densidad de la hoja de Harris. Estos flujos similares son conducidos por
la reconexion saliente o reflejados por la pared magnética, y estan separados por regiones
de transicion. Los resultados obtenidos con el c6digo CAFE Newtoniano son comparables
con los obtenidos en [Zenitani & Miyoshi (2011)] hasta el tiempo ¢ = 150, después de ese
tiempo la estructura del plasmoide no es simétrica, lo que se debe principalmente a que
la resolucién usada en esta prueba es muy baja comparada con la que se usa la referencia
[Zenitani & Miyoshi (2011)].

5.3 Pruebas numéricas asociadas a problemas solares

Para mostrar que el cédigo es capaz de evolucionar sistemas asociados con fendémenos en
la atmdsfera solar, se presentan dos pruebas en donde se mide la habilidad de resolver rare-
facciones y discontinuidades asociadas a una atmésfera solar caracterizada por una region
de transicion en donde la densidad y la presion cambian hasta 8 6rdenes de magnitud. En
particular las condiciones de la corona solar indican que la presion magnética domina sobre
la presién del gas, lo que implica una S del plasma del orden 1072 — 1074, lo que resulta ser
un problema para mantener la positividad de la presion del gas durante la evolucion. Por lo
tanto estas pruebas sirven para también para medir la capacidad del cédigo de evolucionar
sistemas con betas del plasma pequefas. La primera prueba que se estudia en esta seccion
estd relacionada con la propagacion de pulsos Alfvénicos a lo largo de un arco magnético
coronal, y la segunda estudia el efecto de la interaccidon de dos ondas de Alfvén impulsiva-
mente generadas en el calentamiento de la corona quieta, las cuales se propagan en arcadas
magnéticas y embudos coronales.

5.3.1 Okscilaciones transversales en arcos coronales solares

Esta prueba fue presentada como parte de las pruebas solares del codigo CAFE Newtoniano
en la referencia [Gonzalez-Avilés et al. (2015)], en este caso se resuelven las ecuaciones
de la MHD ideal sometidas al campo gravitacional constante del Sol en 2D. En esta prueba
se usa una atmdsfera solar estratificada gravitacionalmente que cubre la regién fotosfera-
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Figura 5.22: (Arriba) Componente de la velocidad v, (izquierda) y logaritmo de la densidad
p al tiempo ¢ = 150 (derecha). (Abajo) Densidad del plasma p dentro del plasmoide al
tiempo ¢t = 150 (izquierda) y componente x de la velocidad v, vista en la region central del
plasmoide al tiempo ¢ = 150 (derecha). En esta prueba se usé HLLE combinado con MC.
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corona. La idea se toma de la referencia [Del Zanna et al. (2005)], en donde se estudia la
propagacion de ondas de Alfvén generadas impulsivamente en una arcada magnética. Las
oscilaciones que se generan en la propagacion de las ondas son debido a las explosiones
solares y se interpretan como oscilaciones estacionarias tipo “kink”. En este problema, la
configuracion de campo magnético se obtiene de una solucion estacionaria de las ecuacio-
nes de la MHD ideal en 2D [Priest (1982)], y esta dada por

B, By cos(kx) exp(—kz),
B, —By sin(kx) exp(—kz), (5.16)

en donde By = 40 G es la magnitud del campo magnético a nivel fotosférico con sus
polos definidos en x = +L/2y k = n/L con L = 50 Mm. La configuraciéon magnética es
potencial lo que implica que es libre de corriente, entonces tal condicion se usa para obtener
la ecuacion del equilibrio hidrostatico en donde el gradiente de presion estd en equilibrio
con la gravedad, y se expresa de la siguiente forma:

-Vp. +p.g =0, (5.17)

aqui p, y p, representan la presion y densidad en equilibrio. El término de la gravedad
g = —gZ en este caso, por lo tanto solamente se tiene que resolver la ecuacién de equilibrio
hidrostatico en la direccidn vertical z, esto es

_dpe j—
dz
Entonces usando la ecuacion de un gas completamente ionizado p = 2kgpT /m,, donde kg
es la constante de Boltzmann y m, es la masa del proton, se obtiene la siguiente expresion
para la presion del gas en equilibrio

4 d ’
pe<z)=pe(zO)exp(—'ZT"f f Tz)) (5.19)

con p,(zp) definida como la presion al nivel fotosférico. Finalmente la densidad de masa
se calcula simplemente despejando p de la ecuacién de estado, esto es p, = 23’;8 Para
este problema en particular se usa un modelo de temperatura que estd dado por una funcién

escaldn suave

0.8 = 0. (5.18)

1 _

T() = 5Ter (1 +dt, + (1 - dt,) tanh (Z Zf)), (5.20)
endonde dt, = Tyo/Teor y Tror = 6000 K es la temperatura en la fotosfera, T, =1.2x10°
K es la temperatura en la corona. Estas dos regiones estdn separadas en z,, = 2 Mm que
es la regién de transicion con un ancho z,, =0.2 Mm. Se usa la ecuacion (5.20) y se debe
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integrar la ecuacién (5.19) para obtener la presion del gas en equilibrio p, y después la
densidad del gas en equilibrio p,.

De acuerdo a la referencia [Del Zanna et al. (2005)] para generar las ondas de Alfvén de
manera impulsiva, se usa un pulso puramente transversal de la velocidad v, al tiempo ¢ = 0,
localizado en (xg, 2o):

AVO

Vy = m, (521)

en donde r = \/(x —x0)2 +(z—29)>con x =0 Mm y zo = 50 Mm, A =0.1, vy = 1 Mm s~!
es la velocidad de Alfvén tipica en la corona y ry) = 1 Mm. Considerando todo lo anterior,
las condiciones iniciales para este problema estan dadas por: p = p.(z), p = p.(z), el campo
de velocidad v = (0,0,0) y B = (B,, 0, B;). La evolucion se lleva a cabo en el dominio [-
25,251x[0,1]x[0,50] Mm?, cubierto con 400x4x400 celdas, y se imponen condiciones de
frontera de flujo saliente en todas las caras. En particular se usé el resolvedor de Riemann
HLLE combinado con MINMOD. Los perfiles iniciales de la atmdsfera solar en equilibrio
se muestran en la Fig. 5.23.

Aqui solamente se presenta el caso de un pulso simétrico descrito por la ecuacion (5.21), y
los resultados de la evolucion de la componente transversal de la velocidad v, y las lineas
de campo magnético se muestran en la Fig. 5.24 a los tiempos t =12.5 s, =37.5s, ¢t = 100
s,y t=200s. Al tiempo ¢ =12.5 s se puede ver la propagacioén de dos pulsos Alfvénicos
de igual amplitud moviéndose hacia abajo. Al tiempo ¢ = 37.5 s, los pulsos muestran una
disminucion en la amplitud y una elongacion producida por el decaimiento de la densidad.
Al tiempo ¢ =100 s, los pulsos ya pasaron por la region de transicion y sufren una reflexion,
lo cual esta representado por una amplitud negativa. Finalmente al tiempo ¢ = 200 s, los
pulsos han cruzado dos veces la regién y su amplitud ha decaido se tienen un perfil mds
elongado. A pesar de esta dindmica de los pulsos Alfvénicos, el valor [V - B| se mantiene
en el orden 107! Tesla km~! como se muestra en la descripcién de la Fig. 5.24.

5.3.2 Estimacion de la contribucion de las ondas de Alfvén en el pro-
ceso del calentamiento de la corona quieta

Esta prueba es parte del estudio realizado en la referencia [Gonzélez-Avilés & Guzman
(2015)], en donde se resuelven numéricamente las ecuaciones de la MHD ideal en 2D
sometidas al campo gravitacional del Sol, con el objetivo de estudiar los efectos de inter-
accion de dos ondas de Alfvén lineales y no lineales impulsivamente generadas cuando se
propagan a lo largo de arcadas magnéticas y embudos coronales.

En este problema se considera, al igual que el problema anterior, una atmdsfera solar en
equilibrio hidrostético en el dominio finito xz, en donde x es la coordenada horizontal y z
denota la altura.

De igual forma en este problema se consideran configuraciones de campo magnético po-
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Figura 5.23: Perfiles iniciales de la atmdsfera en equilibrio, (arriba-izquierda) temperatura
en Kelvin, (arriba-derecha) densidad de masa. (Abajo-izquierda) presion del gas y (abajo-
derecha) beta del plasma. Se puede ver el gradiente significativo de densidad y presién en
la region de transicion.
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Figura 5.24: Evolucion de la componente transversal de la velocidad v,(km/s) y lineas del
campo magnético a los tiempos ¢ =12.5 s (arriba-izquierda), t =37.5 s (arriba-derecha) ,
t = 100 s (centro-izquierda), t = 200 s (centro-derecha), y |V - B|(Tesla/km) al tiempo
t = 200 s (abajo).
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tencial, lo que implica

VXBe=0=(VXB.)xXB. =0, (5.22)

en donde el subindice denota las cantidades en equilibrio. La eleccién del campo magnético
que satisfaga 5.22 es general y depende del problema fisico que se estudie, en este caso se
considera una configuracién de campo magnético en dos dimensiones. Cuando se aplican
las condiciones de equilibrio hidrostatico, se tiene lo siguiente

—Vp, + peg = 0. (5.23)

Usando la ley del gas ideal y el hecho de que el equilibrio hidrostético es a lo largo de la
direccion z, entonces la presion del gas en equilibrio toma la forma:

<4y
Pe(2) = Prey €Xp (— fz ) A(z’))’ (5.24)
y la densidad de masa
Pe(2)
Pe(2) = AR (5.25)
en donde
AG) = 2@ (5.26)
mg

es la escala de altura de la presion y p,.r representa la presion del gas a un cierto nivel
de referencia, que se elige para este caso en z,.; = 10 Mm, que es donde la corona solar
empieza.

El modelo de temperatura se asume que obedece el modelo C7 [Avrett & Loeser (2008)].
Este es un modelo semi-empirico de la region fotosofera-cromosfera, con una distribucién
de temperatura que se ajusta a las intensidades continuas observadas, lineas de intensidad,
y perfiles de las lineas del extremos ultravioleta del atlas SUMER [Curdt et al. (1999)].
El perfil de la temperatura es interpolado a la malla numérica y después se hace una inte-
gracion numérica usando la ecuacion 5.24 para obtener la presion del gas p.(z). Ya que se
tiene la presion del gas, simplemente se usa la ecuacion (5.25) para obtener la densidad de
masa en equilibrio p,(z). Los perfiles de la temperatura, densidad y presién se muestran en
la Fig. 5.25.

El modelo de la configuracién magnética que describe a las arcadas magnéticas coronales se
toma de un modelo desarrollado originalmente para un tubo de flujo magnético presentando
en [Low (1985)]. Este modelo considera la siguiente funcion de flujo magnético

X(Zref - b)2

A= e

B/, (5.27)
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Figura 5.25: Perfiles iniciales de la atmdsfera en equilibrio, (arriba-izquierda) temperatura
en Kelvin, (arriba-derecha) densidad de masa. (Abajo) presion del gas. Se puede ver el
gradiente significativo en la region de transicion se localiza en z 2.1 Mm.
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Figura 5.26: (Izquierda) Lineas de campo magnético de una arcada coronal con pardmetros
B, =14472G,b = -5Mmy z,.r = 10 Mm. (Derecha) La velocidad de Alfvén asociada
en Mmy/s.

en donde b es una constante que determina la localizacién vertical de un polo magnético,
para este caso se usa b = =5 Mm y B, es la magnitud del campo magnético al nivel de
referencia z,.¢. Entonces el campo magnético en equilibrio se calcula usando A(x, z) de la
siguiente forma

0A(x,z) .  0A(x,2),
X+ Z,
0z 0x
entonces especificamente las componentes del campo magnético en equilibrio estdn dadas
por

Be(x,2) = VX (A(x, y)y) = —

(5.28)

2(z = b)(b — zyer)?
(x2=(b-22?"

(7 + (b= 2P)(b = Zreyp)?

b+x—-2*(x+z-b)?"

B.(x,2)

(5.29)

B..(x,2)

(5.30)

El valor de B,.r se escoge tal forma que las velocidades de Alfvén y el sonido

B2 B?
eax) = ([ )= (|12 (531)
,UOPe(Z) pe(Z)

satisfagan la condicion c4(0, z,.r) = 10c,(z,.¢), ya que en la corona solar la presion magnética
es mayor que la presion del gas. Tal condicion da el valor de B, =14.472 G. Las lineas de
campo magnético y la velocidad de Alfvén c,(x, z) se muestran en la Fig. 5.26

El modelo para los embudos coronales se toma de [Chmielewski et al. (2014a)], en donde se
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asume que la funcién de flujo magnético tiene solamente una componente ¥y y esta definida
por la siguiente expresion

AJXJD::ABBmfﬂn(X?)exp(—Z_wa)ﬁ, (5.32)
B

en donde B,.r es nuevamente la magnitud del campo magnético de referencia en el nivel
Zrer = 10 Mm. A diferencia de [Chmielewski et al. (2014a)] se usa la funcion seno en lugar
del coseno para ser consistentes con la convencion de coordenadas consideradas aqui. En
la ecuacion (5.32) Ag = 2L/m y denota la escala de altura del campo magnético y L es un
medio de la longitud de la arcada magnética. En este problema se quieren modelar embudos
coronales que se expandan débilmente, por lo tanto se fija L = 75 Mm [Chmielewski et al.
(2014a)]. De acuerdo a esta elecciodn, las lineas de campo magnético son ligeramente curvas
y representan lineas de campo abiertas similares a las de los hoyos coronales. Finalmente,
el campo magnético se define como

O0A(x, z)ﬁ N 0A(x, Z)i
0z ox

y las componentes del campo magnético en equilibrio B,,(x, z) and B,.(x, z) explicitamente
son

Be(x,2) = VX (A(x,y)¥) = - (5.33)

. X <= Zre
B, (x,z7) = =B,.ssin (A_B) exp (— A, f) , (5.34)
X Z— Zref
B..(x,2) = —Bref Cos (A_B) exp (— g ) . (5.35)

Por otra lado, en este modelo la velocidad de Alfvén varia solamente con z, debido a que la
densidad lo hace:

L Zref

ng + Bgz _ B,efe_ Ap

H0PD)  \fope@)

y finalmente se puede definir la velocidad del sonido como

¢s(2) = 1P, (5.37)
Pe(2)

En este caso, B,.r debe satisfacer la condicion c4(z..r) = 10c,(z,.f), de donde se obtiene
nuevamente que B,.; = 14.472 G como en el caso de las arcadas. El campo magnético
resultante y la velocidad de Alfvén se muestran en la Fig. 5.27.

Para perturbar la atmdsfera solar en equilibrio se definen perturbaciones de la componente

ca(z) = (5.36)
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Figura 5.27: (Arriba) Lineas de campo magnético de los embudos coronales con
pardmetros B,.; = 14.432 G, z,.y = 10y Ag = 150/7 Mm. (Abajo) Velocidad de Alfvén
como funcién de z.

z del campo de velocidad v, con un perfil Gaussiano de la forma

_ (x—,\‘o)z _ (z—zo)2

v(x,z,t=0)=A,e v v (5.38)

en donde A, es la amplitud del pulso, (xo = 2Mm,zy = 1.5Mm) es la posicion inicial,
w, =0.2 Mm y w, denotan el ancho del pulso a lo largo de x y z. La propuesta novedosa
del trabajo [Gonzdlez-Avilés & Guzman (2015)], es que se considera la interaccién de dos
pulsos, uno que se lanza al tiempo inicial y el segundo que se lanza después de un lapso de
tiempo 7.

Para estimar la influencia de las ondas de Alfvén en el transporte de energia a la corona
solar, lo que eventualmente produciria el calentamiento de la corona quieta, es necesario
estimar algunos flujos hacia la corona. Una manera de medir el flujo de energia que trans-
portan las ondas de Alfvén es considerar el flujo de Poynting definido por

1
Fp=—BXx(vxB) (5.39)
Ho

del cual solamente se toma la componente z, la cual estima el flujo de energia en direccién
vertical. Otra manera usual de medir el flujo de energia, es mediante la aproximacion WKB,
la cual define el flujo de la siguiente forma [Browning (1991), Hollweg (1991), Kudoh &
Shibata]

F = pvica, (5.40)

en donde p es la densidad de masa, c4 es la velocidad de Alfvén local y v, es la velocidad
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de Alfvén medida en una altura en particular.

Interaccion entre dos ondas de Alfvén en una arcada solar larga

En este caso se usa un dominio de [1,29]x[1,15] Mm?, cubierto con 1200x600 celdas. La
longitud de las arcadas depende de la curvatura de las lineas de campo magnético, para
el caso de una arcada larga xo = 2 Mm, y las ondas de Alfvén se propagardn a lo largo
de lineas de campo mads grandes y curvas. Los pardmetros del perfil Gaussiano (5.38) son
A, = 3 km s7!, los anchos son w, =0.2 Mm, w. = 0.1 Mm y se localiza inicialmente
en (xg,20)=(2 Mm, 1.75 Mm). En la Fig. 5.28 se muestran los resultados para el caso
particular en el cual el segundo pulso es lanzado 30 s después del primero. Inicialmente
el primer pulso se desacopla en dos que se mueven en direcciones opuestas. Uno de los
pulsos se mueve hacia abajo muy ripido, y el segundo se propaga desde la cromosfera y
region de transicion hasta la corona, la parte del pulso que se propaga hacia arriba alcanza
la region de transicion y se acelera debido a un incremento en la velocidad de Alfvén local,
como se espera en el caso de un solo pulso [Chmielewski et al. (2014b)]. Se lanza el
segundo pulso al tiempo ¢ = 30 s, este pulso afecta claramente la propagacion del primero.
La interaccion entre los dos pulsos produce reflexiones como se muestra al tiempo ¢ = 76 s.
Finalmente al tiempo ¢ = 106 s, las ondas alcanzan la distancia maxima en x, en donde son
reflejadas y regresan hacia la superficie solar. El proceso muestra que la mezcla de fases y
las reflexiones crecen debido a la interaccion. Finalmente, para verificar cémo se comporta
la constriccion de la divergencia del campo magnético, se muestra en la parte inferior de la
Fig. 5.28.

Se llevaron a cabo una serie de simulaciones para distintos lapsos de tiempo 7 entre el
primer y segundo pulso. Se midié la componente z del flujo de Poynting Fp, y Fykp en
tres diferentes detectores, y los resultados se muestran en la Fig. 5.29. Con una linea recta
se indica el umbral del flujo de energia necesario para calentar la corona 3x10° erg s
cm~2. Los resultados indican que el flujo de Poynting medido en el detector localizado mas
a la izquierda sobrepasa el umbral por un lapso de tiempo corto. La razon es que en este
detector el campo es mds intenso. Esto no se puede observar en los otros detectores, ni
tampoco en el caso del flujo Fyp, en donde nunca se alcanza el umbral.

Interaccion entre dos ondas de Alfvén en un embudo coronal

En este caso se usa un dominio de [-5,5]x[1,81] Mm?, cubierto con 300x2400 celdas. Los
parametros del pulso Gaussiano (5.38) para este caso son A, = 10 km s}, w, = w, =0.2
Mm, localizado en (xg = 0,zp =1.75) Mm. En la Fig. 5.30 se muestran los resultados
para el caso de la interacciéon de dos pulsos con un intervalo de tiempo 7 = 10 s. Se
puede ver que inicialmente el primer pulso se descompone en dos ondas [Chmielewski et
al. (2014a)], una de esas ondas se mueve hacia arriba y la segunda se mueve hacia abajo. La
amplitud del pulso que se mueve hacia abajo decae con el tiempo y practicamente se hace
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Figura 5.28: Perfiles espaciales de la velocidad v,(km/s) en el caso de la interaccion de dos
ondas de Alfvén en una arcada larga con los parametros xop = 2 Mm, w, = 2 Mm a los
tiempos t = 16,7 =36s,t=76syt = 106s. También se muestra la constriccion del
campo magnético V - B (Tesla/km) al tiempo ¢ = 106 s. Este caso corresponde a 7 = 30 s.
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Figura 5.29: Flujos de energia Fp, (arriba) y Fygp (abajo) para la propagacion de dos
pulsos en una arcada larga usando tres detectores (de izquierda a derecha) localizados en
(7.25,7) Mm, (14.5,7) Mm y (14.5,10) Mm, para 7 = 0,2, 5, 10, 30, 50 s. La linea continua
indica el umbral sobre el cual los flujos contribuyen al calentamiento coronal.
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cero. También en la Fig. 5.30 se muestra el primer pulso a # = 5 s, este pulso experimenta
una aceleracién al pasar por la regién de transicion debido a un incremento local de la
velocidad de Alfvén c,. La forma del pulso como una elipse alargada a lo largo de la
direccidn vertical. Entonces a t = 10 s se inyecta el segundo pulso, sin embargo al tiempo
t = 15 s, el efecto del segundo pulso atn no es significativa. A tiempos posteriores en la
evolucion, se pueden ver reflexiones y mezcla de fase en los pulsos debido a los efectos de
la rarefaccion en la region de transicion, esto se da al tiempo ¢ = 30 s, a este tiempo los dos
pulsos ya alcanzaron la corona. Al tiempo ¢ = 60 s, una sefial del pulso v, con amplitud
negativa alcanza la corona, y los pulsos que se mueven verticalmente contindan haciéndolo
verticalmente.

En este caso se estimo el flujo de Poynting y el WKB en diferentes detectores tal y como se
muestra en la Fig. 5.31. En este caso, el flujo de Poynting no alcanza nunca el umbral para
ninguna de las combinaciones de lo pulsos, sin embargo, el flujo Fygp excede el umbral
durante un lapso de tiempo pequefio para el caso cuando se lanza el segundo pulso a un
7 =5 s, medido por el detector localizado a lo largo de la linea vertical central ubicada en
(x=0,z=10) Mm.

Como conclusiones generales del estudio anterior se puede decir que se usé un escenario
optimista en donde no solamente un pulso simple de Alfvén puede contribuir al calenta-
miento de la corona quieta, sino posiblemente dos pulsos lanzados en un periodo de tiempo
cercano podrian hacerlo aunque eso seria equivalente a un driver continuo, que es un mode-
lo muy especulativo. Se encontré que las ondas impulsivamente generadas en las arcadas
magnéticas coronales largas o cortas, tienen la energia suficiente para calentar la corona
quieta solamente durante un pequefio lapso de tiempo para el caso de una combinacién
particular de pulsos. En el caso de la propagacion de ondas de Alfvén impulsivamente ge-
neradas en los embudos coronales, las ondas con amplitudes de A, = 10 km s™! no tienen la
suficiente energia para calentar la corona quieta, aunque se lancen dos pulsos consecutivos.
Entonces se puede concluir de manera general, que las ondas de Alfvén, atin en el escena-
rio mas optimista no son candidatos para calentar la corona quieta. Sin embargo, existen
otros escenarios mas realistas en donde las ondas de Alfvén torsionales de alta frecuencia
podrian ser una fuente de energia para calentar la corona [Srivastava et al. (2017)].

En este capitulo se han presentado algunas de las pruebas basicas de la MHD ideal y resis-
tiva en 1D y 2D, todas las pruebas se hicieron con la version del cédigo en 3D. El codigo
pasa satisfactoriamente las pruebas 1D de la MHD ideal, las cuales se llevaron a cabo en la
direccion x y se comparan con la solucidn exacta en cada caso. Las pruebas 2D de la MHD
ideal se hicieron en el plano xz, en donde se midi6 la constriccién del campo magnético
cuando se us6 el Flux-CT, en la mayoria de los casos la constriccion es del orden de ~
1072, como se espera tedricamente. En el caso de las pruebas bdsicas en 1D del MHD
resistiva, se compararon las soluciones numéricas con las exactas, y se puede ver que el
codigo pasa las pruebas satisfactoriamente. En el caso de las pruebas basicas en 2D de
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Figura 5.30: Perfiles espaciales de la interaccion de dos pulsos no-lineales vy(x, z, ) para
A, = 10 km/s, w, = w, =0.25 Mm a los tiempos t = 5s,¢# = 15s,t=30s,¢ = 60s. En
este caso 7 = 10 s.
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Figura 5.31: Flujos de energia Fp, y Fygp para la propagacion de dos pulsos en un embudo
coronal usando tres detectores ubicados en (-2.5,10) Mm, (0,10) Mm and (0, 15) Mm,
parat =0,2,5, 10,20, 50 s. El umbral se alcanza solamente para la combinacién particular
7 =5 s, sin embargo este no es un caso genérico de las condiciones de la atmosfera solar.
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la MHD resistiva, se vio que el cddigo es capaz de evolucionar sistemas con un perfil de
resistividad dependiente de la posicidn, y es capaz de describir las estructuras asociadas
con las inestabilidades de la MHD resistiva. Ademads se describe de manera correcta los
procesos de reconexion magnética lenta y rapida. También se presentaron pruebas asocia-
das a problemas solares, en especifico se presento el estudio de la propagacion de pulsos
Alfvénicos en la atmésfera formada por arcos coronales. Finalmente se presento el estudio
de la influencia de la interaccion de dos ondas de Alfvén impulsivamente generadas en el
proceso del calentamiento de la corona quieta. En el siguiente capitulo se presenta el estu-
dio de la formacién de jets con caracteristicas de las espiculas tipo II por medio del proceso
de reconexion magnética en el contexto de la MHD resistiva.



Capitulo 6

Estudio de la formacion de jets en la
atmosfera solar en 2D

En este capitulo se presentan los resultados estudiados en [Gonzalez-Avilés et al. (2017a)],
tales resultados representan parte importante de esta tesis doctoral. En tal referencia se
hacen simulaciones numéricas para mostrar que los jets con caracteristicas de espiculas
tipo Il y jets coronales frios [Nishizuka et al. (2008)] que corresponden a temperaturas de
10* K pueden formarse como resultado de la reconexién magnética en una escenario en
donde se considera el efecto de la disipacion de la resistividad magnética. Para modelar la
region cromosfera baja-corona se usa el modelo C7 en conjunto con una atmdsfera solar en
equilibrio hidrostatico. La configuraciéon de campo magnético que se analiza corresponde a
dos arcos vecinos con polaridad opuesta. La formacién de estructuras tipo jet depende de la
separacion de los arcos. Se estudian los casos en donde la magnitud del campo magnético
de los arcos es igual y distinta. En el caso en donde se tiene una configuracion simétrica,
el jet emerge verticalmente, mientras que en el caso no simétrico los jets muestran una
inclinacién. Se exploran varias propiedades tales como, la inclinacién, tiempo de vida y
velocidad. La magnitud de campo magnético que se analiza estd en el rango de 20 a 40 G
y la resistividad magnética se asume uniforme con un valor constante 7 = 1072Q - m.
Debido a que se trata de resultados originales se especifican las particularidades de los
métodos numéricos y modelos usados en las siguientes secciones.

6.1 Modelo y métodos numéricos

6.1.1 El sistema de ecuaciones de la MHD resistiva

El sistema de ecuaciones que permite la formacion de la reconexion magnética es la MHD
resistiva, tal y como se introdujo en el capitulo 3, sin embargo para el problema en particu-
lar que se estudia en el capitulo, es necesario definir el sistema de ecuaciones de la MHD

131



132 Capitulo 6. Estudio de la formacion de jets en la atmésfera solar en 2D

resistiva sometidas al campo gravitacional constante del Sol y especificar que la formula-
cién que se usa es la version extendida de los multiplicadores de Lagrange generalizados
(EGLM) [Jiang et al. (2012)]. Por lo tanto el sistema de ecuaciones estd definido de la
siguiente forma:

op B
E+V-(pv)—0, (6.1)
V) v ((,+ Lp2 _
o +V ((p+2B)I+pVV BB) (6.2)
=—(V-B)B + pg,
OE 1.,
E+V-(V(E+§B +p)—B(B-V)) (6.3)
=-B-(Vy)-V-((n-J) xB) +pg-vV,
oB
E+V-(BV—VB+wI):—Vx(n-J), (6.4)
W, oy gl
o +V-B= 2V (6.5)
J =V xB,
p_ pv B

E = +— + =,
y-1 2 2

en donde p es la densidad de masa, v es el campo de velocidad, B es el campo magnético,
E es la densidad de energia total, en donde y = 5/3, la presion del gas p estd descrita
por medio de la ecuacién del gas ideal; g = (0,0, g) en donde g = 274 km s~! que es el
valor promedio de la aceleracion de la gravedad en la superficie del Sol, J es la densidad de
corriente, i es el tensor de resistividad magnética y ¢ es una funcion escalar que ayuda a
amortiguar la propagacion de los errores generados por la violacion de la constriccion del
campo magnético V - B = 0. Como se vio en el capitulo 3, ¢, es la velocidad de la onda y
¢, es el rango de amortiguamiento de la onda asociada al modo caracteristico de ¥, en este
caso se usa ¢, = v/c,c;, con ¢, =0.18 y ¢;, =0.01. Para el andlisis del problema se usa un
modelo 2.5D, el cual significa que todas las variables de estado dependen de x y z, en donde
x es la coordenada horizontal y z denota la altura, y se considera que la componente de la
velocidad v, y del campo magnético B, pueden variar con x y z. Entonces en este problema
se resuelve una versién 2.5D de las ecuaciones de la MHD resistiva sobre el plano xz. En
este caso se considera una resistividad magnética uniforme y constante, ya que esta es una
buena aproximacion cuando se tiene una atmodsfera solar completamente colisional y si se
quiere usar una resistividad andmala, es decir dependiente de la densidad de corriente o de
la posicion, la cual es el resultado de procesos no colisionantes, podria no ser una buena
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Variable Cantidad Unidad Valor
X,V 2 Longitud 10° m
o Densidad 00 10712 kg-m™3
B Campo magnético By 11.21G
v Velocidad vo = Bo/ \[Hopo 10° m-s~!
t Tiempo to = lp/vo ls
n Resistividad no = lopovo 1.25664x10%m> - s7! - N - A2

Tabla 6.1: Factores de escala para convertir a unidades fisicas

aproximacion [Singh et al. (2011)]. El sistema de ecuaciones (6.1-6.5) son normalizadas
con las cantidades que se encuentran en la Tabla 6.1, las cuales son escalas tipicas en la
corona solar.

6.1.2 Métodos numéricos

Se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones (6.1)-(6.5) sobre una malla simple y
uniforme de celdas centradas, usando el método de lineas con un Runge-Kutta de tercer
orden del tipo TVD para integrar en el tiempo [Shu & Osher (1989)]. Para poder aplicar el
método de lineas, las partes derechas del sistema de ecuaciones (6.1)-(6.5) se discretizan
usando la aproximacion en volimenes finitos en conjunto con los métodos de captura de
choque de alta resolucién [LeVeque (1992)]. Para la reconstruccion de variables en cada
intercelda del volumen se usa el reconstructor lineal de segundo orden MINMOD. Los
flujos se calculan usando el aproximador de Riemann Harten-Lax-van Leer (HLLC) [Li
(2005)].

6.1.3 Modelo de la atmosfera solar

Se escoge un dominio que cubre parte de la fotosfera, cromosfera, y corona. En este pro-
blema se considera una atmoésfera en equilibrio hidrostético y se estudia la evolucién en
un dominio finito del plano xz. El campo de temperatura se asume que obedece el modelo
semi-empirico C7 que cubre la region cromosfera-region de transicion [Avrett & Loeser
(2008)] y su distribucion se obtiene de manera que concuerde con las observaciones de las
lineas espectrales en el continuo, las lineas de intensidades, y los perfiles del catdlogo del
espectro del extremo ultravioleta SUMER [Curdt et al. (1999)]. Tal modelo de la atmésfera
incluye la fotosfera tal y como se presenta en [Fontela et al. (1990)] y se extiende hasta la
corona de la manera como se describe en [Griffiths et al. (1999)]. Los perfiles de T'(z) y
p(z) se muestran en la Fig. 6.1, en donde claramente se ven los gradientes en la region de
transicion.
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Figura 6.1: Temperatura (T) y densidad de masa (p) como funcién de la altura z para le
modelo C7 de la atmdsfera solar en equilibrio. Se puede ver el gradiente pronunciado en la
region de transiciéon en z = 2.1 Mm.

6.1.4 Modelo del campo magnético

El modelo del campo magnético se escoge como una superposicion de dos arcos vecinos.
La idea detrds de este tipo de configuracion es que el campo magnético de los dos arcos
tiene una diferente polaridad en la region en donde son cercanos el uno al otro. Ha sido
observado que este tipo de configuraciones pueden desencadenar la formacion de rafagas
solares como se reporta en las referencias [Takasao et al. (2012), Su et al. (2013)], en don-
de por medio de los datos en el extremo ultravioleta y de rayos-X se observaron indicios
de la reconexion magnética, especialmente en arcos frios afluentes y arcos calientes sa-
lientes. Inspirados por estas ideas, en este problema se considera una topologia del campo
magnético con una magnitud mas débil que para el caso de las rafagas solares. Siguiendo
las referencias [Priest (1982), Del Zanna et al. (2005)], se construye un arco mediante el
potencial vectorial

Ay(x,z) = % cos(kx) exp(—kz), (6.6)

en donde By, es la magnitud del campo magnético fotosférico en los puntos de pie x = +1/2
y k = n/L. Aqui L es la distancia entre los dos puntos de pie del arco y k define los nodos
del potencial. En este modelo las componentes del campo magnético estin representadas
como
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Figura 6.2: En la parte de arriba se muestran dos arcos magnéticos vecinos simétricos con
la misma magnitud del campo By; = By. En la parte de abajo se muestran dos arcos
magnéticos vecinos no simétricos para el caso By, > By,. La longitud de cada arco se
representa por Ly la posicion de los puntos del pie estd determinada por el pardmetro /.

B,(x,z)
B.(x,2)

By cos(kx) exp(—kz), (6.7)
— By sin(kx) exp(—kz). (6.8)

Para superponer dos arcos usamos la siguiente version modificada de (6.6):

Bo

k
+ % cos(k(x — ly)) exp(—kz), (6.9)

Ay(x,z) = cos(k(x + ly)) exp(—kz)

donde [, define la posicioén de los puntos del pie de cada arco, By; y By, son las mag-
nitudes del campo magnético de los arcos izquierdo y derecho respectivamente. Con el
pardmetro /) es posible controlar la separacion entre los dos arcos magnéticos, los cuales
a su vez influyen en el espesor de la hoja de corriente. El caso By; = By, describe dos
configuraciones de arcos vecinos con la misma magnitud del campo magnético, mientras
que By, # By, describe dos arcos vecinos con diferente magnitud del campo magnético.
Una pintura esquematica de estas configuraciones se muestra en la Fig. 6.2.
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6.2 Resultados de las simulaciones numéricas

Se estudia la formacidn de las estructuras tipo jet considerando distintos escenarios en
donde se varia la magnitud del campo magnético y la separacién entre los arcos. En este
caso se fijo el valor de knr/L con L = 8 Mm, y las simulaciones se llevaron a cabo en un
dominio x € [-4,4],y € [0, 1], z € [0, 10] en unidades de Mm, cubierto con 300 x 4 x 375
celdas. En todas las simulaciones se usaron condiciones de frontera de flujo saliente, tales
condiciones son apropiadas para el problema debido a que se comportan como estacionarias
a medida que el fluido se aproxime a las fronteras, y tan rapido como es posible cualquier
modo que llegue a las fronteras es libre de dejar el dominio. En la Tabla 6.2, se presentan
los resultados obtenidos para varias corridas.

6.2.1 Configuraciones simétricas

En estd subseccion se muestran los resultados para el caso By, = By, para tres valores
diferentes de la magnitud del campo magnético: 20, 30, 40 G y [, =2.5, 3.0, 3.5 Mm.
Algunas de las simulaciones mas representativas para este caso se muestran en la Fig. 6.3
para /o =3.5 Mm. La corrida #1 corresponde a la formacion tipica de un jet, con una carac-
teristica especial en su cima, la cual como se discute mas adelante esta relacionada con la
formacién de una inestabilidad tipo Kelvin-Helmholtz (KHI, por sus siglas en inglés). El
jet alcanza una altura maxima de 7.3 Mm, la cual est4 denotada por 4,,,, en todos los casos
que se presentan aqui. La velocidad vertical del jet calculada en la altura maxima #,,,, es
Voh, = 15.4 km s~!; dicho cdlculo es diferente al que se hace en [Heggland et al. (2007)],
en donde la méxima velocidad se calcula en todo el dominio, y en este caso se estima en
la altura maxima h,,,, para descartar la posibilidad de que la velocidad médxima se alcan-
ce en la base del jet en lugar que en la cima. Dicha altura maxima se alcanza al tiempo
th,.. =210.2 s. Después de este tiempo, el jet comienza a caer hasta practicamente desapa-
recer al tiempo aproximado ¢ ~ 400 s. Para tener una idea de como varian la temperatura y
la velocidad dentro del jet, en la Fig. 6.4 se muestra la estimacion de la temperatura 7 g,
Y Vzdentro cOmMo funciones del tiempo, en donde el subindice “dentro”significa que dichas
cantidades son medidas en la cima del jet durante la evolucion. En la Fig. 6.3 se muestra
también la magnitud de la densidad de corriente |J|, la cual muestra que es mas intensa en
la region en donde se forma el jet, lo que significa que hay una corriente asociada. En el
panel de la mitad de la Fig. 6.3 se muestran los resultados para la corrida #3. En este caso
se tiene una magnitud del campo magnético mas débil, por lo tanto el jet resultante alcanza
una altura maxima de 3.9 Mm al tiempo ¢t =196.8 s. Finalmente, en el panel de abajo de
la Fig. 6.3, se muestran los resultados de la corrida #6; en este caso el efecto de tener un
campo magnético aun mas débil se nota en que el jet que aparece es mas pequefio y alcanza
una altura méxima de 1.2 Mm con una velocidad v, ~ 8.7 km s al tiempo # = 160 s.
De acuerdo a los resultados mostrados para estas tres corridas, la altura del jet es mayor
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para valores mas grandes de By; = By, y la estructura del jet es también mas clara para
campos magnéticos mds intensos.

Como conclusion general de los resultados obtenidos en este caso, se puede decir que la
separacion de los arcos determina la formacion de los jets. En este caso de las configura-
ciones con una mayor separacion, el plasma se acelera mas rapidamente hacia los lados del
dominio, lo que produce difusién y en consecuencia que no se forme el jet. Sin embargo,
en el caso de dos arcos mds cercanos, el plasma se acelera mas lentamente, lo que permite
que se forme una estructura tipo jet en tiempos posteriores. De acuerdo a los resultados, y
el espacio de parametros analizado, el valor més efectivo de /, para propiciar la formacion
de un jetes [y =3.5 Mm.

6.2.2 Configuraciones no simétricas

En este caso se muestran los resultados para una configuracién de campo menos idealista
en donde los dos arcos tienen diferentes magnitudes 20, 30,y 40 Gy [, = 2.5, 3.0, 3.5 Mm.
Para ilustrar el efecto de la asimetria en la formacion de los jets, se muestran en la Fig. 6.5
los resultados de las corridas #7, #9, y #12. En el panel superior se presentan los resultados
de la corrida #7, en donde la principal caracteristica del jet es que muestra una inclinacién
en direccion del arco con una magnitud del campo mas débil. De manera similar al caso
de las configuraciones simétricas, la parte superior del jet exhibe una estructura similar a
una inestabilidad del tipo KHI [Kuridze et al. (2016)]. Este jet alcanza una altura maxima
de 7.2 Mm y velocidad vertical v,;, = 16.8 km s™! al tiempo 7 =213.3 s. Tal y como en
el caso simétrico, el jet comienza a difundirse y finalmente desaparece. En los paneles de
la mitad de la Fig. 6.5 se muestran los resultados de la corrida #9, y en este caso el jet
muestra una inclinacién mas significativa. El jet alcanza una altura maxima de 6.7 Mm y
una velocidad vertical v, ~31 km s™" al tiempo # =211.2 s. En este caso se muestra la
magnitud de la densidad de corriente |J|, en donde se puede ver que la densidad de corriente
es mas intensa en donde se forma el jet. En la parte inferior de la Fig. 6.5 se muestran los
resultados de la corrida # 12, en donde se puede ver que el jet es pequefio, esto debido
a que los arcos tienen un campo magnético mas débil. La altura méxima de este jet es de
aproximadamente 3.1 Mm, y su velocidad vertical es v, ~ 5.8 kms™! al tiempo  =204.8
S.

El campo de velocidad muestra que el plasma se mueve en direccion del arco con el campo
magnético més débil. Ademds se pueden apreciar algunas similitudes geométricas de los
mapas de la magnitud de las densidad de corriente |J| obtenidos en las simulaciones, con la
imagen obtenida por el Hinode/SOT en la banda estrecha del Ca II H (ver la Fig. 1 de la
referencia [Tavabi et al. (2015a)]).

Los resultados obtenidos para todas las combinaciones de los configuraciones magnéticas
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Figura 6.3: De izquierda a derecha se muestran instantdneas de 1) logaritmo de la tempera-
tura en Kelvin, ii) componente de la velocidad (v, km s™'); las flechas muestran la distribu-
cién del campo de velocidad, iii) la magnitud de la densidad de corriente |J| (A m~2). En
la parte superior se muestran los resultados para la Corrida # 1, en donde By, = By, = 40
G al tiempo ¢ =210.136 s. En la figura del medio se muestran los resultados de la Corrida
# 3, en donde By; = By, = 30 G al tiempo ¢ =196.8 s. Finalmente en la parte inferior de
muestran los resultados de la Corrida # 6, en donde By; = By, = 20 G al tiempo ¢ = 160 s.
En todos los casos [ = 3.5 Mm.
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Figura 6.4: Se muestran algunas propiedades del jet usando estimaciones de la temperatura
del jet T geniro y la velocidad vertical v, g.n, como una funcion del tiempo. Se estiman cada
10 segundos. En la parte superior se muestra el caso By; = By, = 40 Gy [y =3.5 Mm. De
las estimaciones de la velocidad se puede ver que el jet comienza a dispersarse al tiempo
t ~ 200 s. En la parte inferior se muestra el caso By, = 40, By, = 30 G and [y =3.5 Mm, en
donde el jet comienza a dispersarse en aproximadamente ¢ ~ 200 s.
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corrrida # BO] (G) BO2 (G) lO (MII]) hmax(Mm) Ve himax (km 571) Tdentro,h,,m(K) pdentro,hnm(kg m73) th,im(s)
1 40 40 3.5 7.3 15.4 14200 1.32x 10710 210.2
2 30 30 2.5 2.3 339 48452 2.5%x 10710 70.4
3 30 30 3.5 39 13.4 22532 1.3x 10710 196.8
4 20 20 2.5 1.5 12.1 25933 1.2x 10710 94.4
5 20 20 3.0 1.8 3.7 47990 1.0x 10710 142.4
6 20 20 3.5 1.2 8.7 27334 1.4x 10710 160
7 40 30 35 7.2 16.8 34112 4.0x 1071 2133
8 40 20 3.0 1.2 76.5 76467 1.0x 107° 11.2
9 40 20 3.5 6.7 31.0 110560 1.2x 107! 211.2
10 30 20 2.5 2.8 61.4 30565 6.4x 10710 52.8
11 30 20 3.0 2.7 11.0 31201 8.6 x 1071 139.2
12 30 20 3.5 3.1 5.8 31931 5.8x 107! 204.8

Tabla 6.2: Pardmetros de las corridas y resultados de las simulaciones. Altura méxima,
velocidad vertical, temperatura, densidad y el tiempo en que los jets alcanzan su altura
maxima para cada caso de la configuraciéon magnética. Incluimos los casos simétrico (By; =
By;) y no simétrico (By; # Bgy).

se presentan en la Tabla 6.2. En donde se muestra la altura maxima A,,,,, la velocidad del
jet a lo largo de la direccion vertical v, _, la temperatura del plasma dentro del jet Tyenro
medida en la altura maxima 4,,,,, la densidad dentro del jet p e.:o también es medida en la
altura mixima, y también se muestra el tiempo cuando los jets alcanzan su altura maxima
denotado por ¢,

max *

En el caso de las configuraciones magnéticas no simétricas, la inclinaciéon depende de la
razon del campo magnético entre los dos arcos, tal y como se muestra en la Fig. 6.5. Para
tener una idea de esta dependencia de forma mas clara, en la Fig. 6.6 se muestra el angulo
de inclinacién de los jets como funcion del cociente By, /By, para diferentes valores del
parametro de separacion /y al tiempo cuando el jet alcanza su altura maxima para cada uno
de los casos.

6.2.3 Caracteristica de los jets relacionada con la inestabilidad de Kelvin-
Helmholtz

Durante la evolucién del jet y en especial cuando alcanza una altura maxima, se puede
ver que aparece una estructura que puede estar relacionada con una inestabilidad del tipo
Kelvin-Helmholtz, es por eso que se quizo profundizar un poco mds en este sentido, y ver
si realmente esa caracteristica tiene que ver con tal inestabilidad. Para esto se monitoreo la
condicion definida en las referencias [Chandrasekhar (1961), Cowling (1976)] dada por la
siguiente expresion

2 2
B + B

) ) () _ ()2
luop("')p(—) T +p )2 (VZ Vs ), (6.10)
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Figura 6.5: De izquierda a derecha se muestran instantdneas de 1) logaritmo de la tempera-
tura en Kelvin, ii) componente de la velocidad (v, km s™!); las flechas muestran la distribu-
cién del campo de velocidad, iii) la magnitud de la densidad de corriente |J| (A m~2). En la
parte superior se muestran los resultados para la corrida # 7, en donde By, = 40, By, = 30
G al tiempo t =213.3 s. En las figuras del medio se muestran los resultados de la corrida
#9, en donde By, = 40, By, = 20 G al tiempo ¢ =211.2 s. Finalmente en la parte inferior
se muestran los resultados de la corrida # 13, en donde By; = 30, By, = 20 G al tiempo
t =204.8 s. En todos los casos /o = 3.5 Mm.
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Figura 6.6: El dngulo de inclinacién del jet como una funcién de la razén By, /By; medido
cuando el jet alcanza su altura maxima para los casos de configuraciones no simétricas con
separaciones /o =3.5, 3.0, 2.5 Mm.

en donde Bg_) and B§+) representan la componente vertical del campo magnético afuera y
dentro del jet, respectivamente. Aqui p™ and p™* son los valores correspondientes de la
densidad de masa, x es la permeabilidad magnética y v\”, v.* son las componentes verti-
cales de la velocidad. La condicion (6.10) implica que si el campo magnético es paralelo
al jet, entonces la perturbacion producida por la velocidad comprime las lineas de campo
y produce una fuerza de restauracion cuando el campo magnético es lo suficientemente

intenso para suprimir la inestabilidad y entonces la condicidn se satisface.

Se estimaron las cantidades involucradas en la ecuacion (6.10) en dos lugares distintos y
a dos diferentes tiempos, de tal forma que se pudiera rastrear la violacion de la condicion.
Para hacer este andlisis, se considero la corrida #1 y para verificar si se satisface o no la
ecuacion (6.10) se estim6 a los tiempos #; = 100 s, cuando el jet atin se estd moviendo hacia
arriba y posiblemente se produzca una inestabilidad KH, y al tiempo #, = 210 s, que es al
tiempo cuando estd mds cerca de su altura maxima, y el bulbo ya estd formado. Los resul-
tados de las mediciones se presentan en la Tabla 6.3. Se encontr6é que al tiempo ¢ = #; la
desigualdad se cumple por aproximadamente un orden de magnitud, mientras que al tiem-
po t = 1, es decir en la parte superior del jet, la desigualdad casi se satisface, lo que implica
que la inestabilidad KH tiende a aparecer pero es suprimida por el campo magnético. Sin
embargo, en la parte inferior del jet la desigualdad estd cercana a satisfacerse y entonces
no se ve ninguna caracteristica asociada con la inestabilidad KH. Por lo tanto de acuerdo
a los pardmetros de la Tabla 6.3 para ambos ejemplos, la condicion dada por la ecuacion
(6.10) se satisface, lo cual implica que el campo magnético debe suprimir la inestabilidad
tipo KH.

En este capitulo se presentaron los resultados numéricos de las ecuaciones de la MHD
resistiva sometidas al campo gravitacional constante del Sol, y se simul6 la formacion de
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oM (kgm?) pO (kgm?) v kmsT) v (kmsT) B (T) BT (T)  time (s)
Ejemplo 1 (Parte inferior del jet) 2.27 x 10~ 2.96 x 1071° 7.54 1.35 56x107%  1.94x 107  100.3
Parte superior del jet 1.66 x 10710 2.06 x 10~'2 38.86 25.27 2.83x 107 3.99 x 107* 100.3
Ejemplo 2 (Parte inferior del jet) 1.057 x 100 3.57x 107" -5.85 -7.07 439 x 107 1.33x 107 2102
Parte superior del jet 140 x 1071 7.12x 10712 15.4 -4.60 -3.056x 107 -2.7x10"* 2102

Tabla 6.3: Estimacion de los parametros relacionados con la condicion (6.10).

estructuras estrechas tipo jet en la interfase de la cromosfera baja-corona. Para esto se uso
una configuracién magnética formada por la superposicion de dos arcos, que desencadenan
el proceso de reconexién magnética. El modelo es idealizado en el sentido de que usa una
region con polaridad opuesta, sin embargo muchas de las espiculas tipo II son observadas
en regiones donde el campo magnético es predominantemente unipolar.

Un ingrediente importante de las simulaciones llevadas a cabo es que se usa un modelo de la
atmosfera solar que incluye la region de transicion, lo cual implica que se tiene una region
rarificada que a su vez ayuda a la aceleracion del plasma. Se pueden resumir los resultados
encontrados por medio del bosquejo que se muestra en la Fig. 6.7. Tal atmosfera rarificada
tiene que ver con la formacioén de un bulbo en la parte superior de los jets, lo cual seria
muy interesante si tuviera que ver con la inestabilidad de KH aparicion de la caracteristica
[Kuridze et al. (2016)], pero en este problema es contenida y estabilizada por el campo
magnético tal y como se propone en [Zaqgarashvili et al. (2014)].

Se analizaron dos casos de las configuraciones de arcos magnéticos. En el caso simétrico,
se estimaron diferentes propiedades de los jets en términos de la separacién y de la mag-
nitud del campo magnético. El campo magnético se tomo en el rango de 20 a 40 G, y de
acuerdo a los resultados se puede concluir que para un campo magnético mas intenso a
nivel fotosférico, el jet alcanza una altura mayor. También se estim¢ la temperatura dentro
del jet, la cual es del orden de 10* K en todos los casos, dicho valor estd en el rango de
un jet frio [Nishizuka et al. (2008)]. Uno de los ejemplos mds representativos del caso
simétrico es Byi=g, Gy lp =3.5 Mm, en tal caso el jet alcanza una altura méxima de 7.3
Mm medida desde la region de transicién y una velocidad vertical de v, ~15.4 km s7".
El tiempo de vida de los jets es de aproximadamente 200 s, el cual estd un poco arriba del
tiempo de las espiculas tipo II, que esta entre 50-150 s [De Pontieu et al. (2007¢)], ademas
de que la velocidad es menor a la que se ha obtenido en las observaciones.

En el caso de las configuraciones no simétricas, también se obtuvieron estructuras tipo
jets con temperaturas, velocidad, altura y tiempo de vida, similares al caso simétrico. La
principal caracteristica de estas configuraciones, es que los jets muestran una inclinacién
considerable hacia el arco con el campo magnético mas débil. Se encontro tal y como lo
muestra la Fig. 6.6, que la inclinacion depende del cociente de campo magnético entre los
dos arcos.
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Figura 6.7: Se muestran las dos configuraciones de arcos magnéticos con pies a nivel fo-
tosférico. Inicialmente los dos arcos magnéticos estdn suficientemente cerca y tienen po-
laridad opuesta, lo cual ayuda que se de la reconexion magnética. En el caso de dos arcos
simétricos (izquierda) el jet aparece a la mitad de la configuracion y se mueve hacia arriba
hasta alcanzar la corona solar, y después se difunde. En el caso de dos arcos no simétricos
(derecha) los jets se forman y evolucionan a lo largo de la mitad de la configuracion, pero
en este caso el arco con el campo magnético mds intenso empuja al jet hacia el arco con
campo magnético mas débil. En ambos casos se puede ver una corriente intensa asociada
con la formacién del jet.

De acuerdo a los resultados obtenidos en este capitulo, un buen modelo para la forma-
cion de jets que imitan algunas de las caracteristicas de los jets coronales frios y de las
espiculas tipo II, es mediante una configuraciéon de arcos magnéticos lo suficientemente
cercanos y con polaridad opuesta. Esto produce reconexion magnética, la cual acelera el
plasma, ademas de que se debe incluir la resistividad magnética como parte de la difusion
de las lineas de campo magnético. En el siguiente capitulo se presenta el estudio de la
formacion de jets con caracteristicas de las espiculas tipo II mediante el proceso de la reco-
nexion magnética en una atmosfera solar que estd formada por una configuracion de campo
magnético en 3D.



Capitulo 7

Estudio de la formacion de jets en la
atmosfera solar en 3D

Se han llevado a cabo simulaciones numéricas en 3D de la formacion de jets en la atmésfera
sola considerando a la reconexion magnética como el mecanismo principal, por ejemplo en
[Gontikakis et al. (2009)], se hacen simulaciones numéricas MHD en 3D para estudiar
la dindmica del flujo magnético emergente y la subsecuente reconexion magnética con un
flujo magnético preexistente generado por una region activa. Mediante las simulaciones
numéricas se encontré la apariciéon de flujos bidireccionales calientes y de alta velocidad
que se forman debido al proceso de reconexion magnética cuando aparece un flujo emer-
gente en la regidn activa. En la referencia [Archontis et al. (2010)], los autores resuelven
las ecuaciones de la MHD resistiva con términos de viscosidad usando el cédigo Lared3D
[Arber et al. (2001)] para estudiar la interaccién de un tubo de flujo toroidal con un cam-
po magnético preexistente de una regién activa en la atmoésfera solar. Se encontré que la
generacion del flujo magnético produce una perturbacién en el campo de la region activa,
que a su vez causa reconexion magnética entre los campos vecinos y produce la liberacion
de la energia almacenada, lo que finalmente genera la emision de estructuras tipo jet. Otro
de los enfoques se presenta en la referencia [Martinez-Sykora et al. (2011)], en donde se
resuelven las ecuaciones completas de la MHD en 3D considerando efectos de transferen-
cia radiativa en el limite de un cuerpo no gris, es decir un cuerpo que no absorbe toda la
radiacion electromagnética incidente y que estd fuera del equilibrio termodindmico local,
ademds se considera el efecto de la conductividad térmica a lo largo de lineas de cam-
po magnético. De los resultados de las simulaciones se encontrd que se forman jets con
caracteristicas de espiculas tipo II, en donde el mecanismo de generacion es una fuerza
de Lorentz muy intensa debido a los gradientes de campo magnético y por las corrientes
eléctricas intensas. Otro enfoque en el estudio de formacion de jets, se presenta en la refe-
rencia [Jiang et al. (2015)], en donde se estudian erupciones solares en una region de campo
magnético no potencial mediante la MHD en 3D y se usan magnetogramas solares como
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condicion de frontera a nivel fotosférico. En tal referencia se llevaron a cabo simulaciones
numéricas del campo magnético coronal seguido de una evolucidn cuasi-estdtica de larga
duracion hasta que genera una erupcion rapida, la transicion clave del estado pre-eruptivo
al eruptivo se debe a una retroalimentacion positiva entre la expansién hacia arriba de arca-
das magnéticas y la reconexion magnética externa que desencadena la erupcion. Ademas
tal y como se report6 en [Tian et al. (2014)], las observaciones revelan el predominio de
jets intermitentes de pequefia escala en la region de transicion y cromosfera. Estos jets
construirian una fuente de masa y energia que aceleraria el viento solar.

Mas recientemente en la referencia [Wyper et al. (2017)] se ha propuesto un mecanismo
universal para las erupciones solares. En tal referencia se resolvieron las ecuaciones de la
MHD ideal en 3D para simular un jet coronal conducido por una eyeccién de filamentos,
en donde una regiéon de campo magnético altamente cizallado que se encuentra cerca de
la superficie solar llega a ser inestable y entra en erupcion. Los principales resultados de
este trabajo muestran que la reconexion magnética causa una liberacion de energia por
medio de una ruptura magnética, es decir mediante un mecanismo de retroalimentacion
positiva entre la eyeccion de filamento y la reconexién. Finalmente se concluy6 que si las
eyecciones de masa coronal y los jets se consideran fenémenos de un origen fisicamente
idéntico, entonces la reconexion magnética también debe ser la base de las eyecciones
de masa coronal, y en consecuencia la ruptura magnética es una modelo universal de las
erupciones solares.

Tomando como motivacién las referencias anteriores, en este capitulo se estudia la posi-
bilidad de que la reconexion magnética sea el mecanismo responsable para la formacion
de jets con caracteristicas de espiculas tipo II. Para esto se considera una atmdsfera solar
formada por una configuracion de campo magnético en 3D. En este caso no se estudiardn
las erupciones solares, ni el efecto que tiene el flujo magnético emergente que interactia
con un campo magnético preexistente, sino mas bien se estudiard el efecto que tiene la re-
sistividad magnética como mecanismo de disipacion para producir reconexion magnética.
De igual forma que en el caso 2D mostrado en el capitulo anterior, se modela la region
fotosfera-corona usando el modelo C7, y se asume que las ecuaciones de la MHD resistiva
sometidas al campo gravitacional del Sol son las que dictan la dindmica del plasma. La
configuracién magnética inicial que se analiza es una campo magnético potencial en 3D,
el cual es extrapolado de una simulacion fotosférica del Sol quieto. En este problema se
asume que la resistividad magnética es uniforme y constante sobre todo el dominio, y su
valores n = 1075.
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7.1 Modelo y métodos numéricos

7.1.1 Elsistema de ecuaciones de la MHD resistiva

En este caso se resuelve el sistema de ecuaciones de la MHD resistiva sometidas a un
campo gravitacional constante en el formulacion EGLM en 3D dadas por las ecuaciones
(6.1)-(6.5). Las diferencias para este caso son que las constantes ¢, =0.18 y ¢, =0.1, y
como se trata de un problema en 3D caracterizado por una atmésfera realista en donde
se tienen beta del plasma del orden 8 ~ 1072 en la regién de transicién, es complicado
mantener la estabilidad del c6digo especialmente cuando se usa la formulacion conserva-
tiva de las ecuaciones, esto es, cuando se resuelve la ecuacion de la densidad de energia
total. La principal razén de esto radica en que para calcular la presion del gas se tiene que
usar la energia térmica, la cual a su vez se obtiene restando la energia cinética y la energia
magnética. Entonces en el caso de la atmdsfera solar la energia térmica y cinética puede
llegar a ser muchos ordenes de magnitud menores que la energia magnética, por lo tanto
se producen presiones del gas negativas que generan resultados no fisicos. Estas incon-
sistencias y problemas de estabilidad del cddigo se resolvieron usando la ecuacion de la
densidad de entropia en lugar de la ecuacion de la densidad de energia total para obtener la
presion, lo que permitié mantener positiva la presion del gas durante toda la evolucién del
problema. La ecuacion de la densidad de entropia que se uso esta definida de la siguiente
forma:

‘Z—St +V-(SV) = (y = D' ", (7.1)
en donde § = /% es la densidad de entropia, n es la resistividad magnética, que para
este problema es uniforme y constante, y es el coeficiente de dilatacién adiabética y J*> =
J2+ ]}2, + J? es la magnitud al cuadrado de la densidad de corriente. Se usan los mismos
factores de normalizacién que para las ecuaciones del problema 2D, tales factores estdn
definidos en la Tabla 6.1, y representan escalas tipicas de la corona solar.

7.1.2 Configuracion de campo magnético

Como condicién inicial del campo magnético, se usa un campo magnético potencial en 3D,
el cual es extrapolado de una simulacion fotosférica del Sol quieto. Esta configuracion ha
sido obtenida de una simulacidn a gran escala, de alta resolucion y auto-consistente de la
magnetoconveccion solar usando el cddigo MURaM [Shelyag et al. (2012), Vogler et al.
(2005)]. El dominio computacional original tiene un tamafio de 480x480x400 pixeles en
la imagen con una resolucion espacial de 25 km en todas las direcciones. La extrapolacion
del campo potencial se basa en el método potencial-vector de Grad-Rubin, tal y como se
describe en [Amari et al. (1997)]. En este trabajo se selecciona una region del dominio
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Figura 7.1: (Arriba) Lineas de campo magnético al tiempo inicial y acercamiento de las
regiones dipolares intenasas en el dominio 3D al tiempo inicial. (Abajo) Componentes del
campo magnético By, By y B; en el plano xy a z = 0.1 Mm. La barras de color representa la
magnitud del campo magnético en Gauss.

3D, la cual estd definida por 6x6x10 Mm que contiene una topologia de interés para las
simulaciones numéricas llevadas a cabo. En la Fig. 7.1, se muestran las lineas de cam-
po magnético en el domino 3D, en donde se pueden ver estructuras complejas de arcos
magnéticos con un campo magnético muy intenso en sus pies. En la Fig. 7.1, también se
muestran las componentes del campo magnético By, By y B en el plano xy a z =0.1 Mm,
en donde se pueden ver estructuras dipolares. Las imdgenes anteriores muestran la region
usada para la evolucion del sistema, la cual contiene dipolos magnéticos alrededor de la
region (x, y0.1) Mm ~ (1.4,2.3,0.1), en donde se desencadena la reconexion magnética y se
forma el jet.

Para verificar que la configuracién de campo magnético en 3D es potencial, se calcula la
divergencia del campo magnético V - B y el valor absoluto |V - B| en el plano xy en dos
diferentes alturas z como se muestra en la Fig. 7.2. Como se puede ver, el valor de V - B
es del orden 10 T km™! en las regiones en donde el campo magnético es mds intenso.
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Figura 7.2: (Arriba-izquierda) V- B T km™! en el plano xy a la altura z =0.1 Mm y a la
altura z = 5 Mm (arriba-derecha). (Abajo-izquierda) |V - B| en el plano xy a la altura z =0.1
Mm y a la altura z = 5 Mm (abajo-derecha).

En cambio el valor absoluto|V - B| es del orden 107! T km™! en las regiones donde el
campo magnético es mas débil y del orden 10™* T km™! en donde el campo magnético
es mas fuerte. La obtencion de estos valores para la divergencia del campo magnético,
significa que no se tiene un campo completamente potencial, es decir, inicialmente se tienen
corrientes, lo que en principio ayuda a que el plasma se acelere.

7.1.3 Métodos numéricos

La implementacion numérica es la misma que se usa en [Gonzalez-Avilés et al. (2017a)],
sin embargo en el presente problema se explota la capacidad del cédigo CAFE Newtoniano
en 3D. Un resumen de los métodos numéricos especificos se presenta a continuacion. Se
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Figura 7.3: Temperatura (T) y densidad de masa (p) como funcién de la altura para el
modelo C7 de la atmdsfera solar en equilibrio.

resuelven numéricamente el sistema de ecuaciones (6.1)-(7.1) sobre una malla simple y
uniforme de celdas centradas, usando el método de lineas con un Runge-Kutta de tercer
orden. La discretizacion de las ecuaciones de la MHD resistiva se basa en volimenes
finitos y se implementan métodos de captura de choque de alta resolucién. Se usan los
reconstructores MINDMOD y MC para las variables conservativas, y la combinacion de
las formulas de fluyjos HLLE y HLLC. La combinacion de los reconstructores y formulas
de flujos es adaptativa y depende de la magnitud de las discontinuidades y choques que
se forman durante la evolucién, usando la combinacion con la disipaciéon maxima HLLE-
MINMOD en zonas donde 8 < 1072 y la combinacién menos disipativa HLLC-MC en otro
caso.

7.1.4 Modelo de la atmosfera solar

Se escoge un dominio que cubre parte de la fotosfera, cromosfera, y corona, en donde el
campo de temperatura se asume que obedece el modelo semi-empirico C7. Los perfiles de
temperatura 7'(z) y la densidad de masa p(z) como funciones de la altura z se muestran en
la Fig. 7.3, en donde la region de transicion se caracteriza por un gradiente pronunciado.
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7.2 Resultados de las simulaciones numéricas

Se llevé a cabo una simulacién numérica dentro de un dominio especifico usando la con-
figuracion de campo magnético construida con el cédigo MURaM, la cual contiene una
regién con dipolos de alta intensidad de campo magnético. Se define el dominio numérico
como x € [0,6], y € [0,6], z € [0,10] en unidades de Mm, cubierto con 240x240x400
celdas, es decir, la resolucidn efectiva en cada direccidn es de 25 km. En todas las caras del
dominio numérico se usan condiciones de frontera fijas en el tiempo.

Una vez que se defini6 el campo magnético y el modelo de la atmdsfera solar descritos an-
teriormente, se inicia la evolucién del plasma de acuerdo a las ecuaciones (6.1)-(7.1). No
se aplica ninguna perturbar explicita al sistema, en lugar de esto, los errores de redondeo
son suficientes para desecandenar la inestabilidad de todo el sistema, incluyendo el campo
magnético y el equilibrio hidrostatico, lo que mas tarde se traduce en la explosion del ma-
terial hacia arriba. Sucede la reconexion y estd acompafiada de una resistividad magnética
finitan =12.56 Q - m.

Se analiza la temperatura del plasma la cual ayuda a entender la dindmica del sistema.
En la Fig. 7.4 se muestra una imagen de la temperatura sobre el plano x =2.5 Mm y las
lineas de campo magnético en 3D a diferentes tiempos. Por ejemplo, al tiempo ¢ = 30 s
una estructura tipo espicula comienza a aparecer en la region en donde pasa la reconexion
magnética, la cual acelera al plasma. Al tiempo ¢t = 60 s como se muestra en la Fig. 7.4,
aparce una estructura que alcanza de aproximadamente z ~6.5 Mm medida desde la region
de transicién [Tavabi et al. (2015b)] y velocidad vertical de alrededor de v, ~ 80 km s7!,
estas caracteristicas son similares a las de una espicula tipo II [De Pontieu et al. (2007¢)].
Aproximadamente al tiempo ¢ = 120 s, la estructura penetra la region de transicion y al-
canza la corona, en donde las lineas de campo magnético son predominantemente abiertas.
Para el tiempo ¢ = 180 s, el jet con estructura de espicula comienza a desaparecer y ahora
las lineas de campo tienden a ser uniformes. Finalmente al tiempo ¢ = 300 s, la espicula
practicamente desaparece.

Se muestran perspectivas ttiles en 2D del proceso con un corte del dominio 3D en el plano
x =0.1 Mm en la Fig. 7.5, en donde se pueden ver varias imagenes de la evolucién de la
temperatura (en Kelvin) y las lineas de campo magnético. Se puede notar que al tiempo
inicial hay una region interesante con un punto-X, localizada alrededor de z ~ 3.5 Mm.
En esta region, la reconexién magnética inicia y consecuentemente se desencadena la for-
macion del jet con estructura de espicula. Al tiempo ¢ = 30 s, el jet comienza a aparecer
y las lineas de campo magnético cercanas al punto X se reconectan entre si. Al tiempo
t = 60 s, aparece un jet con caracteristicas de una espicula tipo II, con su base precisamente
localizada alrededor del punto-X, esta espicula alcanza una altura de aproximadamente z ~
6.5 Mm (ver Fig. 7.4), la cual estd de acuerdo con las alturas observadas que se encuentran
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Figura 7.4: La representacion en 3D de la formacion del jet. Se muestran imédgenes de la
evolucién del logaritmo de la temperatura en Kelvin y las lineas de campo magnético en
3D (negro) a los tiempos 30, 60, 120, 180, 240 y 300 s. En la parte inferior del dominio
3D se muestra la magnitud del campo magnético en el plano xy a z =0.1 Mm. La espicula
es representada por el color rosa.
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entre 4-10 Mm [Tavabi et al. (2015b)]. Se puede decir que la reconexion magnética acelera
el plasma hacia arriba con una forma colimada. La estructura de la espicula obtenida al
tiempo ¢ = 60 s es similar a la que se obtiene en la Fig. 5 de la referencia [Martinez-Sykora
et al. (2011)]. Al tiempo ¢ = 120 s, la espicula alcanza la corona que estd localizada a
z = 10 Mm en donde las lineas de campo son abiertas y muestran un patrén uniforme.
Después de este tiempo la espicula comienza a disiparse, y durante este lapso las lineas de
campo magnético forman un nuevo punto-X alrededor de z * 3 Mm. Finalmente al tiempo
t = 300 s, la espicula se disipa y las lineas de campo magnético son predominantemente
uniformes y abiertas.

Como se ha reportado en un nimero de trabajos obsevacionales [De Pontieu et al. (2007c),
Anan et al. (2010), Pereira et al. (2012), Zhang et al. (2012)], la velocidad vertical de
la espicula es importante, por lo tanto se monitorea esta cantidad en este trabajo. Es-
pecificamente se estima la velocidad vertical v, de la estructura medida en tres diferentes
puntos localizados dentro o cerca de la estructura tipo espicula. Estos tres puntos se colo-
can a lo largo de una linea vertical. Se muestra la localizacion de estos puntos en la parte
superior del mapa de temperatura y los valores de v, como funcién del tiempo en estos
puntos en la Fig. 7.6. De acuerdo a estas series de tiempo, la estructura cubre en rango de
velocidades verticales del orden de v, ~100 km s~!, el cual coincide con los movimientos
verticales del orden 50-100 km s~! de las espiculas tipo II. De acuerdo a la morfologia y
el rango de velocidad de la estructura, desde ahora se llamara a este jet como espicula.
También se puede notar que el tiempo de vida de los movimientos verticales duran apro-
ximadamente 170 s, el cual estd por encima de los 100 s que se han observado para las
espiculas tipo II [De Pontieu et al. (2007¢)].

Para entender la fisica detrds del modelado de la formacion de la espicula, es importante
identificar la fuerza(s) actuantes durante la formacion y desarrollo de la espicula. Para
est se compararon las fuerzas debido al campo magnético y la hidrodindmica, entonces se
calcul6 el cociente entre la magnitud de la fuerza de Lorentz y la magnitud del gradiente
de presion |J X B|/|Vp|. Los resultados en el corte transversal en el plano x =0.1 Mm del
dominio 3D se muestran en la Fig. 7.7. Se ver que al tiempo inicial la fuerza dominante es
practicamente el gradiente de presion, pero cuando la espicula comienza a surgir la fuerza
de Lorentz se hace mds intensa. Al tiempo ¢ = 60 s, el cual es tiempo en cual la espicula
aparece, la fuerza de Lorentz es la dominate en la region en donde precisamente se forma la
espicula, lo cual se puede ver hasta el tiempo ¢ = 150 s. Para tiempos posteriores la fuerza
de Lorentz decrece y la espicula se disipa, por ejemplo al tiempo ¢ = 240 s, la presion del
gas nuevamente domina sobre la fuerza de Lorentz. Finalmente, al tiempo ¢ = 300 s, la
espicula practicamente se disipa. Este andlisis demuestra que la fuerza de Lorentz es la
principal responsable de la formacion de la espicula.
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Figura 7.5: Imégenes del logaritmo de la temperatura en Kelvin con las lineas de campo
magnético en el corte transversal a x =0.1 Mm para varios tiempos. Es interesante notar
que hay una regién con un punto X al tiempo inicial, en ese lugar es donde mds tarde
aparece la espicula.
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Figura 7.6: En la izquierda se muestra el logaritmo de la temperatura en el plano yz a
x =0.1 Mm al tiempo ¢ = 60 s, en donde la estructura de la espicual se puede ver mas
claramente. Se indican los tres puntos sobre los cuales se estima la componente vertical de
la velocidad del plasma v,. Estos puntos son punto A (x = 0.1,y = 3,z = 6) Mm, punto
B(x=0.1,y=3,z=7) Mmy punto C (x = 0.1,y = 3,z = 8) Mm. En el lado derecho
se presentan las series de tiempo de v, en km s~! medidas en tales puntos, por donde pasa
la espicula. Se puede ver también que después de t ~ 170 s, los elementos de plasma
comienzan a moverse hacia abajo.
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Figura 7.7: Imagenes del cociente |J X B|/|Vp| en el corte transversal en el plano x =0.1
Mm para varios tiempos. Una comparacion con las Figs. 7.4 y 7.5 indica que la fuerza de
Lorentz es la fuerza dominante en la region en donde se forma la espicula.
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7.2.1 Vorticidad y efecto Doppler

Otro diagndstico importante de las espiculas es ver si estan rotando o muestran movimien-
tos torsionales. Las observaciones del efecto Doppler de varias lineas de emision en el
limbo sugieren que las espiculas tipo II estan rotando [Martinez-Sykora et al. (2013)]. Por
lo tanto se calcula la vorticidad definida como w = V X v y el campo vectorial de la veloci-
dad para ver movimientos rotacionales en la region de la espicula. Para esto se consideran
dos planos, el plano 1 definido a z =3.5 Mm localizado alrededor de la parte inferior de la
espicula como se puede ver en la Fig. 7.8, y el plano 2 en z = 5 Mm localizado en una
region mas alta de la espicula.

Para el plano 1, se muestra la magnitud de la vorticidad |w| y el campo vectorial de la
velocidad en la Fig. 7.8. Al tiempo ¢t = 15 s se pueden ver regiones en donde la magnitud
de la vorticidad es alta y el campo vectorial de la velocidad comienza a circular. Al tiempo
t = 120 s la aparacién de un vértice es clara, lo cual indica un proceso dindmico de la
espicula. A tiempos posteriores, la region de vorticidad es menos evidente, sin embargo se
ven algunas zonas donde el campo de velocidad circula. Finalmente al tiempo ¢ = 300 s, la
magnitud de la vorticidad alcanza su valor minimo, y por lo tanto las regiones con vortices
desaparecen.

Se muestran iméagenes similares a las del plano 1, pero para el plano 2 en la Fig. 7.10.
En este plano se puede ver mas claramente el comportamiento rotacional del campo de
velocidades. La figura mds representativa se presenta al tiempo ¢ = 60 s, en donde se puede
ver un vortice cerca de donde la magnitud de la vorticidad es alta. Este comportamiento
dura hasta t = 120 s, que es el tiempo en el que aproximadamente la espicula comienza a
disiparse. Para el tiempo ¢ = 300 s la magnitud de la vorticidad alcanza un valor minimo y
por lo tanto ya no se observan vortices.

Se estima el efecto Doppler relacionado con la dindmica de la espicula de manera simple
en los dos planos definidos anteriormente. Especificamente se estima este efecto en una
pequefa region en donde la vorticidad es alta y el campo vectorial de la velocidad esta
circulando. Para estimar el efecto Doppler se define un centro en la regién mencionada
anteriormente en donde la velocidad es v.. Entonces se elige un conjunto de puntos hacia la
izquierda y hacia la derecha a lo largo de la direccién x desde el centro (podria ser cualquier
otra), con velocidades v, y vg, respectivamente. Después se calcula la diferencia en la
componente y de las velocidades con respecto al centro, especificamente Avp = v g — V,,
en donde v, ¢ es una estimacion de la velocidad tangente de los puntos alrededor del centro,
y por lo tanto una forma de medir el corrimiento al rojo y al azul. Este método se ilustra
en las Figs. 7.9 y 7.11 para cada caso. Se muestra un acercamiento del vortice en donde
la circulacion del campo de velocidad es mas evidente. En este caso particular se calculan
las graficas de Avp para la componente y de la velocidad v, como funcién de la distancia
d. desde el centro hacia la izquierda y derecha, a lo largo de la linea azul o roja. Los
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Figura 7.8: Imégenes de la magnitud de la vorticidad |w| s~! y campo vectorial de la velo-
cidad en el plano xy a z = 3.5 Mm para distintos tiempos. En este caso la espicula se puede
ver en el plano xy dentro de la region x €[0,1.5] Mm y y €[2.5,4.0] Mm.
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Figura 7.9: (Izquierda) Region en donde se estima el efecto Doppler Avp,. Esta imagen es
un acercamiento de una region de la Fig. 7.8 al tiempo ¢ = 120 s en donde se aprecia el
vortice mds claramente. (Derecha) Valor de Avp, de la componente y o equivalentemente la
velocidad tangencial como funcion de la distancia desde el centro.
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Figura 7.10: Imdgenes de la magnitud de la vorticidad |w| s™! y campo vectorial de la

velocidad en el plano z = 5 Mm a varios tiempos. La region en donde se localiza la
dindmica de la espicula esta dentro de x €[0,1.5] Mm y y €[2.5,4.0] Mm.
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Figura 7.11: (Izquierda) Region en donde se estima el efecto Doppler Avp. Esta imagen
es un acercamiento de una region con vortice de la Fig. 7.10 al tiempo ¢t = 60 s. (Dere-
cha) Valor de Avp de la componente y de la velocidad v, o equivalentemente la velocidad
tangencial como funcion de la distancia desde el centro.
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resultados de la estimacion del efecto Doppler producido por el movimiento tangencial
Avp se muestran también en las Figs. 79y 7.11.

En este capitulo se presentd una simulacién numérica en 3D de una region pequefia de
la atmosfera solar que forma parte del trabajo sometido al ApJ [Gonzélez-Avilés et al.
(2017b)], mostrando la formacion de una estructura de jet con caracteristicas de una espicula
tipo II, especificamente la morfologia, el rango en la velocidad vertical y el tiempo de vi-
da. Este resultado da una explicacién simple y estd en contraste con la que se presenta
en [Martinez-Sykora et al. (2017)], en donde mediante simulaciones 2D se explica que
la formacion de espiculas se debe a la amplificacién de la tensién magnética y la interac-
cién entre iones y neutros. En nuestra simulacidn se demuestra que incluso si la tension
magnética podria ser importante, la presion magnética, que es parte de la fuerza de Lorentz
completa también es importante.

Para llevar a cabo la simulacién se resolvieron las ecuaciones de la MHD resistiva so-
metidas a un campo gravitacional solar constante. Se usa una configuracién de campo
magnético en 3D extrapolada hasta la corona solar obtenida mediante una simulacién del
campo fotosférico del Sol quieto. La configuraciéon de campo magnético presenta regiones
bipolares con una magnitud de campo muy intensa en la parte inferior, lo cual ayuda a que
se desarrolle el proceso de reconexion magnética cerca de un punto-X.

Un resultado clave del andlisis llevado a cabo en este capitulo es que la fuerza de Lorentz
domina sobre el gradiente de presion en la region en donde la espicula aparece y esto ayuda
a acelerar hacia arriba a la estructura.

Se entiende que la reconexion magnética desencadena la aceleracion del plasma hacia arri-
ba y hace que se forme la espicula. Este modelo 3D, representa un escenario realista, ya
que se tiene una atmosfera que contiene la region de transicion en combinacién con un
campo magnético con una topologia compleja que esquematiza mejor la complejidad de la
atmosfera solar.

Los resultados muestran también que la vorticidad es importante cerca de la espicula. Ob-
servando el campo de velocidad en cortes transversales especificos del dominio 3D en don-
de se aprecia la estructura de la espicula, se monitorea el desplazamiento vertical circular
del plasma que eventualmente puede ser identificado como un corrimiento al rojo o al azul.

Un estudio detallado sobre las propiedades torsionales de la espicula, las ondas generadas,
los desplazamientos rotacionales y radiales se presentard en el trabajo [Gonzalez-Avilés et
al. (2017¢)].
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Conclusiones

En esta tesis se presentd un panorama general de la estructura interna y externa del Sol,
dando énfasis a los eventos transitorios del tipo jet que ocurren en su atmdsfera, y en parti-
cular a las espiculas tipo II. Se consider que la atmdsfera solar estd formada por un plasma
completamente ionizado, en donde la aproximaciones de la MHD ideal clésica y resisitva
son razonables para describir su dindmica. Se resolvieron numéricamente tales ecuaciones
escritas en forma conservativa y se discretizaron mediante el método de volimenes finitos
en conjunto con el esquema HRSC. Se calculd la estructura caracteristica asociada a los
valores propios para ambos sistemas de ecuaciones, que fue util para los resolvedores de
Riemann implementados.

Se explicaron a detalle todos los métodos numéricos usados en el cédigo CAFE Newto-
niano. Se implementaron los resolvedores de Riemann HLLC, HLLE, HLLD y Roe en el
caso de la MHD ideal, y en el caso de la MHD resistiva se implementaron los resolvedores
HLLE, HLLC y HLLD. De igual forma se implementaron los reconstructores de variables
Godunov, MINMOD, MC y WENOS. Ademas se implementé un método hibrido, en don-
de se usa el HLLE-MINMOD en zonas con choques fuertes y HLLC-MC en zonas suaves.
Para evolucionar en el tiempo las ecuaciones de la MHD ideal y resistiva se usé el método
de lineas en combinacion con el integrador Runge-Kutta de tercer orden. Ademas se ex-
plicaron los métodos usados para controlar la constriccion del campo magnético V- B = 0,
uno de ellos es el método de transporte de flujos restringidos para el caso de la MHD ideal,
y el otro es el método extendido de los multiplicadores de Lagrange basado en el método
de la limpieza hiperbdlica para la MHD resistiva. Ambos métodos se combinan con las 4
férmulas de flujos y reconstructores. En general la combinacion HLLE-MINMOD para el
método del FluxCT o EGLM, es la combinacion que permite una mayor estabilidad de las
soluciones, al costo de disipacion numérica. Otra de las combinaciones que permite una
estabilidad razonable sin que sea muy disipativo es el HLLC con MINMOD, esta combi-
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nacion fue usada en particular para el problema 2D, en donde se estudi6 la formacion de
jets con caracteristicas de espiculas tipo II.

Después de haber descrito a detalle los métodos numéricos usados en la implementacion del
cddigo, se llevaron a cabo pruebas numéricas que midieron su capacidad para resolver dis-
tintas configuraciones y escenarios fisicos en donde existen choques, discontinuidades y en
especial en medios en donde la 3 del plasma sea del orden ~ 1072, que es una caracteristica
de la atmoésfera solar. Las pruebas se dividieron en la parte de la MHD ideal y resistiva,
primeramente se hicieron las pruebas en 1D en la direccion x. En el caso de la MHD ideal
se realizaron pruebas de tubos de choque en 1D y se compararon directamente con las so-
luciones exactas para verificar que el cddigo resolviera el problema de manera adecuada.
En el caso de MHD resistiva se hicieron pruebas en 1D asociadas a la difusiéon del campo
magnético para una resistividad magnética isotrépica y anisotropica, para estos casos se
compardé directamente con la solucidn exacta y se vio que el codigo resuelve de manera
correcta los problemas. En el caso 2D para la MHD ideal, se hicieron pruebas estandar en
donde aparecen vortices, inestabilidades, plasma en rotacion, explosiones esféricas con 8
del plasma pequefio y problemas asociados a la reconexion magnética numérica. Para este
caso no existen soluciones exactas, por lo tanto para verificar la precision de las solucio-
nes se llevaron a cabo pruebas de consistencia y se monitored la constriccion del campo
magnético, y en la mayoria de las pruebas es de orden V - B ~ 1072, que se encuentran
en el error de redondeo de la computadora. En el caso de las pruebas de la MHD resistiva
en 2D, se midi6 la capacidad del cédigo para evolucionar correctamente los procesos de
reconexion magnética lenta y rdpida, asi como la captura de choques e inestabilidades aso-
ciadas a una resistividad magnética dependiente de la posicion. De acuerdo a los resultados
obtenidos en las pruebas, el cddigo es capaz de describir correctamente los procesos de re-
conexion magnética y de capturar las inestabilidades asociadas a una resistividad anémala.
En el caso de los problemas asociados a fendmenos en la atmoésfera solar, se present un
estudio enfocado a la propagacion de pulsos Alfvénicos en arcadas coronales y se analizé la
interaccion de dos ondas de Alfvén generadas impulsivamente en la influencia del calenta-
miento de la corona quieta. Ambos problemas describen configuraciones en una atmdsfera
solar con una region de transicion que presenta gradientes de presion y densidad de hasta 8
ordenes, por lo tanto se midi6 la capacidad del cddigo de lidiar con rarefacciones, y ademas
de evolucionar sistemas con campos magnéticos realistas a nivel coronal. De acuerdo a los
resultados se puede ver que el codigo describe de manera satisfactoria ambos problemas.

Como aplicacion del cédigo CAFE Newtoniano, se resolvieron numéricamente las ecua-
ciones de la MHD resistiva, y se mostré que la formacién de jets con caracteristicas de
espiculas tipo II y jets coronales frios que corresponden a temperaturas de 10* K se pue-
den formar como resultado de la reconexion magnética en un escenario con resistividad
magnética. Para esto, se modelo la region de la cromosfera baja y la corona usando el mo-
delo atmosférico en equilibrio C7, asumiendo que la MHD resistiva describe la dindmica
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del plasma. Las configuraciones magnéticas que se analizan corresponden a dos arcos ve-
cinos con polaridad opuesta. Se encontrdé que la formacién de jets con estructuras finas
depende de la separacion entre los pies de cada arco. Se analizaron los casos en donde la
magnitud del campo magnético de los dos arcos es igual y distinta. En el primer caso, el jet
crece verticalmente, mientras que en el caso de una configuracion asimétrica el jet mues-
tra una inclinacion. Se estudiaron varias propiedades del jet, entre las que se encuentra,
la inclinacion, el tiempo de vida y la velocidad. El espacio de parametros involucrd una
magnitud del campo magnético entre 20 y 40 G, y la resistividad se asumi6 uniforme con
un valor constante 7 = 1072Q - m. Se mostré que la reconexién magnética puede ser el
mecanismo de formacién de las espiculas tipo II.

La aplicaciéon mas representativa del codigo CAFE Newtoniano es el estudio de la for-
macion de jets en 3D. Se estudié la posibilidad de que la reconexién magnética sea la
responsable de la formacion de jets en una configuracién de campo magnético en 3D por
primera vez considerando solamente los efectos de la resistividad magnética n. Para eso,
se modeld la region fotosfera-corona usando el modelo C7, asumiendo que las ecuacio-
nes de la MHD resistiva sometidas al campo gravitacional solar determinan la dindmica
del plasma. En este caso, la configuracion inicial magnética estd descrita por un campo
magnético potencial en 3D extrapolado de un modelo fotosférico realista del Sol quieto.
Nuevamente se considerd un valor de la resistividad uniforme y constante. Los resultados
de esta simulacién indican que se forma un jet con caracteristicas de una espicula tipo II,
en una region en donde ocurre la reconexion magnética acelera al plasma. La fuerza domi-
nante en el proceso de formacion del jet es la fuerza de Lorentz. Se encontrd que en una
region cercana a la espicula se pueden ver que hay vorticidad, ademads de que la espicula
presenta movimientos transversales que se asocian a oscilaciones, resultados que estidn en
acuerdo con muchas de las observaciones que suponen que las espiculas tipo II oscilan y
ademds presentan un movimiento torsional [De Pontieu et al. (2007c), De Pontieu et al.
(2012), Mclntosh et al. (2011)].

Gran parte del trabajo de esta tesis se concentrd en la construccion de un codigo en tres
dimensiones en coordenadas cartesianas, para estudiar fenémenos en donde la dindmica del
plasma sea descrita por la MHD ideal y resistiva. El c6digo se puede enriquecer de distintas
maneras. Para estudiar configuraciones y procesos mads realistas en la atmdsfera solar es
necesario incluir mas procesos fisicos tales como la conductividad térmica y de la radiacion.
Por otra parte en lo que respecta a los métodos numéricos, resultaria interesante incluir
el refinamiento dindmico de mallas que permitiria capturar mas facilmente las regiones
finas de la reconexion magnética en la atmdsfera solar a la vez de optimizar los recursos
computacionales.

En el futuro inmediato se generalizara el codigo para resolver las ecuaciones de la MHD
multiespecies, con el objetivo de estudiar distintas lineas de emision de las espiculas tipo
II. Ademas se incluird la conductividad térmica, con el objetivo de estudiar el problema del
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calentamiento coronal usando configuraciones de campo magnético en tres dimensiones
tomadas directamente de las observaciones.



Apéndice A

Obtencion de las ecuaciones de la MHD
ideal y resistiva

Las ecuaciones de la MHD ideal y resistiva se derivan de la combinacion de las ecuaciones
del electromagnetismo de Maxwell: Ley de Gauss, Ley de Ohm, Ley de Faraday y Ley de
Ampere, en conjunto con las ecuaciones de Navier-Stokes para la dindmica de los fluidos.
En general las ecuaciones de la MHD se pueden expresar en términos de las siguientes
leyes de conservacion:

A.1 Laecuacion de induccion: Conservacion del flujo magnético

La Ley de Faraday nos dice acerca de la fuerza electromotriz (f.e.m) generada por un con-

ductor. El campo eléctrico se puede derivar de un potencial electrostatico escalar (¢) o
. e » .

vectorial (A). En este caso, el campo eléctrico puede ser expresado como

oA
E=-Vo-=. (A.1)

en donde E es la intensidad del campo eléctrico medida en el marco de referencia del
laboratorio. Si se toma el rotacional de la ecuacién (A.1) se puede derivar la ecuacién de
induccién de Faraday

VxE:Vx[—V¢—%—?):—%(V><X):—%—]§, (A.2)
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la cual establece que la f.e.m a lo largo de una espira cerrada en un espacio en 3D es igual
a la tasa de cambio del flujo de B a lo largo de la espira.

Ahora, si se toma en cuenta la ley de Ohm, la cual establece que la corriente a través de dos
puntos localizados a lo largo de una espira cerrada, es directamente proporcional al voltaje
de potencia a través de los puntos e inversamente proporcional a la resistencia entre ellos.
Esta ley fue generalizada por Kirchoff, €l cual la expres6 como J = o’E, en donde o es
la conductividad eléctrica definida como o = 1/un y n es la resistividad magnética. La
densidad de corriente es proporcional a la f.e.m., es decir a la fuerza de Coulomb F = gE
(en donde q es la carga) actuando sobre portadores de cargas libres. Si el fluido conductor
se estd moviendo con una velocidad v en un campo magnético, las cargas experimentan
una fuerza adicional conocida como la fuerza magnética (=q(vxB)) que resulta en una
corriente de desplazamiento. La fuerza de Lorentz es la fuerza total que actia sobre una
carga puntual en un campo electromagnético y se expresa como

F = g(E + v X B). (A.3)

La direccidn de la fuerza de Lorentz se determina por medio de la regla de 1a mano derecha,
tal que las componentes de v X B sean perpendiculares al movimiento. Si se sustituye la
fuerza de Lorentz en la expresion de la ley de Ohm se obtiene

E =E+vxB=n/uwl, (A4)

en donde E es el campo eléctrico medido en el marco de referencia del laboratorio, mientras
que E’ es el campo eléctrico medido en un marco de referencia comdvil con el fluido, y en
este caso se usa u = 1. Entonces como en la aproximacién de la MHD ideal se considera
que E” = 0, por lo tanto la ecuacion (A.4) es

E=nJ-vxB. (A.5)
Sustituyendo la ecuacion (A.5) en la expresion de la ley de Faraday se obtiene

%_Ij = -V x[nJ - vxBl. (A.6)

Considerando otra de las aproximaciones de la MHD ideal, en donde las variaciones del
campo electromagnético son no relativistas (v/c < 1), en otras palabras el sistema se
dice que es cuasi-estatico [Priest (1984)]. Por lo tanto, la corriente de desplazamiento que
aparece en la ecuaciéon de Ampere-Maxwell se desprecia. Entonces la ley de Ampere se
simplifica y se escribe como
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J =V xB. (A7)

Ahora, si se sustituye la ecuacion (A.7) en la ecuacion de induccién (A.6) y se usa la
identidad vectorial (V x (V x B) = V(V - B) — V?B) se llega a la ecuacién de induccién, que
describe la dindmica de un campo magnético en un plasma, y estd definida por

‘2_]: = -V x[n(VxB)-vxB]. (A.8)

Finalmente, si se usa otra identidad vectorial (V X (vxX B) = V - (Bv — vB)), la ecuacion de
induccién se convierte en

% +V-[Bv-vB]-7n(V’B) = 0. (A.9)

La ecuacion anterior tiene tres términos, en especial el segundo término describe la ad-
veccion de las lineas de campo magnético en el tiempo. El tercer término describe el
decaimiento del campo magnético, es decir, su difusion. En el caso de la MHD ideal n = 0
se tiene adveccidn, pero en el caso de la MHD resistiva i # 0 se tiene difusién del campo
magnético. En particular, cuando n # 0, al difundirse el campo magnético puede recon-
figurar su topologia, esto resulta en una transferencia de energia libre por medio de calor
y procesos cinéticos hacia los alrededores del plasma, y en consecuencia puede ocurrir la
reconexion magnética. La aproximacion de la MHD ideal se aplicé al estudio de la propa-
gacion de ondas MHD en la atmésfera solar, y la MHD resistiva se aplic6 al estudio de la
formacion de espiculas tipo II como se presentd en los capitulos 4, 6y 7.

A.2 Conservacion de carga: Ley de Gauss

A escalas microscopicas, el plasma se puede considerar como eléctricamente neutro, es
decir V- E = 0. La aproximaciéon macroscdpica es valida en el contexto de la MHD
ideal, y en particular en el contexto de la fisica solar, dado que las escalas de longitud de
la atmésfera solar (del orden 10*-10° m) comparadas con la longitud de Debye es varios
ordenes de magnitud mds grande.

La razén de los términos de adveccion y difusion del lado derecho de la ecuacion (A.9)
se puede definir como un nimero adimensional conocido como el nimero de Reynolds
magnético (R,,), el cual estd dado por
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R, = —, (A.10)

en donde v es una velocidad caracteristica del sistema, L es la longitud caracteristica del
sistema y 1 es la resistividad magnética. El numero de Reynolds es util para medir el
acoplamiento entre el fluido y el campo magnético de un sistema dado.

Cuando R, > 1, la escala de longitud es muy grande, entonces las lineas de campo
magnético actiian como bandas elasticas que se congelan dentro del plasma y el flujo
magnético se conserva durante el movimiento del fluido. Esta condicién se conoce co-
mo aproximacién del campo congelado de la MHD, por lo tanto pequeias perturbaciones
en el campo magnético resultan en oscilaciones ineldsticas debido al aumento de la tensién
y presién magnéticas. En la atmésfera solar R,, ~ 10% — 10'2, por lo que la MHD ideal es
una buena aproximacion.

Cuando R,, < 1, la escala de longitud del sistema es pequefia y por lo tanto el fluido en
movimiento tiene efectos despreciables sobre el campo magnético. EI campo magnético es
disipativo por naturaleza, en lugar de elastico, lo que produce una conversion de energia
magnética en calor por de la disipacién de Joule.

A.3 Conservacion de masa: Ecuacion de continuidad

Desde el punto de vista macroscépico el plasma se puede tratar como un fluido simple. Esta
condicion establece que si la masa total de un fluido en el sistema se conserva, entonces la
suma de los términos de colisién debe ser igual a cero.

Un plasma puede ser descompuesto en pequefios elementos cibicos infinitesimales de di-
mensiones dx, dy, dz. De acuerdo a la continuidad de la masa, el flujo entrante hacia
cada elemento debe ser igual al flujo saliente. Ver la Fig. A.1, en donde se muestra una
ilustracion del flujo de masa a través del elemento de fluido.

La masa total que fluye con velocidad v, en la direccion x a lo largo de la cara del cubo de
area dydz esta dada por

(pvy)dydz, (A.11)

en donde p es la densidad de masa. Entonces, después de un desplazamiento dx a lo largo
de la direccion x en el cubo, se tiene que el flujo de masa total que sale estd dado por
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dpw
+— &7 |oxd
(0 %% 52| sy
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| B |
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Figura A.1: Elemento de volumen del fluido que expresa la conservacion de masa por
medio de la ecuacion de continuidad.

(pvx + (8(pVX)) dx) dydz, (A.12)
0x

en donde % es el cambio del flujo de masa entre la caras izquierda y derecha del cubo.
Para que se conserve la masa, la ecuacién (A.11) y la ecuacion (A.12) deben ser iguales.
Por lo tanto, el flujo neto que sale es la diferencia entre las ecuaciones (A.11) y (A.12) que

S€ expresa como

(pvx + (6(5:")) dx) dydz — (pv,)dydz = 0, (A.13)
UG — (A.14)
ox

De manera analoga, el cambio en el flujo de masa se conservard para v, y v,. Por lo tanto el
flujo total de masa a través del cubo completo, estd dado por la suma de las contribuciones
en cada direccion, y se define como

dpvy) , pvy)  dpve)

dxdydz. A.15
0x ay 0z rayax ( )
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Ya que la masa se conserva, entonces el flujo total de masa que sale del elemento de volu-
men del plasma debe ser igual a la tasa de disminucién de masa (pv) dentro del volumen,
lo que implica

(amm , Oev) a(pva)
0z

dp
i o dxdydz = —E(dxdydz). (A.16)

Que después de eliminar de cada lado de la ecuacion (A.16) los términos de elemento de
volumen, se obtiene

%, (a(pVx) Lo, a(pvz)) =0, (A.17)

ot Ox dy 0z

El segundo término de la ecuacidn (A.17), se puede reescribir en términos de la V - v,
en donde v es el vector de la velocidad en tres dimensiones y V es el operador vectorial
V= %i + a%j + [%k, entonces usando esto en la ecuacidn (A.17), se llega a la ecuacion de
continuidad en forma conservativa, la cual se expresa como

%+V-(pv):0, (A.18)

en donde 7 es el pardmetro temporal. Fisicamente, la densidad incrementa en un punto
(% > 0) si la masa fluye dentro de una region circundante, y decrece (g—’; < 0) si hay una
divergencia en lugar de una convergencia del flujo de masa.

A.4 Conservacion de momento: Ecuacion de momento

El momento se conserva cuando su razén de cambio toma en cuenta el acoplamiento con
todas las fuerzas que actiian sobre el sistema. La ecuacién de momento se deriva inicial-
mente de la segunda ley de Newton (F = ma) sobre cada elemento ctibico infinitesimal del
fluido que se muestra en la Fig. (A.1). La masa total del cubo se puede considerar como la
densidad de masa multiplicada por el volumen del cubo y se expresa como

m = (p)dxdydz. (A.19)

Considerando que la aceleracion del cubo que se mueve a lo largo de la direccion x sobre
el dominio, entonces se puede demostrar que estd dada por
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ay = ——, (A.20)

en donde a, es la aceleracion en direccidon x que se toma por simplicidad solamente. Por lo
tanto, de la segunda ley de Newton la fuerza se estd dada por

Dy,
F,= vatdxdydz. (A21)

Si se considera solamente la forma euleriana de un fluido no viscoso asumiendo que no
hay fuerzas gravitacionales. Entonces, las unicas fuerzas que se necesita calcular son las
debidas a la presion que actda sobre cada cara del cubo. Como se muestra en la Fig.
(A.1), hay una presion p, que actia sobre el lado izquierda de la cara dydz y una presion
(p + (Op/0x)dx) actuando en direccién opuesta sobre la cara derecha del cubo con édrea
dydz. Entonces la fuerza total en la direccion x, esta dada por la diferencia de presiones
entre las dos caras, y se expresa de la siguiente forma

(p - (p s ‘lpdx)) dydz = 0 (A22)
Ox

P
= ~2 4xdydz = 0. (A.23)
ox

Ahora, si se igualan las fuerzas del lado derecho de la ecuacion (A.21) y del lado izquierdo
de la ecuacion (A.23) en todas las direcciones (x, y, z) se tiene lo siguiente

Dv, Dvy, Dy, op dp Odp
dxdydz = —|— + — + — | dxdydz. A.24
DtJrDtJrDt)xyZ (ax+ay+az e ( )

Nuevamente como en el caso de la ecuacién de continuidad se eliminan los elementos de
volumen en ambos lados de la ecuacion anterior. Como se derivo la ecuacion de continui-
dad, el lado izquierdo de la ecuacién (A.24) se puede combinar con el vector de la velocidad
v. De igual forma, el lado derecho de la ecuacidn (A.24) se puede expresar en términos
del operador V, y con esto se obtiene la ecuacién de momento en forma no conservativa o
primitiva

p— =-Vp. (A.25)
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En la expresion anterior % representa la derivada advectiva o sustancial dada por

D oOv
o= o +(v-V)v. (A.26)

Entonces usando lo anterior y en combinacidn con una identidad vectorial el primer término
del lado derecho de la ecuacion (A.25) se puede expresar como

ov _ 0(pv) B 6_p

— = . A.27
P ot or o ( )

Ademas, el segundo término se expresa de la siguiente forma
p(v-V)v=V.(ovv) — vV (pv). (A.28)

Entonces sustituyendo los expresiones dadas por las ecuaciones (A.27),(A.28) en el lado
derecho de la ecuacién (A.25), se tiene una nueva expresion para el término pDv/Dt, el
cual estd dado por

Dv d(pv) op

"o = Ta —VE+V-(pVV)—VV-pV (A.29)
ICAVN L .
= o A Er +V-(ov)|+ V- (ovv) (A.30)
- a(gtv) £V (ow), (A31)

en donde los términos dentro de los brackets representan la ecuacion de continuidad, enton-
ces ese término es igual a cero. Aparte de considerar el gradiente de presion en la ecuacion
(A.25), se pueden considerar mds fuerzas externas, tales como la fuerza de gravedad y la
fuerza de Lorentz (J X B) que es producida por el campo magnético. Entonces se llega a la
ecuacion de momento escrita en forma primitiva

d(pv)
ot

+V-(ov) +Vp—J xB —pg =0, (A.32)

en donde pg es la fuerza externa debida a la gravedad, que para el caso del Sol esta dada
por g = 274m s~2. En los problemas aplicados a la atmésfera solar se considerd un campo
gravitacional constante en direccion z y una fuerza de Lorentz.
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La fuerza de Lorentz JxB puede ser expandida en términos de la expresion para la densidad
de corriente J tomada de ley de Ampere, esto es

2
JXB:(VXB)XB:(B~V)B—V(B7). (A.33)

De la ecuacidn anterior, se puede ver que las lineas de campo magnético tienen una tension
de magnitud B? y una presién de magnitud B?/2. Dado que

2 2
VB— =V. (B—)l (A.34)

Entonces si se sustituye la nueva expresion de la fuerza de Lorentz en la ecuacion (A.32),
se obtiene lo siguiente

0(pv)
ot

B2
+V-(pvv+p+7i—BB—pg):0. (A.35)

La presion total del sistema se define como la suma de la presion del gas p mas la presion
magnética B?/2, esto es

p.=p+B?2. (A.36)

Se puede definir un pardmetro que relaciona la presion del gas con la presion magnética,
este es el parametro S, el cual se define como el cociente entre la presion del gas y la presion
magnética, es decir

__P
B2/2°

B (A.37)

Por lo general en la atmdsfera solar, 8 > 1 en la fotosferay § < 1 en la corona y la regién
de transicion. Finalmente se puede expresar la ecuacidon de conservacion del momento
incluyendo el efecto de la gravedad de la siguiente forma:

o(pv)
ot

+V-(ovw—BB + p,) — pg = 0. (A.38)
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A.5 Conservacion de Energia: La Ecuacion de energia

La tasa total de cambio de la energia dentro de un elemento infinitesimal ctubico del fluido
del plasma se representa como la razén de cambio del trabajo hecho sobre el elemento
en forma de conductividad térmica, disipacion de Joule y el trabajo que hace la fuerza
de gravedad sobre el elemento de volumen. Entonces la ecuacion de la energia se puede
escribir como

DE
E:yEV-V+J-E+pV-g, (A.39)

en donde E es la densidad de energia total, definida como E = p/(y — 1) + pv?/2 (energia
térmica+ energia cinética), p estd dada por la ecuacion del gas ideal, y es el indice adiabatico
y pv - g es la energia potencial gravitacional.

La disipacion de Joule que estd representada por el término J - E puede ser expresada en
términos de la ley de Ampere, ley de Faraday, ley de Ohm y una identidad vectorial, lo que
resulta

J-E = E-(VxB)
= B-(VXE)-V-(ExB)
OB
= —B~E—V~((7IJ—V><B)><B)
OB
- —B~E—V~[(B><77J)—(VXB)><B]
o B2 s
= —a—t7+V-[(v-B)B—B v] - V- B xnl). (A.40)

Para juntar todas las derivadas temporales, se puede demostrar que la densidad de energia
total es la suma de las energias, térmica, cinética y magnética, esto es

2 BZ
E:_”1+’%+7 (A41)
"y_

Y la ecuacién de estado del gas ideal queda expresada como

p=(y—1)(E-pv’/2-B*)2). (A.42)
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Por lo tanto la ecuacion de la densidad de energia total en forma conservativa es

OF
=, +V(EV=BB-v+pv)-V-Bxnl)-pv-g=0. (A.43)

En la ecuacidn anterior, se incluyen los términos de la energia potencial gravitacional y de
la resistividad magnética que aparece como disipacion de Joule.






Apéndice B

Normalizacion de las ecuaciones de la
MHD ideal y resistiva

B.1 Ecuaciones dimensionales de la MHD ideal

El sistema de ecuaciones de la MHD ideal sometidas a un campo gravitacional fue usado en
el estudio de las oscilaciones transversales de pulsos alfvénicos y del efecto de dos ondas
de Alfvén impulsivamente generadas en la influencia del calentamiento de la corona quieta.
En tales problemas se resolvieron las ecuaciones en su forma adimensional, por lo tanto en
este apéndice se muestra el proceso de adimensionalizacion.

Las ecuaciones de la MHD ideal sometidas a un campo gravitacional en su forma dimen-
sional son las siguientes:

dp

otV v =0, (B.1)
2 2
é]('OV)+V-(/OVV+(19+B—)—B—) = pg. (B.2)
ot 210" Mo
2 .
a—E+V-((E+p+B—)V—(V B)B) = pv-g (B.3)
ot 20 Ho
‘2—1?+V-(vB—Bv) = 0, (B.4)

todas las variables tienen el mismo significado descrito en los capitulos anteriores, y u €s
la permeabilidad magnética en el vacio, que tiene un valor de 47 x 107 T m A™! en el

177
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sistema internacional de unidades.

La presion p, y la densidad de energia total E, estdn relacionadas mediante la ecuacion de
estado del gas ideal

E=—0-5 _— (B.5)

en donde vy es el cociente de los calores especificos (adimensional), lo que implica que E
deba tener las mismas unidades que p.

En el caso de las aplicaciones en el estudio de la propagacion de ondas en la atmdsfera
solar, es mds conveniente escribir la ecuacién de estado del gas ideal en términos de la
temperatura, esto es

_ kBpT
- m

) (B.6)

donde T es la temperatura del gas, kg es la constante de Boltzmann y m es la masa media
de las particulas.

B.1.1 Parametros de normalizacion

Para hacer adimensionales a las ecuaciones (B.1)-(B.6), se necesita primeramente adimen-
sionalizar todas las cantidades involucradas. En este caso se toma los siguientes paraimetros
de referencia:

e [y: escala de longitud de referencia,

e p,: escala de densidad de referencia del plasma,

e By: escala de la magnitud del campo magnético de referencia,

de las cuales se derivan directamente las cantidades de la velocidad y el tiempo

B
Vo =Vao = \/A%Po’ (B.7)
I
h = =, (B.8)
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y en consecuencia se pueden obtener las demds variables adimensionales, definidas de la
siguiente forma

p = £, (B.9)
Lo
g = ~. (B.10)
Vo
F= L (B.11)
fo
_ B
B = 2, B.12
B, ( )
p = L (B.13)
pOVO
_ E
E = —, (B.14)
vao
i I
g = g(—‘;). (B.15)
Yo

Finalmente para hacer adimensional a la ecuacion (B.6), se usan los factores adimensiona-
les de p y p con el objetivo de hacer adimensional la temperatura 7. Entonces, partiendo
de la ecuacion (B.6) se tiene lo siguiente

ko T k
p="2 5=t (B.16)
m vom

lo que implica que la temperatura adimensional esta dada por

2
mvo

T = T(k—B). (B.17)

De esta forma se adimensionalizan las ecuaciones de la MHD ideal sometidas a un campo
gravitacional, y los factores de escala dependen del problema en particular que se estudie.

B.2 Ecuaciones dimensionales de la MHD resistiva

El sistema de ecuaciones de la MHD resistiva que se uso para estudiar la formacion de jets
en la atmodsfera solar se hace adimensional de forma similar al caso de las ecuaciones de
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la MHD ideal, sin embargo, en este caso se tienen que hacer adimensional la densidad de
corriente J y la resistividad n. Las ecuaciones de la MHD resistiva sometidas a un campo
gravitacional en su forma dimensional son las siguientes

Pivom =0 (B.18)

2 2
a(pv)+v-(pvv+(p+—)—B—) - ot (B.19)

ot 2u0”  po

2 .
6—E+V-((E+p+B—)V—(V B)B) _ —V-(nJXB)ﬂOV'g (B.20)
ot 24 Mo Ho

aa_'fw.(vs-sv) ) (B.21)

donde 7 es la resistividad magnética y J es la densidad de corriente que se define por medio
de la ley de Ampere

j= v xB (B.22)
Ho

Para hacer adimensionales las ecuaciones (B.18)-(B.21), se consideran los mismos factores
de escala que en el caso de la MHD ideal, sin embargo en las ecuaciones de la MHD
resistiva se deben encontrar los factores que permitan hacer adimensionales la denisdad de
corriente J dada por la ecuacion (B.22) y resistividad magnética 7.

Para hacer adimensional J se usa el factor de escala de la longitud [, para hacer adimensio-
nal al operador V y del factor de escala del campo magnético By, esto es

vV =[V. (B.23)

Entonces la version sin dimensiones de J es

VxB By - =
J=22_ 20948, (B.24)
Ho loto
lo que implica que se debe tomar el factor
B
Jo= —, (B.25)
lopto

para de esa forma llegar a la cantidad J dada por
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J==. (B.26)

Ahora, para hacer adimensional 7, se hace un anélisis dimensional de las ecuaciones que lo
involucran, con lo que se llega a que las cantidades adecuadas para adimensionalizar 1 son

1Mo = Voloto, (B.27)

y se tiene la variable adimensional 77 dada por

7= (B.28)

1o

Con tales factores de escalamiento dados por las ecuaciones (B.26) y ( B.28), en conjunto
con los factores obtenidos para el caso de la MHD ideal es posible obtener el conjunto de
ecuaciones adimensionales de la MHD resistiva sometidas a un campo gravitacional.
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