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Resumen

En la Física experimental se necesita relacionar las observaciones con los pa-

rámetros físicos que describen al sistema en la teoría, es decir, obtener un modelo

del sistema a partir de los datos. Este planteamiento es conocido como el problema

inverso, y aunque existen técnicas analíticas para resolverlo, generalmente se utili-

zan métodos numéricos para inferir el valor de los parámetros del modelo físico. En

este trabajo de tesis doctoral se plantea el uso de redes neuronales artificiales como

método de resolución para dos problemas inversos en el área de Física generados

mediante simulaciones numéricas.

El primero de ellos, motivado por las recientes detecciones de ondas gravitacio-

nales GW150914, GW151226 y GW170104, se enfoca en estimar la razón de masas

iniciales en la colisión de sistemas binarios de agujeros negros, analizando señales

de ondas gravitacionales generadas a partir de simulaciones numéricas. El análisis

consiste en introducir a una red neuronal artificial, fragmentos de las formas de

onda asociados a la fase orbital, fusión y decaimiento del evento.

En el segundo problema utiliza las redes neuronales artificiales para analizar

los perfiles de velocidad, vorticidad y presión dinámica en simulaciones de flujos

de fluidos alrededor de un cilindro en un tubo de dos dimensiones. Con el re-

conocimiento de los patrones de los perfiles dichas las variables físicas se busca

determinar: el número de Reynolds, que caracteriza al flujo; y estimar el tamaño

y posición de la obstrucción dentro del tubo.

Con estas dos ejemplificaciones se muestra el potencial de utilizar los métodos

aprendizaje automático en el reconocimiento de patrones en observaciones expe-

rimentales o en simulaciones numéricas, para la resolución de problemas inversos,

particularmente en el campo de la Física.

Palabras clave: Redes neuronales artificiales, problema inverso, simulaciones nu-

méricas, ondas gravitacionales, flujo en un tubo de dos dimensiones.

xix





Abstract

In experimental Physics, it is needed to relate the observations with the physical

parameters that describe the system in the theory, this is, to obtain a model from

the data. This approach is known as the inverse problem, and although there

are analytical methods to solve it, generally are used numerical methods to infer

the parameter values of the model. In this doctoral thesis is proposed the use of

artificial neural networks as a method to solve two inverse problems in Physics

generated through numerical simulations.

The first problem, motivated by the recent gravitational waves observations

GW150914, GW151226 and GW170104, is focused in the estimation of the mass

ratio in binary black hole collisions, by analyzing gravitational wave signals ge-

nerated through numerical simulations. The analysis consists in introducing into

an artificial neural network fragments from the wave forms related to the inspiral,

merger and ringdown phases of the event.

The second problem uses artificial neural networks to analyze the velocity,

vorticity and dynamic pressure profiles in numerical simulations of flows around a

cylinder in a two dimensional pipe. Through the pattern recognition of the profiles

of those physical variables it is desired to obtain: the Reynolds number, which

characterizes the flow; and estimate the size and position of the obstruction inside

the pipe.

With this two examples, it is shown the potential to use machine learning

methods in pattern recognition for experimental data or numerical simulations, to

solve inverse problems, particularly in the field of Physics.

Keywords: Artificial neural networks, inverse problems, numerical simulations, gra-

vitational waves, flow in a two dimensional pipe.
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Capítulo 1

Introducción y Motivación

1.1. Problemas inversos

En general, a lo largo del desarrollo académico de una persona en el área de

la Física se le plantean problemas en los cuales debe obtener la solución en el

tiempo o espacio sobre un sistema físico en el cual se le provee la especificación

completa de la estructura interna de este. Sin embargo, en términos experimen-

tales surge la situación contraria: obtener la descripción del sistema a partir de

observaciones directas o indirectas sobre este. Este planteamiento se define como

resolver el problema inverso. Un ejemplo de esta índole puede ser que aquel donde

se desea obtener la distribución de la temperatura en un material en contacto con

alguna fuente de calor. De forma teórica, a expensas de la dificultad geométrica

y del cálculo involucrado, la solución del problema directo para conocer el campo

de temperaturas en algún punto del sistema se puede obtener utilizando la ecua-

ción de distribución de calor con condiciones iniciales o restricciones conocidas.

Si al contrario se tienen los valores de la temperatura varios puntos del material,

se desea conocer las condiciones del sistema, por ejemplo, la temperatura, el flujo

de calor de la fuente o alguna otra propiedad del material como su coeficiente de

conducción de calor [Hon & Wei, (2003)]. En general, los problemas inversos son

reconocidos como mal planteados en el sentido de Hadarmard [Kaipio & Somersalo,

(2005)], sí no cumple al menos una de las siguientes condiciones:

1



2

Tiene solución.

Existe una única solución

La solución depende de los datos.

Los problemas inversos son por naturaleza inestables porque las soluciones son

desconocidas y los parámetros tienen que ser determinados por medio de obser-

vaciones discretas que contienen errores en la medición. Además, la unicidad o

existencia de la solución para las observaciones dadas, no está garantizada [Aster,

(2003)].

Tradicionalmente el campo de resolución de problemas inversos se ha desarro-

llado a través de modelos estadísticos clásicos o de regularización como regresiones

lineales, multivariables o modelos generalizados. No obstante, con el avance de

los recursos computacionales se ha incrementado el uso de análisis estadísticos en

los cuales se pueden obtener distribuciones probabilísticas de dichas variables. Sin

embargo, estás técnicas son computacionalmente extenuantes, ya que en algunos

casos conlleva resolver el problema directo una gran cantidad de veces. Por lo tan-

to, resulta necesario encontrar otros métodos alternativos capaces de acelerar el

proceso de la estimación de parámetros que puedan competir con los tradicionales

en velocidad, robustez y calidad de resultados. Gracias a la conexión que existe

entre la teoría de regularización y los algoritmos de aprendizaje automático (cono-

cido también como machine learning por su nombre en inglés), es posible explotar

esta metodología que resulta intuitiva en la introducción de datos así como la

interpretación de los resultados [De Vito, E., et al.,(2005)].

1.2. Aprendizaje automático

El aprendizaje automático es una rama de la inteligencia artificial, capaz de

aprender y adaptarse a los cambios que suceden en la información que se analiza.

El aprendizaje automático significa construir programas con algoritmos capaces de

resolver problemas de optimización y toma de decisiones a través del análisis de

datos. El aprendizaje automático nació por la necesidad de reconocer patrones en
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información donde los humanos no tienen la capacidad suficiente o el número de

datos es tan grande que el análisis de estos se vuelve abrumador [Alpaydin, (2010)].

Un algoritmo de aprendizaje automático se modela por ciertos parámetros,

y el aprendizaje se logra encontrando los valores de los parámetros del modelo

mediante la información proporcionada. Las tareas que se pueden lograr a través

del reconocimiento de patrones con estos métodos se pueden delimitan por:

Clasificación. El algoritmo analiza la información de entrada y categorizarla

en función de sus características asociandola a clases definidas previamen-

te. Los algoritmos más representativos de este tipo de tareas son: k-nearest

neighbors, naïve Bayes, máquinas de soporte vectorial (SVM), redes neuro-

nales artificiales (RNAs), entre otros [Bishop, (2006)].

Regresión. En este enfoque el algoritmo debe procesar los datos y reconocer

propiedades en ellos tales que sea capaz de dar una estimación en términos de

un valor numérico asociado a la respuesta deseada. En este caso los algoritmos

más conocidos son la regresión lineal, logística y RNAs [Bishop, (2006)].

Los algoritmos de aprendizaje automático también se pueden distinguir por su

proceso de entrenamiento:

Aprendizaje supervisado: Este tipo de adiestramiento se basa en proporcio-

narle al modelo un conjunto de ejemplos, preferentemente representativos del

problema en cuestión. Estos ejemplos se componen del tipo de información

que se quiere analizar y de las correspondientes respuestas que se desea obte-

ner. Con este enfoque, el algoritmo debe comprender la correlación existente

entre los dos subconjuntos (datos de entrada y de respuesta), para elabo-

rar una serie de reglas de acción que debe realizar para futuros ejemplos

de entrada desconocidos. El entrenamiento requiere que los parámetros que

componen al modelo se adapten a los datos ejemplo de un modo iterativo.

Esta metodología es la más usual en las redes neuronales artificiales y la

mayoría de los algoritmos de aprendizaje automático.
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Aprendizaje no supervisado. A diferencia del anterior, los ejemplos presenta-

dos no contienen las respuestas deseadas, únicamente se le proporcionan los

datos que se desea analizar, por lo que el algoritmo debe encontrar la relación

entre ellas de forma automática, basándose en algunas reglas predefinidas.

El resultado deseado son datos que se encuentran agrupados por ciertas ca-

racterísticas y que difieren en relación a otros grupos. Un ejemplo de este

tipo de aprendizaje es por medio del algoritmo de k-means clustering, el cual

particiona los datos en k grupos dentro de un determinado radio; donde el

número de grupos y la métrica del radio para cada grupo son definidos por

el usuario [Bishop, (2006)]. También las RNAs han sido desarrolladas en es-

te tipo de aprendizaje, en los denominados self-organizing maps [Kohonen,

(1995)].

Aprendizaje reforzado. A diferencia del entrenamiento supervisado, en este

tipo entrenamiento no se le suministran las respuestas deseadas al algoritmo,

sino una serie de reglas a seguir. El algoritmo aprende mediante recompensas

cuando realiza acciones positivas que llevan al objetivo final y se le casti-

ga cuando ejecuta acciones negativas. El algoritmo más prominente en este

ámbito son nuevamente las RNAs, por ejemplo en el trabajo realizado por

[Tesauro, (1995)], planteando un modelo de aprendizaje para una RNA que

fue capaz de jugar backgammon a un nivel experto.

Una vez entrenado el modelo, este ya ha aprendido las reglas para relacionar

los valores de entrada con las respuestas deseadas, por lo que en el futuro se espera

que pueda hacer predicciones precisas. Como se ve de los puntos anteriores, las

RNAs, están presentes en todas las formas de aprendizaje, acreditando su uso en

el presente trabajo.

1.3. Redes neuronales artificales

Las redes neuronales artificiales (RNAs), provienen de la analogía de las redes

neuronales biológicas, en el cual un conjunto de elementos interconectados son
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capaces de realizar operaciones de forma sincronizada. Su desarrolló fue provocado

inicialmente por la descripción del funcionamiento del sistema nervioso por Ramón

y Cajal, quien mostró que este se conforma por un ensamble de células llamadas

neuronas, comunicándose de forma estructurada en un proceso llamado sinapsis

[Ramón y Cajal, (1899)]. Con el paso del tiempo y posterior investigación sobre

el sistema nervioso y aparición de las máquinas computacionales, se llegó a la

pregunta de si este mecanismo era capaz de ser emulado por las máquinas.

Las redes neuronales artificiales suelen ser vistas como aproximadores de fun-

ciones de tipo caja negra, donde un dato de entrada proveé una respuesta sin saber

cual fue el mecanismo exacto por el cual la RNA llegó a tal solución. A pesar de ello,

los algoritmos desarrollados se han sofisticado de tal manera que en la actualidad

las RNAs son utilizadas para el reconocimiento de patrones en datos, clasificación

de datos masivos (big data en inglés), categorización de objetos y/o reconocimiento

facial en imágenes; operación y optimización de procesos industriales, etc.

Tomando en cuenta que en los problemas inversos el conocimiento de los pará-

metros del fenómeno físico es parcial o nulo, la búsqueda de ellos puede ser muy

extenuante. Por ello, la implementación de métodos como las RNAs es muy valiosa,

siendo capaces de extraer información de los datos. Algunas de las aplicaciones de

las RNAs se pueden resumir en los campos de:

Medicina. Este campo es actualmente muy explotado por el aprendizaje au-

tomático, dado que el conocimiento exacto sobre los mecánismos fisiológicos no es

totalmente conocido. En este ramo se pueden enlistar aplicaciones en la interpre-

tación de electrocardiogramas, donde los especialistas pueden evaluar la existencia

de una condición cardíaca [Bortolan, Degani & Williems, (1991)]. Las RNAs pue-

den revelar un tumor canceroso o daño de tejido a través de muestras biológicas

[Dorsey, et al., (1997)], o incluso interpretar y reconstruir imágenes a partir de las

proyecciones de tomografías computarizadas [Kerr & Bartlett, (1995), Knoll et al.,

(1999)]. Las RNAs son útiles en la lectura de electroencefalogramas y señales bio-

métricas para un posible diagnóstico telemétrico [Begg, Kamruzzaman & Sarker,

(2006)]. En las aplicaciones farmacéuticas también se emplean diseñando trata-

mientos médicos o correcciones en la dosificación de drogas, cantidad de radiación
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en pacientes con cáncer en base a sus respuestas eméticas [Martín et al., (2004)],

absorción o eliminación de fármacos en la sangre [Chen, Chen, Min, Fisher & Wu,

(2003)], entre otros.

Economia e Industria. Las instituciones, entidades financieras y corpora-

ciones se han interesado en la investigación y aplicación de RNAs a mercados

financieros, los cuales son influenciados por la gran cantidad de datos en continuo

cambio. La gente interesada en estas áreas pretenden predecir el comportamien-

to de los mercados y obtener ventajas para la inversión de opciones financieras,

intercambio monetario, comercio de recursos, entre otros [McNelis, (2005)]. Las

RNAs en la industria se basan en predicción de costos, capacidad de producción,

almacenamiento y suministro de productos, y principalmente en la optimización de

procesos [Eldon, (1994)]. Dado el incremento de información que se maneja a través

del internet, se están mejorando los sistemas de seguridad con ayuda de RNAs que

sean capaces de detectar virus, correo no deseado o programas maliciosos[Tesauro,

Kephart & Sorkin, (1996), Tobiyama et al., (2016)].

Ciencias básicas. El potential de las RNAs en diversas áreas de la Física,

Química, Biología, Geología, entre otros, se enfoca en fenómenos con presencia de

ruido e incertidumbre sobre las variables responsables. Entre las aplicaciones se

pueden nombrar: análisis de espectroscopía [Cirovic & Dragan, (1997)], predicción

sobre reacciones nucleares [Gernoth, (1999)], pronóstico del número de manchas

en el ciclo solar [MacPherson, Conway & Brown, (1995)], y más recientemente en

el análisis y/o desarrollo de materiales como el grafeno o termoelétricos [Khanam

et al., (2016), Zhao & Li, (2017)]. Son útiles en temas relacionados con el análisis

de series de tiempo, procesamiento de señales y filtración de ruido tal y como se

requiere en sistemas dinámicos cuasi-caóticos [Garliauskas, (1998)] y clasificación

de fallas en experimentos de detección de ondas gravitacionales [Biswas et al.,

(2013), Graff, (2012)].



7

Los puntos mencionados, dan motivos suficientes para explotar el uso de recur-

sos de aprendizaje automático en las distintas ciencias, justificando en partícular el

trabajo que se desarrolla en esta tesis. Para mostrar el uso y desempeño de las re-

des neuronales artificiales en algunos problemas inversos de Física, se investigaron

dos temas:

1. Estimación de la razón de masas iniciales en la colisión de dos agujeros negros

sin espín.

2. Estimación del parámetro que caracteriza el flujo de un fluido en un tubo de

dos dimensiones y del tamaño y posición del obstáculo.

El primer punto ha sido motivado dada las recientes observaciones de ondas gra-

vitacionales GW150914 [Abbot et al., (2016a)], GW151226 [Abbot et al., (2016b)]

y GW170104 [Abbot et al., (2017)]. Por lo que es de suma importancia resolver

el problema inverso y extraer la información que contiene alguna señal de una on-

da gravitacional, para poder inferir las propiedades físicas y parámetros sobre las

fuentes que generaron dicho evento. En el caso partícular de este trabajo, se han

construido RNAs en las cuales la información a analizar corresponde a la serie de

tiempo o el espectro de frecuencias en un fragmento de una simulación de una on-

da gravitacional ocasionada por la colisión de dos agujeros negros. Mientras que la

respuesta esperada de la RNA es la razón de masas iniciales entre ambos agujeros

negros. Las ondas gravitacionales utilizadas para este estudio fueron extraídas a

partir de dos catálogos diferente y creados por medio de simulaciones numéricas

[Jani et al., (2016), Gracia, (2017)].

En el segundo tema se han propuesto las RNAs para resolver de forma indepen-

diente dos problemas inversos y relacionados al flujo de un fluido clásico alrededor

de un obstáculo cilíndrico en un tubo de dos dimensiones espaciales. En el primero

de ellos se caracteriza el flujo del fluido por medio de la estimación del número de

Reynolds asociado a dicho flujo. Mientras que en el segundo, se intenta reconstruir

tanto el tamaño y posición de un obstáculo dentro del tubo. En ambos problemas,

se utilizan las RNAs para el reconocimiento de los perfiles de velocidad, vorticidad
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o presión dinámica del flujo en simulaciones numéricas realizadas por medio del

método de lattice Boltzmann.

La tesis se ha redactado en función de los artículos envíados y publicados hasta

el momento de ser presentada. Primeramente en el capítulo 2 se exponen los ante-

cedentes sobre redes neuronales artificiales, así como los métodos de entrenamiento

utilizadas a lo largo del trabajo. En el capítulo 3, se comienza hablando sobre los

artículos relacionados con la estimación del parámetro de razón de masas en el

choque de un sistema binario de agujeros negros. En el capítulo 4 se describe el

uso de RNAs para resolver los dos problemas inversos del flujo de un fluido clásico

en la simulación numérica de un tubo en dos dimensiones espaciales. Para terminar

el cuerpo principal de esta tesis, en el capítulo 5 se dan las conclusiones globales

de los trabajos realizados en la tesis doctoral así como una discusión final sobre

la aplicación del aprendizaje automático en problemas de Física. Finalmente, se

han agregado cuatro apéndices relacionados tanto con el aprendizaje y prueba del

código base de las RNAs implementadas, así como de las bases teóricas sobre los

problemas que se han abordado en los capítulos principales, esto es: ondas gravi-

tacionales y el método de lattice Boltzmann. También se ha agregado un glosario

con definiciones de conceptos que se utilizan a lo largo del trabajo.



Capítulo 2

Redes Neuronales Artificiales

Dado que las redes neuronales artificiales (RNAs) nacen como un análogo del

procesamiento de información del sistema nervioso de los seres vivos, es natural

dar una breve explicación del funcionamiento estas redes neuronales biológicas,

para extender el concepto de aprendizaje en los seres vivos hacia el denominado

aprendizaje automático al cual pertenecen las RNAs [Rosenblatt, (1962)].

2.1. Redes neuronales biólogicas

Los distintos sistemas nerviosos se componen de un conjunto de neuronas en la

cuales un grupo inicial de ellas se encarga de recibir la información externa para

transmitirla hacia otras neuronas. Este nuevo conjunto de neuronas se encarga de

procesar la información, y un grupo posterior de interpretar todo el conjunto de

impulsos nerviosos generados para tomar una decisión.

La información se propaga por las neuronas gracias a la sincronía de un flujo

de iones a través de la membrana celular. El cambio de potencial provocado por el

aumento o disminución de iones provoca que la transmisión eléctrica del impulso

nervioso viaje a través de la neurona y hacia otras neuronas. La fuerza de conexión

entre las neuronas, llamada sinapsis, determina la importancia o participación de

cada neurona en los procesos neuronales, en otras palabras, a una mayor fuerza

sináptica, mayor es la participación de la conexión de dicha neurona en la toma de

decisión, ya sea inhibitoria o exhitatoria [Hebb, (1949)].

9
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El funcionamiento de las redes neuronales es bastante compleja y su estructura

varía no solamente de especie a especie, sino de individuo a individuo. Estas va-

riaciones estructurales y de funcionamiento dependen no solamente del desarrollo

biológico del individuo, sino también del aprendizaje que se tiene a lo largo de su

vida referido como la plasticidad de la neuronas. Este mecanismo descrito en la

teoría Hebbiana [Hebb, (1949)], propone que la plasticidad de las neuronas depen-

de del aprendizaje obtenido través de los procesos iterativos en la transmisión de

impulsos nerviosos, es decir, la recurrencia de un impulso nervioso para realizar

una acción provoca que la fuerza de conexión mejore. Este argumento, es una de

las bases en el inició del desarrollo de redes neuronales artificiales para emular

dicho aprendizaje en el reconocimiento de patrones y toma de decisiones [Russell

& Norvig, (1995)].

Tomando en cuenta los argumentos expuestos para las redes neuronales bioló-

gicas, se les puede relacionar con las RNAs en estructura, modelación matemática

del flujo de información entre las conexiones de las neuronas y la metodología para

el aprendizaje.

2.2. Redes neuronales artificiales

Al igual que en las redes neuronales biológicas, las RNAs se componen por un

gran número de elementos o nodos simples densamente conectados, llamados “neu-

ronas”. Las neuronas de las RNAs reciben información de sus vecinos y posterior-

mente envian sus propias señales positivas (exhitatorias) o negativas (inhibitorias).

La forma y magnitud de la respuesta que se obtiene de cada neurona depende de

la función de “disparo” o de activación.

En analogía con las redes neuronales biológicas, las neuronas de una RNA se

pueden definir en tres tipos de unidades principalmente:

Neuronas de entrada. Encargadas de recibir los datos a analizar y enviarlos

al resto de neuronas de la RNA.

Neuronas de procesamiento. Responsables de realizar los cálculos matemáti-

cos correspondientes.
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Neuronas de respuesta o de salida. Encomendadas a entregar la solución. En

general, tanto en las neuronas de procesamiento como las de salida se realizan

los cálculos pertinentes.

El primer modelo de una neurona computacional fue realizado por [McCulloch

& Pitts, (1943)], proponiendo a la neurona como una compuerta lógica con dos

posibles estados: activo o inactivo. El estado de este tipo de neuronas se determina

con una función tipo escalón y es dependiente de las conexiones de entrada, las

cuales son pesadas y sumadas. En otras palabras, si el valor del estímulo rebasa

un valor de umbral U la neurona se considera activa, de otra forma inactiva. Por

ejemplo, definiendo el vector x como los valores de entrada y w como el vector de

pesos correspondiente, el estado de la neurona se define por:

S =

1 si wT · x > U,

0 si wT · x < U ;
(2.1)

donde wT define el transpuesto del vector y al producto de wT · x se le llama

comúnmente en el ámbito de las RNAs como función de transferencia. Este modelo

(esquematizado en la Figura 2.1), es aún la base del elemento primario de las RNAs,

donde la interconexión de neuronas permite realizar las tareas para las cuales han

sido entrenadas.

El primer algoritmo de aprendizaje para este tipo de RNAs fue propuesto de

forma independiente en [Rosenblatt, (1962)] y [Widrow, (1962)]. Se basaron en el

paradigma de la recompensa y castigo para desarrollar sus máquinas denominadas

“perceptron” y “adaline”. Estos sistemas eran capaces de categorizar la informa-

ción si se encontraban los parámetros (pesos) adecuados. Sin embargo, [Minsky &

Papert, (1988)] mostraron que este tipo de RNAs estaban limitadas a operaciones

lógicas linealmente separables. Actualmente las estructuras de las RNA han evo-

lucionado desde su concepción pasando desde una estructura muy sencilla hasta

ser capaces de aproximar funciones no-lineales y reconocer patrones más sutiles en

la información proporcionada. En términos básicos, las RNAs actuales funcionan

como un mapeo de valores de un espacio a otro donde es posible que la información

sea “más fácil” de interpretar, algo similar a problemas donde se recurre a analizar-
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Figura 2.1: Esquema de los valores de entrada y pesos de las conexiones de cada una de

ellas. El estímulo que recibe la neurona es la combinación lineal del vector de entrada x

y el vector de parámetros w. El estado activo o inactivo de la neurona dependerá si la

suma de este producto interno es mayor al umbral U .

los en el espacio de de frecuencias mediante transformadas de Fourier. Suponiendo

por ejemplo, una RNA que recibe un vector de entrada x ∈ Rn:

x = (x1, x2, . . . , xn) , (2.2)

y se mapea a otro vector y ∈ Rl:

y = (y1, y2, . . . , yl) . (2.3)

Entonces la RNA se ve como una función f : f(x)→ y. Las estructuras de las RNA

son actualmente muy variadas tanto en complejidad como flexibilidad respecto a los

problemas que se desea resolver. Sin embargo, a grandes rasgos se puede englobar

en 3 grupos:

Redes Neuronales Multicapa: Aunque se abarcan distintas estructuras en es-

ta rama, en general se trata de RNAs que se conforman por al menos tres

capas de neuronas interconectadas, generalmente en su totalidad, donde la

información se propaga en una sola dirección. Entre sus principales ventajas

destaca su relativa sencillez en implementación con un rendimiento conside-

rado como bueno en una gran aplicación de problemas. Sin embargo, esto

también conlleva a que se vean limitadas en problemas muy complejos como
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en el procesamiento de lenguaje, series de tiempo con gran cantidad de rui-

do, reconocimiento de objetos en imágenes de gran resolución, etc., [Rojas,

(1996)]. Además, sí para resolver un problema en específico se consideran

una gran cantidad de características de entrada (comúnmente denominadas

features en inglés), la estructura de la RNA resultará en una gran número de

interconexiones entorpeciendo la velocidad y calidad del aprendizaje. A pesar

de esto, si el problema se plantea apropiadamente generalmente se obtienen

soluciones adecuadas utilizando los algoritmos de aprendizaje actuales.

Recurrentes: Este tipo de redes se asemejan a las anteriores en su estruc-

tura, sin embargo, la información también puede propagarse hacia capas

anteriores, permitiendo reforzar las conexiones que sean apropiadas en una

propagación. La recurrencia también puede ser temporal, lo que significa que

son capaces de aprender de información introducida previamente, lo que las

hace más apropiadas para análisis de señales de reconocimiento de lenguaje

y texto. No obstante, estas mismas características hacen que sus algoritmos

de entrenamiento sean sofisticados y a menudo su aprendizaje no llega a ser

adecuado [Bogdan, (2009)].

Convolucionales. Este tipo de RNAs, se pueden considerar como una amplia-

ción de las multicapa con un esquema de interconexión y operaciones mate-

máticas más complejo, siendo utilizadas para un aprendizaje profundo. Su

estructura está basada principalmente en el sistema visual de los seres vivos,

por lo que son adecuadas para el reconocimiento de imágenes con un pre-

procesamiento de información mínimo. Las capas por las que se componen

son divididas en distintos segmentos, aminorando el número de conexiones

que se necesitarían en comparación con el de una multicapa normal con el

mismo número de capas y elementos. Sus capas de convolución permiten que

la generalización y el aprendizaje sean efectivos. Sin embargo, dependen al-

tamente de un ajuste heurístico en su estructura y aún no es clara la razón

de su eficiencia y como mejorarlas [Zeiler & Ferguson, (2013)].

En el trabajo se desarrollaron RNAs con estructura de multicapa, por lo que



14

será la única que se describe con una mayor profundidad a continuación.

2.3. Redes neuronales multicapa

El sistema de RNAs más común es la red neuronal multicapa o Multilayer

Perceptron (MLP, por sus siglas en inglés), es una extensión del perceptron desa-

rrollado por Rosenblatt. Son ampliamente utilizadas tanto por su simplicidad como

por su desempeño satisfactorio en los problemas que se han abordado con ellas.

Las RNA tipo MLP, son llamadas así dado que las neuronas que la componen se

encuentran estratificadas por capas, es decir, las neuronas iniciales que reciben la

información se encuentran en la llamada capa de entrada, mientras que las neuronas

de procesamiento y de salida se encuentran en capas distintas e independientes

entre sí. Las neuronas en capas intermedias anteriores a las de salida son llamadas

también neuronas ocultas, por lo que de aquí en adelante se hará la distinción en

nombre entre las neuronas y/o capas ocultas con respecto a aquellas en la capa de

salida, tal como se muestra en la Figura 2.2. En pocas palabras y considerando la

misma figura, en las MLP la información viaja desde las neuronas de entrada hacia

las neurona ocultas para posteriormente pasar a las neuronas de salida, realizando

una serie de cálculos conforme esta viaja a través de la RNA. Este proceso es

denominado propagación hacia adelante o feedforward (por su nombre en inglés),

y a continuación se dan más detalles sobre este proceso.

2.3.1. Propagación hacia adelante

De ahora en adelante se dejará de utilizar el término MLP y se utilizará el

término genérico de RNA. En los siguientes párrafos se describen las operaciones

matemáticas que se realizan para la propagación hacia adelante suponiendo una

RNA con una estructura de n entradas, m neuronas en una única capa oculta

y l salidas, simplificando la notación para un solo vector de entrada como en la

ecuación (2.2). En la siguiente capa con m unidades, la j-ésima neurona oculta

recopila la información proveniente de todas las conexiones de las neuronas de

entrada, siendo estos los mismos valores que el vector x regulados en cada conexión
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Figura 2.2: Esquema de una RNA tipo MLP o Feedforward con una sola capa oculta.

En este esquema la RNA cuenta con n elementos de entrada, m neuronas ocultas y l de

salida, indicadas con las letras I, H y O respectivamente. Este tipo de RNA puede contar

con más capas ocultas, las cuales se interconectan de forma seriada. Los elementos con

los que se alimenta a la red se especifican en este caso por el vector x mientras que los

resultados con y.

por un vector de pesos wj = (w0j, w1j, . . . , wnj). La composición de estos dos

vectores consiste en la combinación lineal entre el vector de entrada y los pesos de

cada conexión. Es decir, la primera operación matemática que realiza esta unidad

está dada por:

σj = wT
j · x =

n∑
i=1

wijxi. (2.4)

El escalar σj es entonces el resultado del mapeo de una función de Rn →
R, lo que permite hacer uso de funciones definidas en R en la siguiente capa.

Dichas funciones, en el contexto de las RNA, son llamadas funciones de activación.

Suponiendo que F sea una función de activación para todas las neuronas en la
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capa oculta, el resultado hj en la j-ésima neurona se expresa como:

hj = F (σj) = F

(
n∑
i=1

wijxi

)
. (2.5)

En general, las neuronas no reciben únicamente el valor proveniente de las neu-

ronas de la capa anterior, sino también un parámetro umbral o bias, que juega un

papel similar a U referido en la ecuación (2.1). Este parámetro puede ser conside-

rado como una neurona adicional en la capa anterior con un valor siempre igual a

1 con un peso definido usualmente por b. Con esto, la expresión (2.5) se transforma

en:

hj = F

(
n∑
i=1

wijxi + bj

)
. (2.6)

Finalmente, para la última capa el resultado de cada neurona de salida yk se

expresa como:

yk = G(σk) = G

(
m∑
j=1

wjkhj + bk

)
, (2.7)

donde los pesos wjk representan los pesos de la capa oculta a la de salida y G es la

función de activación en la capa de salida. Las funciones utilizadas como base para

las aproximaciones de las funciones en las RNA se han clasificado principalmente

en tipo escalón, lineales o no-lineales. Las primeras nacieron como una completa

analogía de las redes biólogicas donde el potencial de acción que genera el impulso

nervioso no es generado a menos que se rebase un umbral determinado, llamadas

también como función de todo o nada. Sin embargo, como se refirió anteriormente,

el tipo de problemas que se pueden resolver con este tipo de funciones es muy

limitado.

2.3.2. Funciones de activación

La decisión sobre que funciones de activación utilizar, depende tanto de los

datos de entrada como del vector de respuesta deseado. Considerando que la reso-

lución de problemas, ya sea en términos de regresión o clasificación, tanto en las
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RNAs como en otros métodos de aprendizaje automático se eligen funciones no-

lineales que les brindan a dichos algoritmos propiedades análiticas y computacio-

nales más complejas que los modelos de regresión lineal [Bishop, (1995), Rojas,

(1996)]. En el caso particular de las RNAs, se han propuesto funciones de activa-

ción que cumplen ciertas condiciones en concordancia con el Teorema Universal

de aproximación de funciones tipo sigmoide, tal y como se demostró en [Cybenko,

(1989)]:

Teorema. Sea ϕ una función continua, no-constante, acotada y monotona-

mente creciente. Sea Im el espacio m-dimensional unitario en un hipercubo [0, 1]m.

El espacio de funciones continuas en Im esta definido por C(Im). Entonces, dada

cualquier función sigmoide f en Im f ∈ C(Im) y ε > 0, existe un entero N , con

constantes reales ci y bi y vectores wi ∈ Rm, donde i = 1, . . . , N , tal que:

F =
N∑
i

ciϕ
(
wi

T · x + bi
)
, (2.8)

como una aproximación de la función f , siendo independiente de ϕ, i.e.:

|F (x)− f(x)| < ε, (2.9)

para todos los x ∈ Im. En otras palabras. las funciones de la forma F (x) son densas

en C(Im) y esto se mantiene cuando se remplaza Im para cualquier subconjunto

compacto de Rm.

En términos de las funciones tipo sigmoide, en este trabajo se utilizaron las

más usuales: la logística, la tangente hiperbólica y la normalización exponencial

(conocida también como softmax ). Las tres funciones son acotadas y tienden a un

valor límite en sus extremos. La función logística estándar se define como:

F (x) =
1

1 + exp(−σ)
=

1

1 + exp (−wT · x + b)
, (2.10)

con un rango en (0,1), ver Figura 2.3a. La función softmax se puede considerar

como una extensión de la logística definida en el mismo rango, y que se utiliza

generalmente en las capas de salida en una RNA. En concordancia con la ecuación

(2.7), para la k-ésima neurona de salida, esta función se define como:

yk = F (σk) =
exp(σk)∑
o exp(σo)

(2.11)
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donde o indiza a cada una de las neuronas en la capa de salida. El uso de esta

función se muestra en el ápendice B. Por otro lado, la respuesta de salida de la

tangente hiperbólica se encuentra en (-1,1), tal y como se puede visualizar en la

Figura 2.3b.

 0
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 0.6

 0.8

 1

-4 -2  0  2  4

 y

 x

(a) Función logística

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-4 -2  0  2  4

 y

 x

(b) Función tangente hiperbólica

Figura 2.3: Funciones de activación tipo sigmoide más usuales en las RNAs. En (a)

se puede apreciar el rango de la función logística con y ∈ (0, 1). En (b) la tangente

hiperbólica con y ∈ (−1, 1).

En muchas ocasiones se prefiere la tangente hiperbólica dado que es una función

simétrica centrada en el origen, por lo que en promedio la combinación lineal de

los pesos y valores de entrada a la siguiente capa serán cercanos a 0. Esta y alguna

otras más sugerencias heurísticas (rules of thumb, en inglés), que se siguieron en

el trabajo de tesis sobre el uso de las funciones de activación, normalización de

los vectores de entrada e inicialización de las RNA se encuentran en la referencia

[LeCunn, Bottou, Orr, Muller,(2012)].

Tal y como se mencionó para las redes neuronales biológicas, la estimulación

continua de las neuronas implica el fortalecimiento o debilitamiento de las conexio-

nes sinápticas. Para el caso de las RNA sucede algo similar, lo que implica realizar

un proceso de “entrenamiento”, esto es, enseñarle a la RNA el tipo de respuesta

que uno desea.
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2.4. Entrenamiento

En este trabajo se desarrollaron proyectos únicamente basados en un entrena-

miento supervisado, como fue descrito brevemente en la sección 1.2, por lo que

solamente se ahondará en este procedimiento. En este tipo de entrenamiento se

necesitan los datos o patrones ejemplo a analizar, es decir, los vectores de en-

trada (inputs, por su nombre en inglés), y las respuestas esperadas, denominados

vectores objetivo (targets, por su nombre en inglés). El par conformado por los

vectores de entrada y objetivo deben ser representativos del problema a analizar,

de tal manera que los datos reflejen todas las características de que son relevantes

del problema en cuestión. De no ser así, la RNA puede llegar a ser ineficiente y

no tener una conclusión apropiada a futuros datos. Bajo este enfoque, el ciclo de

actividad de las RNA se puede definir en dos etapas:

1. La fase durante la cual la red neuronal adquiere la información necesaria a

través de los patrones ejemplo para determinar lo que debe hacer y como

debe hacerlo.

2. La etapa en la cual la RNA debe resolver nuevas tareas que le son presentadas,

basándose en el aprendizaje adquirido.

La manera de medir y controlar el aprendizaje de las RNAs es mediante el

cálculo del error de entrenamiento, esto es, medir la diferencia entre las respuestas

esperadas y las hechas por la RNA y disminuirlo a través de algún procedimiento

o algoritmo. En las subsecuentes secciones y al ir desarrollando el contenido sobre

el entrenamiento de las RNAs, se describen las estrategias necesarias para que su

aprendizaje sea más eficaz.

2.4.1. Error de entrenamiento

Como en el entrenamiento supervisado se tiene disponible tanto la respuesta de

la RNA como el objetivo deseado, se puede estimar un error dada la diferencia entre

ambos. Existen diversas formas de medir el error para cada uno de los patrones

ejemplo del conjunto de entrenamiento. El error de salida de un único patrón
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ejemplo, puede ser utilizado para modificar los parámetros de la RNA y calcular el

desempeño global sobre el conjunto de vectores objetivo (que se escriben de ahora

en adelante por t), proporcionando una estimación del aprendizaje a través de una

función de error o de costo. Una de estas funciones de error es la función de tipo

error cuadrático medio (MSE, por sus siglas en inglés). Siguiendo con la notación

usada hasta ahora esta función de error se define como:

E =
1

lN

N∑
p=1

l∑
k=1

1

2
(tpk − y

p
k)

2 =
1

2lN

N∑
p=1

(tp − yp)2 (2.12)

donde p indiza cada uno de los N patrones del conjunto par {x, t} y l el número

de elementos en los vectores de respuesta de la RNA y y objetivo t.

Aunque el error definido en la ecuación (2.12) es la medida de error más común

para el entrenamiento, en realidad existen una gran cantidad de funciones de costo

que se pueden emplear, dependiendo del objetivo del problema. Por ejemplo, una

función de costo de valor absoluto, exponencial o de entropía cruzada, esta última

utilizada en el apéndice B de este escrito en un problema de clasificación. En este

contexto el objetivo del aprendizaje es minimizar la función de error 2.12 sobre

todo el conjunto de entrenamiento, intentando reducirlo para cada uno de los

patrones ejemplo. Aunque existen métodos que logran cambiar tanto la estructura,

como las funciones de activación de las neuronas, generalmente los algoritmos se

enfocan en modificar los pesos de las conexiones entre las neuronas de la RNA.

Estas modificaciones, no suceden en un solo paso sino sobre múltiples iteraciones,

cuantificando la respuesta de la RNA hacía los valores deseados sobre el conjunto

de entrenamiento en cada iteración. La forma en que esto sucede depende del

método de aprendizaje y los hiper-parámetros que utiliza cada algoritmo.

En el aprendizaje automático a fin de tener resultados o predicciones precisas

de los datos que se le presenten a posteriori, se suele dividir el conjunto de patrones

ejemplo disponible en dos subconjuntos:

El conjunto de entrenamiento propiamente dicho, que será utilizado en la

modificación de los pesos de la RNA.

Un conjunto de validación que sirve como medida de error para evitar el

sobre-ajuste hacia los patrones ejemplo con los que fue entrenada la RNA.
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El objetivo de dividir el conjunto total consiste en detener el entrenamiento o

guardar el valor de los parámetros de la RNA en cierta iteración de manera que se

guarden los parámetros de la RNA cuando se alcanzó el error mínimo en el conjunto

de validación. Este procedimiento se llama validación cruzada y una ejemplifica-

ción de esto se muestra en la Figura 2.4, que se ha extraído de una prueba descrita

en el apéndice B. En dicha figura, se ve que el error de validación incrementa a

partir de una iteración determinada, momento en el cual se han guardado los pará-

metros de la RNA, mientras que el error en el conjunto de entrenamiento continua

disminuyendo como es de esperar. Esta técnica evita el sobre-entrenamiento de la

RNA, lo que permite que se generalice sobre los patrones desconocidos y evitando

que aprenda con una excelente precisión únicamente sobre los datos del conjunto

de entrenamiento, algo como lo que ocurre en la Figura 2.5.

Siguiendo el esquema de un entrenamiento supervisado, los algoritmos que si-

guen esta metodología pueden resumirse a grandes rasgos en los siguientes pasos:

1. Inicio. Definir los subconjuntos de entrenamiento y validación tanto vectores

de entrada como objetivo.

2. Medir el error sobre el conjunto de validación.

3. Presentar cada uno de los patrones de entrada y medir el error en base a la

respuesta deseada del conjunto de entrenamiento.

4. Ajustar los pesos de la RNA con el algoritmo seleccionado.

5. Si el error en el subconjunto de validación actual es menor que el error anterior

se guardan los valores de todos los pesos, definiendo así la mejor configuración

de parámetros hasta el momento.

6. Si el error de validación no ha llegado a un valor mínimo deseado o notable

y/o no se han alcanzado el número de iteraciones máximas predefinidas,

regresar al paso 3. De otra forma continuar al siguiente paso.

7. Salir del algoritmo, guardando la RNA con la configuración de pesos con el

menor error obtenido.
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Figura 2.4: Error cuadrático medio calculado sobre el conjunto de entrenamiento (línea

negra continua) y en el de validación (línea roja punteada) en función del número de

iteraciones en la fase de aprendizaje de una RNA. El recuadro dentro de la gráfica es

un acercamiento a la curva de error en el conjunto de validación. El sobre-entrenamiento

comienza cuando este error comienza a incrementar continuamente. La explicación sobre

el ejemplo hecho para esta gráfica se encuentra en la Figura B.2 del apéndice B.

En general, los algoritmos son mucho más complicados y requieren emplear

condiciones más sutiles como la aleatoriedad al presentar los ejemplos del conjunto

de entrenamiento, así como distinguir sí el mínimo alcanzado es suficiente para

obtener buenas predicciones a posteriori. A continuación se revisará un método en

partícular que se utilizó principalmente en los trabajos publicados: el algoritmo

de propagación hacia atrás o más comúnmente conocido por su nombre en inglés

como backpropagation.

2.4.2. Backpropagation

El algoritmo de backpropagation tiene como base principal de entrenamiento,

la modificación de los valores de todos los pesos de la RNA siguiendo la dirección
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Figura 2.5: Ejemplo del sobre-ajuste de los parámetros de la RNA a los patrones de entre-

namiento. Cuando esto sucede la RNA no generaliza de forma apropiada la función a la

cual debería aproximar. En círculos azules se presentan los datos usados para el aprendi-

zaje de la RNA al agregar un poco de ruido en una función coseno (línea negra punteada).

La RNA llegó a la solución representada por la línea roja que claramente se encuentra

alejada de la solución adecuada para los puntos desconocidos en el entrenamiento. Imagen

tomada de [Du, Ke-Lin & Swamy, M.N.S., (2013)].

en la cual la función de error se minimiza lfocalmente de forma más rápida, en un

proceso iterativo de tipo gradiente descendente [Rumelhart, Hinton & Williams,

(1986)]. Por ejemplo, considerando W como el conjunto de pesos de una RNA:

W = {w1, w2, w3, . . . , wn·m+m·l}. (2.13)

donde por simplificación de notación no se han considerado los términos de bias de

la RNA. A manera de continuar con la ejemplificación de una RNA con n entradas,

m neuronas ocultas y l salidas. Por tanto, el gradiente que minimiza la función de

error E se obtiene buscando el conjunto de parámetros W tal que:

∇WE =

(
∂E

∂w1

,
∂E

∂w2

, . . . ,
∂E

∂wν
, . . . ,

∂E

∂wn·m+m·l

)
→ 0, (2.14)

donde wν indiza cada uno de los pesos en la RNA. El propósito de este algoritmo es

cambiar el valor de cada wν a la siguiente iteración t+1, propagando el error desde
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las neuronas de salida hasta las neuronas de entrada en la iteración t mediante la

regla de la cadena:

wν(t+ 1) = wν(t) + ∆wν(t) = wν(t)− γ
∂E

∂wν(t)
, (2.15)

donde 4wν(t) = −γ ∂E
∂wν(t)

y 0 < γ < 1 es la constante de aprendizaje, que debe ser

elegida por el usuario. Por ejemplo y continuando con la configuración de RNA de la

sección 2.3.1, suponiendo un único patrón ejemplo, representado como el vector en

la ecuación (2.2). Mientras que cada vector objetivo se define por t = (t1, t2, . . . , tl).

Considerando además a F como la función de activación tanto en la capa oculta

como en la capa de salida, y reescribiendo por simplicidad las ecuaciones (2.6) y

(2.7) sin considerar el término de bias como:

yk = F (σk) = F

(∑
j

wjkhj

)
; (2.16)

hj = F (σj) = F

(∑
i

wijxi

)
. (2.17)

El término ∆wν en la ecuación (2.15), para el peso de la conexión entre la j-ésima

neurona en la capa oculta y el k-ésimo elemento en la capa de salida se escribe de

la forma:

∆wjk = −γ ∂E
∂yk

∂yk
∂σk

∂σk
∂wjk

hj (2.18)

Mientras que para el peso de la conexión entre la i-ésima neurona en la capa de

entrada y la j-ésima en la capa oculta, ∆wν se escribe como:

∆wjk = −γ
l∑

k=1

[
δjk

∂σk
∂hj

]
∂hj
∂σi

∂σi
∂wij

xj (2.19)

donde:

δjk =
∂Ek
∂yk

∂yk
∂σk

. (2.20)

Suponiendo F la función logística, definida en la ecuación (2.10), cuya derivada

se puede escribir de la forma:

∂F (σ)

∂σ
= F (σ) (1− F (σ)) (2.21)
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y el error cuadrático medio definido como en la ecuación (2.12), para un único

vector ejemplo es:
∂E

∂yk
= (yk − tk), (2.22)

por lo que las ecuaciones (2.18) y (2.19) se escriben como:

∆wij = −γ(yk − tk)yk(1− yk), (2.23)

y

∆wjk = −γ
l∑

k=1

[(yk − tk)yk(1− yk)wjk] yj(1− yj)xi, (2.24)

respectivamente. Uno de los inconvenientes de usar un método de gradiente des-

cendente, es la posibilidad de quedar atorado en un mínimo local, lo cual conlleva

un mal ajuste para futuros datos. Para mejorar el algoritmo y reducir el riesgo

de estancamiento en un mínimo local, se agrega generalmente un hiper-parámetro

α, proveyendo así un cierto “momento” al ajuste de los parámetros [Rumelhart,

Hinton & Williams, (1986)]. Este cambio de velocidad se logra en el algoritmo

haciendo que las modificaciones de los pesos dependan también de sus cambios

anteriores:

∆wν(t) = −γ ∂E

∂wν(t)
+ α∆wν(t− 1) (2.25)

con 0 < α < 1 la constante de momento. Otras mejoras y extensiones se han hecho

al algoritmo de backpropagation [LeCunn, Bottou, Orr, Muller,(2012)]. También

existen otros métodos de optimización de segundo orden para el ajuste de los

pesos como Newton, Gauss-Newton, Levenberg Marquardt, Quasi-Newton (BFGS)

y Gradiente Conjugado [Bishop, (1995)].

2.5. Consideraciones y discusiones finales

La aplicación de las distintas RNAs presentadas en este trabajo, fueron desa-

rrolladas siguiendo reglas de normalización, basados generalmente en los rangos

de valores de los vectores de entrada. Esta técnica junto con la de validación cru-

zada permite obtener un ajuste más apropiado de los pesos en las RNAs y así

evitar el sobreajuste a los patrones de entrenamiento. Además, se ha utilizado el
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error cuadrático medio definido en la fase de entrenamiento definido en la ecuación

(2.12). Sin embargo, los resultados para las predicciones se muestran generalmente

utilizando la raíz del error cuadrático medio (RMSE, por sus siglas en inglés):

RMSE =

√√√√ N∑
p=1

(tp − yp)2

N
(2.26)

donde p indiza el par {x, t} de un patrón ejemplo del conjunto de entrenamiento. En

el apéndice A se muestra un pseudo-código con la implementación de una versión

del algoritmo de backpropagation on line. Un procedimiento similar se siguió en este

trabajo donde la modificación de los pesos se realiza para cada patrón seleccionado

aleatoriamente del conjunto de ejemplos de entrenamiento que se le muestran a

la RNA en su fase de aprendizaje. Esta versión del algoritmo de backpropagation

converge más rápidamente hacia un mímino [LeCunn, Bottou, Orr, Muller,(2012)],

además que al presentar aleatoriamente cada uno de los patrones de entrenamiento

es más problable evitar un mínimo local. A diferencia del backpropagation offline o

por lotes, donde se presenta el conjunto completo de los patrones de entrenamiento,

donde ahora el error es el promedio de los errores entre cada los vectores objetivo

y los resultados de la RNA, como el error definido en la ecuación (2.12).

Aunque en este capítulo se han descrito los elementos necesarios para la cons-

trucción de las RNAs generadas para todos los trabajos realizados, en los siguientes

capítulos se remarcan las consideraciones y la notación propia para cada problema

a partir de algunas de las ecuaciones que en este capítulo se han reseñado.



Capítulo 3

Estimación de la Razón de Masas en

Ondas Gravitacionales de la Colisión

de Agujeros Negros.

Este capítulo se basa principalmente en el artículo Parameter estimates in

binary black hole collisions using neural networks, publicado en General Relativity

and Gravitation [Carrillo, González, Gracia & Guzmán, (2016)]. Algunos detalles

de los antecedentes teóricos sobre las ondas gravitacionales (GWs) se encuentran

en el apéndice C, enfocado especialmente a la radiación producida por el colapso

de un sistema binario de agujeros negros (BBH, por sus siglas en inglés). En este

capítulo se da una reseña breve sobre ellas y centrando el análisis con el objetivo de

dar una estimación de un parámetro intríseco del evento a partir de una señal de

onda gravitacional ocasionada por la colisión entre dos agujeros negros. Se resume

la capacidad y practicidad de las RNAs en resolver el problema inverso: dada una

señal de una GW se desea determinar la razón de masas iniciales (q) del sistema

binario de los agujeros negros.

3.1. Ondas gravitacionales

Hasta el año 2015, no se había detectado ninguna onda gravitacional (GW por

sus siglas en inglés) de forma directa y la prueba de su existencia se infería a partir

27
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del decaimiento del momento angular de sistemas binarios, como por ejemplo, de

las observaciones del pulsar PSR 1913+16 [Hulse & Taylor, (1975)], el cual cierra

su órbita debido a la radiación gravitacional.

A excepción de la observación del pulsar PSR 1913+16, hasta entonces la úni-

ca forma que se tenía de obtener información sobre la radiación gravitacional, era

a través de simulaciones computacionales resolviendo las ecuaciones de Einstein

mediante relatividad numérica para los distintos fenómenos capaces de producir

las ondas gravitacionales, tales como estrellas binarias de neutrones, colapso de

estrellas de supernovas o procesos de acreción de altas energías o sistemas binarios

de estrellas o de agujeros negros [Sathyaprakash & Schutz, (2009)]. Estos últimos

son hasta el momento, los mejores candidatos a ser detectados por parte de las dis-

tintos proyectos experimentales como el Laser Interferometer Gravitational Wave

Observatory (LIGO), Advance Virgo en Italia, KAGRA en Japón, entre otros [Cal-

tech: Educational resources, (2017)]. Las señales de GWs de sistemas binarios se

caracterizan por tres fases: orbital, la fusión y el amortiguamiento o decaimiento,

más conocidas por sus nombre en inglés como las fase inspiral, merger y ringdown.

Un bosquejo de la dinámica de este sistema, así como las correspondientes fases se

pueden visualizar mejor con ayuda de la Figura 3.1, en la que se representa el pro-

totipo de señal detectada o strain (como se le conoce técnicamente, ver apéndice

C), a través del interferómetro al interactuar con una GW, producto del colapso

de un sistema binario de agujeros negros.

Con la primera observación directa de la onda gravitacional GW150914 [Abbot

et al., (2016a)], el 14 de septiembre de 2015, finalmente se pudo confirmar sin duda

alguna la hipótesis de la existencia de las GWs. La GW150914 fue producto del

colapso de un sistema binario de agujeros negros a una distancia de la Tierra de

410+160
−180Mpc, con masas iniciales (expresadas en masas solaresM�), aproximadas de

m1 = 36+5
−4M� y m2 = 29+4

−4M�, resultando en un solo agujero negro con una masa

estimada de 62+4
−4M�, y una energía gravitacional radiada de 3.0+0.5

−0.5M�c
2. La señal

generada en los detectores y posteriormente procesada en ambos interferómetros de

LIGO en Hanford, Washington y Livingston, Louisiana en Estados Unidos se puede

apreciar en la Figura 3.2. La comparativa del strain en ambos interferómetros, así
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Figura 3.1: Fases orbital, de fusión y decaimiento (inspiral, merger y ringdown en inglés)

de una onda gravitacional producida por la colisión de dos agujeros negros (arriba).

El strain dibujado tanto por h+ y h× representa el tipo de señal que se extrae en los

detectores. Como se puede apreciar en el gráfico inferior, en la fase orbital el porcentaje

de energía radiada en la fase orbital es relativamente menor al momento en que ambos

agujeros negros se encuentran muy próximos; alcanzando un máximo al momento de la

fusión. Después de la fusión el sistema aún se encuentra inestable por lo cual continúa

radiando energía gravitacional en la fase de decaimiento o ringdown. Imagen tomada de

[Georgia Tech, (2017)]
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como el incremento de frecuencia asociado al inminente colapso del sistema binario,

es evidencia contundente que la observación fue en verdad una señal real y no una

falla de los detectores.

A partir de la detección de la GW150914, comenzó una nueva era en el es-

tudio de la Física al permitir obtener información del Universo de otro tipo de

radiación distinta a la electromagnética. Esto ha llevado a que los distintos gru-

pos de investigación en astrofísica se hayan volcado en investigar de manera más

intensa el estudio de procesos fuente de ondas gravitacionales. Desde entonces se

han detectado dos nuevas señales de GW, también producto de sistemas binarios

de agujeros negros: la GW151226 y más recientemente la GW170104, detectadas

también gracias al experimento LIGO [Abbot et al., (2016b), Abbot et al., (2017)].

La detección de la GW es solo el comienzo de la investigación en este aspec-

to, dada la importancia de conocer las propiedades físicas de las fuentes que las

generaron. Para solucionar este problema inverso en particular, generalmente se

resuelve computacionalmente el sistema, barriendo un gran espectro de paráme-

tros físicos como las masas iniciales entre los agujeros negros, espín y precesión del

sistema, resolviendo para cada uno de los casos las combinaciones posibles de los

parámetros involucrados, lo que hace este método bastante extenuante. A pesar

de tales restricciones, se han realizado esfuerzos para elaborar catálogos con una

colección formas de onda con el strain de GWs generadas por la colisión de sis-

temas BBH, ya sea solucionando las ecuaciones de Einstein mediante relatividad

numérica como en los trabajos de [Ajith et at., (2012), Mroue, (2013), Jani et

al., (2016)]; modelos fenomenológicos [Khan et al., (2016)] o modelos surrogados

[Field, Galley, Hesthaven, Kaye & Tiglio, (2014)] en las cuales se incluyen tanto

las formas de onda de las señales de ondas gravitacionales como las condiciones y

parámetros iniciales de las fuentes con las que se obtuvieron dichas soluciones.

La resolución del problema inverso, es decir, la estimación de parámetros de la

fuente de una GW es abordada mediante diferentes estrategias incluyendo cadenas

de Markov [Van der Sluys et al., (2009)] y la interpolación de formas de onda [Smith

et al., (2013)]. Por ejemplo, la biblioteca LALInference desarrollada por el grupo

de investigación principal de LIGO [Veitch et al., (2015)] usa métodos estocásticos
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Figura 3.2: Señal observada por la onda gravitacional GW150914 en los detectores de

LIGO en Hanford, Washington (H1, gráficos en la columna izquierda) y Livingston, Loui-

siana en Estados Unidos (L1, gráficos en columna derecha). En los dos paneles superiores,

se muestra el strain observado en ambos detectores y su gran similitud es prueba de la

detección de una GW. En los paneles intermedios se muestran las simulaciones numéricas

y los residuos al compararlas con las observaciones reales, de tal manera que las señales

puedan ser interpretadas y los parámetros de la fuente sean inferidos, en este caso se

determinó que la GW es producto de un sistema binario de agujeros negros con masas

de m1 = 36+5
−4M� y m2 = 29+4

−4M�, resultando en un solo agujero negro con una masa

estimada en 62+4
−4M�, y una energía gravitacional radiada de 3.0+0.5

−0.5M�c
2. En los pane-

les inferiores se presentan los espectrogramas del incremento de frecuencia en función del

tiempo, conocido como chirp, provocado por el colapso del sistema. Imagen tomada de

[Abbot et al., (2016a)].
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tipo Monte Carlo y Cadenas de Markov (MCMC). A diferencia de estos métodos,

en este trabajo se ha intentado ser más eficiente al reducir la búsqueda estocástica

y el espacio de parámetros mediante RNAs.

Ya se han aplicado métodos de aprendizaje automático en el análisis de GWs,

por ejemplo en [Biswas et al., (2013)] se utilizan para clasificar y remover fallas

(glitches en inglés) de las señales recolectadas en los detectores; en [Baker et al.,

(2015)] se utilizan para clasificar mejoras de sensibilidad en términos de las masas

del sistema binario de agujeros negros. En el contexto relatado hasta ahora, el

trabajo que se describe en este capítulo se enfocó en analizar el tipo de GWs

ocasionadas por la colisión de un sistema binario de agujeros negros y estimar la

razón de masas q por medio de RNAs. Para ello, se planeó construir una RNA, que

ayudará a estimar q a partir de una GW en ambos una señal libre de ruido y de

una señal con ruido Gaussiano considerando dos catálogos distintos. Este análisis

se ha divido en dos casos de estudio principalmente:

1. De un primer catálogo se consideró únicamente tanto la fusión como el de-

caimiento de la señal de la GW. Tomando en cuenta tanto señales limpias,

así como contaminándolas con ruido Gaussiano.

2. De otra serie de simulaciones, en un catálogo independiente al primero, se

consideró tanto la fase orbital, fusión y decaimiento de la forma de onda,

con lo que se ha incrementado la complejidad de la RNA en información

para analizar. De la misma forma que el caso anterior, se ha inspecciona-

do el desempeño de las RNAs para señales con y sin la inclusión de ruido

Gaussiano.

Comenzando con el primer caso de estudio, a continuación se definirá la meto-

dología usada para la generación y análisis de las formas de onda. Posteriormente

se hará lo mismo para el segundo analizando sus variantes.
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3.2. Estimación de razón de masas de sistema bina-

rio de agujeros considerando las fases de fusión

y decaimiento

En el primer caso, todas las formas de onda han sido extraídas a partir del

catálogo generado para el artículo [Carrillo, González, Gracia & Guzmán, (2016)],

que corresponden a ondas gravitacionales generadas por sistemas binarios de agu-

jeros negros sin espín y con una razón de masas q que va desde q = 1 hasta q = 5.

Además, el caso de estudio se ha divido en dos subcasos: formas de onda libres

de ruido y señales con ruido Gaussiano para una razón señal-ruido (SNR, por sus

siglas en inglés) que va desde 0.5 a 25. Por lo que se probará el desempeño de las

RNA bajo distintas condiciones de entrenamiento y prueba.

La generación numérica de las formas de onda del catálogo se realizó usando

el código EINSTEINTOOLKIT [Löffler, (2012)], variando las condiciones iniciales del

sistema BBH, considerando la separación inicial entre los dos agujeros negros tal

que se obtenga una órbita cuasi-circular. Para ello, se resolvieron las ecuaciones

de Einstein bajo el formalismo BSSN [Baumgarte & Shapiro, (1999), Shibata &

Nakamura, (1995)] en un dominio definido de [−120M, 120M ]3, conM la masa del

sistema en el formalismo ADM [Arnowitt, Deser & Misner, (1959)] y verificando

que en todas las configuraciones iniciales la masa ADM del espacio-tiempo sea el

mismo. De dichas simulaciones se extrajeron los modos l = 2 y m = 2 en r = 30M

del escalar de Weyl ψ4, convirtiéndolas posteriormente en la parte real del strain,

i.e., r(h+)22/M , fijando la resolución del tiempo de salida a 0.125M . Para más

detalles sobre la generación de este catálogo checar la referencia [Gracia, (2017)].

En la Figura 3.3 se muestra la parte real para algunas de las señales con distintas

razones de masa, que han sido utilizadas como serie de tiempo en el trabajo.
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Figura 3.3: Series de tiempo de las ondas gravitacionales simuladas con razón de masas

q = 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, de las cuales se extrajó la parte real de los modos l = 2,m = 2 del

strain, es decir, r(h+)22/M . Estás señales fueron escaladas en el radio de extracción r y

la masa M del sistema.

3.2.1. Descripción y selección de datos para el análisis me-

diante las RNA

Como se mencionó anteriormente, en este caso se toma en cuenta la señal

de la GW en las fases de fusión y decaimiento del sistema binario, las cuales se

comprenden a partir del punto máximo hasta que terminan las oscilaciones de las

formas de onda. Con esto en mente, se ha definido el punto máximo como el inicio

de la serie de tiempo que forma los vectores de entrada para la RNA.

Considerando que la estimación de las propiedades físicas de las GWs recae

en la selección adecuada de la información que se introduzca a la RNA; la fase de

fusión y decaimiento de la señales simuladas se traduce en términos adimensionales

a tomar en cuenta los primeros 130 valores de la secuencia temporal a partir del

punto máximo. Esta selección del tamaño de la ventana de la serie de tiempo es tal
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que contiene los puntos suficientes para todas las formas de onda seleccionadas en

el conjunto de entrenamiento, pudiendo no ser así tanto para las formas de onda en

los conjuntos de validación o predicción. Por otro lado, la serie de tiempo extraída

de r(h+)22/M ha sido escalada en el rango (-1,+1), tomando como referencia el

valor máximo y mínimo de las formas de onda del conjunto de entrenamiento

exclusivamente.

En términos de la RNA, dados los valores tanto positivos como negativos en

las formas de onda, la tangente hiperbólica resulta más apropiada a utilizar en la

capa de oculta. Para la neurona de salida se consideró una función lineal para la

regresión permitiendo una extrapolación en la parte superior del dominio. En este

caso, también se evidencía el desempeño de distintas estructuras de RNAs, varian-

do el número de neuronas ocultas desde 10 hasta 100 elementos. Los resultados

reportados no se han hecho considerando una única RNA, sino tomando la media

de los resultados hechos por un ensamble de 10 RNAs que han sido inicializadas

de forma aleatoria tal que:

q =
1

10

10∑
i=1

qi. (3.1)

Con todas las consideraciones anteriores y siguiendo la ecuaciones (2.4-2.7), la

razón de masas q estimado por cada una de las 10 RNAs está determinado por:

q =
m∑
j=1

wjk tanh

(
130∑
i=1

wijr(h+)22/M(t = i) + bj

)
+ b0, (3.2)

donde m = 10, 20, . . . , 100 dependiendo del caso de estudio.

Como se ha descrito en la teoría de las RNAs, el conjunto de simulaciones rea-

lizadas se debe dividir en los conjuntos de entrenamiento, validación y predicción.

En este caso, del conjunto de las 32 señales disponibles se seleccionaron 10 para

el entrenamiento, 3 para la evaluación y 19 elementos para la predicción. Dicho

conjunto se muestra en la Tabla 3.1. La selección del conjunto de predicción per-

mite inspeccionar el rendimiento de la RNA para la estimación de q en una zona

de interpolación y otra de extrapolación en relación a las señales con las que fue

entrenada la RNA. El entrenamiento se ha hecho siguiendo el algoritmo de back-

propagation descrito en la sección 2.4.2, usando validación cruzada y minimizando
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Conjunto de valores de q
Entrenamiento Validación Predicción

1.00 2.75 1.2, 1.4
1.10 3.00 1.6, 1.8
1.25 3.25 1.9, 2.1
1.30 2.2, 2.3
1.50 2.4, 2.6
1.70 2.7, 2.8
1.75 2.9, 3.5
2.00 3.4, 3.75
2.25 4.0, 4.5
2.5 5.0

Tabla 3.1: Subconjuntos de las señales generadas de simulaciones de GWs para distintos

q, definido aquí por cada uno de los números. Para el subconjunto de predicción, el

rango de 1.0 ≤ q ≤ 2.5 se define como el régimen de interpolación, mientras que para

2.6 ≤ q ≤ 5.0 es la región de extrapolación.

la función de error cuadrático medio. Sin embargo, los resultados son presentados

para cada conjunto siguiendo la ecuación (2.26) del RMSE, en este caso escrito

como:

RMSE =

√√√√ N∑
p=1

(qpt − qp)2
N

(3.3)

donde qt representa la verdadera razón de masas y p es el índice de cada señal en

el conjunto correspondiente con N elementos.

Como se refirió anteriormente y de la Tabla 3.1, el conjunto de predicción se

puede dividir en dos secciones: la sección donde se incluyen las razones de masa que

se encuentran en la zona de interpolación en relación al conjunto de entrenamiento

que va desde q = 1.2 hasta q = 2.4; y la sección de extrapolación partiendo de

q = 2.6 hasta q = 5.0.
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3.2.2. Resultados

Resultados para señales sin ruido

Para este subcaso, se ha medido el desempeño de las RNAs en base al RMSE

obtenido en el conjunto de validación y en función del número de neuronas desde 10

elementos hasta 100. Los resultados sobre esto se muestran en las Figuras 3.4 y 3.5,

donde es evidente la diferencia de precisión entre los conjuntos de entrenamiento,

validación y predicción. Por otro lado, el incremento de neuronas ocultas no parece

ser tan relevante en términos de una disminución significativa del error.
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Figura 3.4: Error (RMSE) en la fase de entrenamiento, validación y predicción de señales

sin ruido y en función del número de neuronas. Como es de esperarse el error de entre-

namiento es menor que los otros dos. Igualmente, el error de predicción en el régimen de

interpolación es menor que en el de extrapolación. El error es prácticamente el mismo aun

cuando se incrementan el número de neuronas ocultas. Por lo que se ha decido perseguir

el esquema más sencillo, es decir, con 10 neuronas ocultas.

Como muestra de las estimaciones de las RNAs para algunas estructuras, en

la Tabla 3.2 se presentan los resultados para el conjunto de predicción con formas
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Figura 3.5: Valores predichos de la razón de masas q, en GWs sin ruido en el régimen de

extrapolación, para los valores objetivo qt = 2.8, 3.5, 4.0 y 4.5, en función del número de

neuronas desde 10 hasta 100. La estimación de q por parte de las RNA no es tan buena

como en la zona de interpolación, sin embargo parece no mejorar sustancialmente aun

cuando se incrementa el número de elementos en la capa oculta.

de onda libre de ruido para tres casos de 10, 50 y 100 neuronas ocultas. Además

como era de esperarse, para el régimen de extrapolación la magnitud del error es

más significativo tal y como se observa en las gráficas de la Figura 3.6, donde en

el peor de los casos el error porcentual alcanza un 50% para q = 5.

Resultados señales con ruido Gaussiano

Para el subcaso, donde las señales han sido contaminadas con ruido Gaussiano,

se han estudiado diversas amplitudes de la razón señal-ruido (SNR), que van desde

SNR = 0.5 hasta SNR = 25. Esta contaminación se agrega a cada forma de onda

para los tres conjuntos: entrenamiento, validación y predicción. Por ejemplo, en la

Figura 3.7 se presenta r(h+)22/M para q = 1 y SNR = 10.

En la Figura 3.8 se muestra el RMSE para ambos regímenes de interpolación y
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Predicciones de q
q RNA-10 RNA-50 RNA-100
1.2 1.182± 0.003 1.183± 0.0001 1.186± 0.001
1.4 1.384± 0.007 1.384± 0.0008 1.399± 0.004
1.6 1.560± 0.008 1.593± 0.003 1.621± 0.007
1.8 1.796± 0.003 1.799± 0.001 1.798± 0.002
1.9 1.936± 0.005 1.930± 0.001 1.920± 0.004
2.1 2.056± 0.009 2.042± 0.002 2.059± 0.005
2.2 2.188± 0.001 2.192± 0.0007 2.193± 0.0004
2.3 2.261± 0.004 2.263± 0.001 2.270± 0.002
2.4 2.333± 0.012 2.314± 0.003 2.338± 0.007
2.6 2.481± 0.013 2.475± 0.003 2.514± 0.013
2.7 2.632± 0.012 2.639± 0.001 2.667± 0.012
2.8 2.750± 0.016 2.756± 0.004 2.771± 0.008
2.9 2.733± 0.023 2.788± 0.003 2.825± 0.013
3.4 3.163± 0.032 3.229± 0.008 3.216± 0.004
3.5 3.214± 0.036 3.278± 0.013 3.245± 0.013
3.75 3.358± 0.035 3.441± 0.012 3.432± 0.009
4.0 3.350± 0.034 3.455± 0.010 3.496± 0.007
4.5 3.293± 0.029 3.353± 0.007 3.485± 0.032
5.0 2.663± 0.090 2.647± 0.022 2.873± 0.063

Tabla 3.2: Promedio de las predicciones calculadas con 10 RNAs inicializadas de forma

aleatoria, en el caso de señales sin ruido. En la tabla se presentan las variaciones para

10, 50 y 100 neuronas ocultas, escritas como RNA-10, RNA-50 y RNA-100. En gene-

ral, las tres estructuras presentan valores muy similares. Además, es evidente como la

incertidumbre, que se ha asociado a la desviación estándar, de las predicciones de cada

ensamble aumenta al alejarse de la zona de interpolación, es decir, entre 2.6 ≤ q ≤ 5.0.
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Figura 3.6: Porcentaje de error, en señales de GWs sin ruido, entre la predicción de la

razón de masas por parte de la RNA compuesta por 10 neuronas ocultas y el valor objetivo

qt. En el gráfico de arriba se presenta la incertidumbre en la zona de interpolación en la

cual fue entrenada la RNA, mientras que el gráfico de abajo se utilizaron señales de GW

con q en el rango de extrapolación. Es clara la respuesta de la RNA en los dos regímenes,

en la zona de extrapolación, la incertidumbre incrementa a medida que se aumenta q.
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extrapolación en función del SNR, en los cuales es notorio el efecto del ruido en el

error de predicción. También es de notar que la magnitud de los errores es mucho

mayor en comparación con el análisis entre señales limpias. Este comportamiento es

de esperarse dado que al disminuir el SNR, es más difícil para las RNAs encontrar

la correlación aprendida en el entrenamiento para las señales dentro del ruido.
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Figura 3.7: Strain r(h+)22/M en los valores escalados como se introducen en la RNA

para un sistema binario de agujeros negros con la misma masa contaminado con ruido

Gaussiano con un SNR = 10.

Los resultados indican que el conjunto de entrenamiento, aunque escaso, provee

predicciones con un error de 3% en el régimen de interpolación, el cual crece

rápidamente a valores de q que se encuentran lejos de dicha zona.
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Figura 3.8: Error (RMSE) en el conjunto de predicción para señales con ruido Gaussiano

que va desde un SNR = 0.5 hasta 25. Es evidente la diferencia en la precisión entre el

régimen de interpolación y extrapolación, así como también se incrementa el error en

función del aumento de ruido.

3.3. Estimación de la razón de masas considerando

fase orbital y ringdown

El catálogo de ondas gravitacionales generadas númericamente considerado en

esta sección del trabajo fue generado por el grupo de investigación de Georgia Tech

[Jani et al., (2016), Georgia Tech, (2017)]. Las formas de onda fueron generadas

empleando el código MAYA, basado en el código EINSTEINTOOLKIT que se utilizó en

la generación de ondas del catálogo utilizado en la sección anterior. Este catálogo

consiste en 452 formas de onda1, de las cuales 128 de ellas pertenecen a sistemas

binarios de agujeros negros sin espin de precesión, esto es, o no tienen spin alguno

o la relación entre sus espines están alineados paralela o antiparalelamente, y en

los cuales la razón de masas se encuentra acotada para q ≤ 15. El espacio de
1Al momento de la publicación del artículo citado.
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parámetros de este caso en dicho catálogo puede visualizarse en la Figura 3.9.

El restante de las 324 simulaciones son configuraciones de sistemas con distintos

espines relativos entre ambos agujeros negros y con una razón de masas máxima

tal que q ≤ 8.

Figura 3.9: Esquematización del rango cubierto en el espacio de parámetros para las

simulaciones de ondas gravitacionales realizadas y publicadas en el catálogo público de

Georgia Tech. En esta gráfica se aprecia los distintos valores utilizados tanto para la

razón de masas entre los agujeros negros q = m1/m2 sin espín (4) y con espín alineado

(◦). Imagen modificada de [Jani et al., (2016)].

Para este parte del trabajo, nuevamente se inspeccionó encontrar el valor del

parámetro q para sistemas donde ambos agujeros negros carezcan de espín. Debido

que en el catálogo las formas de onda con esta características se vuelven escasas

a partir de q > 5, se ha decidio únicamente considerar las simulaciones numéricas

con una razón de masas 1.0 ≤ q ≤ 5.0. Por lo que el conjunto se reduce de 128

formas de onda a 43, el cual ha sido dividido en los conjuntos para las fases de
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Conjunto de valores de q
Entrenamiento Validación Predicción

1.00, 1.10 1.20 1.15
1.30, 1.40 1.70 1.25
1.50, 1.60 1.90 1.75
1.80, 2.00 2.10 2.05
2.20, 2.30 2.70 2.35
2.50, 2.60 2.90 3.40
2.80, 3.00 3.10 3.90
3.20, 3.30 3.60
3.50, 3.70 4.10
3.80, 4.00
4.20, 4.30
4.40, 4.50

5.00

Tabla 3.3: Valores de q correspondientes a los utilizados para las tres fases en el apren-

dizaje de las RNA, prueba y predicciones.

entrenamiento, validación y predicción tal y como se muestra en la Tabla 3.3.

Como un nuevo enfoque se explora el impacto de considerar un segmento de

la fase orbital del sistema binario de agujeros negros antes de la fusión. Adicional-

mente, se examinan dos enfoques en el análisis de la señal: considerando la serie

de tiempo de cada GW en forma análoga a la sección anterior 3.2, cuyo subcaso

se identifica como análisis de serie de tiempo (AST ) y como análisis en el

dominio de frecuencias (AF ).

A continuación se describirá de forma detallada el pre-procesamiento de las

formas de onda tanto en el análisis como serie de tiempo como en el espectro de

frecuencias antes de ser introducidas en las RNAs.

1. Análisis como serie de tiempo de las señales de las ondas gravitacionales. Al

igual que en el enfoque utilizado en la sección anterior (3.2), en cada una de

las señales se identifica el punto máximo. A diferencia que ahora a partir del

punto máximo de la onda se han considerado 100 valores del strain anteriores,

es decir, la parte orbital antes de la fusión, reduciendo el muestreo cada 5

valores respecto a la onda original, esto con la finalidad de reducir el número
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de elementos de entrada que se utilizan en la RNA. Además se consideran

también los 100 valores posteriores al punto máximo de la forma de onda

en un muestreo cada 2 puntos en el tiempo, considerando nuevamente tanto

la fase de fusión como decaimiento. Algunos ejemplos de los segmentos del

strain utilizados para el análisis de las formas de onda se muestran en la

Figura 3.10a.

2. Análisis de las señales de las ondas gravitacionales en el espectro de frecuen-

cias. En esta propuesta se aplica la transformada discreta de Fourier a cada

una de las formas de onda:

r̂(h+(k))22/M =
N−1∑
t=0

r(h+(t))22/Me
−2πtk/n, (3.4)

con N el número de valores de la serie de tiempo de la forma de onda, y k las

frecuencias asociadas. Este análisis evita hacer una reducción en el muestreo

de la serie de tiempo. Posteriormente, se ha calculado la potencia del espectro

de las frecuencias calculado como:

|r̂(h+(k))22/M |2, (3.5)

permitiendo que se consideren únicamente los primeros 50 puntos de los per-

files correspondientes a las bajas frecuencias, descartando los demás valores

que en amplitud son despreciables. Algunas ejemplificaciones con este enfo-

que se muestran en la Figura 3.10b.

De forma similar a la sección 3.2, se ha examinado también como afecta la

inclusión de ruido Gaussiano en la señales obtenidas, extrayendo los valores a

utilizar como vectores de entrada siguiendo los criterios descritos en los puntos 1

y 2 con cinco diferentes valores de SNR = 5, 10, 15, 20 y 25.

3.3.1. Estructura y entrenamiento de las RNAs

Bajo los argumentos de los puntos 1 y 2 de la sección anterior, la estructura

general de las RNAs generadas es la siguiente: doscientas neuronas de entrada y
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Figura 3.10: (a) Strain de r(h+)22/M para algunas señales utilizadas en el caso de es-

tudio sin ruido. (b) Potencia del espectro de frecuencias de la transformada de Fourier∣∣r̃(h+)22/M ∣∣2 para los mismos casos que en (a). Aquí M = m1+m2, con mj =
√
Aj/16π

la masa aparente irreducible y Aj es el área del horizonte de eventos de cada agujero

negro.
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una capa oculta con cincuenta elementos para el AST ; mientras que se utilizaron

cincuenta y veinte elementos en la capa de entrada y oculta respectivamente para

el AF . En ambos casos, se ha utilizado la tangente hiperbólica como función de

activación en las neuronas ocultas y una sola neurona con una función lineal como

salida de respuesta asociada a q. La fase de aprendizaje de la RNA, se ha realizado

bajo el esquema de entrenamiento supervisado, minimizando el error cuadrático

medio usando el algoritmo de backpropagation.

Para el análisis de series de tiempo, un vector de entrada I, relacionado direc-

tamente con los valores de la simulación de r(h+)22/M se escribe como:

I = xmax−500, xmax−495, . . . , xmax−5, xmax, xmax+2, xmax+4, . . . , xmax+198, (3.6)

donde xmax define el punto máximo de la forma de onda r(h+)22/M . Para el aná-

lisis de frecuencias los elementos de entrada son los primeros 50 puntos del perfil

del espectro de frecuencias que corresponden al rango de frecuencias entre 0Mω y

0.1Mω. Nuevamente en concordancia con la ecuación (2.7) para ambas metodolo-

gías la propagación hacia adelante de las RNA es de la forma:

q =
m∑
j=1

wj tanh

(
n∑
i=1

wijxi + bj

)
+ b0, (3.7)

donde wij y wj son los pesos de la RNA de la capa de entrada a la capa oculta y de

la capa oculta a la neurona de salida respectivamente. Es decir, n = 200 y m = 50

son el número de entradas y neuronas ocultas en el AST y n = 50 y m = 20 para

el AF . Para la determinación puntual de q se ha entrenado un conjunto de RNAs

siguiendo los mismos procedimientos descritos hasta ahora, y la predicción final

que se presenta es el promedio de todas las predicciones individuales del comité

siguiendo un procedimiento similar al descrito en [Heskes, (1997)]. Esto también

da la ventaja de dar intervalos de confianza del 95%, relacionados con la varianza

de los resultados del comité de las diez RNAs determinados por:

q = 〈q〉 ± 1.96(σ), (3.8)

donde 〈q〉 es el promedio de las predicciones respecto a q del comité y σ es la
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varianza de dichos resultados dado por:

σ2 =
1

nn− 1

nn∑
i=1

(qi − 〈q〉)2 . (3.9)

En nuestro caso el número de RNAs en el comité nn = 10 y qi es el resultado

de la i-ésima RNA.

3.3.2. Resultados

Nuevamente la precisión de las RNA se ha evaluado de tres formas: 1) calculan-

do la raíz del error cuadrático medio (RMSE), 2) mediante el error porcentual de

cada señal con diferente SNR y, 3) calculando el coeficiente R2 como métrica de

ajuste para todo el conjunto de valores reales de q. El coeficiente R2 se ha calculado

siguiendo la fórmula:

R2 = 1−
∑

i(q
i − qit)2∑

i(q
i
t − 〈qt〉)2

, (3.10)

donde qi y qit son la i-ésima predicción de la RNA y el correspondiente vector ob-

jetivo respectivamente, mientras que 〈qt〉 es el promedio de los qt sobre el conjunto

completo de predicción. Nótese que en el caso perfecto R2 = 1, mientras que si la

respuesta del comité de RNAs se acerca al promedio 〈qt〉, entonces R2 → 0.

En el primer experimento que se ha nombrado Limpias-Ruido, se ha entrenado a

la RNA con señales sin ruido en el conjunto de entrenamiento y validación, mientras

que para las señales del conjunto de predicción se presentan los resultados tanto

para señales limpias, como las formas de onda con ruido Gaussiano. Los resultados

tanto del RMSE como del coeficiente R2 se presentan en la Tabla 3.4 para ambos

AST y AF.

Para ambos enfoques, los resultados muestran valores de R2 cercanos a 1, aún

en un SNR = 5. De las Tablas 3.5 y 3.6, se puede ver que los errores porcentuales

son más fluctuantes en el caso AST , donde para el SNR = 5 se ha alcanzado un

error cercano al 13% en una zona de interpolación; mientras que para AF el error

porcentual máximo es menor al 8%. Sin embargo, se puede ver que la predicción

sobre señales limpias es relativamente mejor para AST .

La principal diferencia entre ambos enfoques, proviene de una menor depen-

dencia del AF a la inclusión de ruido Gaussiano. Se puede observar que para el
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AST las barras de confianza son más amplias para un SNR = 25 que en el caso

de AF. Sin embargo, en el AST la precisión es mejor que del AF para las señales

limpias.

Métricas de error – Limpias - Ruido

SNR
AST AF

RMSE R2 RMSE R2

5 0.112 0.985 0.065 0.995
10 0.080 0.992 0.059 0.996
15 0.053 0.997 0.056 0.996
20 0.057 0.996 0.056 0.996
25 0.064 0.995 0.054 0.997
∞ 0.033 0.999 0.059 0.996

Tabla 3.4: RMSE y valores de R2 calculados sobre el conjunto de predicción por una RNA

entrenada con señales limpias y probadas con señales con ruido. Utilizando el enfoque

de AST el RMSE que se tiene cuando la RNA predice sobre señales limpias es casí la

mitad del AF . Sin embargo, esto no sigue ocurriendo a medida que se incluye más ruido

en las señales. A pesar de ello, los valores promedio del comité de RNA respecto a R2

son cercanos a 1.

De las Figuras 3.11 y 3.12 se puede apreciar como la inclusión del ruido Gaus-

siano ocasiona que las barras de los intervalos de confianza sean más amplias en

comparación con la predicción sobre señales limpias tanto en el AST como en el

AF . De esto podemos ver los resultados del AF son más consistentes en función

del SNR. Esto es porque la transformada de Fourier reduce la sensibilidad al ruido

Gaussiano.

3.4. Discusión del capítulo

A pesar de que en los dos catálogos estudiados en este capítulo, la muestra

de patrones de entrenamiento es pequeña, se han obtenido para señales limpias y

en la zona de interpolación predicciones con errores generalmente menores entre

al 3%. De igual forma, en ambos casos con la inclusión de ruido Gaussiano en

las formas de onda, las predicciones fluctúan como se esperaba, esto es, las RNAs
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Error porcentual AST – Limpias - Ruido
q ∞ 25 20 15 10 5

1.15 3.038 7.748 2.526 9.536 4.170 2.749
1.25 0.075 3.784 1.647 5.768 10.870 3.317
1.75 1.855 8.473 2.357 0.277 3.878 12.740
2.05 0.809 0.428 2.507 0.320 4.977 9.457
2.25 0.721 0.792 2.272 0.688 1.223 1.171
2.35 1.438 0.745 3.100 1.337 4.514 2.355
3.4 0.034 0.461 2.694 1.930 0.977 0.199
3.9 0.636 0.216 1.674 0.211 1.385 2.176

Tabla 3.5: Error porcentual entre el valor predicho q y el real qt (primer columna) para las

señales en el conjunto de predicción usando el enfoque de AST. Los resultados incluyen

tanto el caso de control donde las señales están libres de ruido (segunda columna), como

para diferentes casos de SNR = 5, 10, 15, 20 y 25. Se puede ver como el error se incrementa

en la mayoría de los casos a medida que se disminuye el SNR.

Error porcentual AF – Limpias - Ruido
q ∞ 25 20 15 10 5

1.15 2.859 2.371 0.761 4.389 2.997 5.0623
1.25 3.214 3.667 1.633 3.813 4.458 6.067
1.75 7.227 5.396 7.662 6.817 7.019 6.339
2.05 1.235 0.544 0.039 0.195 1.013 1.144
2.25 3.450 3.969 3.186 2.362 2.989 3.245
2.35 0.106 0.424 0.185 1.831 0.195 0.838
3.4 0.956 1.042 0.979 0.890 1.589 1.468
3.9 1.062 1.056 0.642 0.453 0.688 1.435

Tabla 3.6: Error porcentual entre el valor predicho q y el real qt (primer columna) para

las señales en el conjunto de predicción usando el enfoque de AF. En la segunda columna

se muestra el error obtenido para las señales limpias y en el resto a diferentes SNR. A

diferencia del caso AST mostrado en la tabla 3.5, el error se mantiene practicamente del

mismo orden para todos los SNR. Por lo que se puede concluir que este análisis es menos

sensible a la inclusión de ruido Gaussiano.
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Figura 3.11: Estimación de q analizando las GWs como series de tiempo (AST ). En

este caso, las razones de masas reales del sistema (qt) son representadas con × y las

predicciones por RNA-q. En (a), (b) y (c) se muestran los resultados para las formas de

onda del conjunto de predicción que han sido contaminadas con ruido Gaussiano con un

SNR = 5, 10 y 25 respectivamente. En los tres casos las barras de confianza son mucho

más amplias que las del caso de control (d), donde las señales del conjunto de predicción

no tienen ruido Gaussiano alguno, aunque en algunos de los casos qt está fuera del rango

de las barras de confianza, que calculadas siguiendo la ecuación (3.8).
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Figura 3.12: Valores de q predichos en AF por el comité de RNAs tanto para señales

con ruido Gaussiano con SNR = 5, 10 y 25 en (a), (b) y (c) respectivamente. En el

caso de control para las señales sin ruido (d) se observa que las barras de confianza

son notablemente más angostas que el resto de los casos de estudio. Sin embargo, la

verdadera razón de masas qt (representada con ×) no se encuentra dentro de ellas en

algunos casos. Esto se puede deber principalmente a la escasa base de datos para entrenar

las RNAs. También se puede notar que dichos margenes de error no se incrementan

considerablemente al incrementar el ruido, al menos en para los rangos de SNR que se

han manejado.



tienen una tolerancia hasta cierta magnitud de ruido con predicciones menores al

10% de error hasta llegar a una SNR 6 10. Para SNR aún menores el error

porcentual puede crecer tan grande como el 50%, como en algunos casos aislados

cuando se han analizan las formas de onda como series de tiempo y en la zona de

extrapolación.

Es de notar que el uso de un análisis en el espectro de frecuencias es bastante

útil para disminuir la repercusión del ruido en las formas de onda, al menos del

ruido Gaussiano empleado en ambas secciones, que puede ser de utilidad para

aplicaciones posteriores. Los resultados descritos aquí, dan la confianzan a analizar

la implementación de RNAs o algún otro algoritmo de aprendizaje automático,

para encontrar los valores intrínsecos en GWs, como aquellos para otro tipo de

sistemas BBH anti-alineados de distintas magnitudes o en precesión.





Capítulo 4

Uso de RNAs en Problemas Inversos

en el Flujo de un Fluido Clásico

Alrededor de un Cilindro en un

Tubo de Dos Dimensiones

Este capítulo se basa en la aplicación de RNAs en el área de dinámica de

fluidos, que ha sido publicado en Estimation of Reynolds number for flows around

cylinders with lattice Boltzmann methods and artificial neural networks [Carrillo,

Que & González, (2016)]; y en Recognition of an obstacle in a flow using artificial

neural networks [Carrillo, Que, González & López, (2017)], publicados ambos en

Physical Review E.

En el trabajo realizado se ha aprovechado la capacidad de las RNAs para el

reconocimiento de patrones generados en el flujo de un fluido, en específico para el

flujo en un tubo de dos dimensiones en el que se encuentra inmerso un obstáculo

cilíndrico. El capítulo aborda dos problemas: 1) la estimación de un parámetro que

caracteríza el flujo en este tipo de sistemas, es decir, el número de Reynolds y 2)

el reconocimiento del tamaño y posición del obstáculo.

Para entender el fenómeno del flujo alrededor de un obstáculo circular en una

tubería de dos dimensiones y del método de simulación utilizado, primeramente se

55



56

revisarán algunas cuestiones generales sobre los dos temas.

4.1. Flujo alrededor de un cilindro en una tubería

dos dimensional

En forma simple, este problema se describe por la presencia de un cuerpo in-

merso en un fluido hidrodinámico con un flujo libre de fuerzas externas, donde el

cuerpo ha experimentar los efectos del desplazamiento del fluido al pasar alrededor

de él. Este fenómeno tiene múltiples aplicaciones desde el estudio de las propie-

dades mecánicas de espumas [Dollet, Durth & Graner, (2006)], aerodinámica de

estructuras como puentes o alas [Larsen & Walther, (1998)]; patrones de ondas

generadas en el flujo atmosférico [Lacaze et al.,(2013)], entre otras. Siendo intere-

sante el estudio en los últimos dos por los efectos de las capas límite y zonas de

recirculación presentes en el flujo.

La dinámica del fluido se puede categorizar en dos tipos: por tener un flujo

laminar o uno turbulento. Comúnmente se busca que el flujo en un canal o tubería

sea del tipo laminar tal que se evite la pérdida de energía o esfuerzos dentro del

conducto que produzcan defectos sobre la superficie. Estos dos tipos de flujo y sus

estados intermedios se pueden cuantificar en términos de un parámetro adimen-

sional: el número de Reynolds (Re). Este cuantifica los patrones de flujo similares

en un problema específico y en términos de la razón entre las fuerzas inerciales

y viscosas que experimenta el fluido. Para el caso particular de este trabajo de

tesis, se ha considerado un flujo entrante (anterior al obstáculo) del tipo Poiseuille

dentro de una tubería de dos dimensiones. Hay que remarcar que para el flujo de

Poiseuille, el Re se puede definir en términos de la velocidad máxima (vmax) del

perfil de velocidades a través de la expresión:

Re =
vmaxL

ν
, (4.1)

donde L es el ancho de la tubería y ν es la viscosidad cinématica del fluido. Ver

por ejemplo la Figura 4.1 donde se han gráficado distintos flujos de Poiseuille en

un tubo de dos dimensiones de 0.5m de ancho con distintas velocidades entrantes
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Figura 4.1: Flujos de Poiseuille con distintas velocidades entrantes en un tubo de 0.5m

de ancho. Los diferentes flujos están fueron gráficados en función de sus velocidades

características vmax = 1.0(m/s), 1.5(m/s) y 2.0(m/s) por las líneas negra, roja y azul

respectivamente. Se ve claramente como cambian los perfiles de velocidad vx en función

de la velocidad en función de vmax, lo que también determina la magnitud del Re.

caracterizadas por vmax = 1.0, 1.5 y 2.0 m/s. Para los casos específicos que se

estudian en las siguientes secciones el Re del flujo después del obstáculo de forma

circular se determina por:

Re =
vclc
ν
, (4.2)

donde vc es la llamada velocidad característica, relacionada con el flujo de Poiseuille

por vc = 2/3vmax, y lc es la longitud característica determinada por el diámetro

del obstáculo.

Como se mencionó, la caracterización del flujo se determina por los valores de

Re. Por ejemplo, para un Re < 40 la presión del fluido aumenta desde el flujo

libre hasta el punto de estancamiento, es decir, la zona donde el fluido golpea

el obstáculo y fluye alrededor de este. Al incrementar la velocidad inicial sobre

el tubo, el incremento de presión sobre el obstáculo restringe el movimiento del
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fluido a lo largo de la superficie del cilindro, generando capas límite en ambos

lados y provocando dos capas rasantes justo después del cilindro separando el flujo

por ambos lados. Ver por ejemplo la Figura 4.2a donde se grafica el valor de la

componente x del campo de velocidades v o vx en un corte transversal sobre el

tubo para un Re = 30. Para Re más altos, las capas rasantes se enrollan en sí

mismas generando vórtices rotando en sentidos contrarios. A medida que el flujo

del fluido supera el valor de Re = 60, la estela generada posterior al cilindro

se vuelve inestable, produciendo el fenómeno conocido como calle de vórtices de

Karman, caracterizado por una proyección alternada y aperiódica de vórtices. En

la Figuras 4.2b y 4.2c donde se muestra este fenómeno graficando tanto vx como la

componente z de la vorticidad (∇× v)z. En este fenómeno los vórtices generados

son acarreados por la corriente del fluido circundante disipándose conforme estos

avanzan a lo largo de la tubería.

El caso del flujo alrededor de un obstáculo de un fluido incompresible en dos

dimensiones es un problema investigado en distintos trabajos en el área de la

dinámica computacional de fluidos (CFD) [Catalano, et al., (2003), Grucelski &

Pozorski, (2013), Karabelas et al., (2012)]. Para la elaboración de este trabajo se

utilizó un código númerico específico para la simulación de la dinámica de fluidos:

el método de lattice Boltzmann (LBM). Con las simulaciones elaboradas con este

código se ha podido explorar el comportamiento del flujo bajo la variación de

los distintos parámetros: diámetro del obstáculo, velocidad característica entrante

del fluido y posiciones del obstáculo. Con esto en mente, se ha decidido medir el

rendimiento de las RNA en la rama de la dinámica de fluidos como un identificador

de patrones del flujo para dos problemas distintos:

1. Estimación del Re para un flujo alrededor de un cilindro con distintas velo-

cidades entrantes.

2. Estimación de la morfología y posición del obstáculo.

Los principios básicos de implementación del modelo de LBM se menciona en

el apéndice D. No obstante, por razones de autocontenido se dará aquí una breve
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Figura 4.2: El obstáculo es perpendicular al plano x−y, por lo que se representa como un

círculo, tanto en las simulaciones como en las gráficas presentadas. En (a) se gráfica vx
para un flujo con un Re = 30, se observa como la pertubación provocada por el obstáculo

es menos notoria conforme el fluido se aleja de este, siendo apenas perceptible al final

del dominio. En (b) la alteración del flujo es evidente para este caso, donde el flujo se

caracteriza por un Re = 100, donde se pueden apreciar los vórtices provocados por el

obstáculo. Finalmente en (c) se muestra la simulación para un flujo con Re = 100, pero

graficando en este caso (∇× v)z. Las tres figuras se muestra el corte en el plano x− y.
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descripción del método y en cada subsección se remarcan los párametros utilizados

en las simulaciones.

4.1.1. Método de lattice Boltzmann

En LBM los fluidos se consideran como una gran colección de pequeños ele-

mentos del fluido, reduciendo las posiciones espaciales y momentos de todas las

partículas que componen el fluido, en una discretización del tiempo. Bajo esta

consideración, el método resuelve la dinámica del flujo del fluido a través de la

ecuación de Boltzmann la cual considera el intercambio de energía y momento de-

bido al flujo y colisión del ensamble de las partículas del fluido por medio de una

función de distribución f como:

∂f

∂t
+ v · ∇f = Ω(f) (4.3)

donde v es la velocidad del ensamble y Ω es llamado el operador de colisión, que

se define como el cambio entre el estado inicial y final de la distribución f , el cual

debe ser determinado para poder resolver el sistema. Al considerar la discretización

de la ecuación de Boltzmann (4.3), se confinan los elementos de fluido en celdas en

un arreglo tipo red, que de ahora en adelante se denominará como malla numérica

(lattice por su nombre en inglés). En dichas celdas, las variaciones del momento que

en el continuo debidas a una infinidad de direcciones de velocidad y cantidad de

masa se reducen a un número fijo de posibilidades por una única partícula. Es decir,

que el ensamble de partículas dentro de la celda se pueden describir por una función

de densidad de distribución f , con una masa uniforme en tiempos discretos. Ver

por ejemplo la Figura 4.3, donde se representa una malla de simulación en donde se

representa el modelo de celda D2Q9, usada para este trabajo, en la cual se definen

9 posibles direcciones ci en dos dimensiones.

En cada una de los nodos del arreglo se preservan las cantidades físicas como

la velocidad y densidad que son calculadas a partir de la función de distribución f .

Por ejemplo, la densidad dependiente de la posición y el tiempo se calcula como:

ρ(x, t) =
∑
i

fi, (4.4)
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mientras que la velocidad v(x, t) se define por:

v(x, t) =
1

ρ

∑
i

fici. (4.5)

Para mayor detalle sobre la parte teórica del modelo o método de LBM, checar

el apéndice D de este trabajo o también se puede consultar otras referecias como

[Mohamad, (2011), Sukop & Thorne, (2010)], para dar paso al empleo de dicha

técnica en los problemas antes mencionados.

Figura 4.3: Ejemplificación de la malla numérica utilizada en LBM. El sistema físico se ha

dividido en un arreglo de celdas y donde uno de los nodos son los puntos donde se extraen

los valores físicos (izquierda). En esta figura se ejemplifica el modelo para el mallado

utilizado en este trabajo, el llamado D2Q9, en el cual existen 9 posibles direcciones

denotadas en este caso por ci con i = 0, 1, 2, ..., 8, para el conjunto de elementos del

fluido representado por la función de distribución f (derecha). Para una explicación más

profunda revisar apéndice D.

4.2. Estimación del número de Reynolds en el flujo

de un fluido alrededor de un cilindro

Esta sección se basa en el artículo Estimation of Reynolds number for flows

around cylinders with lattice Boltzmann methods and artificial neural networks

publicado en la revista Physical Review E.
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Como se mencionó anteriormente, una forma de caracterizar un flujo es a través

de la estimación del número de Reynolds. En esta sección del trabajo se describirá

el desarrollo e implementación de una RNA bajo un entrenamiento supervisado

que usa por un lado la componente x del perfil del campo de velocidades (vx) y

por el otro la componente z del perfil de la vorticidad ((∇× v)z) en algún punto

del tubo como información de entrada a la RNA, mientras que el Re fungirá como

objetivo para el entrenamiento.

Continuando con la descripción del flujo del fluido alrededor de un cilindro para

los problemas planteados, se ha generado una base de datos con las simulaciones

utilizando el método de LBM. Siguiendo las condiciones del sistema planteadas en

las simulaciones del trabajo [Schäfer & Turek, (1996)], se ha establecido un tubo de

dos dimensiones con un largo de Lx = 2 m, ancho de Ly = 0.41 m, y considerando

distintas velocidades de flujo entrante tipo Poiseuille con una densidad ρ = 103

kg/m3 y una viscosidad cinemática de ν = 10−3 m2/s. Revisar nuevamente la Fi-

gura 4.2, donde dichas simulaciones se hicieron siguiendo las especificaciones del

fluido mencionadas. La base de datos de las simulaciones se generó considerando

120 valores de velocidades de flujo entrante, lo que supone a su vez, por lo esta-

blecido en la ecuación 4.2, 120 números de Reynolds que van desde Re = 1 hasta

Re = 120 con incrementos de ∆Re = 1. En cuanto a la simulación, se implementó

una malla numérica con 164 nodos para el ancho de la tubería y 820 nodos para re-

presentar el largo del dominio, donde el único parámetro libre de entrada para cada

simulación es el perfil de velocidad de entrada parametrizada por vc. Recordando

que para realizar la estimación del número de Re mediante la RNA, se extrajeron

dos diferentes valores físicos: con los perfiles sobre el eje y de la componente x del

perfil del campo de velocidad (vx) y la componente z de la vorticidad ((∇× v)z).

Ambas variables fueron extraídas de la simulación una vez que el flujo del fluido

alcanzó una estabilidad neutral, es decir, un comportamiento regular del flujo del

fluido en el tiempo. Dicha estabilidad se alcanza desde los 20 hasta 50 segundos

en el tiempo físico, dependiendo del valor del Re.
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4.2.1. Procesamiento datos

Los valores de vx y (∇× v)z se extrajeron en cinco distintas ubicaciones poste-

riores al obstáculo cilíndrico, esto es a x = 0.3, 0.5 0.7, 1.1 y 1.9m. Estas ubicaciones

se llamarán de ahora en adelante puntos de medición y su posición relativa es tal

y como se muestra en el esquema dibujado en la Figura 4.4.

Figura 4.4: Representación esquemática del flujo alrededor de un cilindro situado en

x = 0.2 m y y = 0.2 m. El fluido se mueve de la izquierda a la derecha y las mediciones

se realizan cuando el flujo alcanza una estabilidad neutral. Los sitios de medición se

encuentran en x = 0.3, 0.5, 0.7, 1.1 y 1.9 m, donde se han extraído los valores de los

perfiles de vx y de la componente z de la vorticidad en 1,4,6,11,21,41 y 82 nodos de la

malla numérica.

El primer punto de medición en x = 0.3 m se localiza inmediatamente detrás

del obstáculo, de tal forma que se mida la capacidad predictiva de la RNA don-

de se generan inicialmente los vórtices. Los siguientes tres sitios de medición se

encuentran en las regiones donde se observa el fenómeno de vórtices de Karman.

Finalmente, el último sitio en x = 1.9 m se encuentra alejado del obstáculo de tal

forma que se puede medir la precisión de predicción de la RNA para ubicaciones

en las cuales es posible que la vorticidad disminuya en magnitud en comparación

a las demás posiciones. Ejemplificación de esto, se puede observar en la Figura

4.5 donde se han graficado diferentes perfiles de vx y de vorticidad (∇× v)z, para

Re = 100 en tres distintas posiciones a x = 0.3, 1.1 y 1.9 m. Mientras que en la
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Figura 4.6, se observan los valores de vx y (∇ × v)z tal y como se extraen en el

primer punto de medición.
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Figura 4.5: Ejemplo de las mediciones obtenidas en diferentes ubicaciones a lo largo del

tubo para Re = 100. Se grafican tanto vx (a) como (∇× v)z (b) contra la posición en y

en cada sitio de medición en x = 0.3m, 1.1m and 1.9m.

Como se refirió en el capítulo 2, una de las cuestiones en utilizar RNAs, es

definir las cantidades o propiedades adecuadas que hay que utilizar como valores

de entrada. Dado que en este caso se ha decidido utilizar los valores de los perfiles

de vx y (∇× v)z, la cantidad de puntos está restringida por el número de nodos

de la malla numérica del modelo de LBM utilizado, en este caso 165. Sin embargo,

el considerar tantos puntos de medición parece innecesario, así que en este caso

en partícular se ha investigado cual es la precisión de la RNA al varíar también

el número de valores del perfil de vx y (∇× v)z a lo largo del eje y en un sitio

de medición. Con esto se reducen los valores considerados de los 164 nodos en la

malla numérica de LBM para 7 distintos casos considerando únicamente el valor

de 4, 6, 11, 21, 41 y 82 nodos equidistantes y por último el valor central de un

único nodo en el eje y.

Ya se que se considere vx o (∇× v)z, las RNA construías tienen una sola capa

oculta con 10 neuronas dispuestas con una función de activación del tipo tangente

hiperbólica. Dado que se está tratando con un problema de regresión, la RNA

cuenta con una única neurona de salida con una función lineal que determina el

Re. En concordancia con la ecuación 2.7, la predicción del número de Reynolds
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por parte de la RNAs es de la forma:

Re =
m∑
j=1

wjk tanh

(
n∑
i=1

wij(vx,y=i) + bj

)
+ b0, (4.6)

donde n = 1, 4, 6, 11, 21, 41, 82 es el número de entradas, m el número de neu-

ronas ocultas y vx,y=i define el valor de vx sobre el eje y en la posición i-ésima

correspondiente.

En términos del entrenamiento, el conjunto de datos extraídos en las simu-

laciones se han dividido en los tres subconjuntos de entrenamiento, validación y

predicción de la siguiente forma:

Entrenamiento: 80 simulaciones muestreadas en un rango de mRe ∈ [1, 116],

exceptuando aquellos del conjunto de predicción que se mencionan a conti-

nuación.

Validación: 20 simulaciones, diferentes al conjunto de entrenamiento con Re

desde 6 a 117.

Predicción: 20 simulaciones, diferentes al conjunto de entrenamiento y pre-

dicción, con Re = 12, 17, 22, 27, 32, 52, 64, 70, 76, 92, 99, 102, 107, 112, 116,

117, 118, 119 y 120. Los primeros 15 son muestreados dentro del rango de

entrenamiento, lo que se interpretaría como una interpolación en el rango de

la regresión. Mientras que los últimos 5 se encuentran fuera de dicho rango,

por lo cual se espera un decremento en la precisión de la predicción.

En este caso el algoritmo de backpropagation tiene valores de γ = 0.05 y mo-

mento α = 0.5 entrenándose a la RNA hasta que el error de validación incrementa,

guardando los pesos con el menor error en el conjunto de validación. Con estas con-

sideraciones, los entrenamientos han tenido una duración menor a los 3 minutos

con 1000 a 2000 iteraciones.

4.2.2. Resultados

En las Tablas 4.1 y 4.2 se muestra el RMSE del promedio de las predicciones

del comité de las 10 RNAs entrenadas en cada sitio de medición y para todos los
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casos del conjunto de predicción. Por un lado, cuando se considera el perfil de vx
como vector de entrada el error se incrementa notablemente hasta que el número

de sensores de medición disminuye por debajo de 11, tal y como se muestra en la

Figura 4.7a. Por otro lado, la misma consideración utilizando (∇× v)z los errores

son mayores y menos regulares, con un RMSE similar a partir de utilizar 41 sensores

tal y como se muestra en 4.7b.

De la Figura 4.8, se puede ver que las RNAs utilizando 82 puntos de muestreo,

tienen un error relativo menor al 4% en todos los sitios de medición. De la misma

figura se puede decir que Los resultados son más precisos utilizando vx para los

sensores que se localizan más alejados del obstáculo y para valores altos de Re. Por

el contrario, utilizando (∇× v)z da mejores predicciones para valores bajos de Re

y a distancias más cercanas al cilindro, decreciendo para los sitios de medición en

x = 0.7 y 1.1m, tal vez debido a que las estructuras de los vórtices son más difusas

a tal distancia. Para los casos de extrapolación con Re = 115, 116, 117, 118, 119 y

120; la precisión del número de Reynolds decrece pero el error no excede el 2% y

4% para vx y (∇× v)z respectivamente.

En las Tablas 4.3 y 4.4 se muestran los promedios de las estimaciones hechas

por el comité de 10 RNAs considerando 82 detectores en los distintos puntos de me-

dición para todos los Re en el conjunto de predicción y comparando el rendimiento

en cada sitio utilizando la prueba χ2. Cuando se considera vx como información de

entrada a la RNA, el peor resultado se obtiene en el sitio x = 0.5m, mientras que

utilizando valores de (∇× v)z esto sucede tanto en x = 0.7m y 1.1m, corroborando

lo visto en la Figura 4.8.

Hasta ahora, los resultados se obtienen considerando la predicción en un ins-

tante de tiempo de extracción igual para todos los casos. Sin embargo, se puede

inspeccionar si estos resultados se mantienen con mediciones de vx y (∇× v)z en

distintos instantes de tiempo al que se entrenó la RNA. Este análisis se muestra

para los sitios de medición en x = 0.3, 0.5 y 0.7m en las Figuras 4.9 y 4.10 donde se

han empleado las simulaciones con números de Reynolds Re = 30 y 90 respectiva-

mente. Del primer conjunto de gráficos se puede ver que al tratarse de un flujo con

un Re bajo, las estimaciones alcanzan un valor constante a partir de cierto tiempo.
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Mientras que en el par de gráficos de la Figura 4.10, las predicciones oscilan a lo

largo del tiempo, esto es de esperarse dada la frecuencia de la generación de los

vórtices en el flujo del fluido. A pesar de ello, las estimaciones se mantienen en el

mismo orden de magnitud que los casos similares ya revisados.

Conclusiones de la sección

De los resultados se puede concluir que utilizar vx como información de entrada

para la RNA es mejor que (∇× v)z en la mayoría de los casos; excepto para Re

pequeños y cercanos al obstáculo. En términos de la estimación del número de

Reynolds en el régimen de extrapolación, el error incrementa a medida que se aleja

de la simulación con el Re más alto para el cual fueron entrenadas las RNAs. Las

zonas más complicadas para las predicciones parecen ser en la región media del

tubo, esto es en x = 0.5, 0.7 y 1.1m, probablemente se deba al comportamiento

más dinámico del fluido. Se sospecha que a medida que se modifica la velocidad del

flujo entrante, las magnitudes del campo de velocidad también incrementan. De

tal manera que esto puede ayudar a que las RNAs encuentren patrones más claros

que relacionan los perfiles tanto de vx como (∇× v)z con su respectivo número de

Reynolds. Otro resultado que hay que hacer notar, es el que número mínimo de

sensores que se pueden utilizar para obtener resultados confiables es a partir de

11.

Haciendo un análisis del flujo del fluido en distintos instante de tiempo se

obtienen buenas estimaciones del Re hasta se que llega a la estabilidad neutral.

Los resultados indican que para escenarios más generales con distintos tipos de

obstáculos la dependencia en el tiempo y espacio puede ser más complicada. Con

esta sección del trabajo se espera que el rendimiento pueda ser incrementado si las

RNAs son entrenadas con patrones de flujo en el tiempo y espacio, tal y como se

inspeccionará en la siguiente sección.
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Figura 4.6: Se grafican los perfiles de los valores de vx (a) y (∇×v)z (b), y en la derecha

para dos distintos números de Reynolds Re = 30 y Re = 100 en x = 0.3m. A diferencia

de los valores graficados en la Fig. 4.5, es de notarse la gran diferencia en magnitud que

existen en ambos casos para los dos distintos números de Reynolds.

RMSE usando vx
0.3m 0.5m 0.7m 1.1m 1.9m

1 36.652 43.596 9.5976 3.931 3.446
4 1.950 2.077 3.786 1.880 0.904
6 0.421 0.921 1.252 0.528 0.575
11 0.366 0.443 0.597 0.370 0.304
21 0.141 0.479 0.525 0.228 0.302
41 0.133 0.494 0.488 0.227 0.268
82 0.132 0.486 0.486 0.220 0.294

Tabla 4.1: RMSE del promedio de las predicciones del comité de RNAs en el sitio de me-

dición a lo largo del tubo en x = 0.3, 0.5, 0.7, 1.1 y 1.9 m; usando vx para 1, 4, 6, 11, 21, 41

y 82 sensores numéricos. Es de notar como el RMSE se incrementa dramáticamente con-

siderando menos de 6 puntos en el muestreo.
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Figura 4.7: Raíz del error cuadrático medio (RMSE) en el conjunto de predicción para

distintos lugares de medición en x = 0.3, 0.5, 0.7, 1.1 y 1.9 m; con 4, 6, 11, 21, 41 y 82

sensores de medición usando tanto vx o (∇× v)z.
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Figura 4.8: Error porcentual en las estimaciones de Re en el conjunto de prediccón para

las distintons lugares de medición en x = 0.3, 0.5, 0.7, 1.1 y 1.9 m, usando 4, 6, 11, 21,

41 y 82 sensores de medición usando vx (a) y (∇× v)z (b).
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Figura 4.9: Porcentaje de error en el conjunto de predicción para las distintos lugares

de medición: x = 0.3, 0.5 y 0.7 m extrayendo la serie de tiempo generada de vx o

(∇ × v)z en los 82 sensores de medición para un flujo con un Re = 30. Se observa

como las fluctuaciones de porcentaje de error cambian en el tiempo. Dado que es un Re

relativamente bajo, el flujo mantiene un mismo perfil al cabo de cierto tiempo, por lo que

las predicciones de la RNA también lo hacen.
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Figura 4.10: Porcentaje de error en el conjunto de prediccón para distintos lugares de

medición: x = 0.3, 0.5, y 0.7 m extrayendo la serie de tiempo generada de vx o (∇× v)z

en los 82 sensores de medición para un flujo con un Re = 99. A diferencia de los resultados

mostrados en la Figura 4.9, donde se utilizó un Re = 30, dado que los vórtices se generan

periódicamente por lo que las predicciones de la RNA también lo hacen aparentemente.
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4.3. Estimación de un obstáculo en el flujo dentro

de un conducto de dos dimensiones

Dado que las tuberías son la manera más usual de transportar fluidos en las

industrias y vida cotidiana de las personas así como también en los sistemas biológi-

cos, resulta crucial el reconocimiento de la formación de obstrucciones en conductos

presentes en las redes de tuberías urbanas [Ugarelli et al., (2010)], ingenería indus-

trial [Kernan et al., (2014)] o incluso en cuestiones fisiológicas [Davies & Desai,

(2008)].

Esto provee la motivación para la detección y caracterización de la forma y

tamaño de algún obstáculo dentro de un flujo continuo. En esta sección se intenta

dar los primeros pasos en esa dirección y utilizar las RNAs como una herramien-

ta para caracterizar una obstrucción en una tubería a través de los patrones de

flujo en condiciones determinadas. Nuevamente se realizó la simulación numérica

mediante LBM para el caso del flujo alrededor de un obstáculo cilíndrico en dos

dimensiones. De tal forma que a través de la medición de los patrones de flujo se

puedan identificar el tamaño y ubicación del obstáculo en una sección transversal

del tubo.

De forma análoga a la sección anterior, las variables consideradas como infor-

mación fundamental extraída de los patrones de flujo son las componentes en x

del campo de velocidades (vx) y en este caso se ha considerado la presión dinámica

(q) como una variable que suele ser más medido que la vorticidad.

Nuevamente, hay que remarcar que los detalles técnicos sobre la simulación en

LBM se encuentran en el apéndice D. Para nuestros casos de estudio, se consideró

el obstáculo cilíndrico inmerso en un flujo libre de fuerzas externas, moviéndose

en la dirección positiva en el eje x. Además, se hicieron simulaciones numéricas,

considerando como parámetros libres la velocidad entrante de un flujo tipo Poi-

seuille, el diámetro del obstáculo y la posición de este con respecto al eje y. Las

simulaciones numéricas se detuvieron una vez que el sistema alcanzó la estabilidad

neutral, lo cual ocurre en los casos de estudios presentados aproximadamente a los

16 s en el tiempo físico.
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Figura 4.11: Magnitud de vx obtenida en la simulación en la malla de LBM con un flujo

entrante de Poiseuille con una velocidad característica de vc = 1.5m/s y un obstáculo

cilíndrico. Los obstáculos para los casos en esta sección se encuentran en x = 0.6m y su

posición varía sobre el eje y.

En las siguiente subsecciones se presentan los parámetros utilizados para ela-

borar las simulaciones, la metodología en los casos de estudio que se presentan,

así como también la selección de las características de entrada para la estructura

de las RNAs, y finalmente los resultados concernientes a la caracterización de un

obstáculo.

En términos de interpretación, se ha definido β como la razón de los diámetros

del cilíndro y la tubería. El diámetro se ha variado tal que β cubre un rango de

1/80 hasta valores cercanos a 1, siendo esto una obstrucción casi completa de la

tubería, la cual tiene dimensiones de Ly = 0.41m de ancho (eje y) y Lx = 2.5m

de largo (eje x). Para cubrir estas dimensiones en términos del código LBM, se ha

definido una malla de 165×1000 nodos. Colocando los obstáculos siempre a una

distancia x = 0.6 m considerando como x = 0 m el inicio del dominio númerico de

la tubería. A partir de ahora se refiere a la ubicación del obstáculo a su posición

relativa respecto al origen del eje y.

Siguiendo de nuevo como referencia el problema utilizado en [Schäfer & Turek,

(1996)], se ha utilizado un flujo con velocidad entrante estacionaria tipo Poiseuille,

con una densidad ρ = 103 kg/m3 y una viscosidad cinemática de ν = 10−3 m2/s.

Una ejemplificación de una simulación para este sistema en particular se puede

observar en la Figura 4.11, donde se ha colocado un obstáculo de diametro d =

0.1 m con un flujo de Poiseuille con una velocidad característica vc = 1.5 m/s
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Figura 4.12: Representación esquemática del conducto en dos dimensiones, el obstáculo

cilindricoo y los distintos sitios de medición marcados con líneas punteadas y localizados

a lo largo del tubo en: A = 1.75 m, B = 2.10 m y C = 2.45 m. El rectángulo ilustrado

con puntos muestra el área que es utilizada como objetivo para la RNA. Para todos los

casos de estudio, los obstáculos se han ubicado en x = 0.6 m.

4.3.1. Metodología

Para realizar la estimación del tamaño y ubicación del obstáculo, primeramente

se debe definir cual es la información que se va introducir en la RNA y la que se

quiere recibir por parte de ella. Para ello, por un lado se ha definido una región

objetivo que contiene la información tanto del obstáculo como del fluido en la cual

está inmerso, y por el otro lado se establecieron tres ubicaciones donde se colocaron

los sensores (numéricos), permitiendo extraer información del flujo en distintas

ubicaciones en el conducto. Estos sitios de medición se localizan en x = 1.75, 2.10

y 2.45 m, que serán llamados de ahora en adelante como A, B y C. Todo esto se

puede visualizar mejor con ayuda de la Figura 4.12.

En las siguientes subsecciones se describirán los casos de estudio, los datos

utilizados como vectores de entrada y objetivo, así como la estructura de la RNA

para cada uno de los casos que se detallan.
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Construcción de los casos de estudio

Para comprobar si las RNAs son capaces de dar una estimación sobre un obs-

táculo en una región de la tubería con un fluido, se realizaron los siguientes casos

de estudio:

1. Se hicieron 80 simulaciones para el caso en que el obstáculo se encuentra

inmerso justo en el centro del tubo, es decir, y = 0.21m. En cada una de ellas

se ha variado el diámetro del obstáculo desde d = 0.005 m hasta d = 0.395 m

en incrementos de ∆d = 0.005 m. Además de estos, se incluyó un obstáculo

minúsculo de d = 0.001 m. Para estos casos, se seleccionó como conjunto de

predicción aquellos obstáculos con diámetros que barren de d = 0.02 m a

d = 0.375 m con ∆d = 0.025 m. El resto de ellos fue usado en el conjunto de

entrenamiento. Aunado a esto, se dividió en tres subcasos dependientes de

distintos datos de entrada:

a) Se han considerando los perfiles de vx o q en el tiempo t = 16 s. Es

decir, los vectores de entrada para la RNA se conforman solamente por

el perfil de los valores de vx o q en un instante de tiempo en un único

sitio de medición. De los 165 nodos de la malla numérica que representan

el ancho del tubo, se seleccionaron únicamente 83 de estos nodos como

sensores numéricos.

b) Como segundo subcaso y, a diferencia del anterior, se alimentó a la RNA

con la serie de tiempo discreta y conformada por 300 pasos de tiempo,

desde t = 0 s, es decir, desde que se inicia el flujo del fluido sobre el

tubo, hasta t = 16 s. Sin embargo, no se consideraron los 83 nodos como

en el subcaso anterior, sino solamente la información de un nodo en el

centro del tubo en y = 0.21 m.

c) El mismo procedimiento que el subcaso anterior, pero se incrementó

de 1 a 3 nodos equidistantes de extracción, esto es a y = 0.105, 0.21 y

0.315 m, lo que supondría una mejora en la estimación del objetivo. Con

estos dos subcasos, se intenta medir qué opción es más efectiva para el

objetivo descrito: si una única medición con mucha información sobre el
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eje y o una serie de tiempo con pocos puntos de medición, como puede

ser el caso en una aplicación más realista.

2. En contraste con el caso 1, se consideraron únicamente obstáculos con diá-

metros d = 0.05, 0.1 y 0.2 m. Pero en cada caso, se cambió la ubicación del

centro del tubo en 43 posiciones distintas sobre el eje y, de tal forma que este

puede estar en el centro o como en las cercanías a las paredes del tubo. Esto

significa un total de 129 simulaciones, de las cuales 22 de ellas fueron selec-

cionadas para el conjunto de entrenamiento y validación, mientras que las 21

restantes de ellas conforman el conjunto de predicción. Aunado a este con-

junto de predicción se consideraron, 21 simulaciones en distintas posiciones

para un obstáculo de tamaño d = 0.15 m el cual es totalmente desconocido

para la RNA en las fases de entrenamiento y validación. Este escenario se

dividió en tres subcasos siguiendo los mismos lineamientos del caso 1.

3. En este caso, se analizó el escenario donde el obstáculo se encuentra nueva-

mente situado en y = 0.21 m y x = 0.6 m. Sin embargo, se ha cambiado

la velocidad característica del flujo entrante al conducto, lo que obviamente

cambia los perfiles de vx o q. La velocidad característica vc se ha variado

desde vc = 0.15 m/s, lo que puede significar poca perturbación en el flujo

por parte del obstáculo, hasta vc = 1.8 m/s en incrementos de ∆vc = 0.15

m/s. Este caso, es una extensión del subcaso 1a, considerando doce distintas

velocidades de flujo y once tamaños diferentes de obstáculos que van desde

d = 0.005 m hasta d = 0.395 m. Esto se resume en la Tabla 4.6. Para es-

te ejemplo, los vectores de entrada se conforman de diez valores tanto del

perfil de flujo entrante (antes del obstáculo) como en el sitio de medición B,

correspondientes a diez nodos equidistantes a lo largo del eje y, es decir, un

análisis similar al caso 1a. Dadas estas consideraciones, los valores de entra-

da para la RNA son 20 valores de cada una de las 132 simulaciones hechas.

En este caso, el conjunto de predicción consta de 20 simulaciones que fueron

seleccionadas de forma aleatoria para garantizar una mayor homogeneidad

dado que el número de parámetros libres se ha incrementado.
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4.3.2. Región objetivo

Dado que se ha utilizado un entrenamiento supervisado, se requiere proveer los

patrones objetivo relacionados con el verdadero tamaño y ubicación del obstáculo

dentro del tubo. Por esa razón y como se mencionó anteriormente, se definió una

región en el área circundante al obstáculo, ver Figura 4.12. Por cuestiones prácti-

cas, dado que en la simulación se tiene un gran número de nodos, la cantidad de

información que se podría considerar en esta región sería muy grande para formar

un vector de salida, por lo que se propusó considerar dicha región con un mallado

de 40 celdas de largo por 20 de ancho, donde cada celda contiene 8× 8 nodos de la

malla numérica. A esta región se le llamará de ahora en adelante malla objetivo.

Para darle un sentido físico a la malla objetivo, y a cada una de las celdas dentro

de esta, se les ha asignado un valor númerico dependiendo de la cantidad de nodos

que representan a los elementos del fluido y a los sólidos. En otras palabras, la

proporción de celdas que sirven como vectores objetivo ocupadas por el obstáculo

son el número de nodos que representan elementos sólidos entre el número de

nodos totales contenidos en la celda. Para simplificar la notación, se ha definido un

índice de ocupación para cada celda en la malla objetivo, donde se ha calculado la

relación sólido-líquido de la celda, definiendo un valor númerico de 1 a una celda

que contiene únicamente nodos que representan elementos sólidos y un valor de 0

a una celda con nodos que representan elementos de fluido únicamente. De ahora

en adelante, se llamará a este valor como índice de razón sólido-líquido (IRSL).

Una ejemplificación sobre la transformación de la simulación de la malla númerica

en LBM y la malla objetivo para un obstáculo de 0.2 m de diámetro se muestra

en la Figura 4.13. En esta figura, el tono oscuro esquematiza las celdas que son

ocupadas en su mayoría por el obstáculo (IRSL alto), mientras que las celdas con

tonos más claros significan que hay una proporción mayor de elementos de fluido

(IRSL bajo).

4.3.3. Estructura de la RNA

Recordando que para el caso 1a, se han reducido el número de nodos a conside-

rar de 165 a 83, donde se extraen los valores de vx o q como vector de entrada para
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Figura 4.13: En el gráfico superior se representa el índice de razón de elementos sólido-

líquido en la malla de numérica de LBM, para un obstáculo cilíndrico con un diámetro

d = 0.2 m. Abajo se representa la transformación del mismo obstáculo pero en la malla

objetivo que se utiliza como objetivo para el entrenamiento de la RNA y comparativa en

los resultados. El menor número de celdas en la región objetivo en comparación con la

misma área en la simulación de LBM causa una pérdida de resolución en el mallado. Un

valor igual a 0 significa que la celda está compuesta únicamente por elementos de fluido

y un valor 1 representa solamente elementos sólidos. Nota: Las líneas en los gráficos son

únicamente de referencia y no representan el tamaño real de las celdas utilizadas en

ninguno de ambos casos.
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RMSE usando (∇× v)z

0.3m 0.5 0.7m 1.1m 1.9m
1 42.625 26.614 30.177 21.029 22.663
4 2.135 4.593 3.447 3.748 2.016
6 0.897 1.282 2.634 4.120 1.474
11 0.731 1.850 3.439 1.340 1.267
21 0.298 0.983 2.271 1.333 1.159
41 0.271 0.883 1.671 2.930 1.200
82 0.236 0.928 1.503 1.012 1.026

Tabla 4.2: Misma descripción que en la Tabla 4.1 pero usando en este caso (∇× v)z en

lugar de vx.
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Figura 4.14: Series de tiempo formadas por los valores de vx en y = 0.105 m (línea roja

continua), 0.210 m (línea negra punteada) y 0.315 m (línea azul punteada y con puntos).

Los valores fueron medidos en el sitio de medición B para un obstáculo con d = 0.2 m

y centrado en y = 0.21 m. En esta gráfica se aprecia como el flujo ha alcanzado una

estabilidad neutral a partir del segundo 9 aproximadamente. La concatenación de 300

valores cada una de las series de tiempo funciona como el vector de entrada para la RNA.
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Predicción de Re usando vx
Re 0.3m 0.5m 0.7m 1.1m 1.9m
12 11.801 11.633 11.968 12.035 12.072
17 16.795 16.433 16.786 16.906 17.006
22 21.841 21.340 21.645 21.762 21.901
27 26.915 26.368 26.583 26.658 26.781
32 31.997 31.497 31.617 31.641 31.679
37 37.067 36.709 36.750 36.743 36.623
52 52.071 52.277 52.250 52.250 52.237
64 63.990 63.988 64.080 64.214 64.357
70 69.947 69.853 70.027 70.164 70.238
76 76.020 76.076 75.959 76.268 76.061
92 92.057 92.260 91.518 91.627 91.826
99 99.393 98.994 99.333 98.611 98.747
102 102.269 102.156 102.495 101.950 101.291
107 107.020 106.755 106.662 106.443 107.171
112 111.831 111.609 111.180 111.776 112.279
116 115.574 115.2822 115.506 116.150 116.302
117 116.553 116.912 116.912 116.726 117.095
118 117.430 117.037 117.244 118.149 118.238
119 118.432 118.536 119.193 119.024 119.303
120 119.152 118.996 118.636 118.109 120.471
χ2 0.025 0.103 0.058 0.054 0.024

Tabla 4.3: Valores predichos de Re para los distintos sitios de medición muestreando 82

valores de vx. La comparación del desempeño entre los distintos casos se hace bajo la

prueba χ2. Bajo esta métrica se considera un modelo mejor que otro cuando el valor de

χ2 es más pequeño. El peor de los casos se obtiene en el sitio de medición x = 0.5m.
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Predicción de Re usando (∇× v)z

Re 0.3m 0.5m 0.7m 1.1m 1.9m
12 11.990 12.031 12.050 12.244 12.068
17 17.053 16.990 17.169 16.882 16.995
22 22.062 21.958 22.130 21.584 21.943
27 27.039 26.947 26.929 26.394 26.943
32 32.004 31.951 31.668 31.378 32.004
37 36.983 36.959 36.544 36.601 37.132
52 51.954 51.950 52.887 51.826 52.384
64 63.915 63.858 64.125 63.777 64.673
70 69.961 70.172 70.143 69.552 70.454
76 75.952 75.549 75.845 75.387 77.051
92 92.051 92.420 92.461 91.760 92.642
99 99.047 99.432 101.045 99.576 99.995
102 101.928 102.472 101.551 101.096 101.308
107 107.234 107.215 106.848 105.582 108.467
112 112.212 111.651 110.902 110.724 113.197
116 115.917 114.496 114.959 118.113 113.819
117 116.630 115.119 115.826 117.790 119.018
118 117.607 117.241 113.734 116.829 116.612
119 118.414 116.878 117.937 119.214 119.683
120 119.415 117.692 115.957 117.295 118.436
χ2 0.001 0.148 0.406 0.214 0.197

Tabla 4.4: La descripción es similar a la Tabla 4.3, pero en este caso se ha utilizado

(∇× v)z en lugar de vx como dato de entrada para la RNA.
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Parámetros de los casos de estudio
Caso Diámetros Posiciones en y Vel. de flujo vc Núm. sensores Tiempo
1a 80 1 1 83 1
1b 80 1 1 1 300
1c 80 1 1 3 300
2a 4 43 1 83 1
2b 4 43 1 1 300
2c 4 43 1 3 300
3 11 1 12 10 1

Tabla 4.5: Detalle de los valores de los parámetros usados en las simulaciones para los

diferentes casos de estudio. La columna llamada “Diámetro” se refiere al número de dis-

tintos tamaños de los obstáculos. La columna “Posiciones en y” es el número de diferentes

ubicaciones de los obstáculos a lo largo del eje y, es decir, una sección transversal del tubo

en x = 0.6 m. La columna llamada “Velocidades de flujo vc” se refiere a las variaciones

de velocidades de flujo entrante usadas para el caso 3. Mientras que la columna “Núm.

Sensores” define el número de sensores igualmente espaciados en cada uno de los sitios de

medición. Finalmente la última columna “Tiempo” corresponde al número de mediciones

tomadas en el tiempo en todos los sensores en el sitio de medición indicado.

Parámetros para el caso 3

Diámetro (m) vc (m/s) Ubicación
de sensor (m)

0.005 0.15 0.025
0.04 0.30 0.065
0.08 0.45 0.105
0.12 0.60 0.145
0.16 0.75 0.185
0.20 0.90 0.225
0.24 1.05 0.265
0.28 1.20 0.305
0.32 1.35 0.365
0.36 1.5 0.405
0.395 1.65

1.8

Tabla 4.6: Parámetros para los obstáculos con diferentes diámetros, velocidad de flujo

entrante y ubicaciones de los sensores usados para el caso 3. Los sensores se ubican en

posiciones equidistantes tanto en x = 0m como en x = 2.10m.
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la RNA, lo que ha simplificado la estructura de la RNA y acelera el cómputo en el

entrenamiento. Con esto, el vector de entrada consiste de 83 neuronas relacionadas

con el perfil de flujo en el sitio de medición. Por ejemplo, para el caso 1a si se

consideran los valores de vx en el sitio B, el vector de entrada I es:

I = vx1 , vx3 , . . . , vxi , . . . , vx165 , (4.7)

donde los subíndices enumeran el sensor numérico en el nodo en la malla numérica.

Para el caso 1b, el vector de entrada esta definido por la serie de tiempo de vx o q

en y = 0.21 m durante 300 pasos de tiempo equidistantes. Por ejemplo para vx el

vector I es:

I = vx85,t1 , vx85,t2 , . . . , vx85,t300 ; (4.8)

donde vx85,t etiqueta el valor de vx en el nodo 85 en la malla de la simulación en

y = 0.210 m en el instante de tiempo t. Para el caso 1c el vector de entrada para

la RNA consiste en los mismos 300 pasos de tiempo para vx o q en las posiciones

y = 0.105, 0.21 y 0.315 m en el sitio de medición que se haya considerado. En la

Figura 4.14 se presenta la evolución temporal de vx en el sitio B. En este escenario

el vector de entradas para vx se representa como:

I = vx43,t1 , vx85,t1 , vx127,t1 , vx43,t2 , vx85,t2 , vx127,t1 , . . . , vx43,t300 , vx85,t300 , vx127,t300 . (4.9)

En el segundo escenario, los vectores de entrada son similares a los descritos en

las ecuaciones 4.7-4.9. Para el caso 3, considerando los datos descritos en la Tabla

4.5, el vector de entrada conformado por los valores de vx es:

I = vx11(x = 0), vx27(x = 0), . . . , vx163(x = 0)

, . . . , vx11(x = 2.1), vx27(x = 2.1), . . . , vx163(x = 2.1). (4.10)

El mismo conjunto de ecuaciones (4.8-4.10), se aplican cuando se considera el

perfil de q en lugar de vx como vector de entrada. Siguiendo dichas ecuaciones, la

estructura interna de la RNA, puede diferir internamente para cada caso, es decir,

tanto el número de valores de entrada como del número de neuronas ocultas. Sin

embargo, el objetivo es el mismo para todos los casos: estimar la morfología del

obstáculo que bloquea el flujo dentro de la tubería.
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Como se mencionó, la región donde se encuentra localizado el obstáculo se ha

definido por una malla de 40x20 celdas, por tanto los vectores de salida constan

de 800 elementos. Describiendo esto en términos matemáticos se tiene que para

cualesquiera de los vectores de entrada I como los definidos en las ecuaciones 4.7-

4.10, el vector resultante arrojado la RNA es de la forma O = [O1, O2, . . . , O800],

donde el k-ésimo elemento de este vector se define como:

Ok = F2

(
m∑
j=1

wjkF1

( n∑
i=1

wijIi + bj

)
+ bk

)
(4.11)

con 1 ≤ k ≤ 800, Ii el i-ésimo elemento del vector de entrada, n el número de

entradas para los distintos casos y m en este caso define el número de neuronas

ocultas. F1 y F2 son las funciones de activación para las capas oculta y de salida

respectivamente; wij y bj indizan los pesos y bias entre la i-ésima neurona de

entrada y la j-ésima neurona oculta; mientras que wjk y bk indizan los pesos y

bias entre los elementos de la capa oculta y de salida respectivamente. Para todos

los escenarios analizados 1-3, las RNAs construidas utilizan 20 neuronas ocultas y

una capa de salida con 800 elementos. En todos los casos se utilizó una función de

activación tipo sigmoide tanto en la capa oculta como en la de salida, y entrenando

las RNAs por un máximo de 15,000 iteraciones usando nuevamente la técnica

de validación como criterio de evaluación, con una constante de aprendizaje de

γ = 0.001.

4.3.4. Resultados

Para estimar el desempeño de la RNA en todos los casos a analizar, se ha

empleado el coeficiente R2. El cómputo de este coeficiente se ha hecho tomando en

cuenta tanto la malla objetivo como la malla predicha por la RNA, considerando

los valores reales y predichos del IRSL:

R2 = 1−
∑800

i=1(Oi − 〈T 〉)2∑800
i=1(Ti − 〈T 〉)2

, (4.12)

donde Ti y Oi son los i-ésimos elementos de los vectores objetivo y de salida de

la RNA respectivamente, mientras que 〈T 〉 es el promedio del IRSL para el vector
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objetivo definido por:

〈T 〉 =
1

800

800∑
i=1

Ti. (4.13)

Esto significa que el coeficiente R2 esta delimitado entre los valores (−∞, 1], donde

un valor de R2 = 1 implica que los vectores objetivo y de predicción son iguales

término a término. A medida que R2 → 0 significa que la predicción se asemeja

más a 〈T 〉.
Para el caso 1a, se presentan resultados midiendo en los detectores localizados

no solamente en el sitio B, sino también en A y C, tal y como se muestra en la

Figura 4.15. En este caso, se estudia el desempeño de la RNA cuando solamente es

entrenada en B y evaluada en A, B y C para los mismos obstáculos. Las mediciones

en el sitio B, ambas variables q y vx, muestran valores muy cercanos a 1 sí se

consideran obstáculos con diámetros más grandes a 0.05 m o equivalentemente un

β > 0.25. Ver por ejemplo la Figura 4.16, donde se grafican tanto la malla objetivo

y de predicción con un obstáculo de 0.195 m y se alcanza un R2 = 0.979. Sin

embargo, para obstáculos más pequeños la precisión disminuyó a coeficientes de

R2 = 0.654 para vx y R2 = 0.802 para q, ambos con un obstáculo de diámetro

d = 0.02 m. Las estimaciones de tamaño de las mediciones en A y C muestran

resultados similares. Por ejemplo la estimación para el obstáculo con diámetro

d = 0.05 m, el coeficiente R2 disminuye un 16%. Esto implica que para mediciones

mucho más alejadas de este punto de medición, las predicciones de la RNA pueden

ser aún buenas. A partir de estos resultados, no es posible establecer cual de las

variables físicas (vx o q) sea más relevante, y dar estimaciones más precisas.

Para los casos 1b y 1c, el vector de entrada de la RNA consiste en la serie de

tiempo, de una única medición en un nodo o en tres nodos en el sitio de medición B.

Los resultados para estos subcasos se muestran en la Figura 4.17. Particularmente

para el caso 1b, los valores de R2 son superiores a 0.8 considerando vx, y decre-

mentan para q hasta un valor de R2 = 0.231. Mientras que para el caso 1c con

tres sensores los resultados mejoran considerablemente, manteniendo resultados

similares para ambas cantidades físicas.

Para el caso 2a, donde las RNAs deben estimar no sólo diámetro del obstáculo
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Figura 4.15: Valores de R2 en la predicción de la RNA producidos para obstáculos de

diferentes diámetros y localizados en el centro de la tubería. Por un lado, la RNA se

entrenó con valores de vx o q en un único sensor numérico ubicado en el nodo central

de la malla de LBM en el sitio de medición B. Las predicciones corresponden a los sitios

de medición A (arriba), B (medio) o C (abajo). Por otro lado, se probó el desempeño

de la red para obstáculos de tamaños desconocidos tanto en el sitio de medición A, B y

C. En el gráfico de arriba, la curva roja (+) muestra los resultados utilizando vx en el

sitio A, mientras que la curva negra (×) son aquellos utilizando q. Las líneas azul (A) y

verde (�) representan los ajustes de R2 usando vx y q respectivamente. Abajo, la curva

roja (O) y magenta (©) corresponden a los resultados para vx y q en C respectivamente.

Todos los valores de R2 son mayores a 0.6, lo que se puede considerar como una buena

correlación entre la predicción y el obstáculo objetivo. Nótese como los resultados son

independientes del lugar de extracción de los datos, aun cuando la RNA se entrenó en

un único sitio de medición.
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Figura 4.16: En el gráfico superior se muestra la malla objetivo, mientras que abajo se

presenta la predicción sobre la misma por parte de la RNA, la precisión se basa en la

diferencia entre los valores de ambos. En este caso se consideró la componente vx del perfil

del flujo como valores de entrada, con un obstáculo en el centro del tubo con diámetro

d = 0.195. El color del recuadro representa el IRSL. La diferencia entre ambos gráficos

es prácticamente imperceptible a simple vista, el valor de R2 para este caso en particular

es de 0.979.
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Figura 4.17: Análisis de las predicciones de la RNA considerando los casos 1b y 1c para

diferentes diámetro de obstáculos centrados en x = 0.6m. Arriba, los resultados para la

serie del tiempo de un solo sensor en y = 0.205m (1b) considerando vx (+) y q (×).
En el caso 1c los tres sensores se localizan en y = 0.105m, 0.210m y 0.315m, y los

resultados para vx (A) y q (�) tienen valores de R2 cercanos a 1 para diámetros mayores

a d = 0.85m, mientras que estos valores se alcanzan para diámetros mayores a d = 0.15m

en el caso de usar un único sensor.



90

sino también su ubicación sobre el eje y, se ha alcanzado un valor de R2 cercano

a 1, para bloqueos al menos mayores a β = 0.25, como se puede ver en la Figura

4.18. Para obstáculos con un diámetro d = 0.15 m para lo cuales la RNA no fue

entrenada, el valor de R2 disminuyó hasta 0.356 para vx y 0.243 para q.

El peor caso se presentó para un obstáculo con d = 0.1 m y ubicado en el centro

del tubo, obteniendo un valor de R2 < 0 utilizando la variable q y R2 = 0.66 para

vx. Un ejemplo sobre este caso se representa en la Figura 4.19, donde el diámetro

objetivo es de d = 0.05m y se obtiene un coeficiente de R2 = 0.09, el cual indica

que la estimación tanto del tamaño como la ubicación no es muy precisa.
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Figura 4.18: Análisis de las predicciones para obstáculos en distintas posiciones sobre

el eje y y en x = 0.6m. La RNA ha sido entrenada y probada con los perfiles de vx
(arriba) y q (abajo) en el sitio de medición B. La curva roja (+) muestra los resultados

para d = 0.05m, mientras que las negra (×), azul (A) y verde (�) indican quellos para

d = 0.1m, 0.15 m y 0.2m respectivamente. Los valores de ajuste de R2 son similares en

ambas propuestas. La peor predicción es en general para el obstáculo más pequeño, tanto

en el centro del tubo como en los extremos cercanos a las paredes de este.

Respecto al subcaso 2b, donde se empleó la serie de tiempo de un único nodo en
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Figura 4.19: IRSL para la región objetivo (arriba) y la predicción hecha por la RNA

(abajo) considerando 83 valores de la componente x de la velocidad del fluido en el

sitio B. En este caso el obstáculo se encuentra en y = 0.35m y tiene un diámetro d =

0.05m. Contrastando con la Fig. 4.16, se observa como la RNA se confundió en este caso,

indicando un bajo IRSL en la parte inferior del tubo, por lo cual se obtuvo un coeficiente

R2 = 0.09.
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el centro de la tubería, la RNA fue incapaz de aprender el comportamiento del flujo

sobre todo cuando el obstáculo es pequeño y se encuentra cerca de las paredes. Esto

es evidente de las resultados mostrados en la Figura 4.20, donde incluso se obtienen

valores negativos para estos obstrucciones, alcanzando un mínimo de R2 = −0.312

cuando estos se encuentran en el centro de la tubería. Aunque para obstáculos más

grandes la RNA obtuvo mejores resultados, dado que las perturbaciones en el flujo

son mayores, también tiene dificultades cuando se encuentran cerca de las paredes.
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Figura 4.20: Análisis de predicción para los obstáculos en distintas posiciones sobre el eje y

(caso 2b). Las RNAs utilizadas fueron entrenadas con las series de tiempo de vx (arriba)

o q (abajo) tomadas del centro de la tubería y en el sitio de medición B. Las curvas

roja (+), negra (×), azul (A) y verde (�) muestran los valores de R2 para diámetros

d = 0.05m, 0.15m, y 0.2m respectivamente. Es evidente la dificultad de las RNA para

dar una aproximación precisa acerca de la localización del obstáculo cuando los obstáculos

más pequeños y cercanos a las paredes del conducto.

Para el caso de estudio 2c, donde se ha considerado la serie de tiempo de tres

valores de nodos equidistantes como vector de entrada en y = 0.105m, 0.210m

y 0.314m en el sitio B, los resultados que se muestran en la Figura 4.21 indican
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valores semejantes de R2 para ambas variables q y vx. En este escenario, las pre-

dicciones para los obstáculos pequeños indican una mejoría sobre el caso 2b. Para

un obstáculo con d = 0.15m todos los valores de R2 están sobre 0.4 usando tanto

vx como q. Mientras que los resultados para diámetros d = 0.1m y 0.2m en todas

las ubicaciones, las predicciones se ajustan mucho mejor al objetivo, con R2 arriba

de 0.8. Sin embargo, para el obstáculo con d = 0.05m ubicado en el centro del tubo

usando q tiene un valor de R2 = −0.102.
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Figura 4.21: Valores del coeficiente R2 resultantes de la comparación entre obstáculo

predicho para el caso 2c. Las RNAs fueron entrenadas con las series de tiempo de vx
(arriba) y q (abajo) en tres diferentes lugares y = 0.105m, 0.210m y 0.315m en el sitio de

medición B. Las curvas roja (+), negra (×), azul (A) y verde (�) muestran los resultados

para obstáculos con d = 0.05m, 0.1m, 0.15 y 0.2m respectivamente. De nuevo el peor

ajuste se obtuvo con el cuerpo más pequeño con un R2 = −0.102 y utilizando q como

valor de entrada. Sin embargo, hay una mejora apreciable considerando tres sensores en

lugar de un único sensor como en el caso 2b.

En general, para el caso 2, las peores predicciones ocurren para obstáculos pe-

queños y/o se encuentran cerca de las frontera. No es de sorprender esta confusión
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en la RNA, dado que las fronteras afectan de manera más importante el flujo

después del obstáculo. Bajo este marco, las capas límite se ven afectadas por la

naturaleza viscosa del flujo, es decir, que si el obstáculo es muy pequeño, el efec-

to que este provoca sobre el flujo se vea neutralizado por las fuerzas viscosas del

mismo. Esto implica que cuando se mide lejos de la obstrucción, el flujo se compor-

ta prácticamente como si no hubiera obstáculo alguno. Más aún, para obstáculos

más pequeños, sin importar su distancia respecto a las paredes del tubo, estos no

afectan el flujo de tal manera que los patrones que se obtienen detrás de ellos es

dificilmente distinguible.

De los resultados de los casos 1 y 2, muestran que mientras se incrementa el

número de puntos en tiempo y espacio, la predicción sobre el tamaño del obstácu-

lo mejora considerablemente. Por ejemplo, comparando el subcaso 1a, donde se

utilizaron 83 diferentes valores de vx o q sobre el eje y en un único instante de

tiempo, con el subcaso 1c, donde se tomaron en cuenta valores 3 sobre el eje y en

300 pasos de tiempo. Lo mismo se puede concluir al comparar los subcasos 2a y

2c. Sin embargo, en una posible aplicación puede ser más factible y deseable, hacer

múltiples mediciones a lo largo del tiempo con pocos sensores en un único sitio de

medición, que realizar una sola medición con un 83 o más sensores.

En referencia a los casos 3, los resultados, en términos del coeficiente R2 para

cada escenario, se muestran en la Tabla 4.7. El problema de una predicción de-

ficiente con el obstáculo más pequeño de d = 0.005 m persiste, con predicciones

considerablemente malas de R2 = −23.75 utilizando vx y un valor de R2 = −246.95

usando q. Sin embargo, hay que mencionar que estos resultados se han obtenido

considerando la segunda velocidad característica entrante al tubo más baja con

vc = 0.3 m/s. Para poner esto en perspectiva, se puede comparar con el caso 1a,

donde la velocidad característica asociada es vc = 1.5 m/s. Con lo que el decre-

mento de precisión también se puede asociar con la velocidad de flujo entrante.

Es de notar, como al incrementar vc hasta 1.35 m/s se han incrementando los

valores de R2 hasta -0.645 para vx y −0.680 para q. Algo similar ocurre para diá-

metros d = 0.004 m mejorando de un R2 = 0.25 hasta R2 = 0.975 para vx y de

R2 = −4.518 hasta R2 = 0.975 para q. Para el resto de los tamaños de obstáculos,
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los resultados son mucho mejores, llegando a valores muy cercanos a 1. Además de

esto, se puede notar que los resultados son mejores utilizando vx sobre q, y que la

habilidad de las RNA se extiende a tener buenos resultados con hasta 10 sensores

en el espacio en un único sitio de medición.

Hasta ahora, se han hecho predicciones sobre los tamaños y ubicaciones de

obstáculos circulares sobre la sección transversal de la tubería. Sin embargo, es

fácil explorar cual sería el desempeño de una RNA de las ya entrenadas, para

estimar también la forma de otro obstáculo: en este caso se ejemplica con un

cuadrado de 0.1 m de lado bajo las mismas condiciones que en el caso 1, este

escenario se muestra en la Figura 4.22. Por simplicidad, solamente se presenta

el caso de la serie de tiempo con tres sensores en el sitio B. A pesar de que la

forma predicha es circular (algo que es comprensible dado que la RNA únicamente

fue entrenada con este tipo de morfologías), el tamaño del obstáculo cuadrado es

semejante alcanzando un valor de R2 = 0.93 tal y como se visualiza en la Figura

4.23. Esto significa que el patrón del flujo medido en B son muy similares entre

ambos objetos.
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Figura 4.22: Mapa de calor que representa las magnitudes de vx para una simulación de

LBM para un flujo alrededor de un obstáculo cuadrado y con una velocidad característica

de flujo de Poiseuille entrante con vc = 1.5m/s. El centro del obstáculo se localiza en

x = 0.6m y y = 0.205m. De la misma forma que para los obstáculos cilíndricos, los

vórtices formados pasado el obstáculo son llevados a lo largo de la dirección del flujo,

generando también la calle de vórtices de Karman.



96

Diámetro (m) vc (m/s) R2 para vx R2 para q
0.005 0.3 -23.753 -246.954
0.005 1.35 -0.645 -0.680
0.04 0.15 0.250 -4.518
0.04 0.75 0.966 0.919
0.04 1.8 0.975 0.975
0.08 1.5 0.961 -0.016
0.12 0.45 0.989 0.936
0.12 1.65 0.989 0.944
0.16 0.45 0.998 0.978
0.16 1.2 0.991 0.997
0.2 0.9 0.999 0.988
0.2 1.05 0.998 0.994
0.2 1.5 0.999 0.986
0.24 1.05 0.998 0.997
0.24 1.2 0.997 0.997
0.32 0.75 0.999 0.996
0.32 1.2 0.999 0.999
0.36 1.35 0.999 0.992
0.395 0.6 0.999 0.966
0.395 0.9 0.999 0.992

Tabla 4.7: Valores de R2 para el conjunto de predicción, considerando diez valores del

perfil de vx o q del flujo entrante antes del obstáculo, así como también diez valores en

el sitio B. Excluyendo los tres obstáculos más pequeños, los resultados son prominentes

con valores cercanos a 1.
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Figura 4.23: Predicción en términos del IRSL para un obstáculo cuadrado centrado en el

ancho del tubo. En este caso se consideró como valores de entrada la serie de tiempo en

tres distintos sensores en el sitio de medición B, tal y como en los casos 1c y 2c. Como

era de esperarse, la RNA consideró este obstáculo de forma circular, dado que solamente

fue entrenada para este tipo de formas. Sin embargo, sí muestra una ubicación y tamaño

equiparable al objetivo real.
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4.3.5. Conclusiones de la sección

Una serie de RNAs ha sido construidas siguiendo los lineamientos en distintos

casos de estudio, y han sido entrenadas con la capacidad de estimar el tamaño y

ubicación de un obstáculo. Las RNAs usan como vectores de entrada los perfiles

de vx o q a determinadas distancias. Los casos de estudio consideran la variación

del diámetro del obstáculo, posición de este sobre una sección transversal del tubo

y distintas velocidades de flujo entrante.

Se consideraron dos variables físicas (vx y q) para investigar si alguna es do-

minante como característica de entrada para eficacia de la RNA, sin embargo esto

no fue claramente observado. Se inspeccionó si la cantidad de sensores sobre una

sección transversal es mucho más relevante que una cantidad mínima de ellas. Y

aunque sí fue el caso, en general se espera que sea más práctico hacer mediciones

a lo largo del tiempo con pocos sensores.

De los resultados obtenidos, las RNA son altamente capaces de dar estimacio-

nes que se consideran buenas, considerando un coeficiente de tipo R2 con valores

mayores cercanos a 1 para obstáculos relativamente grandes. Aunque esto no siem-

pre sucede para obstáculos pequeños, es decir, aquellos que tienen una relación

aproximada entre el diámetro del tubo y el obstáculo menor a β = 1/4. Esto no es

de sorprender, ya que las perturbaciones en el flujo para dichos tamaños se pueden

disipar bastante rápido. Sin embargo,se observó que al incrementar la velocidad de

flujo entrante, la precisión de la RNA mejora, como se constató en el caso 3, don-

de se usaron diferentes flujos de velocidad entrante, obteniendo en general valores

superiores de R2 > 0.9 para diámetros mayores a 0.1 m.

4.4. Discusión de capítulo

Los métodos presentados en este capítulo son bastante sólidos para dar una

idea de la resolución de la estimación de parámetros en una simulación de flujo

alrededor de obstáculos cilíndricos en dos dimensiones. El primer caso se estudió la

estimación del número de Reynolds para distintos perfiles de velocidad y vorticidad

variando el número de sensores númericos en la sección transversal del tubo en



distintos sitios de medición. Lo que llevó a que este enfoque podía se capaz de

obtener más parámetros utilizados para las simulaciones, como es la morfología y

posición del obstáculo. Esto se desarrolló en la siguiente parte del capítulo, donde se

propuso una metodología que fuese capaz de estimar regiones que están compuestas

mayormente ya sea de elementos sólidos o del fluido. Esto último se ha hecho con la

finalidad de posteriormente estudiar obstrucciones con obstáculos regulares, sino

con morfologías más complicadas que sean más difíciles de caracterizar con un

parámetro, como en este caso lo es el diámetro.

Con estos dos problemas se ha intentado investigar y proponer a los algoritmos

de aprendizaje automático como una herramienta de resolución de problemas in-

versos en la dinámica de fluidos. Aunque se ha utilizado una herramienta sencilla

como las RNAs multicapa, los problemas a resolver con algoritmos más complejos

se pueden utilizar ya sea para dar estimaciones más precisas, obtener parámetros

iniciales de este o algún otro problema donde exista la incertidumbre sobre alguna

variable que determina la evolución del sistema como es observada.





Capítulo 5

Conclusiones

Este trabajo de tesis se ha enfocado en utilizar redes neuronales artificiales para

la resolución de problemas inversos, dado que su implementación permite asociar

una gran cantidad de características con las observaciones directas de algún fenó-

meno. En este caso fueron empleadas para determinar los parámetros implicados

en dos fenómenos físicos: el análisis de señales provocadas por ondas gravitaciona-

les y reconocimiento de perfiles en flujos alrededor de un ciliíndro en un tubo de

dos dimensiones.

En relación al análisis de las formas de onda de dos distintos catálogos con-

formados por las soluciones numéricas de ondas gravitacionales causadas por el

colapso de sistemas binarios de agujeros negros. Para ello, se utilizaron dos ca-

tálogos independientes, el primero de ellos realizado en el Instituto de Física y

Matemáticas [Gracia, (2017)], se caracteriza por tener una fase orbital de media

órbita, de tal manera que se inspecciona con las RNAs la seción de la forma de

onda correspondiente a la colisión del sistema binario en el estudio de la razón de

masas q = m1/m2, esto es, la fusión de los agujeros negros y decaimiento a una

fase más estable como un único agujero negro. El segundo, realizado por el grupo

de investigación del Georgia Tech [Jani et al., (2016)], cuenta con una fase orbital

mucho más extendida, y por ello, se examinó si la inclusión brindaba una mayor

información sobre el parámetro q. En ambos enfoques se hizo el análisis de las

formas de onda simuladas considerando la serie de tiempo, tanto libres de ruido

como con la inclusión de ruido Gaussiano desde un SNR = 0.5− 25 en el primer

101
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caso y SNR = 5 − 25 para el segundo. Además, dado que en el segundo enfoque

se cuenta con una fase orbital bastante larga, se permitió hacer un análisis en el

espectro de frecuencias mediante la transformada de Fourier. En general, cuando

las señales están libres de ruido, las RNAs obtuvieron una predicción en promedio

incluso menor al 1% en el mejor de los casos. Sin embargo, la inclusión del ruido

afectaba enormemente la precisión en la estimación llegando a niveles del 10%

o incluso mayores, dependiendo de si las formas de onda corresponden a valores

de q que se encuentran lejos del espacio de parámetros de interpolación. Sin em-

bargo, también en el análisis de frecuencias las predicciones se vieron ligeramente

afectadas, amortiguando la presencia del ruido Gaussiano.

En este aspecto, es de suma importancia continuar con la aplicación de méto-

dos de aprendizaje automático, dado que este tipo de sistemas son muy adecuados

a la problemática que representan, esto es, el reconocimiento de una señal co-

rrespondiente a un evento físico que se encuentra embebida dentro de un ruido

considerable, corrección de fallas en la instrumentación y finalmente la resolución

del problema inverso en la estimación de los parámetros responsables de la feno-

menología que se observa. Además, de ser posible realizar una extensión de este

método hacia la gran cantidad de parámetros que involucran los distintos eventos

generadores de ondas gravitacionales.

En términos de los problemas en flujos en un tubo dos dimensiones con algún

obstáculo inmerso dentro de él se obtuvieron resultados mixtos dependientes de las

características tanto del flujo como del obstáculo. Por un lado, en el primer caso

las RNAs fueron altamente capaces de hacer la estimación del número de Reynolds

con una buena estimación, menor al 4% de error, en general para los casos en que

el flujo no es laminar, esto es para Re mayores a 60 y hasta 120. Por otro lado, la

estimación de la forma y posición relativa a una sección transversal del tubo, tuvo

resultados mixtos. Se encontró que en la presencia de cuerpos pequeños dentro del

tubo, menores al 20%-30% entre la relación del grosor interno del conducto y el

tamaño del obstáculo, las estimaciones de las RNAs no eran muy precisas ni en el

área relativa que representan en su ubicación, esto debido a que la perturbación

provocada por ellos es relativamente pequeña haciéndolos prácticamente imper-



ceptibles a una cierta distancia de medición. Por otro lado, para los obstáculos

más grandes, los distintos enfoques fueron satisfactorios donde el ajuste realizado

presentó casí una predicción perfecta. Dado que puede ser descomunal la variedad

de fenómenos y configuraciones que se pueden presentar en sistemas de este tipo,

es necesario desarrollar metodologías e implementar herramientas que puedan ser

implementadas en el uso real.

Es inminente el incremento del uso de métodos de aprendizaje automático,

conviviendo con las técnicas estadísticas tradicionales, en problemas donde la can-

tidad de información es inmensa o donde la estimación de parámetros requiere

la resolución computacional e iterativa de un problema en un tiempo razonable.

Siendo que estos métodos resultan muy prácticos en la resolución de problemas

inversos donde la velocidad de respuesta puede ser crítica. En particular en el ra-

mo de la experimentación y simulación de fenómenos físicos esta metodología es

útil para realizar una rápida respuesta por parte de la instrumentación y/o dar

aproximación sobre el valor de un parámetro involucrado en una observación en

específico. Este trabajo ha dejado una gran enseñanza sobre la dirección a enfocar

los esfuerzos en realizar investigación y herramientas de gran impacto.





Apéndice A

Implementación Algoritmo de

Backpropagation

Para sintetizar como codificar una RNA e implementar una manera de imple-

mentar algoritmo, se presenta un pseudo-código considerando una RNA con las

especificaciones utilizadas en el capítulo 2, con n neuronas de entrada, una so-

la capa oculta con m elementos y l neuronas de salida. Siguiendo las ecuaciones

(2.5)-(2.7) y (2.15), con los resultados de las capas ocultas y de salida etiquetadas

por h y y respectivamente, y los vectores tanto de entrada como los de objetivo

escritos de la forma xp = (xp1, x
p
2, . . . , x

p
n) y tp = (tp1, t

p
2, . . . , t

p
l ) respectivamente,

con p indizando cada uno de los patrones de entrenamiento del par {x, t}.
Continuando con la descripción del algoritmo, este se puede dividir en dos

partes: la propagación hacia adelante y la modificación de los pesos propagando el

error hacia atrás, a las capas anteriores. Además se supone que estos dos procesos

se continúan repetidamente hasta alcanzar un máximo de iteraciones MT .

mientras iter ≤MT

% Propagación hacia adelante%

% Introducir cada vector de entrada a la RNA, obteniendo el vector de salida co-

rrespondiente yp%

para cada vector de entrada xp & tp
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% Introducir xp en la RNA.%

para cada neurona de salida yk en la capa de salida O

para cada neurona de oculta yj en la capa oculta H

para cada neurona en la capa entrada I

σj = σj + wijxi

fin para cada valor de salida yi en la capa entrada I

hj = 1/(1 + exp(−σj))
σk = σk + wjkhj

fin para cada neurona oculta yj en la capa oculta H

yk = 1/(1 + exp(−σk))
fin para cada neurona de salida yk en la capa de salida O

% Modificación de los pesos de la RNA%

% Calculado el vector de salida yp, se obtiene el error Ep = 1
2l

(tp − yp)2 %

% modificando los pesos de la RNA de acuerdo a la ecuación (2.15)%

para cada neurona salida yk

% Propagar error a las neuronas ocultas y de entrada%

para cada peso wjk de la neurona oculta j a la de salida k

para cada peso wij de la neurona de entrada i a la neurona oculta j

wij = wij − γ [(yk − tk) (1− yk)yk]wjkhj(1− hj)xi
fin para cada peso wij de la neurona de entrada i a la neurona oculta j

wjk = wjk − γ [(yk − tk) (1− yk)yk]hj
fin para cada peso wjk de la neurona oculta j a la de salida k

Ep = Ep + 1
2l

(tk − yk)2

fin para cada neurona de salida

% Calcular Error Global EG%

EG = EG + Ep

Reiniciar Ep

fin para cada vector de entrada y salida xp & yp

Reiniciar EG

iter = iter + 1



fin mientras iter ≤MT

Hay que remarcar que el pseudo-código es una ejemplificación para implementar

el algoritmo de backpropagation, hay varias formas de mejorarlo lo que varia la

rápidez de ejecución, como puede ser la representación matricial tanto del conjunto

de ejemplos, como los pesos de las conexiones de las neuronas entre capas. Además,

por simplicidad de lectura, no se han insertado cada uno de los vectores de entrada

de forma aleatoria así como tampoco utilizar el método de validación cruzada como

criterio de parada, tal y como se utilizó a lo largo del trabajo.





Apéndice B

Prueba de Código de la RNA

Para mostrar la capacidad de la RNA en el código que se desarrolló, se mostrará

una prueba de clasificación con un ejemplo clásico utilizando una base de datos

de UCI Machine Learning Repository [Lichman,(2013)]. Este repositorio es una

colección de bases de datos y generador de información que es utilizada por la

comunidad de aprendizaje automático para el análisis empírico de algoritmos. Uno

de estos conjuntos de datos es el reconocimiento óptico de dígitos escrito a mano,

también conocido como Optdigits Dataset.

B.1. Reconocimiento de dígitos

El conjunto muestral de los dígitos escrito a mano recolectado en esta base

de datos, ya ha sido preparado para su implementación, de tal manera que la

representación de los números del 0 al 9 son representados por matrices binarias

de tamaño de 32×32. Ver la Figura B.1 donde se representan los ejemplos de estas

matrices para 0 y 7.

Dado que el conjunto de datos se conforma por matrices de 32 × 32, la RNA

tiene 1024 neuronas de entrada. Mientras que los vectores de salida se han dispuesto

de tal forma que una neurona de salida represente cada dígito. Por ejemplo, si el

número 0 es el patrón de entrada, el vector objetivo es t = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);

mientras que para el número 7 significa que t = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0).

Como se ha revisado a lo largo del trabajo, existen diferentes funciones de error
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Figura B.1: Muestra de la representación de los dígitos extraídos del catálogo del UCI

Machine Learning Repository. Los dígitos son originalmente escritos a mano y mapeados

a una representación en pixeles para posteriormente reemplazados por valores binarios

de 0 y 1. Fuente [Lichman,(2013)].

o de costo que se pueden minimizar para llegar a la resolución del problema. La

elección de dicha función es decisión del usuario y/o programador, basándose si es

un problema de clasificación o regresión. Y las funciones de activación se eligen el

tipo de respuesta a obtener en la capa de salida como puede ser una probabilidad,

una votación o un valor númerico real. Para demostrar, el poder y flexibilidad de la

RNA desarrollada, se comparan el desempeño del ejemplo mediante dos enfoques

diferentes:

El reconocimiento de los dígitos utilizando una RNA con una función de acti-

vación de tipo sigmoide logística en la capa de salida, optimizando la función

de costo de error cuadrático medio que ya ha sido revisada anteriormente.

La clasificación de los dígitos utilizando la función de activación de norma-

lización exponencial o softmax en la capa de salida, minimizando la función

de entropía cruzada.

Primero se revisará la estructura de RNA utilizada tanto el primer enfoque
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como en el segundo, así como las condiciones para la resolución del ejemplo. Pos-

teriormente, se presentarán y contrastan los resultados de ambos procedimientos.

B.1.1. Clasificación con función de costo de error cuadrático

medio

Para la resolución del problema bajo este enfoque, se aprovecha el hecho que

tanto los dígitos de entrada como los valores esperados están representados de

forma binaria, y es natural pensar en la función de activación logística como la

más adecuada, tanto en la capa oculta como en la de salida. Posteriormente, para

determinar si la RNA ha acertado en su predicción del dígito representado, se ha

hecho la normalización de los valores de todas las neuronas de salida. Esto es, el

vector resultante es dividido por la suma de todos los valores de salida:

dk =
yk∑10
k=1 yk

, (B.1)

donde yk es el k-ésimo valor de salida, mientras que dk significa la probabilidad

asociada al dígito que representa. Por ejemplo, sí el vector de entrada es el número

1, y la RNA arrojó el vector con valores:

y = (0.2, 0.4, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). (B.2)

Haciendo la transformación de la ecuación (B.1) se traduce en el vector:

D = (0.091, 0.182, 0.091, 0.091, 0.091, 0.091, 0.091, 0.091, 0.091, 0.091). (B.3)

Aunque en esta ejemplificación, el valor más alto no sea cercano al 1 esperado

en el segundo elemento, la ubicación de dicho valor índica la posición más probable

del dígito verdadero, en este caso con una probabilidad de 0.182%.

Recordemos que para el caso en la clasificación de costo de error cuadrático

medio se ha utilizado la ecuación (2.12), que en este caso en particular se escribe

como:

E =
1

10 ·N

N∑
p=1

10∑
k=1

1

2
(tpk − y

p
k)

2 (B.4)
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donde p indiza los N elementos que existen, ya sea en el conjunto de entrenamiento,

validación o predicción.

B.1.2. Clasificación con función de costo de entropía cruza-

da

A diferencia del método descrito anteriormente, la función de activación de

normalización exponencial, no depende únicamente del valor de una sola neurona

sino que considera el valor de los demás neuronas en la capa de salida. Esto se

hace con la finalidad de representar la respuesta de la RNA como una probabilidad

a cada vector de entrada, y no hacer una normalización a posteriori, como en el

método utilizado antes. En términos del problema que se está abordando, la función

de normalización exponencial se define matemáticamente por:

dk =
exp(σk)∑10
k exp(σk)

, (B.5)

donde dk representa la probabilidad del dígito predicho por la RNA, k es el índice

sobre cada una de las neuronas de salida, tal como en la sección anterior. Mien-

tras que σ es la combinación lineal de los vectores de pesos wk y respuestas h

provenientes de la capa oculta hacia la k-ésima neurona de salida, tal como se ha

revisado en 2.3.1:

σk = wT
k · h. (B.6)

De la ecuación (B.5), se ve que al igual que la ecuación (B.1), la suma de todos

los elementos del vector resultante es igual a 1, y del valor más alto se puede inferir

la probabilidad del dígito que considera la RNA que se le ha presentado. Para el

entrenamiento de una RNA con esta función de activación en la capa de salida, la

función de error no suele ser la MSE, sino la llamada función de entropía cruzada

definida en este caso como:

E = −
10∑
k

tk ln(dk) (B.7)

El cálculo del algoritmo de backpropagation de esta función de error, se sigue

tal y como se mostró en 2.4.2. La iteración del algoritmo de aprendizaje con esta
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función es tal que si un término en el vector de salida predomina, i.e., el resultado

en la neurona de salida se acercará rápidamente a 1, mientras que los demás a

tienden a 0.

Estas funciones de costo y de activación así como las normalizaciones son úni-

camente una ejemplificación para el entrenamiento de una RNA con el problema

que se aborda. Y aunque existen otras formas de resolverlo, son suficientes para

mostrar la capacidad del tipo de redes neuronales construidas con el código que se

elaboró para este trabajo.

B.1.3. Resultados

Continuando con el ejemplo, es hora de ver cual es el desempeño de las RNAs

para el reconocimiento de dígitos, comparando los aciertos porcentuales entre am-

bos enfoques. En el entrenamiento de la RNA siguieron los procedimientos presen-

tados tanto en B.1.1 como B.1.2.

La estructura de todas las RNAs construidas consiste en una capa de entrada

con 1024 neuronas y 10 neuronas como salida, mientras que se ha explorado usar

dos capas ocultas con distintos números de elementos. En ambos procedimientos

se utilizaron 1000 elementos de la base de datos como conjunto de entrenamiento,

500 de validación y los restantes 433 como el conjunto de prueba o de predicción.

También se ha utilizado la técnica de validación cruzada, en la cual se guardan los

pesos de las RNAs, cuando en la fase de entrenamiento se ha alcanzado el mínimo

en el error de validación. Una ejemplificación de esto se presenta en la Figura B.2

donde se ha utilizado la función de costo de error cuadrático medio.

De los resultados mostrados en las tablas B.2 y B.1, se puede ver que con una

única neurona oculta, la RNA es incapaz siquiera de realizar un entrenamiento

apropiado, quedándose estancada en un 20% de efectividad en ambos casos. Al

incrementar a 5 neuronas ocultas en una sola capa, la razón de aciertos incrementa

hasta el 97% usando la entropía cruzada, mientras que para el error cuadrático

medio en un 90%. Sin embargo, para el conjunto de prediccón esta razón baja

hasta el 88% y 77% respectivamente. Incrementando un poco la efectividad en

este caso cuando se agrega una capa oculta adicional con el mismo número de
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Figura B.2: Gráficas de error que se obtienen tanto el conjunto de entrenamiento (línea

negra) y validación (línea roja) en función del número de iteraciones en la fase de apren-

dizaje del reconocimiento de dígitos por una RNA entrenada con la función de costo del

error cuadrático medio definida en la ecuación (B.4). El recuadro dentro de la gráfica es

un acercamiento para el error sobre el conjunto de validación, el mímimo aquí se encuen-

tra en la iteración 594. En este caso la RNA cuenta con 2 capas ocultas con 10 elementos

cada una, una constante de aprendizaje γ = 0.1, momento α = 0.

neuronas. A partir 10 neuronas ocultas en una sola capa, no es perceptible un

incremento en el rendimiento de la RNA ni aumentando el número de neuronas

o capas ocultas en ambos casos. Aunque, en algunos casos se observa una razón

de aciertos en el entrenamiento casi del 100%, el error para valores desconocidos

disminuye en alrededor del 5%.

De las mismas tablas, también se puede inferir que en este caso, no hay una

diferencia clara entre usar la función sigmoide o una normalización exponencial;

una función de costo de error cuadrático o una entropía cruzada respectivamente.

Sin embargo, algo que se puede agregar, es que el segundo caso llegaba en general en

un número de iteraciones menor a la tasa de éxito que el primero. Hay que remarcar



Estructura RNA Parámetros Precisión (%)
Capas
ocultas

Neuronas
ocultas

Constante de
Aprendizaje Entrenamiento Validación Predicción

1 1 0.01 20.3 19.185 18.244
1 5 0.01 90.2 77.170 77.136
1 10 0.01 99.8 92.39 93.53
1 20 0.01 99.7 93.462 95.15
1 50 0.01 99.8 93.569 94.457
1 20 0.035 99.8 94.319 96.074
2 5 0.01 98.6 83.065 84.526
2 20 0.01 99.8 93.248 94.457
2 20 0.035 99.8 92.283 93.995

Tabla B.1: Resultados para el reconocimiento de dígitos, utilizando una RNA con una

capa de salida con función de activación logística, minimizando la función de error cua-

drático medio.

que en la literatura, se menciona que el segundo enfoque es más recomendable,

dado que el primero puede sobreestimar datos que sean considerados como puntos

aislados (outliers, por su nombre en inglés). En general la RNA, es capaz de tener

margen de error menor al 10% para casi todas las estructuras investigadas.



Estructura RNA Parámetros Precisión (%)
Capas
ocultas

Neuronas
ocultas

Constante de
Aprendizaje Entrenamiento Validación Predicción

1 1 0.01 20.3 19.185 18.244
1 5 0.01 99.7 88.96 88.914
1 10 0.01 100.0 91.747 93.071
1 20 0.01 99.9 91.961 93.303
1 50 0.01 100.0 93.783 95.150
1 20 0.035 99.9 92.497 93.764
2 5 0.01 99.5 82.744 82.217
2 20 0.01 100.0 91.318 91.224
2 20 0.035 99.700 92.069 91.455

Tabla B.2: Resultados para el reconocimiento de dígitos, utilizando la función de acti-

vación de normalización exponencial en la capa de salida, y minimizando la función de

costo de entropía cruzada.



Apéndice C

Ondas Gravitacionales

Este apéndice esta fundamentalmente basado en la referencias [Saulson, (1994),

Caltech: Educational resources, (2017)] y relata la base teórica de la generación de

ondas gravitacionales, en partícular de las producidas por el colapso de un sistema

binario de agujeros negros, dando así un antecedente del capítulo 3.

En la teoría de Relatividad General, la gravedad se describe como una propie-

dad geométrica del espacio-tiempo, el cual se deforma en la presencia de masa y

energía. Esto significa que el movimiento acelerado de cuerpos masivos produce

deformaciones significativas en el espacio-tiempo, las cuales se propagan desde la

fuente a la velocidad de la luz. Estas deformaciones son las llamadas ondas gra-

vitacionales (GWs por sus siglas en inglés). Desde los años 90’s se han dedicado

esfuerzos para detectar dichas perturbaciones, a través de distintos proyectos expe-

rimentales como el Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory (LIGO),

Advance Virgo en Italia, KAGRA en Japón, entre otros [Caltech: Educational re-

sources, (2017)]. Estos experimentos están continuamente en busca de señales de

GWs como evidencia directa de fuentes astrofísicas. Sin embargo, la perturbación

provocada por las GWs puede ser tan pequeña, que se pensaba jamás podrían ser

detectadas. Con el avance de la tecnología hacia la detección de las GWs, ha sido

necesario desarrollar herramientas apropiadas para el análisis de las señales y de-

terminar las propiedades astrofísicas de las fuentes. Algunas de estas fuentes son

la coalescencia de cuerpos binarios, tales como dos agujeros negros o estrellas de

neutrones.
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Las ondas gravitacionales son una solución directa de la teoría de Relativad

General desarrollada por Einstein. Al igual que en las ecuaciones de Maxwell que

describen la interacción electromagnética, en dicha teoría existen soluciones tipo

onda, donde las perturbaciones generadas por la masa y energía se propagan a la

velocidad de la luz, a diferencia de la teoría de gravitacion de Newton, donde la

propagación es instantánea. La teoría de Relatividad General se describe de forma

simple y elegante por las ecuaciones:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν , (C.1)

donde Tµν es el tensor de energía-momento, el cual representa la masa y energía

en una región del espacio-tiempo determinado; gµν y Rµν son los tensores métricos

que describen la configuración de masa y energía. En una aproximación de campo

débil, es decir, donde métrica es casi plana, se pueden ignorar las contribuciones

no-lineales de la métrica de espacio-tiempo gµν , lo que es llamada como la teoría

linealizada de la gravitación.

Como en la relatividad especial, donde el espacio-tiempo están unidos de tal

manera que se genera un sistema coordinado tetra-dimensional, introduciendo una

nueva métrica con la propiedad de ser invariante para todos los observadores. Este

intervalo espacio-tiempo ds entre dos puntos se define como:

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 =
3∑

µ,ν=0

ηµνdx
µdxν (C.2)

donde ηµν es llamada la métrica de Minkowski y los índices µ y ν representan

el sistema de coordenadas de tiempo t y espacio x, y y z respectivamente. En

el sistema de coordenadas cartesianas con un espacio-tiempo plano, es decir, sin

perturbaciones el tensor de Minkowski se escribe como:

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (C.3)
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Sin embargo, está métrica no es cierta en relatividad general donde se considera

que el espacio-tiempo puede ser curvo. Tomando en cuenta que las GWs curvan

el espacio-tiempo ligeramente, se puede considerar a la métrica gµν como una su-

ma de pequeñas perturbaciones hµν en este espacio-tiempo plano tal que en un

aproximación de campo débil se tiene:

gµν = ηµν + hµν , hµν � 1 (C.4)

El asumir que hµν es muy pequeña se permite ignorar cualquier perturbación

mayor al primer orden de esta cantidad, tal que se mantenga la parte lineal de

la Relatividad General. Bajo estas suposiciones la ecuación de Einstein toma la

forma de una ecuación de onda:(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
hµν = 0, (C.5)

con soluciones de la forma:

h = (2πft− k · x), (C.6)

donde f = |k|/2πc representa una onda plana viajando en la dirección k̂ a la

velocidad de la luz c. Proponiendo una onda propagándose en la dirección k̂, con

hµν de la forma:

hµν =


0 0 0 0

0 a b 0

0 b −a 0

0 0 0 0

 (C.7)

El cual se puede escribir como la combinación lineal de dos tensores, definidos

como h+ y h×, tal que:

h+ =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

 (C.8)

y
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Figura C.1: En la figura se muestran los efectos de una onda gravitacional de periodo T

que se propaga en la dirección del eje z sobre un anillo de partículas libres en reposo. Se

distinguen los efectos de h+ y h× por separado. Imagen tomada de [Le Tiec & Novak,

(2017)].

h× =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 (C.9)

Las GW son transversales y cuadrupolares por naturaleza, esto significa que al

propagarse estiran y comprimen alternadamente el espacio en direcciones transver-

sales en dirección ortogonal al mismo plano, y una polarización se vuelve la otra

cuando su eje principal se rota 45°. Este efecto se muestra en la Figura C.1, donde

se simula la interacción de una onda gravitacional perpendicular al plano sobre un

anillo de partículas libres.

Dado que las ondas gravitacionales estudiadas en este trabajo son producto del

colapso de sistemas binarios de agujeros negros, a continuación se da una breve
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descripción sobre este tipo de GWs.

C.1. Ondas gravitacionales de sistemas binarios de

agujeros negros

En la señal ocasionada por la coalescencia de sistemas binarios de agujeros

negros se pueden distinguir tres distintas fases: orbital, fusión y decamiento, más

conocidas por sus nombres en inglés como fases inspiral, merger y ringdown res-

pectivamente.

En la fase inspiral u orbital, los dos agujeros negros se encuentran muy sepa-

rados, y la orbita producida entre ellos puede ser descrita por una aproximación

Post-Newtoniana [Blanchet, (2014)]. Al ir rotando y emitiendo radiación gravita-

cional, pierden energía y se acercan el uno al otro debido a la conservación del

momento angular. Esto provoca que la emisión de radiación gravitacional aumente

su frecuencia hasta alcanzar su máxima proximidad, en lo que se conoce como el

“chirp” debido al paso de una baja a una alta frecuencia. En esta etapa las ecuacio-

nes de Relatividad General se vuelven no-lineales y no existe un modelo analítico

que lo describa, y es necesario el uso de métodos de relatividad numérica para

obtener soluciones que satisfagan las ecuaciones de Einstein. El instante en que los

agujeros negros se han unido en un único agujero negro se le conoce como fusión

o merger por su nombre en inglés. Finalmente, el agujero negro resultante se en-

cuentra en un estado excitado y continua emitiendo radiación en la llamada la fase

de decaimiento o ringdown. En la Figura C.2, se muestra la simulación numérica

que ha ajustado mejor a la GW150914, mostrando claramente las fases del colapso.

En este caso en partícular se estimó que la onda gravitacional fue provocada por

dos agujeros negros a 410+160
−180Mpc de la Tierra, con masas iniciales aproximadas de

m1 = 36+5
−4M� y m2 = 29+4

−4M�, resultando en un solo agujero negro con una masa

estimada en 62+4
−4M�, y una energía gravitacional radiada de 3.0+0.5

−0.5M�c
2, donde

M� es la masa solar.
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Figura C.2: Fases orbital, fusión y decaimiento (inspiral, merger y ringdown en ingés)

de una onda gravitacional producida por la colisión de dos agujeros negros (arriba), esta

en específico corresponde a la simulación numérica realizada para comparación con la

GW151904 detectada por LIGO. El strain obtenido de los detectores fue filtrado y poste-

riormente es comparado con plantillas creadas por medio de simulaciones de relatividad

numérica, representado en esta imagen por la línea roja. (Abajo) Estimación del cambio

de la posición y velocidad relativa de los agujeros negros en su evolución al colisionar.

Figura tomada de [Caltech: Educational resources, (2017)].



Apéndice D

Método de Lattice Boltzman

Este apéndice se basa principalmente en el libro [Mohamad, (2011)]. Por razo-

nes de auto-contenido del trabajo de tesis se resumen los aspectos importantes a

comprender sobre el método de LBM que fue utilizado en la simulación de flujo

alrededor de un cilindro en el capítulo 4.

Las ecuaciones de transporte para caracterizar variables físicas como el calor,

masa o momento, pueden ser simuladas en diferentes escalas. Por un lado, en la

escala macroscópica el uso de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) como las

de Navier-Stokes son utilizadas. Sin embargo, este tipo de ecuaciones pueden ser

difíciles de resolver analíticamente debido a las no-linealidades presentes en las

mismas ecuaciones, geometría y/o condiciones de frontera del problema. Por esa

misma razón la mayoría de los problemas se resuelven mediante métodos númericos

computacionales como los de diferencias finitas (MDF), volumenes finitos (MVF)

o de elementos finitos (MEF).

Por otro lado, en la escala microscópica, se trata de caracterizar el sistema

intentando determinar tanto la posición como la velocidad de cada una de las

partículas. Esto conlleva al problema de tener que simular la dinámica molecular

de una gran cantidad de elementos, incluso para el más sencillo de los problemas,

cuando en la mayoría de los casos lo que se quiere conocer el efecto global hacia y

desde el sistema.

La forma de integrar ambos enfoques ha sido a través del método de Boltz-

mann, en el cual no se intenta simular cada una de las partículas como en el caso

123
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Figura D.1: En esta figura se esquematizan los distintos enfoques de modelación en la

dinámica de fluidos. A la izquierda, se considera todo el sistema como un continuo, don-

de se utilizan los métodos de MDF, MVF y MEF. En medio se representa una colección

de partículas en el espacio, las cuales son caracterizadas por medio de distribuciones

estadísticas, en el cual se utiliza LBM para determinar sus direcciones de translación pre-

ferencial. Finalmente a la derecha en la escala microscópica, la dinámica de las partículas

determinan las propiedades físicas de todo el sistema. Figura modificada de [Mohamad,

(2011)].

de la dinámica molecular, sino por la caracterización estadística de una colección

de partículas en un espacio determinado. Este modelo se basa construyendo mo-

delos cinéticos que incluyan las variables físicas, de tal manera que el promedio

de los valores obtenidos en todos los conjuntos sean los dominantes observados

globalmente. La forma de caracterizar estos conjuntos de partículas es a través de

funciones de distribución, haciendo más eficiente la simulación de la dinámica de

fluidos, donde la cantidad de elementos es variable y con escalas de partículas muy

grande. Los tres enfoques se pueden visualizar con ayuda de la Figura D.1.

En el método de lattice Boltzmann (LBM) los fluidos se consideran como una

gran colección de pequeños elementos contenidos en un conjunto de celdas que defi-

nen el dominio físico en una malla numérica o lattice, en cuyos nodos las cantidades

físicas son calculadas.

Los elementos en cada celda se representan como un ensamble de partículas

con movimientos aleatorios descritos por una función de densidad de distribución

f . A través de la ecuación de difusión de Boltzmann, dicha función de distribución

f se puede interpretar como el intercambio de energía y momento debido al flujo
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y colisión de las partículas:
∂f

∂t
+ v · ∇f = Ω(f) (D.1)

donde v es la velocidad del ensamble y Ω es el llamado operador de colisión, que

define el cambio entre el estado final e inicial de la distribución f . Una discretización

de esta ecuación es la llamada aproximación BGK [Bhatnagar, Gross & Krook,

(1954)]:

fi(x + ciδt, t+ δt) = fi(x, t) +
1

τ
(f eqi − fi(x, t)), (D.2)

donde fi es la función de densidad de distribución en la red discreta en la dirección i,

ci es la velocidad de flujo también en la dirección i, f eqi es la función de distribución

en equilibrio y τ el tiempo de relajación en el que fi → f eqi . El segundo término de

la derecha es el operador de colisión que describe las interacciones microscópicas

entre partículas y la variación del número de particulas que se mueven en cada

dirección en la malla numérica.

La función de distribución de equilibrio, es usada para determinal la velocidad

local del fluido debido a las colisiones y es calculada a través de las variables

macroscópicas, tal que se preserven la masa, el momento y la energía de cada

celda.

Aunque existen varios modelos de mallado para las posibles direcciones de

velocidad, el más usual en dos dimensiones y que fue utilizado en este trabajo es

el llamado modelo D2Q9, ver Figura D.2.

En dicho modelo los elementos de fluido siguen una dirección determinada a

través de la red a lo largo de 9 diferentes direcciones en cada celda:

ci =


(0, 0) i = 0

(c, 0), (0, c), (−c, 0), (0,−c) i = 1, 2, 3, 4

(c, c), (−c, c), (−c,−c), (c,−c) i = 5, 6, 7, 8

, (D.3)

con la función de distribución de equilibrio:

f eqi (ρ,v) = ρwi

(
1 +

3

c2
ci · v +

9

c4
(ci · v2)2 − 3

2c2
v2

)
, (D.4)

donde ρ es la densidad, v la velocidad, ci la velocidad en la malla definida por:

ci =
δx

δt
, (D.5)
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Figura D.2: Representación esquemática de la malla numérica utilizada en LBM y el

modelo D2Q9 con posibles direcciones para f en dos dimensiones espaciales.

con δx el espacio entre nodos y δt el paso de tiempo. Y finalmente los wi son un

factor de peso para cada dirección:

wi =


4/9 i = 0

1/9 i = 1, 3, 5, 7

1/36 i = 2, 4, 6, 8,

(D.6)

Mientras que las variable macroscópicas como la densidad y la velocidad se

calculan a través de las funciones de distribución fi en el espacio de velocidades de

las partículas mediante:

ρ(x, t) =
∑
i

f eqi , (D.7)

v(x, t) =
1

ρ

∑
i

f eqi ci. (D.8)

Desde un punto de vista computacional, se deben imponer condiciones de fron-

tera tales que a una distancia finita suficientemente lejos, los parámetros de flujo no

se vean afectados por los cálculos internos. La frontera interna de las paredes físicas

internas son definidas de distintas formas, sin embargo en el trabajo se consideró

las realizadas por Zou and He conocida como Bounce Back [Zou & He, (1997)].

Este tipo de condición asegura conservación de masas y momentos en la frontera y



Figura D.3: Modelo de condicion de frontera tipo bounceback. En el esquema se espećfica

el “rebote” que soporta la distribución f , espećficamente en este modelo resulta que

c2 = c4, c5 = c7 y c6 = c8.

se utiliza para modelar sólidos estacionarios sin deslizamiento. En este arreglo que

se muestra en la Figura D.3 el “rebote” de los elementos en la distribución es tal

que c2 = c4, c5 = c7 y c6 = c8.

Con estos antecedentes se han revisado los conceptos físicos básicos y conside-

raciones apropiadas para realizar la simulación del flujo alrededor de un obstáculo

cilíndrico en dos dimensiones, para el trabajo descrito en el capítulo 4. En otros

problemas pueda ser necesario tener mayores restricciones sobre las velocidades

máximas que se permiten en el código así como en las condiciones de frontera.





Glosario

Algoritmo de backpropagation Algoritmo de aprendizaje supervisado utiliza-

do frecuentemente en redes neuronales artificiales basado en un método de

gradiente descendente. 21, 27

Aprendizaje automático Programación de algoritmos capaces de manejar una

gran cantidad de datos y encontrar una solución a partir únicamente de

la información proporcionada para realizar o no alguna tarea espećfica con

futuros datos desconocidos. 2, 5, 16, 21, 42, 85

Capa límite Región donde una capa de fluido es adyacente a una frontera sólida.

45, 46

Escalar de Weyl Elemento del tensor de Weyl que proporciona una medida sobre

la curvatura del espacio-tiempo y el cual gobierna la propagación de las ondas

gravitacionales en regiones del espacio vacío. 25, 109

Estabilidad neutral Termino en la dinámica de fluidos para describir regímenes

estables o inestables en en el flujo de un fluido. 50

Flujo de Poiseuille Flujo de un fluido Newtoniano incompresible con un flujo

laminar a través de un tubo cilíndrico en una sección transversal constante,

en el cual se describe la caída de presión. xii, 45–47, 62, 63, 88, 91

Punto de estancamiento En la dinámica de fluidos, un punto de estancamiento

es un punto en un campo de flujo donde la velocidad local del fluido es cero.

Estos existen en la superficie de los objetos inmersos en el campo de flujo,

donde el fluido es puesto en reposo debido a la interacción con el objeto. 46

129
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Razón señal-ruido Razón entre la potencia de una señal con un significado físico

y el ruido de la señal medida. 25, 31

Strain Deformación ocurrida en los detectores debido al paso de una onda gravi-

tational a través del espacio. La deformación del interferómetro provoca la

señal observada en los detectores. viii, xiii, 23, 25, 26, 36, 37, 109, 110
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