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Resumen

En el estudio de los fenómenos naturales que involucran a fluidos y que pre-

senciamos día con día, usualmente es necesario estudiarlos desde una perspectiva

computacional debido a su complejidad física, o a la imposibilidad de analizar toda

la información que los representa. Este planteamiento nos lleva a la implementa-

ción de métodos numéricos para el estudio de la dinámica de los fluidos, con los

cuales, es posible obtener aproximaciones numéricas de las propiedades relevantes

del fenómeno de interés, y con ello, conseguir una descripción física del mismo.

En este trabajo de tesis doctoral se plantea el uso de métodos numéricos

como herramientas para la simulación numérica de la dinámica de fluidos incom-

presibles confinados. Dos métodos ampliamente distintos fueron empleados para

esta labor; a decir, los métodos “Hidrodinámica de partículas suavizadas” y “el

método de Boltzmann en malla”; el primero de ellos un método de partículas libre

de malla, y el segundo un método de malla mesoscópico. Con éstos, se constru-

yeron códigos numéricos 2-dimensionales que habrían de resolver las ecuaciones

gobernantes de la dinámica de los fluidos.

Los códigos se probaron bajo distintos modelos clásicos en el área de la

dinámica de fluidos computacional, mostrando un buen desempeño en todos los

casos propuestos. No obstante, el código desarrollado con el método de Boltzmann

en malla mostró ser mas estable y preciso en todos los casos, por lo cual, sumado

a su simplicidad de implementación, fue el empleado para la realización de las

investigaciones científicas desarrolladas en este trabajo doctoral.

Las dos investigaciones realizadas se enfocan en el estudio de obstrucciones

en flujos incompresibles en tuberías. La primera de ellas está motivada en la ne-

cesidad de caracterizar a los flujos en tuberías que presentan un obstáculo en su

interior, para lo cual con la ayuda de redes neuronales artificiales, se busca deter-

minar el número de Reynolds a través de la información obtenida de una amplia

base de datos de las simulaciones numéricas realizadas con el método de Boltz-

mann en malla. La segunda investigación sigue una línea similar, enfocándose en
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el reconocimiento del tamaño y la ubicación de una obstrucción presente dentro

de la tubería.

Con estás investigaciones se corrobora el potencial que tiene el método de

Boltzmann en malla para la simulación de flujos incompresibles, sobre todo al ata-

car la interacción entre solidos y fluidos. A su vez, se muestra la versatilidad que

tiene el método para implementarse en configuraciones complejas y obtener resul-

tados a distintos regímenes del número de Reynolds.

Palabras clave: Simulaciones numéricas, SPH, LBM, obstrucciones en tuberías,

flujo en un tubo de dos dimensiones.
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Abstract

In the study of natural phenomena that involve fluids and that we witness

every day, it is usually necessary to study them from a computational perspective

due to their physical complexity, or the impossibility of analyzing all the infor-

mation that represents them. This approach leads us to the implementation of

numerical methods for the study of fluid dynamics, with which it is possible to

obtain numerical approximations of the relevant properties of the phenomenon of

interest, and thus, to obtain a physical description of it.

In this doctoral thesis work, the use of numerical methods is proposed as

tools for numerical simulation of the dynamics of confined incompressible fluids.

Two widely differing methods were used for this work, namely the "Hydrodyna-

mic method of softened particles.and the "lattice Boltzmann method"; the first

one a mesh free particle method, and the second one a mesoscopic mesh method.

With these, 2-dimensional numerical codes were constructed to solve the governing

equations of fluid dynamics.

The codes were tested under different classical models in the area of compu-

tational fluid dynamics, showing good performance in all the proposed cases. Ho-

wever, the code developed with lattice-Boltzmann proved to be more stable and

precise in all cases, so that, added to its simplicity of implementation, it was the

one used to carry out the scientific research developed in this doctoral work.

The two investigations carried out focus on the study of obstructions in

incompressible flows in pipes. The first of these is motivated by the need to cha-

racterize flows in pipes that present an obstacle inside them, for which with the

help of artificial neural networks, is sought to determine the number of Reynolds

through the information obtained from a large database of numerical simulations

made with lattice-Boltzmann. The second investigation follows a similar line, fo-

cusing on recognizing the size and location of an obstruction present within the

pipeline.

This research corroborates the potential of the latttice Boltzmann method

xix



for the simulation of incompressible flows, especially when attacking the interac-

tion between solids and fluids. In turn, it shows the versatility of the method to

be implemented in complex configurations and obtain results at different Reynolds

number regimes.

Keywords: Numerical Simulations, SPH, LBM, pipe obstructions, flow in a pipe in

two dimenssions.
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Capítulo 1

Motivación e introducción

1.1. Motivación

Los flujos que se generan debido al desplazamiento de los fluidos se pueden

encontrar por todas partes en la naturaleza y ocupan un lugar relevante en nuestro

mundo tecnológico, así como en el funcionamiento de un gran número de procesos

industriales. No sólo son esenciales para la vida, sino también para comprender

procesos físicos fundamentales a todas las escalas mensurables, desde el mundo

nanométrico hasta las escalas cosmológicas. Los fluidos intervienen en muchos pro-

cesos biológicos, fisiológicos y ambientales, lo cual incluye los flujos presentes en el

cuerpo humano, la multitud de flujos en toda la fauna y flora, y los procesos de flujo

atmosférico, que influyen en el clima y la meteorología. Por lo tanto, comprender

la evolución dinámica de los fluidos es importante.

Los principios teóricos de la mecánica de fluidos (que es el área de la física

que se enfoca en la descripción de las propiedades y el comportamiento de los

fluidos) se utilizan en casi todas las formas de ingeniería mecánica y química, con

efectos de gran alcance en avances tecnológicos. El estudio del movimiento de los

fluidos es, en general, un problema muy complejo. Las moléculas de un fluido,

además de ejercer entre si acciones mutuas que rigen su dinámica, pueden tener

diferentes velocidades y estar sujetas a distintas aceleraciones. Por esta razón es

necesario tener en cuenta conceptos adicionales al aplicar las leyes de la dinámica

a los fluidos en movimiento, y a su vez, herramientas modernas que nos permitan

1
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facilitar y profundizar su comprensión. Es en esto último es donde la dinámica

de fluidos computacional (CFD por sus siglas en Inglés) adquiere relevancia, pues

esta área de la física, que se enfoca en la simulación numérica de la dinámica de

los fluidos, permite describir su comportamiento para algunos casos en los que las

ecuaciones que rigen su dinámica no tienen solución exacta.

1.2. Dinámica de fluidos computacional

Cuando estamos comprometidos con modelar matemáticamente la materia,

o cualquier otro sistema de interés, es obligatorio el tomar inmediatamente el estado

más fundamental; es decir, aquel con el menor número de suposiciones posibles. Por

tanto, tenemos que elegir el nivel de abstracción que deseamos para nuestro modelo

matemático; esto es, una descripción física que puede incluir detalles minuciosos

del sistema o que puede funcionar sobre bases más generales.

En el contexto de la dinámica de fluidos, que es el objeto de interés en este

trabajo doctoral, estos dos niveles de abstracción corresponden, uno, al mundo

subyacente de átomos y moléculas invisibles al ojo humano, y otro, a un volumen

continuo de fluido tal como lo percibimos con nuestros sentidos. La escala de las

partículas, átomos y moléculas se conoce como escala microscópica y la escala de

las características visibles se conoce como escala macroscópica. La conexión entre

estos dos niveles extremos, un tipo de puente, es un nivel intermedio denomina-

do adecuadamente como escala mesoscópica, la cual se encuentra entre la escala

macroscópica del mundo en que vivimos, y la escala microscópica. Las descripcio-

nes físicas a nivel mesoscópico apuntan esencialmente a un compromiso entre los

detalles y la abstracción más general del sistema.

Los modelos matemáticos que buscan describir la dinámica de los fluidos

sólo ocasionalmente pueden ser susceptibles al tratamiento analítico, debido a la

complejidad física que presentan la mayoría de los fenómenos físicos de interés

que involucran a fluidos. Por este motivo, lo habitual es que, bajo un cierto nivel

de abstracción, estos modelos sean simplificados o modificados; de tal modo que

se obtengan nuevos modelos, para los cuales existan medios prácticos de extraer
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resultados concretos y aproximados. Dado que el mundo en el que vivimos se ha

precipitado a la era digital desde hace ya algún tiempo, la forma más práctica o al

menos la más efectiva de resolver numéricamente ecuaciones con mayor compleji-

dad hoy en día, es mediante el uso de la computación. Con este fin, las llamadas

contrapartes discretas se construyen generalmente para los modelos continuos ori-

ginales; los modelos discretos se construyen cuidadosamente con el propósito de

producir resultados que se aproximen, de manera consistente, a situaciones más

realistas.

Un modelo numérico es un procedimiento que busca discretizar a las ecua-

ciones de la física del continuo e incluye no sólo a las ecuaciones del modelo en

particular; sino también al método para realizar el cálculo numérico; a las condi-

ciones iniciales y de frontera bien definidas, garantizando tanto la existencia como

la unicidad de la solución aproximada para una configuración en particular; así

como parámetros significativos para controlar las propiedades del modelo [1]. El

método numérico en ciertos casos, solo se encarga de resolver las ecuaciones sin im-

portarle si las condiciones iniciales impuestas tienen, o no, sentido para interpretar

lo que en principio se intenta simular; mientras que, en otros, dichas condiciones

iniciales impuestas al método, deben satisfacer condiciones de constricción durante

la evolución numérica, a fin de interpretar fielmente al fenómeno de interés. Las

simulaciones computacionales de un sistema físico bajo investigación son entonces

factibles de realizar simplemente ejecutando el programa informático construido

con dicho método numérico, el cual es implementado para calcular soluciones apro-

ximadas de nuestro modelo matemático original.

En general, las ecuaciones gobernantes de la dinámica de los fluidos (para

el intercambio de calor, masa y momento) pueden ser resueltas numéricamente en

diferentes escalas. En una escala macroscópica, se utilizan ecuaciones diferenciales

parciales (PDE por sus siglas en Inglés) como la ecuación de Navier-Stokes [2].

Este tipo de ecuaciones son difíciles de resolver analíticamente debido a la falta de

linealidad, geometría complicada y condiciones frontera. Con la ayuda de esquemas

numéricos como el método de la diferencia finita (FDM por sus siglas en inglés)

[3], el método del volumen finito (FVM por sus siglas en inglés) [4], el método
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del elemento finito (FEM por sus siglas en inglés) [5], o los métodos espectrales

[6], las PDE se convierten en un sistema de ecuaciones algebraicas. Normalmente

estas ecuaciones se resuelven iterativamente hasta obtener resultados satisfactorios

respecto al nivel de descripción deseado.

Hay dos marcos fundamentales para describir las ecuaciones gobernantes de

la dinámica de los fluidos: la descripción euleriana y la descripción lagrangiana. La

descripción euleriana es una descripción espacial en la cual un volumen de control1

se fija en el espacio y las variables del flujo como la densidad, la velocidad o la

presión se expresan como funciones espaciales temporales a través de las cuales se

determina la evolución del fluido dentro del volumen de control. Por el contrario, la

descripción lagrangiana es una descripción material en la cual la dinámica del fluido

es analizada rastreando las propiedades de los bloques de fluido o “partículas” a

medida que éstas evolucionan en el espacio y el tiempo. La diferencia fundamental

de estos dos formalismos es que la descripción lagrangiana emplea la derivada

temporal total como la combinación de derivada local y la derivada convectiva.

Esto es:

d~Q

dt
=
∂ ~Q

∂t
+ ~v · ~∇ ~Q, (1.1)

donde ~Q es una cierta variable física (como puede ser la densidad), d/dt es la deri-

vada temporal total, ∂/∂t es la derivada local que es físicamente la razón temporal

de cambio en un punto fijo, ~v · ~∇ es la derivada convectiva que es físicamente el

cambio debido al movimiento del elemento de fluido de un lugar a otro en el campo

del flujo, donde las propiedades del flujo son espacialmente diferentes. Por lo tanto,

la derivada total respecto al tiempo describe que la propiedad ~Q del elemento de

fluido está cambiando, a medida que el elemento de fluido pasa por un punto en

el espacio. Esto se debe a que 1) en ese punto, la propiedad del flujo puede estar
1El volumen de control se define como un volumen cerrado con dimensiones finitas, sumergido

en un sistema conformado por un fluido en movimiento. En la descripción lagrangiana, este
volumen de control puede moverse con el flujo tal que la misma materia del fluido permanece
siempre dentro del mismo (no cambia), aunque cuando este resulte en una expansión, compresión
y deformación del volumen. El volumen de control se considera razonablemente grande, tal que
las leyes de conservación gobernantes pueden ser aplicadas directamente a los fluidos dentro de
él.
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fluctuando con el tiempo (∂/∂t); 2) el elemento de fluido está en camino a otra

ubicación en el campo del flujo donde la propiedad del flujo puede ser diferente

(~v · ~∇).
Otro método que también trabaja en la escala macroscópica y que recien-

temente ha cobrado gran relevancia en CFD es el método Hidrodinámica de Par-

tículas Suavizadas o SPH por sus siglas en inglés. SPH es un método numérico

lagrangiano sin malla propuesto independientemente por Gingold y Monaghan [7]

y Lucy [8]. Inicialmente, el método se aplicó a problemas astrofísicos en espacios

abiertos tridimensionales. El método no atrajo mucha atención en la comunidad

científica hasta que se aplicó con éxito en otros campos. Especialmente, el trabajo

de Monaghan [9] centrado en los flujos de superficie libre abrió el campo de la me-

cánica de fluidos. Durante las últimas tres décadas, el método ha sido modificado

para su uso determinista en el campo de la hidrodinámica, con la publicación de

los primeros trabajos de superficie libre a mediados de los años 90 por Monaghan

en [10, 11]. Actualmente, SPH representa uno de los métodos más robustos entre

los métodos de partículas para la CFD y por lo tanto es elegido como una de las

metodologías principales a emplear en esta tesis.

SPH es un método utilizado para modelar la dinámica de los fluidos que in-

tegra las ecuaciones hidrodinámicas del movimiento e interacción de cada elemento

de fluido (al que se le llama partícula) en el formalismo lagrangiano. Las propie-

dades físicas relevantes se calculan para cada partícula como una interpolación de

los valores numéricos de las partículas vecinas más cercanas y, a continuación, las

propiedades físicas de dichas partículas evolucionan dinámicamente de acuerdo con

esos valores. Las leyes de conservación de la dinámica de los fluidos continuos, es-

critas en forma de ecuaciones diferenciales parciales, se transforman en expresiones

discretas que son evaluadas sobre cada partícula mediante ecuaciones integrales a

través del uso de una función de interpolación, la cual da la estimación de las

variables del campo en un punto. Computacionalmente, la información se conoce

sólo en puntos discretos (las partículas), de manera que las integrales son evaluadas

como sumas sobre partículas vecinas. La principal ventaja de este método sobre los

métodos con malla radica en la libertad que tienen las partículas para desplazarse
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por todo el dominio computacional, lo cual permite una gran estabilidad numérica

cuando se trabaja con amplias deformaciones en las fronteras del fluido.

El segundo enfoque consiste en simular partículas pequeñas en una escala

microscópica. Esto representa a la dinámica molecular, donde es necesario encon-

trar las fuerzas que están involucradas en la interacción intermolecular y resolver

entonces la ecuación diferencial ordinaria asociada a la segunda ley de Newton,

identificando en cada momento la trayectoria (ubicación y velocidad) de cada una

de las partículas que conforman a la totalidad del fluido. Pero simplemente habría

demasiados datos que manejar para simular un problema interesante en una escala

macroscópica, lo cual implica un alto costo computacional. Por dar una idea, basta

saber que un litro de aire contiene aproximadamente 1022 moléculas. No tenemos

que conocer la posición de cada partícula, lo importante es el efecto resultante, por

ejemplo, el viento.

El método de Boltzmann en malla [12, 13] cierra la brecha entre la escala

macro y la escala micro, el cual es también llamado método Lattice Boltzmann

(LBM). LBM se basa en modelos microscópicos y ecuaciones cinéticas mesoscópi-

cas. La idea fundamental de LBM es construir modelos cinéticos simplificados que

incorporen la física esencial de los procesos microscópicos para que las propiedades

macroscópicas promedio obedezcan a las ecuaciones macroscópicas deseadas [14].

La razón por la que se pueden utilizar modelos cinéticos simplificados es que la

dinámica macroscópica de un fluido es el resultado del comportamiento colectivo

de muchas partículas microscópicas en el sistema [14].

Lattice Boltzmann es un método relativamente nuevo para la simulación

de la dinámica de los fluidos, que goza de una creciente popularidad, debido a su

simplicidad de aplicación y alta capacidad para emular una amplia variedad de

fenómenos [15, 16]. LBM fue introducido en 1988 por McNamara y Zanetti [17]

para superar los inconvenientes del método lattice gas cellular autómata (LGA),

en el cual tiene sus origenes [18, 19]. En LGA un fluido puede ser considerado como

una colección de partículas discretas que interactúan entre sí a través de ciertas

reglas específicas. LGA fue introducido por Hardy et al. [20] en 1976, aquí las par-

tículas discretas residían en una malla cuadrada. Posteriormente se introdujo el
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uso de una malla hexagonal [19], lo que permitió establecer la isotropía espacial.

Desgraciadamente, las simulaciones del método LGA mostraron violación a la in-

variancia galileana [21, 13], sumado al problema de la alta dificultad de expandir el

modelo a tres o más dimensiones. McNamara y Zanetti [17] propusieron promediar

el conjunto de reglas básicas de LGA sobre un número ficticio de nodos de malla,

formulando LGA en términos de densidades de partículas. Esta formulación es la

ecuación de Lattice Boltzmann.

Para comprender el procedimiento que realiza LBM al simular la dinámica

de un fluido, imaginase un fluido el cual es modelado por partículas, y éstas pueden

moverse solo en un número limitado de direcciones en una malla numérica. Con

cada paso de tiempo las partículas en un cierto nodo se mueven a un nodo vecino

de la malla numérica, tras lo cual se producen las colisiones entre las partículas,

redistribuyendo sus velocidades de una cierta manera.

Este es un enfoque conceptualmente muy diferente con respecto a todos los

métodos antes mencionados. Básicamente, el algoritmo resuelve ecuaciones mesos-

cópicas que representan la interacción entre partículas y, a partir de dicha interac-

ción, se emula el comportamiento macroscópico del sistema. LBM es más simple

que la mayoría de los otros métodos, ya que es un esquema discretizado explícito de

primer orden (aunque no por ello menos preciso). Esta técnica puede describir con-

diciones de frontera complejas con algoritmos cortos, lo que reduce drásticamente

el tiempo de cálculo. A su vez, LBM ha demostrado tener un fuerte potencial en

numerosas aplicaciones, principalmente en simulaciones de dinámica de fluidos, y

es particularmente ventajoso para la simulación de flujos en medios porosos [22], de

flujos multifase y multicomponente, y hemodinámica, por nombrar algunas de sus

aplicaciones. Por todo lo anterior, LBM es el principal método numérico empleado

en esta tesis.

1.3. Ecuaciones de la mecánica de los fluidos

Es importante mencionar que tanto la descripción microscópica como la

descripción continua macroscópica de un fluido pueden utilizarse como punto de
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partida para derivar un método que describa, bajo ciertas aproximaciones la diná-

mica de los fluidos.

En esta tesis se presentarán dos métodos para el estudio de la mecánica de

los fluidos. Primero enfocandose en un método basado en una descripción lagran-

giana y macroscópica de los fluidos, para luego enfocarnos en un método basado

en la interacción de las partículas desde una perspectiva mesoscópica y euleriana.

Las ecuaciones macroscópicas que describen la conservación de la masa y el

momento para un fluido newtoniano compresible y no relativista son las ecuaciones

de Navier-Stokes [2, 23]:

Ec. de Continuidad:
dρ

dt
= −ρ~∇ · ~v, (1.2)

Ec. de Momento:

ρ
d~v

dt
= −~∇P + µ~∇2~v +

1

3
µ~∇

(
~∇ · ~v

)
+ ρ~fext, (1.3)

siendo d
dt

la derivada total, ρ la densidad del fluido, ~v su velocidad, P su presión, µ

la viscosidad dinámica y ~fext las fuerzas externas presentes en dicho fluido. Además

de las ecs. 1.2 y 1.3, la descripción completa de la dinámica de un fluido requiere del

uso de una ecuación de estado para equilibrar el número de incógnitas del sistema

y sus ecuaciones.

En esta tesis se trabajó con fluidos newtonianos incompresibles no relativis-

tas, por lo que las ecs. 1.2 y 1.3 se simplifican. A su vez, las propiedades térmicas

del fluido no son de interés en este trabajo, y por lo tanto no se necesita de una

ecuación de energía adicional para la simulación numérica de dichos fluidos; esto

es, si por definición el tensor de esfuerzos es linealmente proporcional al tensor de

deformación [2], para un flujo incompresible (ρ = constante) también se supone un

flujo aproximadamente isotérmico sabiendo que los cambios locales en temperatura

son pequeños o inexistentes; esto elimina la necesidad de una ecuación diferencial

de conservación de energía. Una consecuencia de la última suposición es que las

propiedades del fluido, como la viscosidad dinámica µ, también son constantes. Lo

cual nos arroja que la ec. 1.3 tome finalmente la forma:
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ρ
d~v

dt
= −~∇P + µ~∇2~v + ρ~fext. (1.4)

1.4. Estructura de la tesis doctoral

La tesis proporciona una descripción de los métodos SPH y LBM, las prue-

bas realizadas para los códigos, y a su vez diferentes aplicaciones para CFD usando

LBM. Está organizada en un total de siete capítulos que se exponen a continuación:

El Capítulo 1 presenta la motivación de esta tesis doctoral y de las in-

vestigaciones desarrolladas para defenderla. A su vez introduce los conceptos fun-

damentales de la dinámica de fluidos y de la dinámica de fluidos computacional,

haciendo especial mención en la presentación y trasfondo de los métodos SPH y

LBM.

El Capítulo 2 proporciona los elementos fundamentales y básicos para la

descripción de SPH. Describiendo las dos etapas que caracterizan al método: la

representación integral de una función y la interpolación de partículas. Así mismo

se presenta la aplicación de SPH a las ecuaciones de Navier-Stokes y se establecen

las condiciones de frontera a emplear por el método.

El Capítulo 3 describe el método LBM. En él mismo se presenta la ecua-

ción discreta de Lattice Boltzmann (LBE por sus siglas en inglés) y se establece

su implementación computacional, las condiciones de frontera a emplear y la con-

versión de unidades en LBM.

El Capítulo 4 introduce los modelos iniciales que se desarrollaron con los

métodos SPH y LBM, asímismo se presentan los resultados obtenidos a fin de

probar los códigos desarrollados con ambos métodos. Se da un mayor peso al caso

del flujo alrededor de un obstáculo con forma de disco, al ser éste la base para los

estudios presentados en los capítulos 5 y 6.

El Capítulo 5 describe el estudio desarrollado con LBM en conjunto con

redes neuronales artificiales (RNAs) para la caracterización de los patrones de flujo

producidos en el flujo alrededor de un disco mediante la estimación del número de

Reynolds asociado a los mismos.



10

El Capítulo 6 describe el estudio desarrollado con LBM en conjunto con

RNAs enfocado en el reconocimiento de la forma y la localización de una obstruc-

ción presente en un tubo dos dimensional.

El Capítulo 7 presenta las conclusiones de esta tesis doctoral y las perspec-

tivas a futuro relacionadas, tanto con los resultados obtenidos en las investigaciones

desarrolladas, como con la evolución de los códigos desarrollados hasta ahora.



Capítulo 2

Hidrodinámica de partículas

suavizadas

En este capítulo se presentará el método Hidrodinámica de Partículas Sua-

vizadas (SPH). La información proporcionada se centra en los modelos y conceptos

utilizados en esta tesis. Si se requiere una descripción más completa y detallada, el

lector puede consultar los libros de texto de Liu et al.[23] y Violeau[24], así como

los trabajos de Monaghan [9, 10, 25].

SPH comparte muchas similitudes con otros métodos de partículas y mé-

todos sin malla, mientras que posee sus características únicas. Entre ellas, SPH

posee características que lo hacen superior a otros métodos; por ejemplo, su alta

capacidad para tratar problemas con grandes deformaciones de las fronteras geo-

métricas del fluido [26, 27], como son las fluctuaciones de la superficie libre de un

flujo [28] que se generan debido a movimientos violentos. Esta capacidad se debe

a que su carácter lagrangiano permite que las partículas que conforman la fronte-

ra del fluido se desplacen libremente al mismo ritmo que se deforma la frontera,

evitando el problema de tener una malla que deba ir deformándose a cada paso

de tiempo para adaptarse a la forma del fluido. Entre las desventajas del método,

se tiene en primer lugar, su dificultad para trabajar con modelos que contemplen

condiciones de frontera no periódicas. También presenta una dificultad para con-

trolar la evolución numérica debido a la libertad que se le da a las partículas; esto

es, no se tiene control del comportamiento individual de cada partícula. Aunado a

11
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lo anterior el método requiere del uso de varias herramientas que permitan mante-

ner dicho orden, como es la viscosidad artificial (que se presentará más adelante).

Una de las desventajas con respecto a técnicas basadas en malla es la necesidad

de un alto número de partículas para producir simulaciones de resolución equiva-

lente. Finalmente, es sabido que realmente no es posible asegurar la convergencia

del método debido a que la resolución de la malla no está relacionada solo con el

número de partículas empleado, sino también con la longitud de suavizado.

El método es atractivo en muchas aplicaciones, especialmente en simula-

ciones hidrodinámicas en los que la densidad es una variable determinante en las

ecuaciones gobernantes. La aproximación de las partículas en el método SPH se

lleva a cabo en cada paso de tiempo con partículas en el dominio, y se realiza para

las PDE que gobiernan en la descripción lagrangiana. Esta naturaleza lagrangiana,

de adaptabilidad, libre de malla y de partículas del método SPH evitan proble-

mas tales como la deformación de la malla, y por lo tanto es muy atractiva en el

tratamiento de grandes deformaciones en el dominio computacional.

SPH emplea partículas para representar al fluido y formar el bloque de

cálculo [9]. No hay necesidad de conectividad predefinida entre estas partículas; esto

es, no es necesario establecer para cada partícula cuales son sus vecinos directos con

los cuales habrá de interactuar. Por ello, todo lo que se necesita es la distribución

inicial de las partículas [23, 29]. Por lo tanto, a diferencia de todos los métodos

basados en mallas tales como FEM y FDM, SPH no necesita una malla para

calcular derivadas espaciales. En lugar de ello, se encuentran por diferenciación

analítica de las fórmulas de interpolación presentadas mas adelante.

La formulación de SPH se basa en aplicar dos conceptos fundamentales a

una ecuación diferencial, y por tanto, es a menudo dividida en dos pasos funda-

mentales: la representación integral y la aproximación de partículas. El primero,

también llamado aproximación kernel, se refiere a la representación de una función

continua mediante una convolución con una función de suavizado. El segundo con-

cepto consiste en la aproximación que se lleva a cabo para llevar el resultado de la

representación integral a una descripción discretizada.
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2.1. Representación integral de una función

Los tipos de problemas abordados con SPH generalmente implican encon-

trar una solución aproximada de las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de

la dinámica de los fluidos para las que no es posible un tratamiento analítico. Los

resultados numéricos consisten en un conjunto de funciones escalares y vectoriales

(por ejemplo, deformación, velocidad, presión, etc.) que describen la evolución es-

pacial y temporal del medio investigado. El primer concepto hacia la formulación

de un conjunto de ecuaciones de conservación para el método SPH es la represen-

tación integral de una función, F (~x). Partiendo de la identidad

F (~x) =

∫
F (~x′) δ (~x− ~x′) d~x′, (2.1)

es posible aproximar la función delta del Dirac, δ (~x− ~x′) por un interpolante

compacto, W (~x− ~x′, h), llamado kernel o función de suavizado [23, 25]. Esto es,

F (~x) ≈
∫
F (~x′)W (~x− ~x′, h) d~x′, (2.2)

donde la integral se evalua sobre todo el espacio. La ecuación 2.2 toma el nombre

de la aproximación kernel de F (~x), y está marcada por corchetes angulares 〈〉,

〈F (~x)〉 =

∫
F (~x′)W (~x− ~x′, h) d~x′, (2.3)

que describe la aproximación de una función mediante una representación integral

pesada con un kernel.

El parámetro h gobierna el tamaño del soporte del kernel (su área de in-

fluencia) y se denomina longitud de suavizado. La función de suavizado W es

usualmente escogida como una función positiva a lo largo del dominio, ya que en

simulaciones hidrodinámicas, valores negativos de la función de suavizado pueden

resultar parámetros no físicos, tales como valores negativos de la densidad y la

energía [23]. Sumado a lo anterior, se le pide que satisfaga ciertas condiciones que

se establecerán a continuación.

La primera de éstas es la condición de normalización, tal que la integración
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de la función de suavizado deba producir la unidad, que se establece como∫
W (~x− ~x′, h) d~x′ = 1. (2.4)

La segunda condición es que el comportamiento de tipo función Delta se

observe cuando la longitud de suavizado tienda a cero, esto es

ĺım
h→0

W (~x− ~x′, h) d~x′ = δ (~x− ~x′) , (2.5)

donde d~x′ es el elemento diferencial de volumen.

Es importante resaltar que cuando W no es la función delta de Dirac, la

representación integral en la ecuación 2.2 puede ser solo una aproximación; o en

otras palabras, la interpolación reproduce la cantidad F exactamente si el kernel

es una función delta de Dirac. Esto es el origen del término Aproximación Kernel.

En la práctica, los kernel son funciones, las cuales tienden a una función delta de

Dirac en la medida en que la longitud de suavizado h tiende a cero.

La tercera condición es que la función de suavizado satisfaga la condición

de soporte compacto

W (|~x− ~x′| , h) = 0 para kh ≤ |~x− ~x′| , (2.6)

donde k es una constante relacionada con la función de suavizado para un punto

en ~x, y define el área efectiva (no cero) de la función de suavizado.

2.1.1. Longitud de suavizado

La longitud de suavizado h es fundamental en la aplicación del método

SPH, ya que ésta tiene una influencia directa en la eficiencia computacional y en

la precisión de la solución. Si h es demasiado pequeña, podría no haber suficientes

partículas en el dominio de apoyo de dimensión kh para ejercer fuerzas sobre las

respectivas partículas. Si la longitud de suavizado es demasiado grande, todos los

detalles de la partícula o las propiedades locales del sistema pueden ser sobre

suavizados y con ello la precisión sería afectada. La interpolación de partículas

(descrita más adelante) usada por el método SPH depende de que se tenga un,

suficiente y necesario, número de partículas dentro del dominio de apoyo dado por
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kh. El esfuerzo y velocidad de cómputo también dependen del número de partículas.

En una, dos o tres dimensiones, el número de partículas vecinas (incluyendo a la

partícula misma) suelen ser alrededor de 5, 21 y 57 respectivamente si las partículas

son emplazadas con una longitud de suavizado de 1.2 veces el espaciado entre

partículas, y k = 2.

En problemas donde hay grandes inhomogeneidades de la densidad en el

dominio y donde las partículas pueden moverse dramáticamente durante la evo-

lución del proceso, es necesario un modelo efectivo, adaptativo y robusto para la

longitud de suavizado. Para lograr esto, la longitud de suavizado h debería variar

tanto en el tiempo como en el espacio.

Hay muchas maneras de evolucionar h dinámicamente tal que el número de

partículas vecinas permanezca relativamente constante. En este sentido, el enfoque

más simple es adaptar la longitud de suavizado de acuerdo al promedio de la

densidad [12]:

h = h0

(
ρ0

ρ

)1/d

, (2.7)

donde h0 y ρ0 son la longitud de suavizado inicial y la densidad inicial respectiva-

mente y d es el número de dimensiones. Es a partir de h0 que es posible ajustar

el número exacto de partículas vecinas, no obstante, debido a la libertad de las

mismas, esto solo se mantiene con certeza al inicio de la evolución númerica.

2.1.2. Representación integral de la derivada de una función

La aproximación de la derivada espacial ~∇F (~x) es obtenida simplemente

mediante la sustitución de F (~x) con ~∇F (~x) en la ecuación 2.3, lo cual arroja:

〈
~∇F (~x)

〉
=

∫ [
~∇F (~x′)

]
W (~x− ~x′, h) d~x′, (2.8)

donde el gradiente de la integral es operado con respecto a la coordenada primada.

Para aquellos puntos cuyo soporte está contenido totalmente en el dominio,

podemos simplemente integrar por partes el lado derecho de la ecuación 2.8 y con

ello la expresión se reduce a:
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〈
~∇F (~x)

〉
=

∫
F (x̃′) ~∇W (~x− ~x′, h) d~x′. (2.9)

De la ecuación obtenida, se puede ver que la operación diferencial sobre

una función F es transformada a una operación diferencial sobre la función de

suavizado W . En otras palabras, la representación integral del método SPH para

la derivada de una función arroja que el gradiente espacial sea determinado a través

de los valores de la función F y la derivada de la función de suavizado W , y no

mediante las derivadas de la función F .

2.2. Interpolación de partículas

En el método SPH, el sistema completo está representado por un núme-

ro finito de partículas que acarrean una masa individual y ocupan una posición

particular. Las representaciones de integrales en el continuo concernientes a la apro-

ximación Kernel del método SPH (expresadas en las ecuaciones 2.3 y 2.8) pueden

pasarse a formas discretas mediante sumatorias sobre todas las partículas en el

dominio de apoyo (tal como se muestra en la figura 2.1). El correspondiente proce-

dimiento que discretiza a las representaciones integrales mediante sumatorias sobre

las partículas es comúnmente llamado aproximación (interpolación o promedio) de

partículas.

Para aplicar esta interpolación a un fluido, lo dividimos en un conjunto de

pequeños elementos de masa. El elemento “j” tendrá una masa mj, una densidad

ρj y una posición ~xj. El valor de F para la partícula “j” es denotado como Fj. Si el

volumen infinitesimal d~x′ en las integrales anteriores sobre la partícula i-ésima es

remplazado por el volumen finito dVj de la partícula j-ésima que está relacionado

con la masa de las partículas mj por

mj = dVjρj, (2.10)

donde ρj es la densidad de la partícula j(= 1, 2, ..., N) en la cual N es el número

de partículas dentro del dominio de apoyo de la partícula i-ésima. Entonces, la
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Figura 2.1: Dominio de la función kernel W para la partícula i-esima, sobre el que se rea-

liza la interpolación partícula en SPH. Notese que solo las partículas j-esimas contenidas

en el dominio de apoyo de W aportan al cálculo de la interpolación evaluada sobre la

partícula i-esima.

aproximación de partículas consiste en calcular las representaciones integrales des-

critas por las ec. 2.3 como una sumatoria de las contribuciones de los volúmenes

discretos alrededor de cada partícula. La integral puede entonces aproximarse me-

diante una sumatoria sobre los elementos de masa, lo cual nos arroja la sumatoria

interpolante:

〈F (~x)〉 =

∫
F (r′)W (~x− ~x′, h) d~x′ ≈

N∑
j=1

FjW (~x− ~xj, h)∆Vj, (2.11)

donde la expresión en el centro es la aproximación sobre el continuo que realiza el

método SPH y la expresión a la derecha es la discretización posterior que realiza

el método. Así,

〈F (~x)〉 ≈
N∑
j=1

FjW (~x− ~xj, h)
1

ρj
(mj) , (2.12)

donde el elemento de masa mj es ρj∆Vj. Con lo que finalmente las versiones dis-

cretas de las ecs. 2.3 y 2.8 evaluadas sobre la partícula i-ésima se calculan respec-

tivamente como:

〈F (~xi)〉 =
∑
j

mj
Fj
ρj
W (~xi − ~xj, h), (2.13)
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〈
~∇F (~xi)

〉
=
∑
j

mj
Fj
ρj
~∇iW (~xi − ~xj, h), (2.14)

donde la sumatoria se realiza sobre todas las partículas del dominio computacional,

pero en la práctica, sólo se lleva a cabo sobre los vecinos j-ésimos cercanos a la

partícula i-ésima, dado que W cae rápidamente con respecto a la distancia. Por lo

anterior, el cálculo de una cierta propiedad física F que mediante SPH, se realiza

sobre todas las partículas i-ésimas, es de orden N2. Si se considera que solo un

número n de j-ésimos vecinos son los que contribuyen al cálculo de F para cada

partícula i-ésima, entonces se vuelve importante implementar otros métodos de

búsqueda de vecinos para reducir el número de operaciones a al menos orden Nn.

Las expresiones 2.13 y 2.14 por tanto, establecen que el valor de la función

F con respecto a la partícula i-ésima es aproximado usando el promedio de los

valores de la función con respecto a todas las partículas j-ésimas en el dominio

de apoyo de la partícula i-ésima, ponderado mediante la función de suavizado o

kernel. Por simplicidad se evita poner 〈〈F 〉〉 y se emplea solo la notación 〈F 〉 para
referirnos a la discretización final para una función F realizada mediante el método

SPH.

Como un ejemplo del uso de la estimación por kernel, supongamos que

la función F representa a la densidad ρ. La interpolación nos arroja la siguiente

estimación para la densidad en un punto en torno a ~x:

〈ρ (~x)〉 =
∑
j

mjW (~x− ~xj, h), (2.15)

lo cual muestra cómo la masa del conjunto de partículas es suavizada para producir

la estimación para la densidad.

Se puede observar a partir de todas las ecuaciones anteriores que la apro-

ximación de partícula convierte las representaciones integrales continuas de una

función y sus derivadas en sumas discretizadas basándose en un conjunto arbitra-

rio de partículas. Este uso de sumas de partículas para aproximar las integrales

es, de hecho, una aproximación clave que hace que el método SPH funcione, sin

necesidad de utilizar una malla de fondo para la integración numérica.
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2.3. El Kernel

Aun cuando la idea de usar partículas puede resultar natural, no siempre es

posible reconocer con facilidad qué interacciones entre las partículas reproducirán

fielmente las ecuaciones de la dinámica de fluidos o la mecánica del continuo. Una

forma de hacer lo anterior es derivar las ecuaciones de movimiento usando una

técnica de estimación de kernel. El kernel de suavizado o simplemente “kernel”

[9, 23, 25] es una función que describe cómo una distribución de densidad está

asociada con una partícula de densidad ρ. Formalmente se define a los kernels

como funciones del tipo:

Wij = W (xi − xj, h) , (2.16)

donde i es la partícula en la que está centrada la función, y j es una partícula

dentro del soporte compacto1 de la función kernel (vease la figura 2.1), controlado

éste último por h.

Cuando aplicamos ésto a la interpolación, nos arroja un estimado de una

función en cualquier punto, usando los valores de la función con respecto a la

posición de las partículas. Esta estimación de la función puede ser diferenciada

exactamente siempre que el kernel sea diferenciable. De este modo los gradientes

requeridos para las ecuaciones de la dinámica de fluidos pueden ser escritos en

términos de las propiedades de las partículas.

El kernel tiene las ventajas de poseer soporte compacto, segunda derivada

continua y el término de error dominante en la interpolación integrante es de

orden de h2. Los errores en la aproximación de las integrales interpolantes mediante

sumatorias son pequeños siempre que el desorden de las partícula no sea demasiado

grande [23].

Un kernel usado comúnmente en la aplicación del método SPH, y que es

con el que se ha trabajado en este proyecto, es el kernel Cubic Spline (CS) [23],

que tiene la forma:
1Se denomina soporte de una función al conjunto de puntos donde la función no es cero.

Se dice que una función tiene soporte compacto si el conjunto donde no es nula conforma un
conjunto cerrado y acotado.
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CS (~r) =
Kd

hd


[
(2− q)3 − 4 (1− q)3] , para 0 ≤ q ≤ 1,[

(2− q)3] , para 1 ≤ q ≤ 2,

0, para q ≥ 2,

(2.17)

con q = |~r|
h
, K es la constante de normalización y d es la dimensión espacial. Para

d = 1,2,3 tenemos que Kd = 1/6, 5/14π y 1/4π respectivamente. El kernel CS,

ha sido por mucho, el kernel más usado y analizado en la literatura que involucra

al método SPH; esto, dado que se asemeja a una función gaussiana al tiempo que

es de soporte compacto. Dada la forma del kernel CS, el radio de alcance con el

que para una partícula i-ésima se establecerá a sus n vecinos j-ésimos será de 2h.

Esto se debe a que el kernel CS tiene 3 regiones de influencia con respecto a q, la

primera que va de 0 a 1 y es la que más aporta a los valores calculados, la segunda

que va de 1 a 2 y que aporta en menor manera, y la tercera que va de 2 en adelante

y que no aporta nada a los valores calculados.

Otro kernel usado en la presente tesis, y con el cual se realizaron todas las

simulaciones presentadas en esta tesis, es el kernel Quintic Spline [23]. El cual tiene

la forma:

QS (~r) =
Kd

hd



[
(3− q)5 − 6 (2− q)5 + 15 (1− q)5] , para 0 ≤ q ≤ 1,[

(3− q)5 − 6 (2− q)5] , para 1 ≤ q ≤ 2,[
(3− q)5] , para 2 ≤ q ≤ 3,

0, para q ≥ 3,

(2.18)

Similar al CS, para d = 1,2,3 tenemos que Kd = 120, 7/478π y 3/(359π) respec-

tivamente.

2.4. Aplicación de SPH a las ecuaciones de Navier-

Stokes

Para poder realizar la simulación numérica de la dinámica de fluidos me-

diante el método SPH, es necesario resolver las ecuaciones gobernantes de dicha

dinámica mediante las ecuaciones 2.13 y 2.14.



21

Aproximación de la densidad: Si se aplica la aproximación SPH di-

rectamente a la densidad ρ, tal como se hizo antes, se obtiene la expresión 2.15.

Alternativamente, si se aplican las ecuaciones 2.13 y 2.14 a la ecuación de conti-

nuidad 1.2, se obtiene:

〈
dρi
dt

〉
= ρi

N∑
j=1

mj

ρj
~vβij
∂Wij

∂~xβi
, (2.19)

donde esta expresión puede ser integrada usando esquemas iterativos comunes,

como puede ser el método Runge-Kutta.

Aproximación de la ecuación de momento: Usando ahora las ecua-

ciones 2.13 y 2.14 sobre la ecuación de momento 1.3, encontramos fácilmente la

expresión

〈
d~vαi
dt

〉
= −

N∑
j=1

mj

(
Pi
ρ2
i

+
Pj
ρ2
j

)
∂Wij

∂~xαi
+

N∑
j=1

mj

(
µiε

αβ
i

ρ2
i

+
µjε

αβ
j

ρ2
j

)
∂Wij

∂~xβi
, (2.20)

donde εαβj es la aproximación SPH de la velocidad de deformación del fluido rela-

cionada con las fuerzas viscosas presentes en el mismo, la cual se presenta a detalle

en [23].

2.5. Viscosidad Artificial

Existen diversos modelos para tratar la viscosidad en SPH a fin de simular

correctamente la dinámica de los fluidos introduciendo las fuerzas disipativas entre

las capas de fluido. En este trabajo se presentarán dos de estos modelos, los cuales

fueron empleados en diversos casos de estudio. El primero de ellos, el modelo de

viscosidad artificial propuesto por Monaghan [9] ha sido ampliamente utilizado en

la comunidad de SPH debido a su simplicidad y robustez. Como lo describe Mo-

naghan [30], la viscosidad artificial tiene una relación limitada con las viscosidades

reales, pero permite simular las ondas de choque suavizando la onda sobre varias

partículas vecinas y, por lo tanto, estabilizar la solución numérica; esto es, de forma

natural, SPH está limitado a distribuciones sin choques. Además, la formulación de
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viscosidad artificial evita que las partículas se interpenetren, generando un com-

portamiento no físico del fluido [31, 32]. La penetración a la que nos referimos

ocurre porque SPH no requiere que el campo de velocidades sea univaluado. Como

consecuencia, dos o más partículas, con diferentes velocidades, pueden ocupar la

misma posición. Para los flujos de números Mach bajos con campos de velocidad

suaves esto es raramente un problema, pero en los flujos de números Mach altos el

problema es severo. En notación SPH, la viscosidad artificial, denotada como Πij,

puede escribirse como,

Πij =


−αcijµij+βµ2ij

ρij
para ~xij · ~vij < 0

0 para ~xij · ~vij ≥ 0
, (2.21)

donde

µij =
hij~xij · ~vij
x2
ij + εh

2

ij

. (2.22)

La viscosidad asociada con el parámetro α produce una viscosidad de bulto,

mientras que el segundo termino asociado con el parámetro β busca suprimir la

interpenetración de partículas a altos números de Mach. El parámetro ε se intro-

duce con el fin de prevenir divergencias cuando dos partículas se aproximan una

a la otra. Nótese que se ha usado la notación xij = xi − xj y vij = vi − vj. El

producto ~xij · ~vij por lo tanto detecta qué partículas se están acercando entre sí

(~xij · ~vij < 0) y sólo en estos casos la viscosidad artificial se activará. Los am-

plios estudios numéricos realizados con SPH sugieren los siguientes valores para

los parámetros involucrados: α ≈ 1, β ≈ 2 y ε ≈ 0.01 [23, 25, 30].

Así, considerando la viscosidad artificial, la ecuación para el momento 1.3

se escribe como〈
d~vi
dt

〉
= −

N∑
j=1

mj

(
Pi
ρ2
i

+
Pj
ρ2
j

+ Πij

)
~∇iWij + ~fext. (2.23)

Con respecto al segundo modelo para la viscosidad, se utiliza el enfoque

desarrollado por Morris en [33], el cual ha demostrado ser también un modelo
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robusto para tratar la viscosidad, pero a diferencia del primer caso es ideal cuando

se quiere mantener el orden entre las partículas colindantes. Este modelo está

descrito por la expresión:{(
1

ρ
~∇ · µ~∇

)
~v

}
i

≈
N∑
j=1

(
mj(µi + µj)

ρiρj

)
~xij · ~∇iWij

x2
ij

~vij, (2.24)

donde µ es la viscosidad dinámica (µ = ρν). Cabe destacar que las fuerzas vis-

cosas están alineadas con la velocidad ~vij en lugar del gradiente del kernel y del

desplazamiento ~xij. Por lo tanto, esta expresión conserva exactamente el momento

lineal, pero no el angular que se conserva sólo aproximadamente, ya que las fuerzas

viscosas entre las partículas son iguales y opuestas, pero no colineales. Con lo cual,

la ecuación de momento para el método SPH tendrá la forma:〈
d~vi
dt

〉
= −

N∑
j=1

mj

(
Pi
ρ2
i

+
Pj
ρ2
j

)
~∇iWij +

N∑
j=1

mj(µi + µj)~vij
ρiρj

(
1

~xij

∂Wij

∂~xi

)
+ ~fext

(2.25)

donde ~fext es la fuerza externa evaluada sobre la partícula i-ésima.

2.6. Condiciones de frontera

Definir e implementar adecuadamente condiciones de frontera en el método

SPH, ha sido considerado como una tarea difícil, ya que éstas no aparecen de

manera natural en los fundamentos de SPH. A continuación se incluye un breve

análisis de los métodos utilizados y evaluados durante el desarrollo de esta tesis.

2.6.1. Condición de frontera de pared sólida

En la literatura se pueden encontrar numerosos enfoques sobre cómo imple-

mentar condiciones de frontera de pared sólida, por ejemplo, partículas fantasmas

[34, 35], partículas repulsivas [10], partículas dinámicas [36] y semi-analíticas [37].

En los primeros trabajos realizados con SPH, los límites de las paredes sólidas

se modelaron como elementos finitos de caracter rígido (partículas restringidas a

no moverse y con propiedades de cuerpo sólido), donde el acoplamiento entre las
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partículas SPH y las fronteras se rige por un algoritmo que establece la interacción

de la partícula de fluido y la superficie, basado en la penalización [10]. Esto es, sí

las partículas SPH penetraban las fronteras, se aplicaba una fuerza de resorte en

la dirección normal de las partículas finitas.

En trabajos posteriores se utilizó el método de partículas dinámicas pro-

puesto por Crespo et al. [36]. Para este método, las partículas de la pared satisfacen

las mismas ecuaciones que las partículas de fluido pero son fijadas en el espacio.

Así, cuando una partícula de fluido se acerca a una pared fija, la densidad de la

partícula aumenta y por la ecuación de estado la presión también aumenta. Debido

al término de presión en la ecuación del momento, el aumento de presión resulta

en una fuerza repulsiva entre las partículas. Para asegurar una cobertura completa

del kernel y que las partículas de fluido no penetran en las fronteras, tres capas de

partículas no escalonadas pueblan las fronteras.

2.6.2. Condición de frontera periódica

La frontera periódica es una condición clásica en la mecánica de fluidos.

En SPH, se han aplicado distintas variaciones del enfoque periódico a una serie de

problemas, por ejemplo, el flujo Couette y Poiseuille [10, 38]. Cuando el dominio

de soporte del kernel de la partícula i-ésima es truncado por la presencia de una

frontera con condición periódica, entonces la parte del dominio que ha sido trun-

cada, se rellena artificialmente con partículas próximas a la frontera opuesta, las

cuales serán ahora vecinas de la partícula i-ésima. Además, si la partícula i-ésima

sale del dominio computacional establecido por la mala numérica, se le vuelve a

introducir a través de la frontera periódica opuesta.

2.6.3. Condición de la frontera de entrada y salida

Las condiciones de frontera de entrada y salida son, como la condición

periódica, fundamentales también en la mecánica de fluidos. El problema no sólo

se relaciona con la forma de aplicar tales condiciones, sino también con el manejo

eficiente de un número variable de partículas durante la simulación. El enfoque
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para tratar la condición de frontera de entrada y salida desarrollado por Federico

et al.[39] fue el modelo empleado en esta tesis, el cual está parcialmente basado en

el artículo de Lastiwka et al.[40].

Federico et al.[39] definieron cuatro tipos diferentes de partículas: partículas

de fluido interno, entrantes, salientes y de pared, acopladas a diferentes zonas. Las

partículas de entrada, se distribuyen en una malla regular y se trasladan hacia

adelante en el tiempo con valores fijos de, por ejemplo, velocidad. Además, las

partículas de entrada afectan a las partículas de fluido, pero no viceversa. Cuando

las partículas de entrada entran en el dominio donde se encuentran las partículas

de fluido, éstas se convierten en partículas de fluido y evolucionan de acuerdo con

las ecuaciones SPH. En el extremo posterior de la zona del fluido se encuentra una

zona de salida. En esta zona, las partículas de fluido se convierten en partículas de

salida donde las variables físicas se congelan en el tiempo excepto por su posición.

Este método, no arrojó los resultados esperados, tornando inestable la evo-

lución numérica o presentando valores incorrectos. Por lo anterior en los casos que

se presentan en el capítulo 4 se optó por usar fronteras periódicas, ampliando el

dominio computacional para que el flujo saliente no afectara la evolución numérica.

2.7. Conclusiones del capítulo

En este capítulo se presentó al método SPH, mencionando sus orígenes, ac-

tualidad y sus diversas áreas de aplicación. Se realizó una introducción del método,

sus características principales y la deducción de las ecuaciones gobernantes de la

dinámica de fluidos mediante SPH. Se introdujo la noción de kernel y de longitud

de suavizado, las cuales son fundamentales para la comprensión y aplicación del

método. Finalmente se presentó el tratamiento para la viscosidad y las condiciones

de frontera.

Con esto, se han sentado las bases necesarias para el código numérico desa-

rrollado con SPH, con el cual se simulan ciertos modelos clásicos en dinámica de

fluidos computacional, lo cual servirá como prueba de la precisión del código. Pre-

vio a ello, en el próximo capítulo se presentará el método LBM, que es la segunda
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herramienta numérica con la que se ha desarrollado este trabajo doctoral.



Capítulo 3

Método de Boltzmann en en malla

En el presente capítulo se explica el método de Boltzmann en malla o Lattice

Boltzmann (como se le llamará a lo largo de esta tesis) para la simulación de

flujos según las ecuaciones de Navier-Stokes. Este método se basa en dos pasos,

llamados colisión y propagación que se realizan sobre una malla rectangular. El

concepto fundamental del LBM es construir modelos cinéticos simplificados que

incorporen la física esencial del proceso microscópico o mesoscópico, de manera que

las variables mesoscópicas promediadas obedezcan las ecuaciones macroscópicas

deseadas. La premisa básica para usar estos modelos de tipo cinéticos simplificados

es que la dinámica macroscópica de un fluido es el resultado del comportamiento

colectivo de muchas partículas microscópicas en el sistema, y que la dinámica

macroscópica no es sensible más que indirectamente a los detalles subyacentes

de la física microscópica [12]. Esta clase de metodología de trabajo se utiliza en

diversos campos de la física debido a que es imposible seguir el comportamiento

de cada átomo individual de un material. Por estos motivos, es frecuente realizar

cálculos promedio multiescala, sustituyendo la estructura discreta de átomos, por

una distribución continua de masa y demás variables de interés, como pueden ser la

temperatura y la velocidad macroscópica. Los valores de estas variables se calculan

como un promedio de conjuntos de partículas en algún volumen.

La dinámica de fluidos computacional es un área activa de investigación

dentro de la física computacional, y se ha encarado desde diversos enfoques. Los

métodos numéricos clásicos en esta área de la física se fundamentan en discretiza-

27
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ciones de las ecuaciones de Navier-Stokes, por ejemplo [41]. En cambio, el método

LBM, se basa en autómatas celulares simples [17, 42] a nivel mesoscópico que

reproducen las reglas físicas en el nivel macroscópico.

Por todo lo anterior, LBM es una técnica ideal para simular la dinámica de

los fluidos, así como problemas complejos en la física de estos. Comparados con los

métodos tradicionales empleados en CFD, LBM es un método fácil de implementar,

y permite definir con facilidad condiciones de frontera complicadas o irregulares.

A su vez, tiene una alta capacidad para realizar simulaciones computacionales en

una amplia variedad de problemas físicos [15, 43, 44], principalmente aplicados en

la dinámica de fluidos computacional [45, 46], lo cual ha hecho que en la actualidad

tenga una creciente popularidad. Además, LBM representa un enfoque que describe

el comportamiento de un fluido a nivel mesoscópico. En este nivel, el flujo se

modela mediante el seguimiento de la evolución de distribuciones promedio de

partículas microscópicas, este enfoque evita la complejidad de tratar en detalle

con la dinámica de un fluido a nivel totalmente microscópico y aún así predecir el

comportamiento macroscópico del flujo [47].

A continuación, se presenta una pequeña descripción del método, centrán-

donos en el caso para un flujo bidimensional (para más detalles ver [12, 13, 14, 15]).

Se detallan las ecuaciones del modelo LBM, así como un modelo adicional para

aplicar una fuerza de cuerpo1. Para terminar, se explican a su vez, las diferentes

condiciones de frontera que pueden ser utilizadas en las fronteras del dominio.

3.1. Ecuación de Boltzmann

Como el nombre lo sugiere, LBM tiene sus raíces en la teoría cinética

de los gases, donde las funciones de distribución, como la distribución de Max-

well–Boltzmann, juegan un papel clave [47].
1Una fuerza de cuerpo es una fuerza que actúa en todo el volumen de un cuerpo. Fuerzas

debidas a la gravedad, campos eléctricos y campos magnéticos son ejemplos de fuerzas de cuerpo.
Las fuerzas de cuerpo contrastan con las fuerzas de contacto o las fuerzas superficiales, las cuales,
se ejercen sobre la superficie de un objeto. Las fuerzas normales y las fuerzas cortantes que se
presentan en los líquidos son fuerzas superficiales que se ejercen sobre la superficie del elemento
de fluido.



29

La ecuación de Boltzmann describe la evolución de la función de distri-

bución f(~x,~v, t) de un ensamble de partículas, y define la probabilidad continua,

dependiente del tiempo, de encontrar una partícula de fluido dentro de un peque-

ño volumen ubicado alrededor de ~x con una velocidad alrededor de ~v en el tiempo

t, bajo condiciones de temperatura constante. Cuando no hay fuerzas externas

actuando sobre el fluido, la función de distribución evoluciona de acuerdo a la

ecuación cinética:

∂f

∂t
+ ~v · ~∇f = ~C(f, f), (3.1)

donde el término de colisión ~C(f, f), modela la forma en que la distribución cambia

como resultado de la colisión entre pares de partículas. El término ~v · ~∇f modela

el cambio en la función de distribución como resultado del movimiento de las

partículas. Las colisiones entre partículas generan un intercambio de energía y de

momento; estos cambios se describen a través de la función de distribución f . La

teoría cinética de los gases trata con la evolución en el tiempo de dichas funciones

de distribución y las relaciona con las cantidades macroscópicas tales como la

densidad del fluido, la presión y la temperatura

El término de colisión en general tiene una forma integral compleja. En

muchas aplicaciones de la teoría cinética a la dinámica de fluidos, la integral de

colisión se aproxima a formas más simples. Un ejemplo de aproximación es la

aproximación BGK (Bhatnagar–Gross–Krook) [48, 49, 50], en la cual se reemplaza

el término ~C(f, f) por el término

~C(f, f) = −1

τ
[f(~x,~v, t) + f eq(~x,~v, t)], (3.2)

este operador modela el efecto de la colisión como una fluctuación de la distribución

con respecto a una distribución de equilibrio de Maxwell f eq(~x,~v, t). El parámetro

τ llamado tiempo de relajación, controla la frecuencia con que la función de dis-

tribución se relaja para alcanzar el equilibrio, es decir, este tiempo determina la

tasa en que las fluctuaciones en el sistema conducen a éste a un estado de equili-

brio [51]. La aproximación BGK es conocida como la aproximación de tiempo de

relajación único, aunque existen otras aproximaciones para el término de colisión,
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por ejemplo, la descripción de colisión de tiempo de relajación múltiple. En este

trabajo doctoral solo se ha empleado la descripción BGK.

3.2. Ecuación discreta de Lattice Boltzmann

El espacio de velocidades en la ecuación de Boltzmann es continuo, esto

significa que los elementos de fluido a nivel microscópico son libres de moverse con

cualquier velocidad. A fin de discretizar la ecuación de Boltzmann y dar paso al

método Lattice Boltzmann, lo primero es discretizar la ecuación 3.1 restringiendo

el espacio de velocidades continuo a un conjunto discreto de velocidades ~ci donde

i = 0, 1, ..., nv − 1 [47]; es decir, ahora la partícula localizada en ~x tiene una de las

nv velocidades ~ci. La función de distribución f(~x,~v, t) se representa por la función

fi(~x, t), y así, la ecuación discreta de Boltzmann con término de colisión BGK

puede escribirse como

∂fi
∂t

+ ~ci · ~∇fi = −1

τ
(fi + f eqi ). (3.3)

En LBM se discretiza la ecuación 3.3 con respecto a las coordenadas espa-

ciales y temporales por medio del método de diferencias finitas, donde el paso de

longitud ∆x 2 y el paso de tiempo ∆t se relacionan por medio de ~ci = ∆x
∆t
î+ ∆y

∆t
ĵ∆z

∆t
k̂

[12, 42]. Esta discretización asegura que las partículas localizadas en el nodo con

posición ~x se muevan en un paso de tiempo ∆t a un nodo vecino localizado en

~x+ ~ci∆t. La ecuación del Lattice Boltzmann BGK, bajo la aproximación descrita

en el apéndice A, está dada por

fi(~x, t+ ∆t)− fi(~x, t)
∆t

+
fi(~x+ ~ci∆t, t+ ∆t)− fi(~x, t+ ∆t)

∆t
= −1

τ
(fi + f eqi ),

(3.4)

que se reduce a una ecuación de evolución para fi(~x, t):
2En general, el intervalo espacial ∆x entre dos nodos en la malla numérica de LBM es idéntico

en cualquier dirección de la misma; esto es, en tres dimensiones, ∆x = ∆y = ∆z. Los detalles
sobre cómo determinar el valor de dicho intervalo se presentan en el apéndice C.
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fi(~x+ ~ci∆t, t+ ∆t)− fi(~x, t) = −∆t

τ
(fi + f eqi ), (3.5)

donde el índice i representa la i−ésima dirección de propagación sobre la malla

discreta, ~ci es la velocidad del flujo, f eqi la función de distribución de equilibrio y τ

el tiempo de relajación para fi necesario para alcanzar f eqi ; esto es, el necesario para

alcanzar el equilibrio. Este tiempo de relajación τ está vinculado a la viscosidad

cinemática macroscópica ν a través de:

ν =

(
τ − ∆t

2

)
c2
s =

2τ − 1

6

∆x2

∆t
, (3.6)

donde cs = 1√
3

∆x
∆t

es la velocidad del sonido. Esta expresión establece la conexión

entre las cantidades macroscópicas y la escala mesoscópica de LBM. Su deducción

se obtiene a través de una expansión de Chapman-Enskog tal como se puede ver a

detalle en [12, 52].

La ecuación 3.5 establece la discretización de la ecuación de Boltzmann y se

le conoce como la ecuación de Lattice Boltzmann (LBE). Está expresión se puede

interpretar de la siguiente forma:

Colisión: A un tiempo t, las partículas en un nodo en ~x colisionan entre sí, y en

el proceso, la función de distribución cambia a f ∗i (~x, t), donde

f ∗i (~x, t) = fi(~x, t)−
∆t

τ
(fi + f eqi ). (3.7)

Es fundamental señalar que este paso de colisión es totalmente local y no ne-

cesita información de los otros nodos. La ecuación 3.7, que viene del término

del lado derecho de la ecuación 3.5, describe las colisiones tomando en cuenta

la variación del número de partículas que se mueven en cada dirección en la

malla debido a las colisiones microscópicas entre partículas.

Propagación: Después de un paso de tiempo, los valores de fi(~x, t) se propagan a

sus nodos vecinos a lo largo de las velocidades ~ci; o visto desde la perspectiva

del nodo en ~x, el valor de la fusión de distribución fi en dicha posición para

un tiempo t+ ∆t, se calcula como:

fi(~x, t+ ∆t) = f ∗i (~x− ~ci∆t, t). (3.8)
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Así, este paso actualiza la función de distribución fi en los n nodos para el

tiempo t+∆t, considerando las funciones de distribución f ∗i que se propagan

a ellos tras el paso de colisión desde sus respectivos nodos vecinos ubicados en

~x−~ci∆t en el tiempo t. En la figura 3.1 se muestra un esquema representativo

del paso de propagación.

Figura 3.1: Representación de las etapas de Colisión y Propagación para LBM. Durante

el proceso de colisión se establecen las funciones de distribución f∗i (~x− ~ci∆t, t) para los

nodos vecinos al nodo ubicado en ~x. A través de estás f∗i se construye la función de

distribución fi del nodo en ~x a un tiempo t+ ∆t.

Los cálculos detallados para obtener 3.5 a partir de la ecuación continua de

Boltzmann han sido realizados por He y Luo en Ref. [53]. La función de distribución

de equilibrio f eqi (~x, t) (cuya derivación se puede ver en Ref. [52] y [53]) se utiliza

para determinar la velocidad local de los elementos de fluido debido a colisiones y

se calcula a través de las variables macroscópicas de modo que la masa, el momento

y la energía se conservan para cada nodo y se expresa como:

f eqi (ρ,~v) = ρwi

(
1 +

3

c2
~ci · ~v +

9

c4
(~ci · ~v)2 − 3

2c2
(~v · ~v)

)
, (3.9)

donde ρ es la densidad, ~v la velocidad, c = ∆x/∆t, y wi un factor de peso dado

que depende del modelo de malla usado, cuyo cálculo se basa en la cuadratura

de Gauss-Hermite, tal como se describe en [52]. Por ejemplo, para una malla tipo

D2Q9 [54] (que es la que se empleará en todo este trabajo), se tiene:

wi =


4/9 i = 0

1/9 i = 1, 3, 5, 7

1/36 i = 2, 4, 6, 8

(3.10)
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La notación DdQnv es usada frecuentemente para indicar la selección de

un conjunto discreto de velocidades en cada punto de la malla, la variable d co-

rresponde a la dimensión espacial donde la simulación ocurre y nv es el número

de velocidades discretas. El modelo D2Q9 es el más usado para problemas en dos

dimensiones, no obstante, existen otros cuyos detalles quedan más allá del objetivo

de esta tesis.

Las variables macroscópicas de interés en muchas aplicaciones de dinámica

de fluidos, tales como la densidad ρ, la presión p y la velocidad ~v se calculan a

través de ensambles promedio de la función de distribución fi(~x, t). Esto es:

ρ(~x, t) =
∑
i

f eqi , p(~x, t) =
∑
i

f eqi c
2
s, ~v(~x, t) =

1

ρ

∑
i

f eqi ~ci, (3.11)

La densidad de los elementos del fluido en un nodo en ~x está dada por la suma total

de las funciones de distribución en el nodo, mientras que la velocidad del fluido

está dada por el promedio de las velocidades ~ci de la malla pesadas mediante la

función de distribución. La presión por su parte, se calcula a partir de una ecuación

de estado p = ρc2
s.

Con esta discretización, los elementos del fluido son considerados como en-

sambles de partículas que se mueven sobre la malla de nodo a nodo a lo largo de las

diferentes direcciones de propagación, con una velocidad específica de propagación

~ci. En la malla D2Q9 (Figura 3.2) estas velocidades ~ci a lo largo de las nueve únicas

direcciones de propagación toman los siguientes valores:

ci =


(0, 0) i = 0

(c, 0), (0, c), (−c, 0), (0,−c) i = 1, 2, 3, 4

(c, c), (−c, c), (−c,−c), (c,−c) i = 5, 6, 7, 8

(3.12)

donde c = ∆x/∆t.

El conjunto de velocidades discretas en LBM cumple las propiedades de

simetría e isotropía en el espacio. La propiedad desimetría indica que el conjunto

de velocidades ~ci es igual al conjunto de velocidades −~ci. La segunda propiedad,

relacionada con la isotropía de la malla, asume que los pesos wi asociados con la

velocidad de la malla ~ci son los mismos para los nodos con velocidades de la malla
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Figura 3.2: Espacio de fase discreto en dos dimensiones (Malla D2Q9).

que tienen la misma magnitud. En conjunto estas propiedades son importantes

pues garantizan que no haya ninguna dirección de propagación preferente en los

nodos de la malla.

Así, la idea fundamental en LBM es un fluido se puede visualizar como un

gran número de pequeños elementos de fluido que se consideran como conjuntos de

partículas descritas por una función de distribución fi y que se mueven bajo ciertas

reglas, en nueve distintas direcciones de propagación posibles (para el modelo de

la malla D2Q9), donde dicho movimiento se ejecuta sobre los n nodos de una

malla rectangular. Una de estas direcciones de propagación representa un nulo

movimiento del fluido y las otras ocho representan el movimiento en el plano con

ángulos de 45◦ entre ellas como se muestra en la figura 3.1. En cada uno de los

nodos de la malla se calculan las magnitudes físicas que representan al fluido, por

ejemplo, la densidad y la presión. Finalmente, el intercambio de momento y energía

en el fluido que describe la evolución del sistema, ocurre a través de la propagación

y la colisión de las partículas, a tráves de la ecuación de Lattice Boltzmann.

Es importante señalar que al comparar LBM con respecto a los métodos

numéricos que trabajan directamente con la ecuación de Navier-Stokes podemos

encontrar el hecho de que en general estos métodos deben resolver ecuaciones di-

ferenciales de segundo orden, mientras que en LBM se resuelven ecuaciones de

primer orden. A la par, dichos métodos tratan en general con el término convec-

tivo ~v · ~∇~v, mientras que LBM trabaja la convección a través de una advección

consistente en la propagación de los elementos de fluido a través de los nodos de

la malla numérica. Lo que en conjunto le da a LBM un enfoque muy distinto a lo
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que usualmente suele emplearse para tratar a las ecuaciones de Navier-Stokes.

Finalmente, entre las desventajas que existen para LBM, se puede men-

cionar las siguientes: sin alteraciones significativas al método el cual incorpore un

mayor número de velocidades y un análisis de estabilidad cuidadoso, el método

LBM D2Q9 con término de colisión BGK no es apropiado para simular flujos

compresibles o para flujos en los se presente transferencia de calor. Debido a su ca-

rácter mesoscópico, se requiere de un alto costo computacional al intentar realizar

simulaciones con detalle sobre eventos locales que se produzcan en un flujo.

3.3. Condiciones de frontera

Un punto que falta mencionar es lo que sucede con el fluido en aquellos

nodos vecinos en la frontera del dominio físico simulado. Resulta necesario definir

una o más reglas de advección (propagación) para dichos nodos durante la etapa

de propagación, ya que algunas poblaciones fi no pueden ser determinadas porque

los nodos vecinos correspondientes no son parte del dominio simulado debido a

que corresponden a fronteras del sistema o a posibles obstáculos del mismo. Para

ello se deben aplicar condiciones que determinen el comportamiento del mismo

en estos extremos. Existen distintas técnicas que permiten obtener los valores de

estas incógnitas [13], la elección de cuál de estás usar se basa en la condición de

frontera que se desea establecer y las propiedades de cada método para tratar la

frontera. A continuación se presentan las técnicas más usuales para el tratamiento

de fronteras.

3.3.1. Condiciones de rebote sin deslizamiento

Las condiciones de frontera sin deslizamiento generan un rebote de todas

las partículas que llegan a ella. Se implementa siguiendo el esquema full bounce-

back [12], en el cual la frontera física se encuentra exactamente sobre el borde

de la malla (los nodos que representan a las paredes). La regla básica resultante

es muy simple y establece que una partícula que alcanza el borde es revertida

inmediatamente hacia el fluido con un momento inverso a aquél con el que fue
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proyectada a la frontera sólida, volviendo al mismo en el siguiente paso de tiempo

de la simulación. Se calcula posteriormente a la etapa de colisión, afectando el

proceso de propagación y puede describirse como:

f ∗i (~x, t) = fĩ(~x, t), (3.13)

siendo ĩ = i+2 para i = 1, 2, 5, 6, e ĩ = i - 2 para i = 3, 4, 7, 8. Donde la expresión

3.13 reemplaza a la ec. 3.7 para aquellos nodos de la malla en los que se requiera

un tratamiento para la interacción del fluido con paredes sólidas.

De esta manera se asegura que la suma de los momentos de las partículas

cercanas a la pared es cero. El esquema full bounce-back es un modelo muy simple y

estable para simular una frontera sólida, sin embargo esta condición solo logra una

aproximación numérica de primer orden. Esto debido a que el elemento de fluido

debe propagarse desde un nodo vecino a la frontera hasta la misma en un primer

paso de tiempo, y entonces invertir su momento tras la colisión en un segundo

paso de tiempo, y solo entonces propagarse de vuelta al mismo nodo vecino con

el momento invertido. Dicho de otro modo, el full bounce-back inicia en un paso

de tiempo tk y finaliza en el paso de tiempo t = tk + ∆t, vease la figura 3.3. Este

procedimiento degrada la precisión de LBM que se considera de segundo orden,

pasando a ser de primer orden, tal como se detalla en [55].

Existe también el esquema conocido como half bounce-back (HBB) [12] en

el cual las partículas rebotan en el punto medio entre el nodo vecino que todavía

corresponde al fluido y el nodo sólido; el cual se calcula posteriormente a la etapa

de propagación. Este esquema es equivalente al full bounce-back en cuanto a los

valores usados para resolver las incógnitas, pero cambia el tiempo en el que se

asignan. En el esquema half bounce-back, el elemento de fluido no debe propagarse

desde un nodo vecino a la frontera hasta el nodo sólido que la representa, sino

que, tras el paso de propagación, el elemento de fluido que habría de propagarse

invierte su momento inmediatamente sobre el nodo vecino (nodo fluido), tal como

si el elemento se propagase hacia la frontera sólida para “rebotar” a mitad del

camino, acabando de nuevo sobre el nodo que representa al elemento de fluido,

vease la figura 3.4. Este esquema logra una aproximación de segundo orden de las
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Figura 3.3: Ilustración del Full Bounce Back (FBB) para un nodo i-ésimo cercano a la

frontera sólida. En la imagen, la pared sólida se encuentra a la derecha y está representada

por nodos (círculos) en color gris con borde negro, mientras que los nodos en color azul

representan al fluido. A su vez las flechas rodeando los nodos representan a sus direcciones

de propagación. Las flechas en rojo muestran la evolución de los elementos de fluido,

enfocándonos en las colisiones y propagaciones que tiene origen en un nodo fluido i-

ésimo. Similarmente las flechas con borde negro hacen lo propio teniendo como origen al

nodo sólido i-ésimo.

ecuaciones de N–S al evaluar el intercambio de momento con las fronteras sólidas no

curvas [56]. Se calcula posteriormente a la etapa de propagación y puede describirse

como:

fi(~x, t+ ∆t) = f ∗
ĩ
(~x, t), (3.14)

siendo ĩ la dirección de propagación opuesta a i. Donde la expresión 3.14 reemplaza

a la ec. 3.8 para aquellos nodos de la malla en los que se requiera un tratamiento

para la interacción del fluido con paredes sólidas, y se aplica solo a las funciones

de distribución faltantes, esto es, a aquellas cuya dirección de propagación i-ésima

representan a los elementos de fluido que provienen de la interacción con las paredes

sólidas.
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Figura 3.4: Ilustración del Half Bounce Back (HBB) para un nodo i-ésimo cercano a la

frontera sólida. En la imagen, la pared sólida se encuentra a la derecha y está representada

por nodos (círculos) en color gris con borde negro, mientras que los nodos en color azul

representan al fluido. A su vez las flechas rodeando los nodos representan a sus direcciones

de propagación. Las flechas en rojo muestran la evolución de los elementos de fluido,

enfocándonos en las colisiones y propagaciones que tienen origen en un nodo fluido i-

ésimo. Similarmente, las flechas con borde negro hacen lo propio teniendo como origen

al nodo sólido i-ésimo.

En el caso del FBB, no es necesario realizar ningún tratamiento especial para

las esquinas de los elementos sólidos, dada la naturaleza de su funcionamiento. En

cuando a HBB, para el tratamiento para las esquinas, solo es necesario considerar

cuales son exactamente las funciones de distribución fi faltantes.

3.3.2. Condiciones de fronteras periódicas

Las condiciones de frontera periódicas, que son las más sencillas de imple-

mentar en LBM, representan la existencia de periodicidad en una o más direcciones

del domínio físico. Las condiciones de frontera periódicas se utilizan cuando la geo-

metría física de interés y el patrón esperado del flujo tienen una naturaleza de

repetición periódica. Suponiendo un borde periódico de izquierda y derecha en la

dirección x, luego de la propagación, se asignan a las poblaciones entrantes las

poblaciones salientes opuestas, esto es
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fi(0, y) = fi(Nx, y), para i = 1, 5, 8,

fi(Nx, y) = fi(0, y), para i = 3, 6, 7, (3.15)

donde 0 y Nx indican las fronteras del dominio, y la notación simplificada fi(x, y)

indica la distribución de partícula i-ésima en el instante de tiempo t en el nodo de

coordenadas (x, y). En la dirección y se procede de forma análoga, resultando en

fi(x,Ny) = fi(x, 0), para i = 4, 7, 8,

fi(x, 0) = fi(x,Ny), para i = 2, 5, 6. (3.16)

3.3.3. Condiciones de entrada y salida para la velocidad y

presión

En Lattice Boltzman, cuando se desea introducir fronteras de entrada y

salida de elementos del fluido, generalmente se debe especificar la velocidad y

presión (densidad) del flujo en cada paso de tiempo en dichas fronteras. Para

lograrlo utilizamos el método desarrollado por Zou y He en [56], aplicándolo a las

fronteras de entrada y salida.

Para establecer condiciones sobre la velocidad o la presión, es necesario

determinar las funciones de distribución fi faltantes en las fronteras, de forma

que satisfagan las propiedades macroscópicas deseadas en los casos en que nos

encontramos ante una entrada o salida del flujo. Supongamos un caso como ejemplo

en que la frontera de entrada está alineada con la dirección x-positiva. Suponiendo

que vy y vx se especifican en la entrada con vy = 0, faltaría calcular ρ y las funciones

de distribución f1, f5 y f8. Del mismo modo, en el caso en que vy y ρ se especifiquen

en la frontera, con vy = 0, faltaría calcular vx y las funciones de distribución f1, f5

y f8. Usando la ecuación 3.11, se puede obtener que para la densidad, se tiene que

ρ =
f0 + f2 + f4 + 2(f3 + f6 + f7)

1− vx
, (3.17)

y para la velocidad
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vx = 1− f0 + f2 + f4 + 2(f3 + f6 + f7)

ρ
. (3.18)

Luego, usando la regla para el bounce-back para la parte en no-equilibrio

de la distribución de partículas, normal a la entrada, encontramos que f1 − f eq1 =

f3 − f eq3 , de lo cual, fácilmente se puede obtener que

f1 = f3 +
2

3
ρvx, (3.19)

f5 = f7 −
1

2
(f2 − f4) +

1

6
ρvx, (3.20)

f8 = f6 +
1

2
(f2 − f4) +

1

6
ρvx. (3.21)

Se debe considerar que en muchos problemas que se deseen simular, se debe

dar un tratamiento especial a las distribuciones para todas las esquinas presentes

en el dominio físico, principalmente en lo referente a la morfología de los elementos

sólidos que han de interactuar con el fluido. Para los casos presentados más ade-

lante, en los que se trabajó con un flujo alrededor de un cilindro, se utilizaron las

condiciones de entrada para la velocidad, con el fin de comparar con los estudios

numéricos descritos en detalle en [57] y [58]. A su vez, para la frontera de salida en

dichos casos, utilizamos el mismo procedimiento, pero considerando una estima-

ción para el valor de ~v sobre los nodos en la frontera mediante una extrapolación

de la forma [52, 59]:

~v = ~v(~xb) +
1

2
[~v(~xb)− ~v(~xb−1)] , (3.22)

donde ~xb y ~xb−1 representan al nodo fronterizo y al siguiente nodo interior que

sigue al vector normal hacia el interior de la frontera.

3.4. Implementación computacional

Si consideramos que el objetivo del método Lattice Boltzmann es el si-

mular computacionalmente el comportamiento de un fluido a nivel macroscópico,

representando la interacción microscópica entre las partículas del mismo, enton-

ces, podemos emplear este método para realizar las simulaciones numéricas de los
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diversos procesos de interés en dinámica de fluidos que se abordan en este trabajo

doctoral. Por tanto, se implementó un código numérico bidimensional utilizando

el modelo D2Q9 de Lattice Boltzmann bajo la aproximación BGK. El código se

escribió en lenguaje de programación fortran 90 y emplea solamente las técnicas

desarrolladas para LBM expuestas en esta tesis.

Para realizar una simulación de la dinámica de un fluido, se divide el espacio

que se quiere simular en una malla rectangular conformada por una cierta cantidad

de nodos, dependiendo del nivel de detalle requerido en los resultados (la resolución

de la simulación). Conformando con esto, la malla computacional, sobre la cual

se representan las distribuciones de las partículas del fluido en ese volumen/área

determinado. A su vez, se establece un algoritmo numérico conformado por una

serie de etapas de procesamiento que, a partir de una densidad y una velocidad

inicial definidas en cada nodo de la malla, calcula las nuevas distribuciones de

partículas en el sistema tomando en cuenta la viscosidad cinemática característica

del fluido.

El procedimiento computacional para desarrollar la simulación de la diná-

mica de un fluido mediante LBM sigue el algoritmo que se presenta a continuación

[60]:

Inicio: Se establece la estructura de la malla y se presentan las características

físicas del problema y sus condiciones iniciales. Se definen las condiciones

iniciales para la densidad ρ y la velocidad ~v.

Equilibrio: Se implementa y se calcula la función de equilibrio f eqi = f eqi (ρ0(x), v0(x))

sobre todos los nodos del fluido a partir de la densidad y la velocidad a partir

de la ecuación 3.9.

Colisión: Se calcula la distribución después de la colisión mediante la ecuación

3.7 sobre todos los nodos.

Propagación: Las distribuciones de partículas son adaptadas para propagarse

dando un solo paso sobre la malla (hacia los nodos vecinos inmediatos) en la

dirección asignada por medio de la ecuación 3.8.
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Fronteras: Se realizan todos los cálculos necesarios para actualizar los efectos de

las fronteras sobre el fluido.

Variables Macroscópicas: Mediante las funciones de distribución de las partí-

culas se calculan las variables macroscópicas para cada nodo de la malla tal

como se describe en la ecuación 3.11, y se repite el procedimiento desde el

paso de “equilibrio”.

Respecto a la condición de rebote sin deslizamiento, cuando se emplea el

full bounce-back, éste se realiza justo después del paso de “colisión”, debido a que

actúa sobre los nodos sólidos, una vez que los elementos de fluido se han propagado

hacía ellos; mientras que cuando se emplea el half bounce-back, éste se realiza

justo después del paso de “propagación” dedido a que los elementos de fluido que

se propagan, no deben llegar a los nuevos sólidos.

3.5. Conclusiones del capítulo

Se ha presentado el método numérico LBM, caracterizado por trabajar en

una escala mesoscópica. Introduciendo sus orígenes y sus diversas aplicaciones. El

método se ha descrito, presentando la construcción del mismo, sus características

y su implementación computacional, asimismo, se han introducido las diversas

condiciones de frontera aplicables al método. En el Apéndices A se presenta la

forma de implementar fuerzas de cuerpo en LBM, y en el Apéndice B se detalla el

procedimiento para realizar la conversión de unidades desde la escala macroscópica

a la microscópica.



Capítulo 4

Modelos y pruebas

En el presente capítulo se desarrollan varios modelos físicos que usualmente

se emplean en CFD para probar la estabilidad, precisión y robustez de los códi-

gos numéricos, los cuales deben ser calibrados mediante procesos de comparación,

descartando con ello errores en la implementación de los algoritmos. Llevar a cabo

estas pruebas requiere de, ya sea la existencia de una solución exacta del modelo, la

existencia de algún estudio experimental o numérico detallado que sirva como prue-

ba de la presición de los códigos, o bien un estudio de auto convergencia mediante

simulaciones numéricas realizadas por el mismo código con diferentes resoluciones.

Asimismo, estos modelos y su calibración, sirvieron como un puente natural hacia

trabajos mas complejos presentados en capítulos posteriores o bien para futuros

trabajos aún en desarrollo.

Se presentan a continuación los resultados para los modelos numéricos del

flujo de Poiseuille, flujo de Couette, el flujo en una cavidad y finalmente el flujo

alrededor de un disco.

4.1. Flujo de Poiseuille

En dinámica de fluidos no lineales, la ecuación de Hagen-Poiseuille, tam-

bién conocida como ley o ecuación de Poiseuille, es una ley física que nos permite

describir la caída de la presión en un fluido incompresible newtoniano en un flujo

laminar que fluye a través de un conducto cilíndrico de sección transversal cons-

43
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tante [61, 62]. A su vez se asume que el diámetro del conducto es despreciable en

comparación con el largo del mismo, y que no existe aceleración del fluido dentro

del conducto.

En la hidrodinámica clásica, la velocidad de flujo en un punto dentro de

un flujo de Poiseuille puede ser obtenida resolviendo la ecuación de momento de

Navier-Stokes [2]. Para el flujo de Poiseuille en dos dimensiones, Morris et al. [33]

proveen una solución analítica para el comportamiento dependiente del tiempo

dada por:

vx(y, t) =
F

2ν
y(y−L)+

∞∑
n=0

4FL2

νπ3(2N + 1)3
sin
(πy
L

(2n+ 1)
)
exp

(
−(2n+ 1)2π2ν

L2
t

)
,

(4.1)

donde el primer término del lado derecho representa la solución estacionaria del

flujo de Poiseuille en 2D y los términos restantes están relacionados con el carácter

transitorio que presenta el flujo. Como prueba para los cálculos del método SPH

referentes a fluidos viscosos, se ha realizado una simulación en dos dimensiones del

flujo de Poiseuille; esto es, la simulación de un flujo entre dos placas paralelas, las

cuales por simplicidad se considerarán infinitas. El flujo de Poiseuille nos refiere

entonces a un flujo entre dos placas estacionarias paralelas e infinitas alojadas

sobre y = 0 y y = l, donde l representaría al diámetro del tubo dos dimensional.

El fluido estacionario inicial es empujado por una fuerza de cuerpo ~F (por ejemplo

la diferencia de presiones o alguna fuerza externa), y gradualmente fluye entre

las dos placas en un proceso transitorio, hasta que finalmente alcanza su estado

estacionario.

Para esta simulación se tomaron los siguientes valores de referencia: l = 1×
10−3m, ρ = 1×103 kg/m3, la viscosidad cinemática ν = 1×10−6 m2/s, y la fuerza de

cuerpo ~F = F î, con F = 2×10−4 m/s2. De acuerdo a la solución estacionaria para

el flujo de Poiseuille [33, 2], el máximo en la velocidad del fluido es v0 = 2.5× 10−5

m/s, lo cual corresponde a un número de Reynolds de Re = 2.5×10−2, de acuerdo

a la siguiente expresión:

Re =
v0l

ν
. (4.2)
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El número de Reynolds (Re) es una cantidad adimensional que se usa para

ayudar a predecir patrones de flujo similares en diferentes situaciones de la diná-

mica de los fluidos. Es común expresar su significado físico como la relación entre

las fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas.

Igual a lo hecho por Liu [23], el dominio del problema está dado por una caja

rectangular de 0.0005m sobre el eje x con un total de 20 partículas en SPH (que

representan elementos macroscópicos) o nodos en LBM (representando elementos

mesoscópicos), por 0.001m sobre el eje y con un total de 40 partículas o nodos, lo

cual nos arroja un sistema de 20x40 elementos en total1. A su vez, se ha considerado

que el flujo del sistema avanza a lo largo del eje x, y que el eje y es por tanto la

dirección perpendicular al flujo.

4.1.1. Implementación con SPH

En este tipo de simulaciones en SPH, donde se presentan flujos incompre-

sibles, suele ser útil usar una herramienta numérica que se aplica al método SPH

denominada “XSPH”, la cual fue propuesta por Monagan [9, 31]. Al usar XSPH,

las partículas se mueven de la siguiente forma:

dxi
dt

= vi − ε
∑
j

mj

ρj
vijWij, (4.3)

donde ε es una constante en el rango de 0 ≤ ε ≤ 1.0. Este término ayuda a

mantener un orden en el desplazamiento de las partículas, lo que implica que

mantendrán un número adecuado de partículas dentro del dominio de soporte de

kernel.

Para trabajar las condiciones de frontera con las paredes sólidas se empleó

el método implementado por Crespo et al. [36], el cual se describe brevemente

en la sección 2.6.1, y que a su vez, guarda grandes similitudes con el método

implementado por Morris en [33]. Cabe señalar que inicialmente en el desarrollo

de este trabajo doctoral, se probaron distintos métodos para tratar con las paredes

sólidas y que se probaron justamente con la solución exacta del flujo de Poiseuille,
1Para ésta simulación se han estudiado otros casos con distintas configuraciones de partículas

o nodos, encontrando siempre resultados similares.
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obteniendo resultados que permitieron elegir de forma adecuada que modelo era el

que más se adaptaba a los requerimientos de cada problema.

La evolución temporal del sistema se ha realizado empleando como inte-

grador al método de Runge-Kutta de cuarto orden, donde el paso de tiempo se

ha fijado como 1× 10−4s; a fin de comparar con los resultados mostrados en [23],

con lo cual, después de un aproximado de al menos 6000 iteraciones (t = 0.6), el

sistema alcanza el estado estacionario.

4.1.2. Implementación con LBM

Para implementar el flujo de Poiseuille con LBM se usaron condiciones de

frontera periódicas en la entrada y salida del flujo (vease la sección 3.3.2), así

mismo, se usó el modelo full bounce-back para el tratamiento de la interacción

sólido-fluido que se presenta en las fronteras sólidas del dominio computacional, y

que se describe en la sección 3.3.1. A su vez, se empleó una fuerza de cuerpo para

simular la diferencia de presiones, que es el factor que genera el movimiento en el

fluido, la cual se describe en el apéndice B. Finalmente, siguiendo el apéndice C, se

estableció un paso de tiempo adecuado usando un tiempo de relajación τ = 1.0 para

la evolución numérica, la cual se completó tras realizar al menos 6000 iteraciones

(t = 0.6), momento en el que, ya se ha alcanzado el estado estacionario. El valor

del tiempo de relajación se impuso a fin de mantener la estabilidad al usar FBB

en conjunto con una fuerza de cuerpo.

4.1.3. Simulaciones y resultados

Para probar las capacidades de los códigos tanto LBM como SPH al simu-

lar un flujo de Poiseuille en 2D con diferentes valores del número de Reynolds,

se estudiaron los casos a Re = 0.025, 1, 100, 500 y 1000. Con ello se buscó pro-

bar sus capacidades para manejar tanto flujos a muy bajos Re, como a valores

considerablemente altos.
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Figura 4.1: Perfil de velocidades para el flujo de Poiseuille para un Re = 0.025. Se

presentan y comparan los resultados para la solución transitoria y la solución estacionaria

(t = ∞) para LBM y SPH, con respecto a la solución exacta. Para este valor del Re, la

solución estacionaria se alcanza aproximadamente a partir de 0.6s.

La figura 4.1 muestra el perfil resultante para la componente x del campo

de velocidades, obtenido de las simulaciones numéricas del flujo de Poiseuille a Re

= 0.025 para diferentes tiempos, incluyendo la solución para el estado estacionario

que en este caso se alcanza a t = 0.6s. En la figura se observa cómo el sistema ini-

cialmente sólo se ve afectado por la viscosidad en aquellos elementos del fluido que

son cercanos a las fronteras sólidas, reduciendo con ello considerable su velocidad

con respecto a los elementos más alejados de las fronteras.

Una vez que el sistema va evolucionando en el tiempo, la fricción entre

las capas de fluido va acrecentando el efecto de frenado, que es producido por el

principio de no deslizamiento que se ejerce sobre aquellos elementos del fluido que

están en contacto con un sólido; con ello, el estado transitorio va dando paso al

estado estacionario del sistema; lo cual se observa en la figura 4.1 al comparar el

comportamiento del perfil de velocidades.
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Figura 4.2: Perfiles de velocidad para el flujo de Poiseuille para un Re = 1 (arriba izquier-

da), 100 (arriba derecha), 500 (abajo izquierda) y 1000 (abajo derecha). Se presentan y

comparan los resultados para la solución transitoria y la solución estacionaria (t = ∞)

para LBM y SPH, con respecto a la solución exacta. El tiempo aproximado en el que el

estado estacionario se alcanza varía según el valor del Re.

En la figura 4.2 se observan los resultados obtenidos para las simulaciones

del flujo de Poiseuille a valores del número de Reynolds de 1, 100, 500 y 1000; tan-

to para sus soluciones transitorias como para el régimen estacionario. Al analizar

estos resultados y comparar lo obtenido para los métodos SPH y LBM, se pue-

de observar un comportamiento similar en ambos casos, con resultados que están

en estrecha concordancia con la solución analítica, mostrando tal como se espera,

que el fluido se encuentra en un régimen laminar; esto es, aunque se incrementen

las magnitudes del campo de velocidades para valores mayores del número de Rey-

nolds, el perfil parabólico característico de un flujo de Poiseuille se observa en todas

las simulaciones. Para SPH, la mayor discrepancia obtenida para el error entre la

solución numérica y la solución exacta en el estado estacionario está por debajo

del 0.6% a Re = 0.025, incrementándose hasta un valor que se ubicó por debajo

del 0.8% para Re = 1000. Para LBM, el error más alto con respecto a la solución
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exacta fue de apenas 0.024% para valores de Re = 0.025, y de aproximadamente

un 0.02% para el resto de los casos; lo cual se presenta a detalle en la tabla 4.1.

Dichos resultados se deben a que la fortaleza de LBM está en la interacción sólido-

fluido, y por ello muestra gran precisión al tratar la interacción con las fronteras

sólidas; por su parte, SPH tiene grandes dificultades en dicho tratamiento. Ha de

notarse que en ambos casos se está considerando respectivamente, modelos muy

comunes para el tratamiento de las fronteras sólidas.

Error porcentual para vx

Re SPH LBM

2.5x10−2 0.57% 0.024%

1 0.61% 0.020%

100 0.63% 0.020%

500 0.66% 0.020%

1000 0.76% 0.021%

Tabla 4.1: Máximo valor obtenido para el error porcentual de la componente x del campo

de velocidades del flujo, medido para el caso en el que el flujo ha alcanzado el estado

estacionario. Se observa que para LBM el error porcentual fue en general muy peque-

ño, manteniéndose aproximadamente en 0.02%. Para SPH el error aumenta conforme

aumenta el Re, llegando a valores por arriba de 0.75%.

Los casos presentados demuestran la capacidad de ambos métodos para si-

mular un flujo de Poiseuille en un intervalo del número de Reynolds de 0.025 hasta

1000; lo cual implica que los códigos pueden trabajar bien con flujos incompresi-

bles newtonianos que están confinados en tubos dos dimensionales y que fluyen a

bajos Re. A su vez, se probó que ambos códigos trabajan bien cuando el fluido

se desplaza debido al efecto de una fuerza de cuerpo que se ejerce uniformemente.

A valores mayores el código con LBM se mantiene estable y sigue mostrando una

alta precisión en sus resultados, mientras que para SPH las simulaciones pierden

precisión conforme incrementamos el Re debido a que las condiciones de frontera

no logran capturar de forma correcta la interacción sólido-fluido que se presenta en

las paredes del tubo, motivo por el cual la comparación ya no es viable por arriba
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de Re=1000.

4.2. Flujo de Couette

En dinámica de fluidos, el flujo de Couette se refiere al flujo laminar con-

finado que es caracterizado por un fluido viscoso el cual fluye a través del espacio

entre dos planos paralelos (paredes sólidas). Uno de estos planos se encuentra en

movimiento relativo con respecto al otro. El flujo es entonces conducido por la

fuerza de arrastre que actúa sobre éste y al gradiente de presión aplicado entre las

dos placas [63, 64].

La configuración más simple para el flujo de Couette implica considerar dos

planos infinitos, paralelos y separados por una distancia h. Uno de estos planos,

el superior por ejemplo, se traslada a una velocidad constante v0 sobre su mismo

plano coordenado.

En la hidrodinámica clásica, la velocidad del fluido en un punto dentro de

un flujo de Couette puede ser obtenida resolviendo la ecuación de momento de

Navier-Stokes [2]. Para el flujo de Couette en 2d, Morris et al. [33] proveen una

solución analítica para el comportamiento dependiente del tiempo dada por:

vx(y, t) =
V0

L
y +

∞∑
n=1

2V0

nπ
(−1)nsin

(nπ
L
y
)
exp

(
−ν n

2π2

L2
t

)
, (4.4)

donde el primer término del lado derecho representa la solución estacionaria en 2D

y los términos restantes están relacionados con el carácter transitorio que presenta

el flujo.

4.2.1. Implementación numérica

Como prueba para los cálculos del método SPH referentes a fluidos visco-

sos y fuerzas de arrastre, se ha realizado una simulación en dos dimensiones del

flujo de Couette. Las ecuaciones gobernantes del sistema, la configuración inicial,

las condiciones de frontera y las herramientas necesarias para el desarrollo de la

simulación, son las mismas que se emplearon para el caso del flujo de Poiseuille.

Para esta simulación se tomaron los siguientes valores de referencia: l = 1 × 10−3
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m, ρ = 1× 103 kg/m3, la viscosidad cinemática ν = 1× 10−6 m2/s, y la velocidad

de la placa superior en un rango de V0 = 2.5 × 10−5m/s hasta V0 = 1.0m/s. De

acuerdo a la solución estacionaria para el flujo de Couette [33, 65], si el máximo

en la velocidad del fluido es v0 = 2.5 × 10−5m/s, corresponde a un número de

Reynolds de Re = 2.5× 10−2.

Igual al caso anterior, el dominio del problema está dado por una caja rec-

tangular de 0.0005m sobre el eje x con un total de 20 elementos (nodos o partículas)

x 0.001m sobre el eje x con un total de 40 elementos. Considerando de nuevo que el

flujo del sistema avanza a lo largo del eje x, y que el eje y es por tanto la dirección

perpendicular al flujo.

4.2.2. Simulaciones y resultados
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Figura 4.3: Perfil de velocidades para el flujo de Couette para un Re = 0.025. Se presentan

y comparan los resultados para la solución transitoria y la solución estacionaria (t =∞)

para LBM y SPH, con respecto a la solución exacta. Para este valor del Re, la solución

estacionaria se alcanza aproximadamente a partir de los 0.6s.
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Al igual que para el modelo para el flujo de Poiseuille, a fin de probar las

capacidades de los códigos (LBM y SPH), para realizar las simulaciones de un flujo

de Couette en 2D con diferentes valores del Re, se estudiaron los casos con Re =

0.025, 1, 100, 500 y 1000. Con ello se buscó probar sus capacidades para manejar

tanto flujos a muy bajos Re, como a valores considerablemente altos.

La figura 4.3 muestra el perfil de soluciones para la componente x del campo

de velocidades en el flujo de Couette a Re = 0.025, obtenidas usando SPH y LBM

para diferentes tiempos, incluyendo la solución para el estado estacionario que en

este caso se alcanza a t = 0.6s. Similar al flujo de Poiseuille, en la misma figura

se puede ver cómo el fluido inicialmente sólo se ve afectado por la viscosidad en

su desplazamiento en los elementos que están mas cercanos a las fronteras sólidas;

esto es, los elementos de fluido más cercanos a la pared superior (la cual está en

movimiento) se ven afectados por su movimiento debido al esfuerzo cortante que se

ejerce sobre las capas de fluido fronterizas, generando con ello un desplazamiento en

la misma dirección del desplazamiento de la pared. A su vez, los elementos de fluido

más cercanos a la pared sólida inferior se mantienen relativamente en su posición

debido al principio de no deslizamiento. De este modo, el sistema va pasando del

estado transitorio en el que cada vez más elementos del fluido se ven afectados

por el movimiento de la pared superior, hasta alcanzar el estado estacionario del

sistema, lo cual se da aproximadamente a partir de t = 0.6s.

En la figura 4.4 se observan los resultados obtenidos para las simulaciones

del flujo de Couette para valores de 1, 100, 500 y 1000 en el Re; tanto para sus

soluciones transitorias como para el régimen estacionario, el cual se alcanza en

los primeros dos casos alrededor de t = 0.6s, mientras que en los otros casos se

alcanza a partir de 0.7 y 0.8s. Al analizar estos resultados y comparar lo obtenido

para los métodos SPH y LBM, se puede observar un comportamiento similar en

ambos casos, con resultados que están en estrecha concordancia con la solución

analítica. Para SPH, la mayor discrepancia obtenida para el error entre la solución

numérica y la solución exacta en el estado estacionario está por debajo del 0.75%

a Re = 0.025, incrementándose hasta un valor que se ubicó por debajo del 1%

para Re = 1000. Por otro lado, para LBM, el error más alto con respecto a la
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Figura 4.4: Perfiles de velocidad para el flujo de Couette para un Re = 1 (arriba izquier-

da), 100 (arriba derecha), 500 (abajo izquierda) y 1000 (abajo derecha). Se presentan y

comparan los resultados para la solución transitoria y la solución estacionaria (t = ∞)

para LBM y SPH, con respecto a la solución exacta. El tiempo aproximado en el que el

estado estacionario se alcanza varía según el valor del Re.

solución exacta es de apenas 0.019% para valores de Re = 0.025, valor que se fue

incrementando ligeramente conforme se incrementaba el valor del Re, alcanzando

un error del 0.04% para Re 500; aunque, para Re 1000, se obtuvo un considerable

incremento en el error alcanzando hasta un 0.29%, lo cual se debe a que ante el

incremento en la velocidad, es necesario incrementar la resolución en el espacio o

el tiempo a fin de capturar mejor la interacción de los elementos de fluido y las

paredes sólidas, lo cual no fue posible de realizar debido a la falta de poder de

cómputo y a que el código no está paralelizado, y por tanto realizarlas implicaría

un tiempo de cómputo demasiado extenso. todos estos resultados se presentan a

detalle en la tabla 4.2.
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Error porcentual para vx

Re SPH LBM

2.5x10−2 0.71% 0.019%

1 0.75% 0.019%

100 0.81% 0.032%

500 0.89% 0.039%

1000 1.01% 0.290%

Tabla 4.2: Máximo valor obtenido para el error porcentual de la componente x del campo

de velocidades del flujo, medido para el caso en el que el flujo ha alcanzado el estado

estacionario. Se observa que para LBM el error porcentual fue en general muy pequeño,

manteniéndose aproximadamente en 0.02%, salvo para Re 1000 donde se obtuvo en error

considerablemente mayor. Para SPH el error aumenta conforme aumenta el Re, llegando

a valores por arriba de 1%.

En este caso de nuevo se observa una alta precisión para LBM, sobre todo

cuando se trata de los valores calculados sobre los elementos mas cercanos a las

paredes sólidas. No obstante, para los elementos centrales, al no estar ya en pre-

sencia de una fuerza de cuerpo, como es el caso del flujo de Poiseuille, fue claro que

el método pierde precisión al tener que propagar el efecto de la fuerza de arrastre a

través del flujo interno; esto es, el error se incrementa lejos de las fronteras sólidas,

lo cual se observa en las figuras 4.3 y 4.4 notando que el perfil de velocidades para

LBM muestra su mayor diferencia con respecto a la solución exacta en torno a y=

0.5m. De nuevo, SPH muestra grandes dificultades en el tratamiento de las paredes

sólidas y es por ello que el error es mas alto en dichas zonas.

Los casos presentados demuestran la capacidad de ambos métodos para si-

mular un flujo de Couette en un intervalo del número de Reynolds de 0.025 hasta

1000; lo cual implica que los códigos pueden trabajar bien con flujos incompresi-

bles newtonianos que están confinados en tubos dos dimensionales y que fluyen a

bajos Re. A su vez, se probó que ambos códigos trabajan bien cuando el flujo es

impulsado por una pared móvil mediante el cizallamiento que se produce entre las

capas de fluido. A valores mayores del Re, el código con LBM se mantiene estable



55

y sigue mostrando una alta precisión en sus resultados, mientras que para SPH

las simulaciones se tornan inestables conforme incrementamos el Re, motivo por

el cual la comparación ya no es viable por arriba de Re = 1000.

4.3. Flujo en una cavidad impulsado por una pa-

red en movimiento

El problema clásico del flujo impulsado dentro de una cavidad [66, 67, 68]

consiste en un cierto fluido, el cual fluye dentro de una cavidad cuadrada cerrada,

y que es impulsado por el movimiento de la tapa superior de la cavidad a una

velocidad constante Vtop, mientras las otras tapas permanecen estacionarias. Este

problema es un caso particular de flujo interno en el cual todas las fronteras son

sólidas, y el sistema está representado por un fluido incomprensible viscoso newto-

niano; el cual a su vez es impulsado por una sección de la frontera que lo contiene

(véase la figura 4.5).

Figura 4.5: Esquema del flujo en una cavidad cuadrangular impulsado por una pared en

movimiento. Se ha considerado a las tapas inferior izquierda y derecha estáticas, mientras

que la tapa superior se desplaza a una velocidad vtop en la dirección x positiva.
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Para este estudio la aceleración gravitacional se descarta, dado que se desea

comparar los resultados contra la solución exacta para el caso en el que la única

fuerza de arrastre que se ejerce sobre el fluido se debe al desplazamiento de la

pared superior. En cierto momento, tras iniciar el movimiento de la tapa superior

de la cavidad, el flujo alcanzará un estado estacionario, y formará un patrón de

recirculación.

Este problema es muy recurrido para poner a prueba códigos numéricos

para la simulación de fenómenos de la dinámica de fluidos. Su importancia radica

en que el sistema dos dimensional representa a un flujo impulsado por una fuerza

de arrastre debida al movimiento constante de la tapa superior. En consecuencia,

el flujo se ve sometido al esfuerzo cortante entre las capas del fluído, generando

que su desplazamiento sea dos dimensional y provocando con ello la presencia de

vorticidad (rotación de los elementos de fluido).

4.3.1. Implementación numérica

Como prueba para los cálculos del método SPH y LBM, referentes a fluidos

viscosos y esfuerzos cortantes, se ha realizado una simulación numérica en dos

dimensiones del flujo en una cavidad impulsado por una pared en movimiento.

Para esta simulación se tomaron los siguientes valores de referencia: el largo de las

caras de la cavidad es de l = 1.0m, la densidad ρ = 1.0kg/m3 y la velocidad de la

tapa superior Vtop = 1.0 m/s. Aunado a ello, para variar el umbral de valores del

Re a analizar, fijadas la Vtop y l, se varío solo la viscosidad cinemática del fluido

ν con un rango de valores de 1 × 10−1 m2/s a 1 × 10−3 m2/s. Con ello, para este

estudio, se realizaron simulaciones tanto en SPH como en LBM para valores del Re

de 10, 100 y 400; a su vez para LBM se realizó un último estudio para un Re 1000.

Para todas estas simulaciones se empleó una malla inicial de 160x160 elementos,

salvo en el caso con LBM para Re 1000, en la cual se usó una malla de 320x320

elementos.

Para ambos métodos, al inicio de las simulaciones, las velocidades de todos

los elementos del fluido son inicializadas a cero, salvo en la tapa superior, tal como

se muestra en la figura 4.5. El tiempo físico necesario para que las simulaciones
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alcancen el estado estacionario depende del Re, y para las simulaciones realizadas

varía entre 3s y 300s considerando que los valores de los parámetros relevantes del

flujo medidos sobre las rectas ubicadas en x = 0.5m y y =0.5m (como son el campo

de velocidades y la densidad del flujo) no varíen en mas de 1×10−12 en el intervalo

comprendido entre un tiempo t a un tiempo t+ ∆t.

En la implementación con el método SPH se usó el tratamiento para las

fronteras sólidas propuesto por [36], considerando una ligera modificación a fin

de tratar el hecho de que la pared solida se esté desplazando. A su vez, esto no

impide que las partículas libres se escapen del dominio computacional por lo que es

necesario incluir una mayor densidad de partículas para representar a las paredes

sólidas; por tanto las paredes de partículas sólidas están conformadas por 320

elementos de la malla en vez de solo 160. Para tratar la viscosidad se empleó el

tratamiento descrito por Morris en [33], y que se presenta en la sección 2.5.

Para la implementación con LBM, se aplicó la condición de frontera HBB

para el tratamiento de las paredes sólidas (véase la sección 3.3.1); a su vez, a fin

de tratar con la pared móvil, se empleó el tratamiento descrito en la sección 3.3.3

para el caso en el que la velocidad de los elementos fronterizos es perpendicular a

la dirección de entrada. Esto es, incorporando y acoplando ambos tratamientos, se

puede tener un conjunto de elementos de entrada sobre la tapa superior del dominio

computacional, que se mueven en la dirección x-positiva y que son tratados como

elementos sólidos. Para todas las simulaciones se aplicó un tiempo de relajación

τ = 0.65, el cual se elije considerando tener una alta resolución temporal en la

simulación numérica, en base a lo descrito en el apéndice C, y asumiendo que al

usar HBB para valores del parámetro τ < 0.65, la simulación se tornaría inestable

o bien arrojaría un comportamiento no esperado.

4.3.2. Simulaciones y resultados

Para probar las capacidades de los códigos tanto LBM como SPH al simular

un flujo dentro de una cavidad debido a una pared móvil a diferentes valores del

número de Reynolds, se estudiaron los casos a Re = 10, 100, 400 y 1000; todos ellos

contrastados con los estudios de Ghia [69] y Marchi [70], los cuales son considerados
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como una prueba de la precisión para los códigos que intentan emular este tipo de

flujos. Con ello se busca probar las capacidades de los códigos desarrollados para

manejar tanto flujos a muy bajos Re, como a valores considerablemente altos.

Resaltando que estas pruebas contra las que se busca comparar, fueron realizadas

con mallas más finas (1024 x1024 nodos en el caso de Marchi) y con un tiempo de

evolución considerablemente más largo; de hasta 5000s en el caso para Re 1000,

contra sólo 300s en el presente estudio. Las simulaciones desarrolladas en esta tesis

se vieron limitadas por la falta de un proceso de paralelización de los códigos,

motivo por el cual, no fue posible llevar a cabo este estudio con el mismo nivel de

resolución que los realizados en los trabajos de Ghia y Marchi, dado que implicaría

un tiempo de cómputo demasiado extenso. No obstante, tal como se verá más

adelante, al menos para LBM, esto no es un impedimento para la obtención de

resultados aceptables.

En la figura 4.6 se observan los resultados obtenidos para las simulaciones

a valores de la magnitud y líneas de contorno de la componente z de la vorticidad2

para números de Reynolds de 10, 100 y 400; tanto para SPH como para LBM.

Se observa la presencia de un vórtice dentro de la cavidad, el cual se va haciendo

más claro y se localiza más al centro de la cavidad conforme el Re es mayor.

Similarmente, en la figura 4.7 se observan las líneas de corriente resultantes de las

simulaciones realizadas para números de Reynolds de 10, 100 y 400; tanto para

SPH como para LBM. Se puede observar de nuevo la presencia de al menos un

vórtice dentro de la cavidad. A su vez, se pueden observar otros vórtices en las

esquinas de la cavidad.

Al analizar estos resultados y comparar lo obtenido con ambos métodos, se

puede observar un comportamiento similar en ambos casos a bajos Re, mostrando

tal como se espera, que las capas del fluido dentro de la cavidad son arrastradas

por el movimiento de la tapa superior, provocando que los elementos de fluido más

cercanos a la pared superior empiecen a desplazarse hasta “chocar” con la tapa

2La vorticidad de un flujo se define mediante la expresión ~w = ~∇ × ~v. En la mecánica del
continuo, se le define como un campo vectorial que describe el movimiento local de rotación de
un medio continuo (como es el caso de un fluido) cerca de algún punto, como sería visto por un
observador ubicado en ese punto y que esté viajando junto con el flujo; lo cual indica la tendencia
de ese flujo a rotar.
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Figura 4.6: Magnitud y líneas de contorno de la componente z de la vorticidad para el

flujo en una cavidad con valores entre -5 y 5 una vez alcanzado el estado estacionario. A

la izquierda se presentan los resultados para LBM y a la derecha para SPH; a su vez en

la parte superior se presentan los resultados para Re = 10, en el centro para Re 100, y

abajo para Re 1000. Se puede observar cómo el centro del vórtice generado dentro de la

cavidad cambia su localización conforme el valor del Re es mayor.
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Figura 4.7: Líneas de corriente resultantes para las simulaciones del flujo en una cavidad

una vez alcanzado el estado estacionario. A la izquierda se presentan los resultados para

LBM y a la derecha para SPH; a su vez en la parte superior se presentan los resultados

para Re = 10, en el centro para Re 100, y abajo para Re 1000. Se puede observar cómo

el centro del vórtice generado dentro de la cavidad cambia su localización conforme el

valor del Re es mayor. Se observan también los característicos vórtices secundarios en las

esquinas de la cavidad
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lateral derecha, momento en el cual dichos elementos se ven obligados a fluir en

dirección y-negativa. Este proceso se sigue desarrollando sobre todo el dominio

hasta dar paso a la generación de un vórtice cerca de la pared superior de la

cavidad y que se va desplazando hacia el centro de la misma, deteniéndose en el

momento en el que se alcanza el estado estacionario correspondiente al Re, a un

tiempo aproximado de 15s. Tal como se puede observar, al alcanzar el flujo su

estado estacionario, el centro del vórtice va cambiando su localización conforme

el Re es mayor. Para los resultados con Re = 400, es claro que ambos métodos

difieren mucho en el comportamiento final mostrado.
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Figura 4.8: Comparación de la componente x de la velocidad a lo largo de x = 0.5m

(Izquierda) y la componente y de la velocidad a lo largo de y = 0.5m para Re = 10 en el

régimen estacionario, con respecto a los resultados obtenidos por Marchi.

Aunque los resultados anteriores muestran un comportamiento similar a

lo encontrado por Ghia [69] y Marchi [70] y a su vez entre ambos métodos, es

necesario compararlos cuantitativamente, con el objetivo de corroborar el correcto

comportamiento de los mismos. Para esto se analizaron los resultados obtenidos

para la componente x y y de la velocidad medidos sobre las rectas x = 0.5m y

y = 0.5m respectivamente, con respecto a lo presentado en los trabajos de Ghia

[69] y Marchi [70]. En la figura 4.8 se presentan los resultados para las componentes

x y y de la velocidad para Re = 10. En este caso ambos códigos presentan un buen

desempeño, siendo el máximo error para LBM inferior al 1% al comparar solo vx
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y menor al 2% al comparar vy; a su vez, para SPH el máximo error se presenta

en vx con un valor aproximado del 10%. Los resultados obtenidos para Re =100

se presentan en la figura 4.9 para el tiempo en que el sistema alcanza el estado

estacionario en torno a los 75s, y muestran de nuevo un buen desempeño para

LBM, el cual solo no ajusta bien los valores esperados cuando se le compara con

los resultados de Marchi para los valores máximos y mínimos de vy, concretamente

en x = 0.25m y x = 0.8m. Por su parte, SPH presenta una considerable caída en

la precisión, sobre todo para vy, donde el error llega alcanzar valores por arriba del

15%.
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Figura 4.9: Comparación de la componente x de la velocidad a lo largo de x = 0.5m

(izquierda) y la componente y de la velocidad a lo largo de y = 0.5m (derecha) para

Re = 100 en el régimen estacionario, con respecto a los resultados obtenidos por Ghia y

Marchi respectivamente.

Los resultados para Re = 400 se presentan en la figura 4.10 para el momento

en que el flujo ha alcanzado el estado estacionario, lo cual ocurre a un tiempo

aproximado de 150s, muestran una mayor perdida en la precisión con LBM respecto

a los resultados anteriores con el mismo método, alcanzando errores superiores al

5%, los cuales se presentan al no poder capturar fielmente el comportamiento de

los valores máximos de vy. En este caso SPH muestra un pésimo rendimiento,

debido nuevamente a los problemas que presenta el método en el tratamiento de

las fronteras, siendo capaz de capturar el comportamiento físico del flujo, pero no
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las magnitudes del mismo, lo cual se observa sobre todo para vy.
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Figura 4.10: Comparación de la componente x de la velocidad a lo largo de x = 0.5m

(izquierda) y la componente y de la velocidad a lo largo de y = 0.5m (derecha) para

Re = 400 en el régimen estacionario, con respecto a los resultados obtenidos por Ghia y

Marchi respectivamente.

Para valores de Re por arriba de 400, el código desarrollado en este trabajo

doctoral con SPH, ya no permite obtener resultados confiables debido a la pérdida

de partículas que escapan del dominio computacional, lo que a su vez lleva a un

fallo subsecuente en la ejecución del algoritmo numérico. Es por ello que para Re

= 1000, solo se presentan los resultados para LBM.

En la figura 4.11 se presentan los resultados para la magnitud y líneas de

contorno de la vorticidad así como las líneas de corriente del flujo, mostrando un

comportamiento similar a lo mostrado en la literatura. A su vez, al comparar, los

valores de vx y vy en las rectas x = 0.5 y y = 0.5 respectivamente, los errores más

altos se mantienen en valores de alrededor del 10%, tal como se ve en la figura

4.12. Los errores más grandes se dan en los puntos en los que la velocidad del flujo

cambia de dirección. Esto es, para vx aproximadamente en y = 0.2m, y para vy
aproximadamente en x = 0.2m y 0.9m (ver figura 4.12).
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Figura 4.11: Magnitud y líneas de contorno de la componente z de la vorticidad (iz-

quierda) con valores entre -5 y 5 y líneas de corriente resultantes (derecha), para las

simulaciones del flujo en una cavidad con Re = 1000, una vez alcanzado el estado esta-

cionario en torno a los 300s.
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Figura 4.12: Comparación de la componente x de la velocidad a lo largo de x = 0.5m

(izquierda) y la componente y de la velocidad a lo largo de y = 0.5m (derecha) para

Re = 1000 en el régimen estacionario, con respecto a los resultados obtenidos por Ghia

y Marchi respectivamente.

Para el código desarrollado con SPH en este trabajo doctoral, los resultados

obtenidos muestran la necesidad de mejorar el tratamiento con las fronteras sólidas

a fin de poder simular los flujos con Re superiores a 100. Para LBM los resultados

son sumamente satisfactorios, pues a pesar de tener errores de hasta el 10% cuando
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se intenta capturar los valores máximos de la velocidad del flujo, si se consideran

las limitaciones antes mencionadas, como el hecho de comparar contra una malla

de 1024x1024, los códigos mostraron un buen comportamiento, incluso para Re

= 1000. Es posible a su vez realizar simulaciones para valores de Re más altos,

siempre y cuando se aumente considerablemente la resolución de la malla y se

prolongue el tiempo de la simulación a fin de poder emular el comportamiento del

flujo, esperando con ello, tener una precisión similar a la obtenida en los casos aquí

presentados.

Los casos presentados demuestran la capacidad de LBM para simular un

flujo en 2D sujeto a cizallamiento y fuerzas de arrastre, con un intervalo del número

de Reynolds de 10 hasta 1000. A su vez el código muestra la capacidad para tratar

vórtices, logrando capturar incluso los vórtices formados en las esquinas de la

cavidad.

4.4. Flujo alrededor de un disco

Los flujos alrededor de un obstáculo representan un fenómeno muy com-

plicado que ha sido objeto de interés en numerosos estudios de la mecánica de

los fluidos, tanto numéricos como experimentales. Sus aplicaciones a muchos pro-

blemas físicos relevantes, incluyendo el estudio de las propiedades mecánicas de

las espumas [71], aerodinámica de puentes [72], patrones de ondas generados en

el flujo atmosférico [73], entre otros, demuestran una trascendental importancia

en la ciencia y la ingeniería. Aunado a ello, estos flujos están presentes en una

gran variedad de campos que van desde la ingeniería química e industrial, hasta

procesos ambientales, físicos y biológicos.

A título de ejemplo, puede mencionarse el flujo de viento sobre postes de

luz, líneas de energía, cables de suspensión de puentes, chimeneas, etc., el flujo

de agua alrededor de las columnas de los puentes viales y el flujo de líquidos o

gases alrededor de bancos de tubos en un intercambiador de calor industrial. El

estudio de estos escenarios puede ser difícil debido a los efectos físicos que en ellos

se presentan, como son la capa límite y las zonas de recirculación, para los cuales
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las fuerzas viscosas son dominantes o comparables con las fuerzas inerciales. Por lo

anterior, las predicciones de las propiedades fundamentales de estos flujos conllevan

una difícil tarea, especialmente en el caso de aplicaciones industriales que requieran

de una alta precisión al trabajar con sistemas sumamente complejos. Es por todo

esto, que la simulación de flujos alrededor de un obstáculo es uno de los problemas

más comunes en el estudio de la dinámica de fluidos computacional.

En general, para simplificar la complejidad en el estudio de los flujos alre-

dedor de obstáculos, a menudo se apela a un caso particular de mayor simplicidad

como lo es el flujo alrededor de un cilindro. El análisis númerico de este fenómeno

físico se basa en un cuerpo cilíndrico que está sumergido en el fluido, el cual es de

sección transversal circular y se asume fijo. Considerando que la longitud de dicho

cilindro es mucho mayor que el diámetro del mismo, se puede suponer simetría

cilindrica para la sección transversal del sólido a la cual se referirá de ahora en

adelante como disco, la cual es paralela al flujo. Para simplicidad del problema,

el flujo asintótico inicial entrante se asume unidireccional, actuando sobre el eje

x-positivo, tal como se muestra en la figura 4.13.

Figura 4.13: Esquema del dominio físico para el flujo alrededor de un disco.

En el caso de un fluido viscoso incompresible, el patrón del flujo generado

tras el obstáculo varía dependiendo del número de Reynolds, lo cual se corroborá

en los resultados obtenidos más adelante en esta misma sección. Para números

Reynolds muy pequeños (Re < 1) el patrón de flujo es simétrico a lo largo del

recorrido del mismo, tanto delante como detrás del obstáculo. Aquí, cuando el

flujo se aproxima a la parte delantera del cilindro con respecto a la dirección en

que se desplaza, la presión del fluido se eleva desde el valor del flujo entrante hasta
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el punto de estancamiento. A medida que el valor del Re aumenta, la simetría

delantera y trasera desaparecen.

A medida que el Re alcanza valores cercanos a 10, la alta presión en la

parte frontal del cilindro restringe el fluido a moverse a lo largo de su superficie,

generando capas límite que se generan a ambos lados del mismo (parte superior y

parte inferior). En consecuencia, la fuerza de presión se opone a las fuerzas viscosas

y, por lo tanto, el fluido ya no puede desplazarse sobre la superficie del obstáculo

en su parte posterior, por lo que se separa en ambos lados del cilindro y forma

dos capas de cizallamiento. La parte más interna de las capas de cizallamiento

está en contacto con la superficie del cilindro y se mueve más lentamente que las

partes externas, por lo que las capas de cizallamiento se enrollan sobre sí mismas,

provocando que el fluido en la mitad superior de esta región gire en sentido horario,

y el fluido en la mitad inferior gira en sentido contrario a las agujas del reloj. Esto

representa el fenómeno de la generación de vórtices para el flujo alrededor de un

cilindro.

Una vez que el número de Reynolds alcanza valores cercanos a 50, los vór-

tices se vuelven inestables y uno de éstos comienza a oscilar de arriba hacia abajo;

es entonces cuando comienza la proyección de vórtices en el flujo alrededor de un

cilindro. Éstos se emiten de forma alternada desde las partes superior e inferior del

cilindro con una frecuencia definida. Inicialmente, uno de los dos vórtices se separa

del cilindro desprendiendose de la capa de cizallamiento que lo mantenía unido a

él; y en consecuencia, el segundo de estos, se separa también proyectandose en la

dirección del flujo debido a la presión asimétrica producida por las capaz de cizalla-

miento. El vórtice proyectado es entonces arrastrado por la corriente circundante,

mientras el segundo vórtice le sigue y un nuevo vórtice comienza a ser generado

detrás de cada uno. Estos vórtices se disipan a medida que se alejan del cilindro.

Así, cada par de vórtices generados tras la cara posterior del cilindro, pasan por

este proceso en forma alternada, generando filas gemelas de vórtices, las cuales se

conocen como la calle del vórtices de Von Kárman, la cual queda representada en

la figura 4.14.
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Figura 4.14: En la fotografía se muestra una calle de vórtices de von Kármán, la cual

esta representada por un patrón repetitivo de vórtices en remolino causados por la sepa-

ración no estacionaria de la capa de fluido al pasar sobre cuerpos sumergidos. Van Dyke,

M.(1982). Album of fluid motion.

La simulación numérica de este tipo de flujos mediante la resolución de las

ecuaciones de Navier-Stokes para flujos no estacionarios e incompresibles ha sido

ampliamente investigada en numerosos trabajos [74, 75, 76, 77, 78, 79, 80], en los

cuales se considera el obstáculo inmerso en un medio infinito. Desde el punto de

vista computacional, las condiciones de contorno externas deben imponerse a una

distancia finita aunque lo suficientemente lejos como para que no influyan en el

cálculo de los parámetros más característicos del flujo.

En las últimas décadas, para simular estos flujos se han usado comúnmente

métodos numéricos que emplean una malla para realizar los cálculos, como son el

método de elementos finitos [81] y el método de volúmenes finitos [82]. En este

sentido, SPH [83] y LBM [84], también se han popularizado debido a los buenos

resultados que han demostrado al realizar simulaciones de este tipo de flujos.

4.4.1. Implementación numérica

Como prueba para los cálculos del método SPH y LBM, referentes a un flujo

viscoso dos dimensional, interacción de un fluido con un obstáculo, proyección

de vórtices en un flujo, así como flujos laminares y turbulentos, se ha realizado

una simulación numérica en dos dimensiones del flujo en torno a un obstáculo
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circular, impulsado por un flujo entrante y confinado a desplazarse en un tubo

dos dimensional dos dimensional. Para este estudio en 2D, se consideró un flujo

moviéndose en una dirección orientada hacia el eje x, con un obstáculo con sección

transversal circular de diámetro lc = 0.1m fijado cerca de la frontera izquierda

del dominio (concretamente en x = 0.2m y y =0.2m), e impulsado por un flujo

entrante de Poiseuille caracterizado por una velocidad máxima vmax, cuyos valores

se ubicaron en un rango de 0.015m/s hasta 3.75m/s, y fueron elegidos con base

en los valores de Re que se habrán de usar. El dominio computacional de las

simulaciones tiene una longitud total de Ly = 0.41m en la dirección vertical y

Lx = 2m a lo largo de la horizontal. La densidad y la viscosidad cinemática se

eligen como ρ = 1.0kg/m3 y ν = 1× 10−3 m2/s respectivamente. En la figura 4.13

se presentan las especificaciones importantes de la geometría del sistema.

En consecuencia, dada una cierta velocidad característica vc, podemos cal-

cular el valor de Re mediante la expresión:

Re =
vclc
ν
, (4.5)

donde lc es la longitud característica del sistema representado en este caso por el

diámetro del disco. El perfil de velocidad inicial en la frontera izquierda (entrada)

del dominio del sistema se utiliza como el perfil de velocidades entrantes del flujo

durante la simulación, y se conforma empleando un flujo de Poiseuille determinado

por

vx(y) = 6vc
y(lc − y)

l2c
, (4.6)

donde vc es la velocidad característica del flujo que es igual a 2/3 de la velocidad

máxima vmax de una solución estacionaria para el campo de velocidades de un flujo

de Poiseuille, tal como se señala en [57]. Por ejemplo, para Re = 100 se requiere

de un perfil de velocidades entrante, caracterizado por una vmax = 1.5m/s.

Para este estudio, se realizaron simulaciones para valores del Re de 1, 10, 30,

60, 100, 140, 250 y 500; esto, en un intento por emular todos los comportamientos

del flujo que se llegan a dar para este fenómeno físico a medida que Re aumenta.

Para todas estas simulaciones se empleó una malla inicial de 164x500 elementos,

salvo en el caso con LBM para Re = 250 y 500, en la cual se usó una malla de

328x1000 elementos.
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Para ambos métodos, al inicio de las simulaciones, las velocidades de todos

los elementos del fluido son inicializadas a cero, salvo en la frontera izquierda don-

de se imponen velocidades según lo expresado en la ecuación 4.6. Las simulaciones

finalizan en un momento posterior a que el sistema alcanza su estado estacionario;

considerando tanto los casos en los que las variables físicas del sistema no varían

en el tiempo o bien cuando las variaciones el tiempo son periódicas y se repiten de

manera similar a cada periodo. En base a ello, se eligió terminar todas las simula-

ciones a un t = 12s, a fin de comparar todos los valores finales a un mismo tiempo

en el cual, todas las simulaciones ya hubiesen alcanzado el estado estacionario.

En la implementación con LBM, se aplicó tanto la herramienta FBB como

HBB para el tratamiento de las paredes sólidas (véase la sección 3.3.1) y para

el obstáculo sólido inmerso en el flujo. Usar el HBB tiene una alta complejidad

de implementación al aplicarlo a superficies curvas; lo cual implica aceptar una

perdida de precisión en el tratamiento obstáculo-fluido si se emplea en su lugar

FBB. En general los resultados que se presentan en esta sección fueron hechos con

FBB dado que es la condición de frontera que se empleó durante el desarrollo de

los artículos arbitrados que se presentan en los capítulos 5 y 6. A su vez, a fin de

tratar con el flujo entrante, se empleó el tratamiento descrito en la sección 3.3.3

para el caso en el que la velocidad de los elementos fronterizos es paralela a la

dirección de entrada del flujo. En el caso de la frontera de salida, se hace uso del

tratamiento detallado en la sección 3.3. Para todas las simulaciones se aplico un

tiempo de relajación τ = 0.60.

En la implementación con el método SPH se usó el tratamiento para las

fronteras sólidas propuesto por Crespo en [36]. Para tratar las fronteras de entrada

y salida, importantes para mantener una consistencia en la dinámica del flujo y

para permitir a las partículas fronterizas tener suficientes vecinos con los cuales

realizar los promedios requeridos, se usó el tratamiento desarrollado por Federico

et al.[39]. No obstante, su implementación es compleja y los resultados de la mis-

ma fueron incorrectos por lo que, se optó por usar fronteras periódicas como las

presentadas en la sección 2.6.2, considerando que habría que ampliar el dominio

computacional para que el flujo saliente no afectara la interacción con el obstáculo



71

sólido. Finalmente, para la viscosidad, se empleó el tratamiento descrito por Morris

en [33], y que se presenta en la sección 2.5.

4.4.2. Simulaciones y resultados

Con el fin de probar la precisión de los códigos desarrollados con LBM y

SPH al simular un flujo alrededor de un obstáculo cilíndrico a diferentes valores

del número de Reynolds, se estudiaron los casos a Re = 1, 10, 100, 140, 250 y 500;

cubriendo una amplia variedad de comportamientos para el flujo, desde un flujo

laminar, hasta el caso en el que la estela vórtices es completamente turbulenta.

En las figuras 4.15 y 4.16se muestran los resultados obtenidos con LBM para

la magnitud de la vorticidad del flujo. Se observa el comportamiento laminar del

flujo presente en la mayoría de los casos y se obtiene el comportamiento esperado

para cada uno de los casos estudiados. Así, se puede ver cómo el flujo pasa a través

del disco generando las capas límite3 (Re = 1) en la parte superior e inferior del

disco, las cuales van separándose y generando una par de vórtices (Re = 10 y 30).

A Re = 60, los vórtices ya se han desprendido y son proyectados a lo largo del flujo

conformando la calle de vórtices de Kármán; donde a medida que aumentamos la

velocidad del flujo entrante (Re = 100 y 140), la frecuencia de la proyección de

vórtices aumenta también.

En la figura 4.17 se presentan resultados similares para el método SPH so-

lo para valores del Re = 1, 10 y 30. Todas estás emplearon un ∆t = 1 × 10−3,

con un número de iteraciones totales ajustado a cada caso para alcanzar el estado

estacionario y evitar que el flujo saliente afectase la interacción con el obstáculo,

considerando que para estos valores del Re no se presenta aún formación de vór-

tices, y por tanto, se alcanza el estado estacionario en no más de 3 segundos. El

hecho de que no se realizaran simulaciones a mas altos Re, se debe a que compu-

tacionalmente se requeriría de mucho tiempo para poder realizarlas pues conforme

se aumenta el Re, aumenta tanto la velocidad del flujo entrante como el tiempo

en el que el fluido alcanza su estado estacionario; por tanto, dichas simulaciones
3En física de fluidos, una capa límite es un concepto importante que se refiere a la capa de

fluido en las inmediaciones de una superficie sólida limítrofe donde los efectos de la viscosidad
generados por la interacción entre el fluido y la superficie sólida son significativos.
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Figura 4.15: Magnitud de la vorticidad para la simulación con LBM del flujo alrededor

de un disco. Se presentan los resultados para valores del Re = 1, 10, 30 y 60 (presentados

de arriba abajo respectivamente). Se puede ver como el patrón que caracteriza al flujo va

cambiando con el número de Reynolds, desde el régimen en que el flujo aún no se separa

debido a la formación de las estelas que contienen a los vórtices, hasta la proyección de los

mismos, lo cual se da a partir de Re=60. Para Re superiores la frecuencia de proyección

de vórtices se incrementa.
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Figura 4.16: Magnitud de la vorticidad para la simulación con LBM del flujo alrededor de

un disco. Se presentan los resultados para valores del Re = 100, 140 y 250 (presentados

de arriba abajo respectivamente).
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Figura 4.17: Magnitud de la vorticidad para la simulación con SPH del flujo alrededor

de un disco. Se presentan los resultados para valores del Re = 1, 10 y 30 (presentados

de arriba abajo respectivamente). Se puede ver una similitud en los resultados obtenidos

con LBM.

requieren que se extienda mucho más el largo del tubo dos dimensional para evitar

que los vórtices generados tras el disco ingresen de nuevo por la frontera de entra-

da. Los resultados obtenidos son visualmente similares a los obtenidos por LBM,

salvo en el caso de Re = 30, en el que pareciera que la estela de vórtices se está

tornando inestable, efecto que debería ocurrir a mas altos Re.

De los resultados de las simulaciones realizadas, se extrajo información res-

pectiva a los valores medidos en el tiempo físico para la componente x de la velo-

cidad, tal como se ve en la figura 4.18. La medición fue tomada a lo largo de toda

la evolución del sistema y se extrajo en un punto ubicado en x = 0.35m y y =



75

0.3075m; todo esto con el fin capturar lo mejor posible la información referente a

la calle de vórtices de Von Kármán. De estos resultados se puede observar cómo el

estado estacionario de la solución va pasando de ser uno en el que las variables del

sistema se conservan en el tiempo, al caso en el que las variaciones de las variables

físicas son periódicas.

4.4.3. Precisión y auto convergencia
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Figura 4.18: Series de tiempo de la componente x de la velocidad del flujo para diferentes

valores del Re tomadas durante todo el dominio temporal de la simulación, obtenidas

con LBM.

Para probar la precisión y auto convergencia del código desarrollado con

LBM, se extrajo la frecuencia de proyección de vórtices de los resultados para

Re = 100, mediante un ajuste de curvas, a fin de calcular el número de Strouhal

(St) correspondiente. En la figura 4.18 se muestran las series de tiempo para vx a

diferentes valores del Re; a partir de estos conjuntos de datos se puede extraer la

frecuencia de proyección de vórtices. El número de Strouhal es un número adimen-

sional que describe el comportamiento oscilatorio de un flujo, y está determinado

por la expresión:

St =
fplc
vc
, (4.7)
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donde fp es la frecuencia de oscilación del flujo, o concretamente para este estudio,

la frecuencia de proyección de los vórtices que se generan tras el obstáculo.

Así, para Re = 100, se obtiene un valor de 0.2994150 para el St con una

malla numérica de 164x500 elementos cuando se emplea FBB para el tratamiento

de las paredes sólidas; mientras que al usar HBB, se obtiene que St = 0.2940387.

Este resultado se puede comparar con los presentados por Schäfer en [57], mos-

trando una gran similitud en los valores obtenidos en dicho trabajo para distintas

resoluciones espaciales y temporales, los cuales se encuentran en un rango de 0.290

a 0.305.

Considerando la dificultad de comparar para otros valores del Re, pues no

existen estudios detallados al respecto, se ha hecho también un estudio de auto-

convergencia tomando en un principio un caso distinto al del flujo alrededor de

un disco, a fin de probar la auto-convergencia del código cuando éste trabaja sin

ningún artificio numérico externo (como pueden ser el FBB y HBB). Para ello se

ha elegido al problema físico del vórtice en decaimiento de Taylor-Green, el cual se

describe a detalle en el apéndice D. El estudio de la auto-convergencia para este

caso se realizó midiendo la componente vx de la velocidad del flujo sobre un mismo

punto ubicado en x = 0.5m y y = 0.75m (en un dominio de 1x1m) para un periodo

de tiempo desde t = 0s, hasta t = 0.2s. Se emplearon cuatro distintas resoluciones

de la malla numérica, a saber, R1 = 100x100, R2 = 200x200, R3 = 400x400 y R4

= 800x800, calculando con ello el factor de convergencia FC para R1, R2 y R3

dado por la expresión

FC =
vx(R1)− vx(R2)

vx(R2)− vx(R3)
, (4.8)

así como para R2, R3 y R4, tal como se muestra en la figura 4.19. En ambos casos

se obtiene una factor de convergencia FC que oscila en torno al valor esperado de

4 (dado que en cada caso se han duplicado las resoluciones), lo cual indica que el

código presenta un esperado segundo orden de precisión. Aunque lo anterior, solo

es valido para un flujo newtoniano de comportamiento laminar, y en el caso en que

no se emplean algoritmos numéricos externos para la simulación con LBM.

Para la simulación del flujo alrededor de un disco, a fin de calcular el factor
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Figura 4.19: Valor del factor de convergencia para la simulación numérica del vórtice en

decaimiento de Taylor-Green. En rojo se presenta el FC calculado con las resoluciones

R1, R2 y R3, mientras que en azul se presenta el FC calculado para las resoluciones R2,

R3, R4. En ambos casos los valores obtenidos se calcularon midiendo vx en x = 0.5 y y

= 0.75, para un periodo de tiempo comprendido desde t =0s hasta t = 0.2s. Se observan

que en ambos casos FC oscila en torno a 4, tal como se espera.

de convergencia respectivo, se consideró el estudio de dicho flujo a Re = 100 con

mallas de 164x500, 328x1000 y 492x1500 elementos; a las que llamaremos R1, R2 y

R3 respectivamente. Dado que LBM es de segundo orden de precisión, se sabe que

las simulaciones con fronteras y obstáculos sólidos mantienen ese orden de precisión

cuando se emplea el tratamiento HBB para dichas fronteras sólidas, siempre que las

paredes sólidas sean rectas [56, 55]. Del mismo modo, para el tratamiento FBB,

se espera que la precisión sea de primer orden; de nuevo, siempre y cuando las

paredes sean rectas [55].

En el caso de la presencia de obstáculos con fronteras curvas, como es el

caso del presente estudio, es conocido que ambos tratamientos para las fronteras

no permiten preservar la integridad geométrica, propiciando con ello una caída

en el orden de precisión [44, 52, 85]. Incluso, se sabe que para flujos a altos Re,

la integridad geométrica del sistema físico es importante dado que la generación

de vórtices es sensible a la resolución geométrica. Por ello, es de esperarse que el

factor de convergencia, que habría de ser de 3 para FBB y de 27/5= 5.4 para HBB

en el caso de presentarse solo fronteras rectas, quede por debajo de dichos valores
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respectivamente.

Considerando lo anterior, se evalua la auto-convergencia calculando el fac-

tor de convergencia del código usando tanto el tratamiento FBB como HBB, com-

parando las diferencias entre los resultados de acuerdo a su resolución. Usando

FBB, para la malla R1 se obtuvo, tal como se mencionó antes, un valor de St =

0.2994150, para la malla R2 un St = 0.2995566 y para R3 un St = 0.3002505. El

factor de convergencia está dado por la expresión:

FC =
St(R1)− St(R2)

St(R2)− St(R3)
. (4.9)

Sustituyendo los resultados y aplicando la expresión, se tiene un factor de

convergencia de 0.204 para Re = 100. Del mismo modo, para HBB se obtuvieron

valores del St de 0.2940387, 0.2964849 y 0.2979858 para las mallas R1, R2 y R3

respectivamente, obteniendo un factor de convergencia de 1.629. Donde ambos

valores se encuentran muy lejos del valor deseado, resaltando que FBB y HBB

están diseñados para usarse en superficies no curvas, teniendo que ser adaptados

para superficies curvas al simular el flujo en torno a un disco. Más aun, no existen

estudios del comportamiento de la precisión del método LBM cuando se simulan

flujos no estacionaros a altos valores del Re y que a su vez presentan proyección

de vórtices.

Al igual que en el estudio anterior, las simulaciones desarrolladas en esta

sección se vieron limitadas por la falta de un proceso de paralelización de los

códigos, motivo por el cual, no se presentan resultados a mayores valores del Re,

pues estos, dadas las velocidades que alcanzan, requieren forzosamente de una alta

resolución espacial y temporal.

Los casos presentados demuestran la capacidad de LBM para simular un

flujo en 2D sujeto a cizallamiento, fuerzas de arrastre, interacción con obstáculos

y turbulencias, con un intervalo del número de Reynolds de 1 hasta 500. A su vez

el código muestra la capacidad para tratar vórtices y la proyección de estos dentro

de un flujo confinado. Para SPH no se realizó un estudio similar debido a que no

se consiguió realizar simulaciones para flujos por arriba de Re = 30, esto es, flujos

para los cuales se presentará la proyección periódica de vórtices; esto debido a los
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motivos mencionados anteriormente en esta sección.

4.5. Conclusiones del capítulo

Se han presentado distintos estudios que prueban el desempeño particular de

los códigos desarrollados con LBM y SPH. Se han probado los casos ya ampliamente

conocidos de los flujos de Poiseuille y Couette, la cavidad con una pared móvil, el

flujo alrededor de un disco y el flujo en un medio poroso. Con ellos, ha quedado

probada la capacidad del código en 2D desarrollado con LBM para tratar flujos

viscosos incomprensibles bajo un amplio rango del numero de Reynolds. Se ha

probado su capacidad para tratar flujos impulsados tanto por una fuerza de cuerpo

como por una fuerza de arrastre. Finalmente, el código ha mostrado ser capaz de

emular el comportamiento del flujo en torno a obstáculos y la proyección de vórtices

dentro de un flujo.

Respecto al código desarrollado con SPH, se ha probado su capacidad para

trabajar con flujos a bajos números de Reynolds. No obstante ha quedado de

manifiesto que se requiere hacer mejoras en el tratamiento con las fronteras para

poder tratar flujos a mas altos Re, sobre todo en lo que respecta a la interacción

solido-liquido y las fronteras abiertas. Esto es de esperarse ya que SPH esta pensado

originalmente para trabajar sin fronteras físicas en procesos astrofísicos.

Dados los resultados presentados a lo largo de este capítulo, en los cuales

se ha obtenido una mayor precisión del código desarrollado con LBM sobre el

respectivo con SPH; y dado que el llevar a cabo las correcciones y mejoras necesarias

para que el código con SPH alcance una aceptable precisión, son más complejas

e implican una amplia inversión de tiempo en desarrollo de código, de aquí en

adelante, las investigaciones desarrolladas en este tesis doctoral (que se presentan

en las siguientes secciones) emplearan siempre al método LBM.



Capítulo 5

Estimación del número de Reynolds

en el flujo alrededor de un disco

Este capítulo está basado en el artículo titulado Estimation of Reynolds

number for flows around cylinders with Lattice Boltzmann methods and artificial

neural networks [86] el cual fué publicado en la revista Physical Review E. El

artículo presenta un trabajo de investigación en el área de dinámica de fluidos e

inteligencia artificial, cuyo objetivo es la caracterización precisa de los distintos

patrones de flujo que se presentan en un flujo, en torno a un disco.

En este trabajo se desarrolló un código numérico empleando LBM, que

introduce las propiedades físicas del problema, tales como el diámetro y la ubicación

del obstáculo, la densidad, la viscosidad y la velocidad inicial del fluido, para

simular el flujo alrededor de un disco, obteniendo propiedades físicas del flujo tales

como la velocidad, vorticidad, o densidad del fluido a lo largo del dominio. Después

de realizar las simulaciones, se extrajo la componente x del campo de velocidades

(vx) y la componente z de la vorticidad para fluidos con un número de Reynolds

(Re) entre 1 y 120. Conformando con la información extraida de los resultados

numéricos, una base de datos para el flujo alrededor de un disco.

A su vez, se implementó un método de aprendizaje automatizado (ML por

su acrónimo en Inglés) con un algoritmo de entrenamiento supervisado [87], el cual

utiliza el campo de velocidades o la vorticidad, como información de entrada para

realizar su entrenamiento, y como objetivo de éste, estimar una propiedad física

80
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que caracterice al flujo, eligiendo en este caso un Re correspondiente a los datos

de entrada utilizados en cada simulación. Con ello, tras el entrenamiento, la única

información necesaria para predecir el Re son los perfiles de velocidad o vortici-

dad, dependiendo de cual de estás variables físicas se emplea como información de

entrada.

El método de ML empleado para caracterizar los flujos, es el de las redes

neuronales artificiales (RNAs) presentadas en el apéndice E. Existen arquitecturas

de RNAs más sofisticadas con respecto a las usadas aquí, que podrían mejorar los

resultados o ser adecuadas en escenarios más complejos, por ejemplo, considerando

la evolución temporal de los patrones de flujo. No obstante, los resultados mostra-

dos más adelante sugieren que, al menos para este caso, no es necesario emplear

RNAs más complejas.

Como primer paso hacia la resolución de este problema, inspeccionamos las

predicciones de la RNA para patrones de flujo en diferentes momentos, como se

describirá más adelante. Además, dado que los resultados de una sola RNA pueden

ser diferentes de otra RNA, ya sea porque los pesos se inicializan al azar, o la tasa

de aprendizaje seleccionada y/o los valores de impulso podrían mejorar o disminuir

la precisión de predicción (incluso con el mismo número de iteraciones o la selección

de conjuntos de entrenamiento, validación y prueba), las predicciones presentadas

en las siguientes secciones son el promedio de diez resultados de RNAs diferentes

y son representativas para el uso de RNAs con valores de parámetros particulares

definidos en la sección 5.3.

5.1. Simulación con LBM del flujo alrededor de

un disco en 2D

Con el fin de realizar la predicción numérica de Re asociado a un cierto flujo,

mediante el método de aprendizaje automatizado, se construyó un código numérico

basado en el método LBM (descrito en el capítulo 3) para el caso bidimensional del

flujo alrededor de un obstáculo con simetría cilíndrica, cuyas bases se presentan en

la sección 4.4.
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Figura 5.1: Una representación esquemática del flujo alrededor del disco y de las ubi-

caciones de los detectores donde se extrajeron 1,4,6,11,21,41 y 82 valores de vx y la

componente z de la vorticidad. El fluido se mueve de izquierda a derecha y la medición

se realiza cuando se alcanza el estado estacionario.

Así, se consideró un flujo moviéndose en una dirección orientada hacia eje x

positivo, con un obstáculo cilíndrico de diámetro lc =0.1m fijado cerca de la fron-

tera izquierda del dominio en x =0.2m y y = 0.2m, tal cómo se ve en la figura 5.1.

El dominio de la simulación tiene una longitud total de Ly = 0.41m en la dirección

vertical y Lx =2m a lo largo de la horizontal. La densidad y la viscosidad cinemá-

tica se eligen como ρ = 103kg/m3 y ν = 10−6m2/s respectivamente. Donde estos

valores se toman considerando que se esté trabajando con agua líquida destilada

a una presión de 1 atm y a una temperatura de entre 4°C y 20°C, valores que son

comúnmente usados en gran variedad de trabajos numéricos como puede ser [23].

En consecuencia, dada una cierta velocidad característica vc, podemos calcular Re,

tal como se describe en la sección 4.4.1.

Para construir la base de datos necesaria para entrenar la RNA, se realizaron

120 simulaciones con valores diferentes del número de Reynolds asociados a un

mismo obstáculo, desde Re = 1 hasta Re = 120 en incrementos de 1, utilizando

como base una malla numérica de 165×821 nodos. El único parámetro de entrada

que se varió para obtener el Re correspondiente a cada una de las simulaciones,

fue el perfil de velocidades entrantes parametrizado por vc, cuyas magnitudes se

ubicaron entre 0.01m/s y 1.2m/s.
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Para implementar la frontera que representa al fluido entrante (a la izquier-

da del dominio numérico), se utilizó el modelo desarrollado por Zou y He [56],

utilizando un perfil de velocidad dado, como entrada para el modelado numéri-

co. A su vez, para la frontera en la cual el fluido es expulsado (a la derecha del

dominio), utilizamos el método presentado en la sección 3.3.

Las funciones vx y la componente z de la vorticidad se midieron en un

momento considerablemente posterior a que el sistema alcanzara su estado esta-

cionario, caracterizado a altos valores del Re, por la periodicidad en la variaciones

de las propiedades físicas a lo largo del tiempo. Los resultados obtenidos se mues-

tran en la figura 5.2 para vx y en la figura 5.3 para la vorticidad. Se puede ver que

el fenómeno de la calle vórtices de von Karman se ve claramente en los resultados

para altos valores de Re (ver sección 4.4 para mas detalles). La forma en que esta

información extraida de los resultados de las simulaciones numéricas se introduce

en las RNAs, se explica en la sección 5.2; y los detalles respecto a las RNAs y su

implementación, se presentan en el ápendice E.

5.2. Procesamiento de datos

Con el fin de estimar el número de Reynolds asociado al flujo alrededor

de un obstáculo, la información física necesaria contenida en los resultados de las

simulaciones, se extrajo en cinco ubicaciones distintas a lo largo del eje x en la

región posterior al disco, esto es, a 0.3m, 0.5m, 0.7m, 1.1m and 1.9m, tal como se

muestra en la figura 5.1. El primer detector se localiza inmediatamente detrás del

disco con el fin de evaluar la capacidad predictiva de la RNA en el área donde se

inicia la generación de vórtices y se separan las capas límites del fluido del obstáculo

sólido que ha propiciado su formación. Las tres ubicaciones intermedias representan

mediciones en regiones donde se está observando el proceso de la generación de

vórtices; en esta zona se presenta la proyección inicial de los vórtices hacia el flujo,

debido a la inestabilidad de las estelas que los contienen, la inversión en la posición

inicial de los vórtices y a su vez el inicio y parte central de la calle de vórtices.

Finalmente, el último detector mide la precisión de la RNA cuando se desea extraer
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Figura 5.2: Magnitud de vx para el flujo alrededor de un disco con valores del Re de

1, 10, 30, 60 y 100. Se puede observar cómo la velocidad mantiene aproximadamente su

magnitud con respecto al perfil de velocidades entrantes, sobre todo a medida que el flujo

se aleja de las proximidades del obstáculo.
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Figura 5.3: Magnitud de la componente z de la vorticidad para el flujo alrededor de un

disco con valores del Re de 1, 10, 30, 60 y 100. Se observa cómo la vorticidad aumenta

al incrementarse el número de Reynolds y por tanto, la calle de vórtices generada tras el

obstáculo se disipa mas lentamente a mas altos Re. Se observa también como el par de

vórtices generados se invierten entre si al ser arrastrados por el flujo.
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la información lejos del obstáculo. En la figura 5.4 se muestran ejemplos del perfil de

velocidades vx y la vorticidad (~∇×~v)z para diferentes posiciones de los detectores

y con un Re =100, mientras que en la figura 5.5 los perfiles se muestran para un

detector ubicado en x =0.3m y diferentes valores de Re.

Los patrones de flujo para los Re más altos generados en las simulaciones,

están cambiando de forma recurrente en el tiempo, como se explica en la sección

5.1. Para simplificar este hecho a la hora de extraer la información en todos los

casos, los datos se toman a un mismo tiempo fijo, después de que el flujo ha

dejado atras el tiempo físico en que alcanza su estado estacionario. Este tiempo

fijo se establece para el número de Reynolds más alto (Re = 120), de modo que

podemos extraer los datos siempre en el mismo tiempo físico para todo los valores

de Re estudiados, y es aproximadamente igual a 36.5s, para una malla de 165 x

201 nodos. En la sección 4.4.2 se puede apreciar el tiempo que le toma al flujo,

alcanzar el estado estacionario a diferentes Re. Para estudiar la dependencia de los

resultados en el tiempo de extracción, en la siguiente sección se analizarán también

las predicciones de las RNA en 20 instantes distintos (separados por intervalos de

2.6s) para números de Reynolds bajos (Re =30) y altos (Re =99).
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Figura 5.4: Ejemplo de las mediciones obtenidas para diferentes ubicaciones de los detec-

tores para unRe = 100. Graficamos la componente x del campo de velocidades (izquierda)

y la componente z de la vorticidad (derecha) contra la posición en y, para detectores a

0.3m, 1.1m y 1.9m sobre el eje x.
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Figura 5.5: Igual que la Figura 5.4 pero en este caso fijamos el detector en x = 0.3m y

cambiamos el valor del número de Reynolds. A la izquierda, se presenta la componente

x del campo de velocidades y a la derecha, la componente z de la vorticidad.

En cada uno de estos detectores ubicados a lo largo del dominio computacio-

nal, se ha realizado una reducción del número de nodos espaciales, seleccionando

sólo la mitad de ellos sobre el eje y de la malla numérica (eligiendo los nodos im-

pares), reduciendo el número de puntos donde se miden los campos vectoriales de

165 a 83. En adición, también se estudió cómo el aprendizaje de las RNAs se ve

afectado si este número disminuye aún más, reduciendo el número de nodos de la

malla numérica seleccionados para extraer la información, a un total de 1, 4, 6, 11,

21 y 41. En cada caso, los puntos de medición son equidistantes desde los bordes,

excepto en el caso de un solo punto situado en el centro del detector.

Las RNAs construidas para cada caso tienen el mismo número de entradas

que los valores del campo vectorial extraídos en cada detector, i.e., de 1 a 83

entradas (nodos seleccionados). A su vez están formadas por diez neuronas ocultas

con una tangente hiperbólica como función de activación y una única salida con

una función lineal restringida únicamente a valores positivos, dado que podríamos

no conocer un límite superior para el Re. Por ejemplo, la predicción del Re de una

RNA, siguiendo lo desarrollado en el apéndice (E) y utilizando 83 entradas de la

vx, se definirá como

Re = w̃0k +
10∑
j=1

w̃jk ∗ tanh

(
83∑
i=1

wij ∗ vxi + w0j

)
. (5.1)

Además, como es habitual en los métodos de aprendizaje automatizado, los
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datos se dividen en tres conjuntos diferentes, a saber, entrenamiento, validación y

el conjunto de predicción; donde los últimos, son desconocidos para la RNA. En

este trabajo, las simulaciones se dividieron para el entrenamiento, la validación y

la predicción como:

1. Entrenamiento: 80 simulaciones con valores del Re entre 1 y 116.

2. Validación: 20 simulaciones, diferentes del conjunto de entrenamiento, a par-

tir de Re = 6 hasta Re = 117.

3. Predicción: 20 simulaciones, diferentes de los conjuntos de entrenamiento y

validación, con Re = 12, 17, 22, 27, 32, 37, 52, 64, 70, 76, 92, 99, 102, 107, 112,

116, 117, 118, 119 y 120. Los primeros 15 están en la zona de interpolación

mientras que los últimos 5 están en el rango externo de entrenamiento y

validación; para probar su rendimiento de extrapolación, se espera que el

rendimiento de predicción disminuya lejos de la zona interpolación.

5.3. Resultados del capítulo

Se construyó una base de datos para el flujo alrededor de un disco, confor-

mado por las magnitudes de las propiedades físicas que caracterizan a este fenó-

meno físico, extrayéndolas en distintas ubicaciones a lo largo del eje x. Información

con la cual, se ha realizado una estimación del Re asociado a cada una de estás

simulaciones.

Dado que la base de datos fue confeccionada para el caso en el que el

diámetro del obstáculo circular es de un cuarto con respecto al ancho del tubo

dos dimensional, el análisis que se presenta en esta sección, solo tiene validez bajo

dicha relación entre el obstáculo y del tubo. A su vez, el análisis está limitado

a un rango de valores del Re comprendido de 1 a 120; considerando que, flujos

relacionados con el mismo evento físico (como es el caso del flujo alrededor de un

disco), cuyo valor de Re sea idéntico pero cuyas propiedades tengan magnitudes

distintas, siempre tendrán el mismo comportamiento físico.
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RMSE usando vx

0.3m 0.5m 0.7m 1.1m 1.9m

1 36.652 43.596 9.5976 3.931 3.446

4 1.950 2.077 3.786 1.880 0.904

6 0.421 0.921 1.252 0.528 0.575

11 0.366 0.443 0.597 0.370 0.304

21 0.141 0.479 0.525 0.228 0.302

41 0.133 0.494 0.488 0.227 0.268

82 0.132 0.486 0.486 0.220 0.294

Tabla 5.1: RMSE de la predicción promedio en los puntos de medición a lo largo del

eje x a 0.3m, 0.5m, 0.7m, 1.1m y 1.9m; usando vx, obtenido con 1, 4, 6, 11, 21, 41 y 82

puntos de muestreo. Observe cómo el RMSE aumenta dramáticamente tomando menos

de 6 puntos de muestra.

RMSE usando la vorticidad

0.3m 0.5 0.7m 1.1m 1.9m

1 42.625 26.614 30.177 21.029 22.663

4 2.135 4.593 3.447 3.748 2.016

6 0.897 1.282 2.634 4.120 1.474

11 0.731 1.850 3.439 1.340 1.267

21 0.298 0.983 2.271 1.333 1.159

41 0.271 0.883 1.671 2.930 1.200

82 0.236 0.928 1.503 1.012 1.026

Tabla 5.2: Igual que en la Tabla 5.1 pero usando la componente z de la vorticidad en

lugar de vx.

Los valores de la tasa de aprendizaje γ = 0.05 y del momento de impulso

α = 0.5 definidos en el ápendice E, fueron utilizados, respectivamente, en cada

RNA, entrenándolos hasta que el error de validación comenzó a aumentar. En las

tablas 5.1 y 5.2, se muestran los valores del error cuadrático medio (RMSE por
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sus siglas en inglés) del promedio de las predicciones para diez RNAs entrenadas

en cada localización considerada y a su vez, para todos los casos en el conjunto

de predicción. Por un lado, al considerar los valores de vx(y) como información

de entrada, se observa cómo el error aumenta a medida que el número de puntos

de muestreo disminuye por debajo de 11 puntos, lo cual se muestra en el gráfico

izquierdo de la figura 5.6. Por otra parte, considerando la componente z de los

valores de vorticidad, los errores fueron mayores que usando vx. Con más de 41

puntos de muestreo, los valores del RMSE son más parecidos a lo que se muestra

en el gráfico derecho de la figura 5.6. De hecho, se realizaron estudios utilizando

un mayor número de nodos adyacentes sobre el eje x sin obtener un aumento

significativo en la precisión.
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Figura 5.6: RMSE para el promedio del conjunto de predicciones, medido en 0.3m, 0.5m,

0.7m, 1.1m y 1.9m usando 4,6,11,21,41 y 83 puntos de muestreo usando vx (izquierda) y

la componente z de la vorticidad (derecha). En las gráficas, el RMSE utilizando un solo

punto como entrada en las RNA no se considera ya que ese caso está fuera de escala,

véanse las Tablas 5.1 y 5.2.

Las RNAs que utilizaron 83 puntos de muestreo tuvieron un error relativo

inferior al 4% en todas las ubicaciones de los detectores, lo que puede verse en la

figura 5.7, donde los errores relativos se trazan como una función del Re utilizando

vx como entrada para la RNA en la gráfica de la parte superior, y la componente

z de la vorticidad en la gráfica en la parte inferior. Los resultados son más precisos

considerando vx como información entrante para los detectores lejanos al obstáculo

y altos valores del Re. Por el contrario, el uso de la vorticidad como información
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Figura 5.7: Errores relativos en las predicciones utilizando 83 valores de vx y de la compo-

nente z de la vorticidad del fluido como entradas. En la gráfica izquierda las predicciones

usando vx son mejores para fluidos con un moderado Re independientemente del lugar

de medición. Sin embargo, usando la vorticidad como entrada, para la RNA la precisión

es mejor para bajos Re y para las distancias mas cercanas al obstáculo, tal como se ve en

la gráfica derecha. En ambas situaciones, el error aumenta en el régimen de extrapolación

(Re 115-120).

de entrada da mejores resultados para valores bajos del Re y distancias cercanas

al disco, perdiendo precisión en ubicaciones a 0.7m y 1.1m. Para los casos extra-

polados (Re = 115, 116, 117, 118, 119 y 120), la precisión también disminuye, pero

el error de los mismos no supera el 2 % y 4 % utilizando vx y la vorticidad, respec-

tivamente. Este régimen de extrapolación se encuentra fuera del rango de valores

para el Re con el que se entrenó a las RNAs, por lo cual, es de esperarse que el

error en la predicción aumente.

Con el fin de cuantificar la precisión de las predicciones promediadas de las

RNAs, se recurrió a la prueba χ2, la cual se considera una prueba que mide la

discrepancia entre la distribución de valores de predicción y otra correspondiente

a los valores objetivo.

χ2 =
∑
i=1

(Prediccini −Objetivoi)2

Objetivoi
(5.2)

cuanto mayor sea el valor de χ2, menos verosímil es que las predicciones sean

correctas. De la misma forma, cuanto más se aproxima a cero, más ajustadas están
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ambas distribuciones entres si, y por tanto, habrá más precisión en las predicciones.

Re predicho usando vx

Re 0.3m 0.5m 0.7m 1.1m 1.9m

12 11.801 11.633 11.968 12.035 12.072

17 16.795 16.433 16.786 16.906 17.006

22 21.841 21.340 21.645 21.762 21.901

27 26.915 26.368 26.583 26.658 26.781

32 31.997 31.497 31.617 31.641 31.679

37 37.067 36.709 36.750 36.743 36.623

52 52.071 52.277 52.250 52.250 52.237

64 63.990 63.988 64.080 64.214 64.357

70 69.947 69.853 70.027 70.164 70.238

76 76.020 76.076 75.959 76.268 76.061

92 92.057 92.260 91.518 91.627 91.826

99 99.393 98.994 99.333 98.611 98.747

102 102.269 102.156 102.495 101.950 101.291

107 107.020 106.755 106.662 106.443 107.171

112 111.831 111.609 111.180 111.776 112.279

116 115.574 115.2822 115.506 116.150 116.302

117 116.553 116.912 116.912 116.726 117.095

118 117.430 117.037 117.244 118.149 118.238

119 118.432 118.536 119.193 119.024 119.303

120 119.152 118.996 118.636 118.109 120.471

χ2 0.025 0.103 0.058 0.054 0.024

Tabla 5.3: Se predijeron Re para los diferentes detectores tomando muestras de vx en 83

puntos y su correspondiente prueba χ2, donde las peores predicciones se hicieron a 0.5m

del origen.
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Re predicho usando la vorticidad

Re 0.3m 0.5m 0.7m 1.1m 1.9m

12 11.990 12.031 12.050 12.244 12.068

17 17.053 16.990 17.169 16.882 16.995

22 22.062 21.958 22.130 21.584 21.943

27 27.039 26.947 26.929 26.394 26.943

32 32.004 31.951 31.668 31.378 32.004

37 36.983 36.959 36.544 36.601 37.132

52 51.954 51.950 52.887 51.826 52.384

64 63.915 63.858 64.125 63.777 64.673

70 69.961 70.172 70.143 69.552 70.454

76 75.952 75.549 75.845 75.387 77.051

92 92.051 92.420 92.461 91.760 92.642

99 99.047 99.432 101.045 99.576 99.995

102 101.928 102.472 101.551 101.096 101.308

107 107.234 107.215 106.848 105.582 108.467

112 112.212 111.651 110.902 110.724 113.197

116 115.917 114.496 114.959 118.113 113.819

117 116.630 115.119 115.826 117.790 119.018

118 117.607 117.241 113.734 116.829 116.612

119 118.414 116.878 117.937 119.214 119.683

120 119.415 117.692 115.957 117.295 118.436

χ2 0.001 0.148 0.406 0.214 0.197

Tabla 5.4: Igual que en la Tabla 5.3 pero en lugar de vx usando la componente z de la

vorticidad como entrada para la RNA. La caída en la precisión de las predicciones para

el detector ubicado a x=0.7m, se debe a que la medición se realiza en la zona en que los

vórtices empiezan a ser proyectados y arrastrados por el flujo.

En las Tablas 5.3 y 5.4, se presentan las predicciones promediadas por las

RNA considerando 83 puntos, para todos los diferentes valores del Re en todas las
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ubicaciones de medición con su correspondiente prueba χ2. En estas tablas se puede

ver que considerando vx como entrada, el peor ajuste se hace a 0.5m, mientras que

utilizando la componente z de la vorticidad, los peores ajustes se sitúan en 0.7m

y 1.1m. Ambos resultados son esperados debido a la complejidad de los vórtices

en estas regiones. Los mejores resultados se obtienen para los detectores ubicados

a 0.3m y 1.9m, que son, respectivamente, la zona donde se forman las estelas que

contienen a los vórtices y la zona donde la calle de vórtices de Von Kármán ya está

bien definida.

Estos resultados se obtienen considerando un único tiempo de extracción,

el cual se elige en un instante posterior a que el flujo ha alcanzado un estado esta-

cionario; por lo que, en lo que se presentará de aquí en adelante inspeccionaremos

la dependencia de las predicciones de las RNAs en diferentes tiempos de extracción

a lo largo de la evolución de la simulación numérica. Los resultados se presentan

en las figuras 5.8 y 5.9 para dos números diferentes de Reynolds, Re = 30 y 99

usando los mismos conjuntos de entrenamiento y validación. En las gráficas solo se

representan los reultados para los tres primeros detectores ubicados en x = 0.3m,

0.5m y 0.7m A pesar de que las RNA fueron entrenadas utilizando patrones de

tiempo único, fueron capaces de predecir con menos del 5% de error en casi todos

los casos. Para Re=30, en las primeras 10000 iteraciones el fluido no ha alcanza-

do el estado estacionario, por lo que el error supera el 5%, después de esto, las

predicciones de las RNAs convergen dentro de los resultados esperados, como se

muestra en la figura 5.8. En el caso de Re = 99, las predicciones oscilan debido

a que los patrones de flujo también fluctúan en el tiempo, tal como se esperaba,

manteniendo las predicciones en un rango aceptable, lo que puede verse en la figura

5.9.
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Figura 5.8: Errores relativos en las predicciones utilizando 83 valores de vx (izquierda) y

la componente z de la vorticidad (derecha) del fluido como parámetros de entrada para

Re = 30 a lo largo del tiempo de simulación. Observamos las fluctuaciones en el error

porcentual, como se esperaba ya que los patrones de flujo cambian en el tiempo.
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Figura 5.9: Errores relativos en las predicciones utilizando 83 valores de vx (izquierda) y

la componente z de la vorticidad (derecha) del fluido como entradas para Re = 99 a lo

largo del tiempo de simulación. Observamos algunas fluctuaciones en el error porcentual,

como se esperaba ya que los patrones de flujo cambian con el tiempo. Para vx, los valores

mínimos en el error relativo se dan sobre el detector ubicado en x =0.3m, estando por

debajo del 0.5%, mientras que para los otros detectores el error se mantuvo por debajo del

1%. Para la componente z de la vorticidad, los valores mínimos en el error relativo se dan

de nuevo sobre el detector ubicado en x =0.3m, estando por debajo del 0.4%, mientras

que para el detector en x =0.7m se obtienen los valores más altos, manteniendose por

debajo del 2.5%.
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5.4. Conclusiones del capítulo

A partir de los resultados obtenidos, se observa que usando vx como datos de

entrada, la predicción del Re es más precisa que cuando se usa la componente z de

la vorticidad en casi todos los casos, excepto para Re bajos cuando se mide cerca del

obstáculo. En los casos de extrapolación, el error aumenta ligeramente a medida que

el Re correspondiente se aleja del conjunto para el cual las RNA fueron entrenadas.

Las zonas más complicadas de predecir parecen estar en las regiones medias, esto es,

en 0.5m, 0.7m y 1.1m, esto podría ser debido a la complejidad del comportamiento

del fluido. Es lógico e importante considerar que a medida que se incrementa cada

vez más la magnitud del perfil de las velocidades iniciales, la magnitud del campo

de velocidades resultante también tendrá que aumentar. Por lo tanto, se puede

establecer que las RNAs logran encontrar un patrón claro que relaciona el aumento

en la magnitud del campo de velocidad con el respectivo número de Reynolds.

Recalcando el hecho de que a pesar de ello, emplear la vorticidad permite mejores

resultados en la zona inmediatamente posterior al obstáculo, debido a que allí se

encuentran las estelas donde se forman los vórtices con una magnitud también

creciente respecto al Re. Por lo que, tal como se ve en la figura 5.6, las RNAs

encuentran también un patrón característico relacionado con la vorticidad y el Re.

Otro resultado que vale la pena notar es el número mínimo de puntos sobre

los detectores necesarios para obtener resultados confiables. En nuestros experi-

mentos ese número fue de al menos 11. Esto implica que, al realizar una única

medición en el tiempo de las magnitudes físicas que caracterizan al sistema en

el flujo alrededor de un disco, es necesario medir al menos en once ubicaciones

distintas a lo largo del eje y, para tener un resultado cofiable.

Se puede concluir que el código desarrollado con LBM permite construir

una base de datos confiable y amplia, tal que permite el estudio del flujo alrededor

de un disco para un rango de valores del Re de 1 a 120, a la vez que las RNAs

presentadas en este trabajo son lo suficientemente robustas para estimar los valores

del número de Reynolds midiendo el perfil de velocidades o la vorticidad del fluido.

Este enfoque puede utilizarse para obtener los parámetros iniciales utilizados en

la simulación, como son, el diámetro del obstáculo, la velocidad inicial del flujo
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u otras propiedades físicas que caracterizan al problema, tal como se puede ver

similarmente en [88, 89]. Con esto en mente, se busca una mejor implementación

de un algoritmo de aprendizaje automatizado capaz de caracterizar, entre otros

temas interesantes, los bloqueos de flujos en una tubo dos dimensional.



Capítulo 6

Reconocimiento de un obstáculo en

un flujo en un tubo dos dimensional

La presente sección está basada en el artículo titulado Recognition of an

obstacle in a flow using artificial neural networks [89], publicado en la revista

Physical Review E. El cual tiene como enfoque principal, el estudio de las obstruc-

ciones que se presentan en tuberías sólidas rectas. Las obstrucciones en los tubos

que transportan fluidos son un problema de importancia en la sociedad moderna,

ya que están presentes en la vida cotidiana de las personas, así como en las redes

urbanas de tuberías [90], la salud pública [91] o la ingeniería industrial [92].

Por un lado, el acelerado crecimiento urbano e industrial en las ciudades

modernas, implica que las obstrucciones en las redes de tuberías son un problema

muy común, requiriendo una reacción rápida para resolverlo. Estos bloqueos pue-

den ser causados por residuos químicos o físicos, así como por defectos estructurales

de diferentes fuentes. Las tuberías son una de las formas más usuales de transpor-

tar fluidos en las industrias energética [93], química [94], manufacturera [95, 96] y

del agua [97]; así como en casas, edificios y el alcantarillado urbano [98, 99, 100].

Evidentemente, en todos estos casos, los requerimientos de un pronto suministro

de líquido obstruido son cruciales.

Por otro lado, en el sector sanitario, la atención de problemas médicos por

obstrucciones y/o bloqueos en los innumerables conductos que transportan flujos

biológicos alrededor del cuerpo humano son muy frecuentes, y en muchos casos

98
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pueden ser fatales para el paciente. Para los conductos biológicos, las obstruc-

ciones pueden ser causadas por cirugías previas, cuerpos extraños, infecciones y

deformaciones, entre muchas otras. Así, los casos como las obstrucciones en el apa-

rato digestivo [101, 102] o en el sistema cardiovascular [103, 104], se relacionan con

emergencias médicas que en muchos casos pueden implicar el uso de procedimientos

clínicos invasivos, lo que requiere de una atención inmediata.

Todos estos escenarios motivan el interés científico en la detección y com-

prensión de la forma y localización de objetos que bloquean u obstruyen los flujos

[105, 106, 107]. Al igual que en el capítulo anterior, utilizamos el método LBM co-

mo en [86], para las construcción de un conjunto de bases de datos representativas

del problema de las obstrucciones que impiden el correcto flujo de un fluido en un

conducto bidimensional, y las redes neuronales artificiales, como una herramienta

de categorización del flujo para reconocer estas obstrucciones. En este contexto,

investigaciones como [108, 109, 110, 111, 112, 113], han propuesto diferentes meto-

dologías para identificar obstáculos, fugas o defectos dentro de tuberías industriales

o urbanas. En particular, las RNAs se han aplicado en problemas de dinámica de

fluidos, principalmente en la identificación de patrones de fases de flujo, tal co-

mo se desarroya en [114, 115]. También se han utilizado como herramienta para

simulaciones de fluidos computacionales más rápidas y predicción de turbulencias

[116, 117, 88] o para la clasificación de defectos en estructuras tubulares mediante

imágenes [118].

Con esta motivación, el objetivo de este capítulo es reconocer la forma y

ubicación de un obstáculo que obstruye un tubo dos dimensional, cuyas dimensio-

nes fueron escogidas teniendo en cuenta tuberías y redes que transportan fluidos

para su uso en sistemas industriales y urbanos. Para ello, se ha entrenado RNAs

usando información física del flujo. Nuestro problema tiene en cuenta diferentes es-

cenarios: cambiar el diámetro y la ubicación del obstáculo, viscosidad y velocidad

de flujo inicial, obteniendo información física relevante como velocidad, vorticidad

o presión dinámica del fluido a lo largo del dominio numérico. En particular, se ha

considerado la componente x del campo de velocidades del flujo (vx) o la presión

dinámica (q) como la información fundamental a analizar por la RNA. Se elegió
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una relación entre el ancho del tubo y el diámetro del obstáculo sumergido desde

1/80 hasta casi un valor de 1, esto es relevante en escenarios físicos donde el flujo

se ve interrumpido por obstrucciones que pueden ser desde pequeños obstáculos

hasta tuberías completamente bloqueadas.

6.1. Simulaciones numéricas

Figura 6.1: Una representación esquemática del tubo dos dimensional, el obstáculo re-

presentado con un disco y los diferentes sitios de medición a través del tubo ubicados en

A = 1.75m,B = 2.10m, y C = 2.45m, marcados con líneas discontinuas. La región del

rectángulo punteado ilustra el área utilizada como objetivo para la RNA.

La simulación del flujo bidimensional alrededor de un obstáculo, se realizó

considerando todos los detalles presentados en la sección 4.4. Para los casos de

estudio, se consideró un obstáculo cilíndrico sumergido en un medio infinito (flujo

libre), con un flujo moviéndose en la dirección x positiva. El obstáculo, que en

dos dimensiones es representado por un disco, se fija perpendicular al plano x− y,
por lo tanto, está representado por un disco en la simulación bidimensional, tal

cómo se muestra en la figura 6.1. Imponemos condiciones de frontera a la salida

del flujo lo suficientemente lejanas como para que los parámetros característicos

del flujo no se vean afectados por los cálculos internos realizados por el algiritmo

numérico [59]. Para las paredes sólidas que representan al tubo dos dimensional y

al obstáculo, empleamos una condición de frontera del tipo full bounceback [12]. La
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condición de frontera que representa al fluido entrante fue configurada con un perfil

de velocidades dado como flujo entrante para el modelado numérico, de manera

que el flujo después del obstáculo presenta un patrón relacionado con el perfil de

velocidades de entrada, el diámetro del obstáculo y su ubicación.

Se define β como el valor de la razón entre el diámetro del obstáculo y

la anchura del tubo. El diámetro del obstáculo se cambia para valores de β que

van desde β = 0.0122, representando pequeños elementos de bloqueo, hasta valores

cercanos a β = 1, representando obstrucciones de casi el tamaño total del diámetro

del tubo. Para el dominio de la simulación se utilizó una malla de 165×1, 000 nodos.

Aunque el código LBM tiene unidades adimensionales, el sistema se ha adaptado

a las dimensiones físicas siguiendo la referencia [57]. Se han escogido las unidades

físicas de tal manera que el dominio numérico corresponde a una longitud total

de Ly = 0.41m en la dirección vertical y Lx = 2.5m a lo largo de la horizontal.

Se consideró un flujo de Poiseuille en un régimen estacionario con una densidad

de ρ = 103kg/m3, una viscosidad cinemática de ν = 10−3m2/s, como se utiliza en

[86]. La ubicación de todos los obstáculos estudiados se encuentra en x = 0.6m

con respecto a la longitud del tubo, y su posición sobre el eje y se describirá en la

siguiente sección.

Se realizaron una gran cantidad de simulaciones numéricas diferentes, tal

como se presenta en los casos descritos en la próxima sección, considerando el perfil

de velocidades entrante, el diámetro del obstáculo (cambiando los valores de β),

y la posición del obstáculo con respecto al eje y, como los únicos parámetros de

entrada que se habrán de modificar a fin de construir las bases de datos deseadas

para la RNAs. Todas estas simulaciones numéricas se detuvieron hasta que el

sistema alcanzó una estabilidad neutral, lo que se produce antes de completar

30,000 iteraciones, o un tiempo físico de aproximadamente 16 segundos.

6.2. Metodología

A fin de realizar la estimación del tamaño y la ubicación del obstáculo a

partir de las bases de datos construidas mediante LBM, hemos definido una región
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Caso Obstáculos Posiciones en y Velocidades del flujo Espacio Tiempo

1a 80 1 1 83 1

1b 80 1 1 1 300

1c 80 1 1 3 300

2a 4 43 1 83 1

2b 4 43 1 1 300

2c 4 43 1 3 300

3 11 1 12 10 1

Tabla 6.1: Parámetros utilizados en las simulaciones para los diferentes casos estudiados.

La columna llamada “Obstáculos” representa el número de diferentes diámetros de los

obstáculos. La columna “Posiciones en y”, da el número de diferentes ubicaciones del

centro de los obstáculos a lo largo del eje y. La columna definida como “Velocidades del

flujo” se refiere al número de diferentes velocidades de entrada del flujo utilizadas en

el escenario 3. Mientras tanto, la columna “Espacio” está relacionada con el número de

sensores equidistantes implementados a lo largo de un sitio de medición. Finalmente, la

columna “Tiempo” corresponde al número de pasos de tiempo extraidos en la evolución

numérica realizada sobre cada uno de los sensores numéricos considerados.

objetivo en torno a la que se encuentra inmerso el obstáculo. En esta región, el

tamaño y la posición del obstáculo se estiman en términos de la proporción del

obstáculo sólido y el fluido que lo rodea, esto se explicará con más detalle mas

adelante.

También se han colocado diferentes sensores numéricos a través del tubo

en distintos puntos de medición a lo largo del eje x de la malla numérica, una

representación esquemática de esto se muestra en la figura 6.1. Los sitios de me-

dición están situados en x =1.75m, 2.10m, 2.45m, a los que llamaremos A, B y

C, respectivamente. Con esto en mente, las RNAs fueron seleccionadas porque son

flexibles en términos de los datos de entrada que pueden admitir, por que son de

fácil implementación, superando a las regresiones lineales; considerando que no se

contaba con alguna otra alternativa ya implementada a la par de las mencionadas..

En las siguientes subsecciones se describen los casos de estudio, la estruc-
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tura de las RNAs, la metodología utilizada para la información de entrada y los

datos objetivo de las RNAs, así como la selección de los conjuntos de formación y

validación, que se utilizan para ajustar los parámetros de las RNAs, y el conjunto

de predicciones para los que se muestran los resultados.

6.2.1. Construcciones de las bases de datos y casos de estu-

dio

La capacidad de las RNAs, para predecir el tamaño y la ubicación de los

obstáculos a partir de las bases de datos obtenidas usando LBM, se prueba en tres

casos principales diferentes, los cuales se describen a continuación:

1. Se realizó un total de 80 diferentes simulaciones numéricas para un mismo

obstáculo bidimensional con simetría cilíndrica sumergido en el flujo y si-

tuado en el centro del eje y, es decir, en la mitad del diámetro de un tubo

dos dimensional. Para éstas, se emplearon distintos tamaños para los obs-

táculos con diámetros que van de d = 0.005m hasta d = 0.395m en pasos

de 0.005m, es decir, valores de β que van de β = 0.012 hasta β = 0.964 en

pasos de 0.0122, más un obstáculo minúsculo de 0.001m equivalente a β =

0.0024. En la figura 6.2 se presentan resultados de las simulaciones realiza-

das en este caso para algunos valores de β característicos; en ella pueden

observarse los distintos comportamientos que presenta el flujo respecto al

tamaño del obstáculo; pasando desde una pequeña perturbación en el flujo

hasta prácticamente una completa obstrucción del mismo.

De estos casos, seleccionando como predicción los obstáculos con diámetros

que van de d = 0.02m hasta d = 0.395m en intervalos de ∆d = 0.025m. Por

otra parte, el grupo de validación consta de los obstáculos con d = 0.025m

a d = 0.375m con ∆d = 0.025m también. El resto de los 49 obstáculos se

utilizan como conjunto de entrenamiento. Este caso se divide en tres subcasos

diferentes:

a) Se consideran como vectores de entrada para la RNA a los perfiles de vx
o q, a t = 16 segundos al final de la evolución numérica. Para simplificar
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Figura 6.2: Magnitud de vx para el flujo alrededor de un disco con un flujo de Poisseuille

de entrada con una magnitud de vc = 1, 5m/s. Notese que los vórtices formados después

del obstáculo son conducidos en la dirección del flujo, generando la característica calle

de vórtices de Karman. Se presentan en orden descendente los resultados para valores de

β = 0.012, 0.183, 0.378, 0573 y 0.768.
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la estructura de la RNA, la información es extraída en sólo 83 de los

165 nodos de la malla numérica. Este enfoque se examina para estudiar

si la extracción de los datos físicos, tales como vx o q, disponibles en un

tiempo y distancia fijos es suficiente para dar una estimación adecuada

del tamaño del obstáculo. En la figura 6.3 se presenta un ejemplo de la

base de datos para el perfil de vx construido para este subcaso.

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

 V
x
 (

m
/
s)

0.40.30.20.10.0

 y (m)

 § =  0.012

 § =  0.183

 § =  0.378

 § =  0.573

 § =  0.768

Figura 6.3: Ejemplo de las mediciones obtenidas para diferentes diámetros del obstáculo

considerando vc = 1.5m/s en el sitio de medición B. Se dibuja vx contra la posición en

y, para obstáculos con β = 0.012, 0.183, 0.378, 0573 y 0.768.

b) Se considera como información de entrada para la RNA, la evolución de

vx o q a lo largo de 300 pasos de tiempo, de t = 0s a t = 16s medidos

en un solo nodo al que denotaremos como sensor, situado en el centro

del tubo dos dimensional, es decir, y = 0.210m, utilizando la simetría

del conducto. Con esto, se inspeccionan los límites de las predicciones

considerando el menor número de sensores posible, con la ventaja de

que puede tomar medidas sobre un lapso de tiempo fijo. En la figura 6.4

se presenta un ejemplo de la base de datos construida para este subcaso.
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Figura 6.4: Series de tiempo de la componente x del campo de velocidades medida en

y = 0.210m en el sitio de medición B. Se presentan los resultados obtenidos para valores

de β = 0.012, 0.183, 0.378, 0573 y 0.768.

c) El mismo procedimiento que en el caso 1b, pero además añadimos otros

2 sensores equidistantes, es decir, tenemos tres sensores localizados en

y = 0.105m, 0.210m y 0.315m, de nuevo sobre los sitios de medición A,

B y C. En este caso, se estudia si el aumento del número de sensores,

en comparación con el caso anterior, aumenta la precisión de las pre-

dicciones. En la figura 6.5 se presenta un ejemplo de la base de datos

construida para este subcaso

.

2. En contraste con el caso 1, se consideraron sólo tres tamaños diferentes de

obstáculos con valores de β = 0.122, 0.244 y 0.488, esto es, d = 0.05m, 0.1m y

0.2m respectivamente. En cada simulación, se cambió la posición del obstácu-

lo entre 43 posiciones diferentes sobre el eje y, de tal manera que el obstáculo

podría estar cerca del centro del tubo dos dimensional a lo largo del eje y, o

cerca de sus paredes; proporcionando un total de 139 simulaciones.
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Figura 6.5: Series de tiempo de la componente x del campo de velocidades medidas en

y = 0.105m, 0.210m y 0.315m en el sitio de medición B. Se presentan los resultados

obtenidos para valores de β de 0.183 (arriba izquierda), 0.378 (arriba derecha), 0573

(abajo izquierda) y 0.768 (abajo derecha).

En la figura 6.6 se presentan resultados de las simulaciones realizadas para

este caso, considerando solo algunos tamaños característicos del obstáculo;

en ella puede observarse los distintos comportamientos que presenta el flujo

respecto al tamaño del obstáculo cuando éste tiene su centro muy cerca de

una de las paredes del tubo. Para cada tamaño del obstáculo se seleccionaron

22 simulaciones para los conjuntos de entrenamiento y validación, y las 21

simulaciones restantes, que están espaciadas a partes iguales sobre el eje y,

se utilizaron para el conjunto de predicción.
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Figura 6.6: Magnitud de vx para el flujo alrededor de un disco con un flujo de Poisseuille

de entrada con una magnitud de vc = 1, 5m/s y ubicado en y = 0.10875m. Se presentan en

orden descendente los resultados para obstáculos con diametros de 0.05m, 0.1m y 0.2m.

A diferencia de la figura 6.2, se observa el comportamiento del flujo cuando el obstáculo

se encuentra muy cerca de la frontera sólida inferior, mostrando que la estela inferior

que se forma tras el obstáculo no se forma debido al efecto de las fuerzas viscosas que se

ejercen en proximidad con la frontera sólida.

Finalmente, para probar la capacidad de las RNAs para la estimación de un

tamaño de obstrucción completamente desconocido se incluyó en el conjunto

de predicción 21 simulaciones igualmente espaciadas sobre el eje y con un

diámetro de obstáculo de β = 0.366. Este escenario, también se dividió en

los tres subcasos diferentes siguiendo la misma descripción que en 1a, 1b y

1c.
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Figura 6.7: Ejemplo de las mediciones obtenidas para diferentes ubicaciones de obstáculos

con diámetro de 0.05m (izquierda) y 0.2m (derecha) en torno al eje y considerando una

vc = 1.5m/s en el sitio de medición B. Se dibuja vx contra la posición en y, para obstáculos

ubicados en y = 0.046m, 0.125m, 0.203m, 0.282m y 0.361m.
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Figura 6.8: Series de tiempo de la componente x del campo de velocidades medidas en y =

0.105m, 0.210m y 0.315m en el sitio de medición B. Se presentan los resultados obtenidos

para un obstáculo pequeño con diámetro de 0.05m ubicado en y = 0.10875m (arriba

izquierda) y 0.3135m (arriba derecha), y otro mayor con diámetro de 0.2m ubicado en

y = 0.10875m (arriba izquierda) y 0.3135m (arriba derecha).
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En la figura 6.7 se presenta un ejemplo de los valores medidos para la com-

ponente x de la velocidad extraídos en el sitio de medición B considerando

el obstáculo más pequeño y el más grande analizados en este caso, en cinco

distintas ubicaciones a lo largo del eje y. Se observa que para el obstáculo de

0.2m de diámetro los perfiles se distinguen claramente el uno del otro, mien-

tras que para el más pequeño, los perfiles de la velocidad son muy parecidos

cuando el obstáculo se encuentra muy cerca de las paredes del tubo.

A su vez, en la figura 6.8 se presentan las series de tiempo para la componente

x de la velocidad para esos mismos obstáculos en ubicaciones cercanas a las

paredes.

3. En este caso, se analizó una situación similar al caso 1 donde el obstáculo

se ubica de nuevo en y = 0.210m y x = 0.6m. Con la diferencia de que

hemos cambiado el flujo entrante cuya velocidad característica había sido de

vc = 1.5m/s en los casos 1 y 2, por un conjunto de diferentes valores que van

desde vc = 0.15m/s a 1.8m/s, en pasos de ∆vc = 0.15m/s. Este análisis se

realiza para examinar una extensión del caso 1a, con diferentes velocidades

de flujo de entrada y con once distintos tamaños para los obstáculos, tal como

se muestra en la tabla 6.2.

En detalle, en este caso, se consideraron diez valores equidistantes a lo largo

del eje y de vx o q antes del obstáculo, a x = 0m según los esquemas de la

figura 5.1, lo cual implica tomar el perfil del flujo de Poiseuille entrante, y

otros diez valores equidistantes de vx o q en el sitio de medición B, análogo a

lo que se hacía antes en el caso 1a. En la figura 6.9 se presentan un ejemplo del

comportamiento del flujo para este caso, cuando no solo se varía el diámetro

del obstáculo sino también la velocidades del flujo entrante. Concretamente se

pueden ver los resultados obstáculos con diámetros de 0.04m, 0.2m y 0.36m,

para velocidades de 0.6m/s y 1.8m/s.
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Parámetros para el caso 3

β Velocidad (m/s)
Sensor

Ubicación

0.0122 0.15 11 (0.025m)

0.0976 0.30 27 (0.065m)

0.1952 0.45 43 (0.105m)

0.2928 0.60 59 (0.145m)

0.3904 0.75 75 (0.185m)

0.4880 0.90 91 (0.225m)

0.5856 1.05 107 (0.265m)

0.6832 1.20 123 (0.305m)

0.7808 1.35 147 (0.365m)

0.8784 1.5 163 (0.405m)

0.9638 1.65

1.8

Tabla 6.2: Base de datos para diámetros, velocidades del flujo de entrada y ubicaciones

de los sensores utilizados en el caso 3. La última columna define la ubicación de los

diez sensores a lo largo del eje y en la malla, entre paréntesis se muestran sus valores

equivalentes en unidades físicas. Los valores de vx y q se extrajeron de estos sensores

numéricos tanto en x = 0m como en x = 2.10m a través del tubo dos dimensional, donde

el último corresponde al sitio de medición B.

Con estos argumentos, los datos de entrada de las RNAs consisten en 20 valo-

res para cada una de las 132 simulaciones producidas. Con el fin de explorar

el rendimiento de la RNA y su dependencia de la elección de los conjuntos de

muestras para el entrenamiento, validación y predicción, hemos seleccionado

los patrones de forma aleatoria. Los conjuntos de validación y predicción tie-

nen 20 patrones cada uno, mientras que el conjunto de entrenamiento tiene

92.

Todos los casos de estudio simulados se resumen en las tablas 6.1 y 6.2.
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Figura 6.9: Magnitud de vx del flujo alrededor de un disco ubicado en y = 0.21m con

dos diferentes velocidades características, vc = 0.6m/s y 1.8m/s. Se presentan en orden

descendente los resultados para valores de β = 0.0976, 0.488, 0.878. A diferencia de

la figura 6.2, se observa el comportamiento del flujo cuando para un mismo obstáculo,

el perfil de velocidades del flujo de Poiseuille entrante tiene una baja o alta velocidad

máxima.
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6.2.2. Región objetivo
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Figura 6.10: En el gráfico (a) se muestran los nodos sólidos de la malla de la simulación

con LBM que conforman al obstáculo, mientras que en (b) se muestra la representación

del obstáculo a través de la malla objetivo. El menor número de celdas utilizadas en la

malla objetivo en comparación con la malla de LBM causa una pérdida de resolución en

la malla. La caja de colores representa el índice de relación sólido/líquido (SLRI), donde

un valor 0 significa que una celda está compuesta únicamente por elementos de fluido y

un valor de 1 representa una celda completamente ocupada por elementos sólidos. Las

líneas de la malla mostradas en las figuras son sólo para referencia y no representan el

tamaño real de una celda objetivo.

Dado que se usan RNAs entrenadas con un aprendizaje supervisado, es

necesario proveer los objetivos, relacionados con el tamaño, forma y ubicación del

verdadero obstáculo. Para ello, se ha definido como región objetivo, a una región

dentro del tubo que contiene al obstáculo y su entorno inmediato. Sin embargo, si

se considera que cada uno de los nodos del dominio de la simulación con LBM que

están comprendidos dentro de la región objetivo, sean el objetivo de la RNA, como

se ilustra en la figura 5.1, entonces dicha RNA tendrá un gran número de salidas,

por lo que resultará muy caro desde el punto de vista computacional. Por lo tanto,
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como primer enfoque se propone una reducción en la resolución de la información

que se le proporciona a la RNA respecto del obstáculo, considerando una región

objetivo consistente en una malla fija de 40x20 celdas, donde cada celda de dicha

malla consta de 64 nodos de la malla numérica. A partir de ahora se hará referencia

a la región objetivo como la malla objetivo.

Además, se ha asignado un valor numérico para cada celda de la malla ob-

jetivo, dependiendo de la relación de nodos de la malla numérica que representan

elementos sólidos o fluidos. Esto significa que la proporción de celdas objetivo ocu-

padas por el obstáculo, está representada por el número de nodos sólidos dividido

entre el número total de nodos de la malla numérica contenida en esa celda. En

otras palabras, hemos definido un índice que relaciona el número de elementos sóli-

dos con el número de elementos fluido para cada celda de la malla objetivo, donde

se calculó la relación sólido/líquido de dicha celda, lo que significa que un valor de

1 representa una celda que contiene sólo elementos sólidos del obstáculo y un valor

de 0 implica que sólo hay fluido en la celda. A partir de ahora, se le llamará a este

índice como el índice de relación sólido/líquido (SLRI). Un ejemplo de la transfor-

mación de la simulación LBM de la malla numérica a la malla objetivo para un

obstáculo de tamaño 0.2m se presenta en la figura 6.10, donde los tonos oscuros

se refieren a las celdas ocupadas mayoritariamente por el obstáculo (alto SLRI),

mientras que las celdas con tonos más claros significan una mayor proporción de

elementos de fluido (bajo SLRI).

6.2.3. Estructura de la red neuronal artificial

La estructura interna de la RNA podría diferir internamente en cada caso,

es decir, el número de neuronas de entradas y de neuronas ocultas, pero el número

de neuronas de salidas es constante para todos los casos, ya que el objetivo es el

mismo: aproximarse a la forma de un obstáculo que bloquea el flujo. Recordando

que la región donde se ubica el obstáculo está descrita por una malla objetivo de

40x20 celdas, lo que significa que el objetivo y la predicción tienen 800 elementos.

Los detalles específicos de la estructura interna de la malla son similares a los

presentados en el capítulo anterior y están descritos en el apéndice E.



115

En los casos estudiados se encontró que las RNAs con una capa de entrada

conformada con la información de las bases de datos construidas, una capa ocul-

ta con 20 neuronas y una capa de salida con 800 neuronas era lo suficientemente

compleja como para dar buenos resultados sin pérdida de rendimiento para todos

los casos de estudio. Todas las RNAs utilizadas tienen capas ocultas y de salida

con funciones de activación sigmoideas. Por otra parte, las RNAs fueron entre-

nadas usando un algoritmo de backpropagation [119]. En este trabajo, se utilizó

este método para minimizar una función de error cuadratico medio, utilizando una

tasa de aprendizaje de 0.001, con un máximo de 15.000 iteraciones en la forma-

ción y utilizando una técnica de validación cruzada como criterio de parada. Para

mayor claridad, todos los resultados mostrados aquí corresponden al conjunto de

predicciones. Para más detalles sobre el entrenamiento supervisado y algoritmo de

backpropagation el lector puede consultar [87, 120].

6.3. Resultados del capítulo

Bajo los argumentos antes señalados, mediante las bases de datos construi-

das, se ha realizado una estimación del tamaño y ubicación de un obstáculo que

obstruye el flujo de un fluido confinado a un conducto dos dimensional, empleando

para ellos las RNAs. Con el fin de estimar la precisión de la predicción de la RNA

para cada uno de los casos analizados en el conjunto de prueba, empleamos el co-

eficiente R2. El cálculo de R2 se realizó sobre el objetivo y la malla pronosticada,

considerando la SLRI real y el resultado obtenido en la prediccón. El coeficiente

R2 se define de la siguiente manera:

R2 = 1−
∑

i=1(Oi − 〈T 〉)2∑800
i=1(Ti − 〈T 〉)2

, (6.1)

donde Ti y Oi son el objetivo i-ésimo y la salida de la RNA respectivamente, y 〈T 〉
es el promedio del SLRI para todo el vector objetivo:

〈T 〉 =
1

800

800∑
i=1

Ti. (6.2)

Esto significa que el rango del coeficiente R2 va de (−∞, 1], donde un valor de

R2 = 1 implica un ajuste perfecto término por término, entre el objetivo y la
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predicción de la RNA, mientras que R2 → 0 significa que la predicción se acerca a

〈T 〉.
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Figura 6.11: Magnitud de la componen x de la velocidad del flujo alrededor de un obs-

táculo centrado en y = 0.21m, medida en los sitios A, B y C. Se observa que las curvas

son muy similares.

Antes de continuar, es importante recordar que, las mediciones del flujo

consisten en una instantánea del perfil de vx o q del fluido, al momento en que el

sistema alcanza una estabilidad neutral, y a su vez considerar que, el análisis aquí

presentado, tiene validez bajo los rangos de β, de las ubicaciones del obstáculo en

torno al eje y y las velocidades iniciales presentadas en la sección 6.2, bajo una

serie de casos distintos. Para el caso descrito en 1a, presentamos los resultados

midiendo en detectores localizados no sólo en el sitio de entrenamiento B, sino

también en A y C como se muestra en la figura 6.11. En este caso, se estudió cómo

se comporta la RNA si sólo se entrena con información del lugar de medición B y

se prueba en A, B y C, para los mismos obstáculos.
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Figura 6.12: Objetivo (a) y predicción de la RNA (b) considerando el perfil de vx del

fluido generado por un obstáculo en el centro del tubo dos dimensional con β = 0.4758.

La caja de color representa el SLRI. La diferencia entre el objetivo y la predicción del

obstáculo es casi imperceptible a simple vista, el coeficiente R2 ha alcanzado un valor de

0.979.

Para las mediciones realizadas en el sitio B, tanto en q como en vx se obser-

van valores de R2 muy cercanos a 1.0 para los obstáculos con diámetros superiores

a 0.05m, es decir, para β > 0.25, véase la figura 6.12, donde se traza la malla

objetivo y la malla pronosticada para un obstáculo de β = 0.4758, alcanzando una

predicción de R2 = 0.979. Sin embargo, para los obstáculos pequeños la precisión

disminuye, por ejemplo, con β = 0.0488 obtenemos R2 = 0.654 considerando vx y

R2 = 0.802 usando q.

Las estimaciones en los sitios de medición A y C para los mismos diámetros

se presentann en la figura 6.13, y muestran un comportamiento similar con pe-

queñas variaciones en la precisión, esto se esperaba ya que los perfiles cambian en

tiempo y espacio. Por ejemplo, en la estimación para el obstáculo con un valor de

β = 0.0122, R2 disminuye aproximadamente 16%. Esto podría implicar que medir

lejos del obstáculo podría producir buenas estimaciones del tamaño del obstáculo.



118

 0.6

 0.8

 1

R
2

(a)

 0.6

 0.8

 1

R
2

(b)

 0.6

 0.8

 1

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4

R
2

Diametros (m)

(c)

Figura 6.13: Coeficiente de R2 para las predicciones realizadas por la RNA para los

obstáculos ubicados en el centro del tubo dos dimensional con diferentes diámetros. La

RNA es entrenada con datos extraídos con un sensor localizado sobre la línea en B, y

probado con mediciones en A, B y C. En (a), la curva roja (+) muestra resultados usando

vx, y q es representado por la curva negra (×) en el sitio A. En (b), los datos de entrada

se extrajeron del sitio de medición B, y las curvas azules (A) y verdes (�) representan

los valores de R2 usando los perfiles de vx y q respectivamente. En c), las curvas en

rojo (O) y magenta (©) corresponden a los resultados de vx y q en el sitio de medición

C respectivamente. Todos los coeficientes de R2 están por encima de 0.6, lo que puede

interpretarse como una buena correlación entre la predicción y el objetivo. Observese

cómo los resultados son independientes del lugar de medición.

La figura 6.14 muestra los resultados con un solo sensor a y = 0.21m, don-

de obtuvimos valores de R2 por encima de 0.8 considerando vx. Esta precisión

disminuye cuando q se considera como información de entrada para las RNAs,

obteniendo la peor predicción con R2 = 0.231. Para el caso de tres sensores, los

resultados mejoraron considerablemente manteniendo un comportamiento muy si-

milar para ambas variables físicas, obteniendo la peor predicción con R2 = 0.669

para β = 0.183. Además en el caso 1c, se obtuvieron valores de R2 > 0.9 para

β > 0.25.
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Figura 6.14: Análisis de la predicción de las RNAs mediante el coeficiente R2 para varios

tamaños de obstáculos centrados en el tubo dos dimensional. Midiendo la serie de tiempo

en un solo sensor para vx (+) y q (×) con un solo sensor a y = 0.205m, y con tres sensores

en y =0.105m, 0.210m y 0.315m para vx (A) y q (�) en el sitio B de medición. Nótese

que considerando la serie de tiempo para tres sensores, hay valores de R2 cerca de 1 para

diámetros mayores a β = 0.20, mientras que con uno solo esto sucede para β > 0.25.

Siguiendo el enfoque del caso 2a, donde las RNAs son entrenadas con perfiles

de vx o q medidos en el sitio B, con la intención de obtener no sólo una estimación

del tamaño de la obstrucción, sino también su ubicación sobre el eje y. Como se

muestra en la figura 6.16, los resultados tienen un coeficiente R2 para los obstáculos

más grandes (β ≥ 0.488) que se aproxima a 1.0. Sin embargo, en relación al

obstáculo con β = 0.366 para el cual la RNA no fue entrenada en absoluto, los

peores resultados han bajado a un valor de R2 = 0.356 para vx y R2 = 0.243 para

q. Observe que ambas estimaciones se hacen con el obstáculo cerca de las paredes

de la tubo. Por su parte, el coeficiente R2 ara el obstáculo con diámetro β = 0.244,

tiene su valor más bajo cuando se ubica en el centro del tubo, con un valor de

R2 = 0.66 y R2 = −0.033 utilizando los perfiles de vx y q respectivamente.
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Figura 6.15: Objetivo (a) y predicción de la RNA (b) considerando el perfil de vx del

fluido generado por un obstáculo en y = 0.35m con β = 0.122. Contrastando con la

figura 6.12, observamos como la RNA se confunde e indica un SLRI de valor bajo en el

fondo del tubo dos dimensional, resultando en una predicción con R2 = 0.09.

En cuanto al caso 2b, en el que la RNA es entrenada con la serie de tiempo

en un sólo sensor en el centro del tubo. La RNA es incapaz de aprender el compor-

tamiento del flujo, sobre todo para los obstáculos cercanos a las fronteras así como

para los pequeños, como se ve también en el caso 2a. Esto es evidente en la figura

6.17 donde obtenemos valores negativos para los pequeños obstáculos β = 0.122,

con un valor mínimo de R2 = −0.312 cuando el obstáculo está en el centro del

tubo. Para los obstáculos más grandes (β ≥ 0.244) la RNA es más precisa, excepto

cuando están cerca de las paredes.
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Figura 6.16: Análisis de la predicción de obstáculos en diferentes posiciones sobre el eje

y, mediante el entrenamiento y testeo de la RNA con perfiles de vx (a) y q (b) para

sensores en el sitio de medición B. La curva roja (+) muestra los resultados para el

obstáculo β = 0.122, mientras que las curvas negra (×), azul (A) y verde (�) muestran

aquellas con valores de β = 0.244, 0.366 and 0.488 respectivamente. Los valores de R2 son

similares para ambos enfoques, donde el obstáculo más pequeño tiene la peor predicción

en el centro y cerca de los bordes del tubo dos dimensional.

En el caso 2c, donde la serie de tiempo se generó con tres detectores equidis-

tantes a y = 0.105m, 0.210m y 0.315m sobre el sitio de medición B, las predicciones

mostradas en la figura 6.18 indican valores similares de R2 para ambos q y vx. En

este escenario, las predicciones para el obstáculo más pequeño (β = 0.122) mues-

tran una mejora sobre los resultados de sus contrapartes para el caso 2b (figura

6.17). Para el obstáculo con β = 0.366 todos los valores de R2 están por encima de

0.4 usando vx o q. Mientras tanto, para los obstáculos con β = 0.244 y β = 0.488

la malla de predicción muestra un gran ajuste respecto a la malla objetivo en casi

todas las ubicaciones, con R2 por encima de 0.8. Sin embargo, el obstáculo con

β = 0.122 y ubicado en el centro del tubo tiene un valor de R2 = −0.102 usando

el perfil de q.



122

-0.4
-0.2

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1

R
2

(a)

-0.4
-0.2

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1

 0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35

R
2

y(m)

(b)

Figura 6.17: Análisis de la predicción de obstáculos en diferentes posiciones a lo largo

del eje y. Las RNAs se entrenan con la serie de tiempo de vx (a) y q (b) en el centro

del tubo dos dimensional en el sitio de medición B. Las curvas rojas (+), negras (×),
azules (A) y verdes (�) muestran los resultados para β = 0.122, 0.244, 0.366 y 0.488

respectivamente. Es evidente la dificultad de la RNA para dar una predicción adecuada

sobre la ubicación del obstáculo con un solo sensor, esto es más evidente para los pequeños

obstáculos cercanos a los bordes del tubo.

En general, para el caso 2, el peor ajuste se obtiene para los obstáculos más

pequeños. Esta confusión de las RNAs no es sorprendente, ya que las fronteras

del tubo perturban aún más la dinámica del fluido generado después del obstáculo

cuando se ubica cerca de las paredes que en aquellos escenarios donde se encuentra

en el centro. La capa límite se ve afectada por la naturaleza viscosa del flujo y si el

obstáculo es muy pequeño, el efecto que causa al flujo es contrarrestado por fuerzas

viscosas, lo que implica que cuando medimos lejos del obstáculo (por ejemplo, en

el lugar de medición B), el flujo se comporta prácticamente como si no hubiera

ningún obstáculo. Además, los obstáculos más pequeños, independientemente de

su distancia a los límites del tubo, no afectan significativamente el patrón del

flujo que se genera detrás de ellos, por lo que la RNA no puede caracterizarlos

correctamente. Como puede verse en el caso 2b, un solo sensor no es suficiente para
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obtener una buena estimación y también reduce la precisión con respecto al caso

2a. Al aumentar a tres sensores en el caso 2c, se obtuvo una mejora considerable

en términos de valores de R2.
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Figura 6.18: Resultados de R2 obtenidos para obstáculos en diferentes posiciones sobre el

eje y. Las RNAs son entrenadas con la serie de tiempo de vx (a) y q (b) en tres sensores a

y = 0.105m, 0.210m y 0.315m en el sitio de medición B. Las curvas rojas (+), negras (×),
azules (A) y verdes (�) muestran los resultados para obstáculos con β = 0.122, 0.244,

0.366 and 0.488 respectvamente. Nuevamente, el peor ajuste del coeficiente se obtuvo

con el obstáculo más pequeño, con un valor de R2 = −0.102 usando q como dato de

entrada. Sin embargo, hay una mejora notable para los otros tres tamaños de obstáculos

en comparación con el caso donde se utilizó un solo sensor.

Los resultados de los casos 1 y 2 muestran que a medida que aumenta el

número de puntos de medición en espacio y tiempo, la predicción del tamaño del

obstáculo de la RNA mejora considerablemente. Por ejemplo, comparando los casos

1a donde las RNAs usan 83 valores en el espacio y sólo uno en el tiempo produce,

una precisión equivalente a los casos 1c donde se usan tres mediciones en el espacio

y 300 en el tiempo. Una conclusión similar puede alcanzarse comparando los casos

2a y 2c. En otras palabras, la RNA para el caso 1a se desempeña mejor que en el

caso 1c, ya que 1a requiere menos mediciones en el tiempo. Sin embargo, en un
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sentido práctico, tener un sitio de medición con sólo tres sensores puede ser más

deseable que un enfoque de construcción de un sitio de medición con más de 83

sensores.

En referencia al caso 3, los valores del coeficientes R2 obtenidos para cada

escenario se muestran en la Tabla 6.3. Aquí se observa el problema persistente del

obstáculo más pequeño (β = 0.0122), con un valor de R2 = −23.753 cuando se

usa vx, o incluso peor para q con R2 = −246.954. Sin embargo, estos resultados

particulares también tienen la segunda velocidad de flujo de entrada más baja con

vc = 0.3m/s. Para entender esto, compare los resultados obtenidos en el caso 1a,

donde el valor de vc asociado es siempre igual a 1.5m/s. Esto significa que una

disminución en la precisión se asocia no sólo con la dificultad de la RNA para

caracterizar los patrones de flujo para pequeños obstáculos, sino también porque

el campo de velocidades del flujo alrededor del obstáculo muestra valores muy

bajos. En otras palabras, en el caso 3 se encontró que teniendo tanto obstáculos

muy pequeños como velocidades de flujo de entrada reducidas, la razón de fuerzas

inerciales con respecto a las viscosas dentro del fluido es muy baja. Nótese la mejora

en los resultados para el mismo valor de β = 0.0122 con vc = 1.35m/s, obteniendo

R2 = −0.645 para vx o R2 = −0.680 para q. Lo mismo sucede para el obstáculo

con β = 0.0976, mejorando de R2 = 0.250 a 0.975, y de R2 = −4.518 a 0.975

para vx y q respectivamente cuando la velocidad de flujo entrante se incrementa

de vc = 0.15m/s a vc = 0.75m/s para ambas variables. Cabe destacar que para la

mayoría de las predicciones restantes los valores de R2 son cercanos a 1, con un

desempeño similar al del caso 1a. Todo esto significa que la RNA aprende mejor a

medida que se aumenta la velocidad del flujo entrante, y que en general la precisión

es mejor cuando se emplea vx en lugar de q.

La relevancia del caso 3 en este estudio, es que la RNA está capacitada no

sólo para diferentes diámetros, sino también para diferentes velocidades de flujo

de ingresos, lo que implica una mayor complejidad en cuanto a la información de

entrada, resultando en una clara mejora en el reconocimiento de la forma de los

obstáculos. A pesar de que para β = 0.0122 se obtienen malos resultados, la RNA

pudo obtener valores de R2 > 0.96 para β ≥ 0.0976 al usar vx como entrada,
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excepto en el caso particular de β = 0.0976 con una velocidad de entrada baja de

vc = 0.15m/s, lo que es diez veces menor que el valor de vc utilizado en el caso 1a.

Un resultado similar se obtiene cuando se emplea q, obteniendo valores generales de

R2 > 0.915. Tenga en cuenta que comparando con el caso 1, los mejores resultados

se obtuvieron para β > 0.25 con R2 > 0.9 para ambos vx y q.

β vc (m/s) R2 for vx R2 for q

0.0122 0.3 -23.753 -246.954

0.0122 1.35 -0.645 -0.680

0.0976 0.15 0.250 -4.518

0.0976 0.75 0.966 0.919

0.0976 1.8 0.975 0.975

0.1952 1.5 0.961 -0.016

0.2928 0.45 0.989 0.936

0.2928 1.65 0.989 0.944

0.3904 0.45 0.998 0.978

0.3904 1.2 0.991 0.997

0.4880 0.9 0.999 0.988

0.4880 1.05 0.998 0.994

0.4880 1.5 0.999 0.986

0.5856 1.05 0.998 0.997

0.5856 1.2 0.997 0.997

0.7808 0.75 0.999 0.996

0.7808 1.2 0.999 0.999

0.8784 1.35 0.999 0.992

0.9638 0.6 0.999 0.966

0.9638 0.9 0.999 0.992

Tabla 6.3: R2 para el conjunto de predicción, considerando diez valores del perfil de flujo

entrante tomando vx o q antes del obstáculo y diez valores en el sitio de medición B.

Excluyendo los tres obstáculos más pequeños, los otros resultados son prominentes, con

valores cercanos a 1.
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Figura 6.19: Magnitud de vx, para una simulación de un flujo alrededor de un obstáculo

cuadrangular con un flujo de entrada de vc = 1.5m/s. El obstáculo se encuentra a 0.6m

sobre el eje x. Al igual que con el disco, los vórtices formados después del obstáculo

cuadrado son conducidos a lo largo de la dirección del flujo, generando también una calle

de vórtices de Karman, pero con una frecuencia de proyección de vórtices distinta.
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Figura 6.20: Detectores . Representación del obstáculo cuadrangular (a) con la malla

numérica ubicado en el centro del diámetro del tubo dos dimensional para la simulación

con LBM. Predicción (b) del obstáculo cuadrangular, considerando como entrada de la

RNA la serie de tiempo de q con tres sensores diferentes sobre el sitio de medición B.

Como era de esperar, la RNA considera este obstáculo con una forma similar a la que

fue entrenado, sin embargo tiene un tamaño y ubicación comparable a la del objetivo.

Hasta ahora, se han hecho predicciones sobre el tamaño y la ubicación de los

obstáculos. Pero también podemos probar la capacidad de una RNA ya entrenada

para estimar la forma y el tamaño de un obstáculo diferente. Para mostrar esta

capacidad, analizamos un experimento final, introduciendo un obstáculo cuadrado

de lado 0.1m con las mismas condiciones que las presentadas en el caso 1, véase
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la figura 6.19. Para simplificar, sólo presentamos el caso de la serie temporal con

tres sensores diferentes en el sitio de medición B (como en 1c). A pesar de que

la forma pronosticada es similar a aquellas para las que la RNA fue entrenada,

obtuvimos un tamaño similar al del objetivo cuadrado, véase la figura 6.20, con un

valor excepcional de R2 = 0.93.

6.4. Conclusiones del capítulo

Se ha construido y entrenado una serie de RNAs con la capacidad de estimar

la forma y ubicación de un obstáculo dentro de un tubo dos dimensional con un

ancho específico de 0.41m, 1/80 6 β < 1 y un rango de flujos de entrada con

velocidades características de 0.15m/s a 1.8m/s. Las RNAs utilizan como entradas

al perfil de vx o q a cierta distancia del obstáculo. Se analizaron varios casos

variando tanto el diámetro (caso 1), la posición del obstáculo respecto al eje y

(caso 2) y la velocidad del fluido de entrada (caso 3).

Basándose en las especificaciones empleadas en este trabajo, a partir de los

resultados obtenidos para el caso 1, la RNA es capaz de generar estimaciones sobre

el tamaño del obstáculo cuando los datos suministrados son muy similares a los

utilizados en la fase de entrenamiento, con resultados de R2 > 0.9 para valores de

β > 0.25. En el caso 2 se hizo algo similar, considerando un obstáculo para el cual

la RNA no fue entrenada con ninguna información sobre el perfil o serie temporal

de vx o q. Incluso cuando hubo una disminución evidente en la precisión, la RNA

fue capaz de estimar no sólo la forma sino también la ubicación de tal obstáculo con

un R2 > 0.6 en general. Y resultados notables para valores de β ≥ 0.244 cuando los

obstáculos no están demasiado cerca de las paredes del conducto. Finalmente, en el

caso 3 se han utilizado múltiples velocidades de flujo de entrada para cada bloqueo

considerado, descubriendo que para bajas velocidades y pequeños obstáculos, las

predicciones de la RNA tienen poca precisión, mientras que para mayores tamaños

y mayores velocidades del flujo de entrada la precisión se mejora considerablemente,

alcanzando valores de R2 > 0.9 en general para β ≥ 0.0976.

Encontramos que las RNA funcionan mejor en dos situaciones diferentes.
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En primer lugar, cuando el número de sensores en un sitio de medición es grande,

como se presenta en el caso 1a. En segundo lugar, cuando la serie de tiempo con

tres sensores se considera, como en el caso 1c. Sin embargo, en sentido práctico, es

más conveniente extraer datos en un lapso de tiempo con unos pocos sensores. En

el mismo contexto, los resultados por entrenamiento de las RNAs con vx o q son

similares.

Por último, de todos los casos revisados se obtienen los mejores resultados

para el caso 3 dado que la RNA puede dar predicciones con diferentes velocidades

de fluidos de entrada, mientras que los casos 1 y 2, sólo fueron entrenados a una

sola velocidad de fluidos de entrada. Además, el caso 3 tenía menos obstáculos en

el conjunto de entrenamiento.

Se puede concluir, por tanto, que el código desarrollado con LBM permite

construir bases de datos confiables y amplias, que permiten el estudio de obs-

trucciones en un flujo confinado en dos dimensiones, provocadas por un obstáculo

conformado por un disco. A la vez, las RNAs presentadas, son lo suficientemente

precisas para realizar el reconocimiento de la forma y ubicación de estos obstáculos

tomando como información de entrada el perfil de velocidades o la presión dinámica

del fluido.



Capítulo 7

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis doctoral se ha trabajado con los métodos numéricos SPH y

LBM en la resolución de problemas presentes en la dinámica de los fluidos, dado que

ambos métodos presentan características que los hacen eficientes para dicha tarea.

Con estos métodos se desarrollaron algoritmos numéricos en dos dimensiones, que

fueron probados bajo distintos escenarios: el flujo de Poiseuille, el Flujo de Couette,

el flujo en una cavidad y el flujo alrededor de un disco.

Los resultados obtenidos de estas pruebas para la precisión de los códigos

muestran el desempeño particular de los códigos desarrollados. En el caso de LBM,

ha quedado probada su capacidad para tratar flujos viscosos incompresibles tanto

a bajos como altos valores del número de Reynolds. El código ha mostrado una alta

precisión al tratar con los flujos de Poiseuille y Couette, para los cuales se les ha

probado contra la solución exacta respectiva a cada flujo, obteniéndose errores por

debajo del 0.05% en la mayoría de los casos estudiados. Para la prueba del flujo en

una cavidad con una pared móvil, el código mostró una alta capacidad, logrando

incluso capturar los vórtices que se generan en las esquinas de la cavidad debido al

cizallamiento entre las capas de fluido. En dicho caso, se llevaron a cabo estudios

desde valores para el Re en un rango de 10 a 1000, obteniendo errores del 1% para

Re bajos hasta errores del 10% para Re = 1000. Finalmente, en la prueba del flujo

alrededor de un disco en 2D, se realizaron simulaciones en un rango del Re de entre

1 y 500, abarcando desde comportamientos laminares sin la presencia de estelas

o vórtices, hasta comportamientos en los que se presenta un flujo turbulento con

129
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proyección periódica de vórtices. En este último caso la precisión del código fue tal

que se logró obtener un valor del número de Strouhal de 0.29942 y 0.2940387 al

usar FBB y HBB respectivamente, para un Re = 100 y una resolución de 164x500.

Dichos valores quedan contenidos en los rangos mostrados en el trabajo de Schäfer

en [57]. A su vez, se probó la auto-convergencia para dicho valor de Re en ambos

casos, obteniendo un factor de convergencia de 0.204 al usar FBB, y 1.629 al usar

HBB. Ambos factores de convergencia se encuentran fuera del rango esperado.

Aunque si se considera que el FC obtenido para el vórtice de Taylor-Green osciló

en torno a 4, es posible que la caída en el orden de precisión se deba al hecho de

estar simulando el flujo en torno a un obstáculo sólido curvo, y a su vez al alto

valor del Re y la presencia de proyección de vórtices.

Para el código desarrollado con SPH, se probó su capacidad para trabajar

con flujos a bajos números de Reynolds. Para los flujos de Poiseuille y Couette, los

resultados obtenidos se mantuvieron por debajo del 1% de error al compararlos

con las soluciones exactas. Para el estudio del flujo en una cavidad, los resultados

obtenidos fueron buenos para Re = 10 con un error inferior al 10%, el cual se

incremento ha valores de hasta el 15% de error para Re = 100. Al intentar emular

el comportamiento del flujo a Re 400, el código desarrollado con SPH mostró claras

deficiencias, no pudiendo mostrar resultados aceptables. Más allá de este valor del

Re, el código con SPH fue incapaz de trabajar adecuadamente. Lo anterior se

repitió para el caso del flujo alrededor de un disco, para el cual solo se realizaron

simulaciones en un rango del Re de 1 a 30, debido a la necesidad de mejoras en

el desarrollo del código que permitieran emular de forma aceptable este fenómeno.

Con lo anterior, ha quedado de manifiesto que se requiere mejorar el código SPH,

en lo particular, en el tratamiento con las fronteras para poder tratar flujos a mas

altos Re, sobre todo en lo que respecta a la interacción solido-liquido y las fronteras

abiertas. No obstante, realizar dichas mejoras implicaban un alto coste de tiempo

debido a su complejidad de implementación, lo que sumado a la lentitud de las

simulaciones realizadas con este método, llevaron a la decisión de emplear solo

LBM en las investigaciones científicas realizadas en este trabajo doctoral.

Con el método LBM se llevaron a cabo dos importantes investigaciones en-
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focadas en el estudio de obstrucciones presentes en flujos viscosos e incompresibles

en tubos dos dimensionales. Dichas investigaciones requirieron del uso de Redes

Neuronales Artificiales (RNAs), para lo cual se trabajó en colaboración dentro del

instituto de física y matemáticas. Para la realización de ambas investigaciones, se

empleó el método LBM para la construcción de las bases de datos requeridas para

el aprendizaje y obtención de predicciones por las RNAs.

El primer trabajo desarrollado con el código se presentó en el artículo Es-

timation of Reynolds number for flows around cylinders with Lattice Boltzmann

methods and artificial neural networks [86], publicado en la revista Physical Re-

view E. En este se construyó una base de datos que permitió el estudio del flujo

alrededor de un disco para un rango de valores del Re de 1 a 120. Con la ayuda

de RNAs, permitió se estimaron los valores del número de Reynolds asociados a

un cierto perfil de velocidades y/o de la vorticidad del fluido extraído en la región

posterior al obstáculo cilíndrico. De esta forma, se mostró que es posible caracte-

rizar el patrón del flujo posterior a un obstáculo con forma de disco dado por el

Re, sin conocer las características de dicho obstáculo ni las propiedades del perfil

anterior al mismo.

Por otro lado, el segundo trabajo desarrollado con el código se presentó en

el en el artículo Recognition of an obstacle in a flow using artificial neural networks

[89], publicado en la revista Physical Review E. En este se construyeron distintas

bases de datos, con las cuales fue posible realizar un estudio sobre las obstrucciones

que se presentan en un flujo confinado en dos dimensiones, las cuales habrían de

ser provocadas por un obstáculo circular. Dicho estudio incorporó el uso de las

RNAs para realizar un reconocimiento del tamaño y ubicación de las obstrucciones,

tomando como información inicial solo el perfil de velocidades del fluido. Para dicho

estudio, se concluyó que el caso 3 presentado en la sección 6.2, arroja los mejores

resultados, alcanzando valores de R2 > 0.9 en general para β ≥ 0.0976.

Finalmente, como conclusión general, se puede afirmar que en este trabajo

doctoral se desarrolló un algoritmo numérico robusto y estable mediante el método

Lattice Boltzmann, el cual fue probado mediante diversos modelos, consiguiendo

resultados con aceptable precisión. A su vez, con esta herramienta numérica se
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desarrollaron dos investigaciones científicas que culminaron, en ambos casos, con

artículos publicados en revistas internacionales.

7.1. Perspectivas

Como perspectivas a futuro, se espera ampliar el código desarrollado con

LBM hasta ahora a fin de poder trabajar en problemas mas complejos y a su vez

con un mejor rendimiento del código. Por ello, se habrían de desarrollar o investigar

los siguientes puntos:

Condiciones de frontera para superficies curvas. Estás permiten realizar con

mayor precisión, simulaciones donde los cuerpos solidos inmersos en flujos o

bien que confinan al fluido son curvos. Ejemplos de esto es el mismo caso

estudiado del flujo alrededor de un obstáculo cilíndrico, o bien el flujo en

medios porosos caracterizados por obstáculos curvos, e incluso el estudio de

flujo es tubos dos dimensionales en L con codos curvos.

Fluidos inmiscibles. Cuando dos fluidos (generalmente solo se hace referen-

cia a los líquidos) no tienen la capacidad de constituir una solución homo-

génea más allá de las proporciones implicadas, se dice que son inmiscibles.

En este caso se desea estudiar numéricamente la interacción de dos fluidos

inmiscibles, en los casos del flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles y el

desplazamiento de fluidos no miscibles a través de medios porosos.

Termofluidos. La implementación de la trasferencia de calor en un fluido tiene

amplias aplicaciones. Fundamentalmente el interés de desarrollar simulacio-

nes numéricas de este tipo tiene como meta el estudio del enfriamiento de

baterías de iones de litio mediante microfluidos; en lo que se conoce como

transferencia de calor conjugado.

Desarrollo en 3D. Hasta ahora, los trabajos realizados no se encuentran im-

plementados en 3 dimensiones, lo cual limita al código a no poder simular

fenómenos físicos más realistas, como puede ser el estudio de obstrucciones
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en tuberías en 3 dimensiones. No obstante, llevar a cabo esto implica un al-

to coste computacional, y por tanto, es necesario a su vez realizar cómputo

en paralelo, lo cual se desea hacer a través de tarjetas gráficas mediante el

empleo de CUDA.





Apéndice A

Discretización LBM usando

diferencias finitas

A fin obtener la ecuación de Lattice Boltzmann bajo el modelo de colisión

BGK (ec. 3.5), a partir de la expresión para la ecuación discreta de Boltzmann (ec.

3.3), se emplearán las nociones de diferencias finitas para la diferenciación numérica

de la derivada de una función. Considerando que fi = (~x,~ci, t) representa el valor

de f para ~ci; esto es, los paquetes de elementos de fluido con velocidad ~ci que se

encuentran en el punto ~x a un tiempo t. Al tiempo t+ ∆t, dicho valor estará dado

por:

fi(~x, t+ ∆t) = fi(~x, t) + ∆t
∂fi
∂t

+
1

2
(∆t)2∂

2fi
∂t2

+ ... (A.1)

Considerando que cuando ∆t −→ 0, es posible descartar todas las derivadas

de orden 2 y superiores, se tienen entonces:

fi(~x, t+ ∆t) = fi(~x, t) + ∆t
∂fi
∂t

+O
(
(∆t)2

)
, (A.2)

lo cual arroja
∂fi
∂t

=
fi(~x, t+ ∆t)− fi(~x, t)

∆t
+O

(
(∆t)2

)
. (A.3)

De forma similar, para calcular el valor de fi en un punto ~x + ∆~x, a un

tiempo t+ ∆t, se tiene

fi(~x+ ∆~x, t+ ∆t) = fi(~x, t) + ∆t
∂fi
∂t

+ ∆~x · ~∇fi +O
(
(∆~x)2, (∆t)2

)
. (A.4)
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De lo cual, dado que ‘∆~x = ~ci∆t, se obtiene que:

fi(~x+ ~ci∆t, t+ ∆t) = fi(~x, t) + ∆t

(
∂fi
∂t

+ ~ci · ~∇fi
)

+O
(
(∆~x)2, (∆t)2

)
. (A.5)

Con este resultado, despejando se llega a la expresión:

(
∂fi
∂t

+ ~ci · ~∇fi
)

=
fi(~x+ ~ci∆t, t+ ∆t)− fi(~x, t)

∆t
+O

(
(∆~x)2,∆t

)
. (A.6)

De donde finalmente, la ecuación discreta de Boltzmann bajo el modelo de

colisión BGK toma la forma:

fi(~x+ ~ci∆t, t+ ∆t)− fi(~x, t) = −∆t

τ
(fi + f eqi ) +O

(
(∆~x)2, (∆t)2

)
, (A.7)

que descartando términos de orden mayor, nos lleva a la ec. 3.5.



Apéndice B

Fuerza de cuerpo en LBM

Para la simulación del flujo de Poiseuille en LBM, se utilizó una fuerza de

cuerpo ~F = ρ~g, donde ~g es la aceleración debida a la fuerza ~F . Esto, con el fin de

emular la presencia de una diferencia de presiones a lo largo del dominio físico. A su

vez de poder comparar los resultados obtenidos con SPH, para los cuales, también

se ha empleado una fuerza de cuerpo. Para ello hay que modificar la ecuación de

Lattice Boltzmann (LBE), lo que se hace añadiendo un término adicional:

fi(~x+ ~ciδt, t+ δt) = fi(~x, t) +
1

τ
(f eqi (~x, t)− fi(~x, t)) + ∆tFi, (B.1)

donde la ecuación de la distribución de equilibrio f (eq) se define como f eqi =

f eqi (ρ, ~u∗), siendo ~u∗ la velocidad de equilibrio dada por

~u∗(x, t) =
1

ρ

(∑
i

f eqi ~ci +m~F∆t

)
, (B.2)

donde m es un parámetro a determinar. Entonces, el término de forzamiento Fi
puede ser escrito en una serie de potencias como en [121]:

Fi = wi

[
A+

~B · ~ei
c2
s

+
~C : (~ei~ei + c2

sI)

2c4
s

]
, (B.3)

donde A, ~B y ~C son funciones de ~F a determinar conforme al requisito de que

los momentos de Fi permanezcan consistentes con las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Así, este desarrollo ha utilizado el modelo desarrollado por Guo et al en [122] para

la implementación de una fuerza de cuerpo en LBE.



Apéndice C

Conversión de unidades en LBM

Considerando que la malla numérica que emplea LBM es adimensional y

mesoscópica, es importante establecer el proceso para convertir unidades al traba-

jar con LBM en la simulación numérica de fenómenos hidrodinámicos de tal modo

que los parámetros empleados en la simulación sean válidos. Lo cual está motivado

por la pregunta fundamental: ¿Qué valores imponer a los parámetros ∆x y ∆t

de tal forma que la simulación numérica sea consistente con el fenómeno físico a

representar y que a su vez se mantenga estable? Denotando que en LBM, el inter-

valo espacial que separa a los nodos, tiene el mismo valor a lo largo de todas las

direcciones.

Para realizar esto, de forma simple podemos establecer que para una cierta

cantidad física Q, la expresión que la relaciona con la cantidad adimensional Q̃ es:

Q = Q̃× CQ, (C.1)

donde CQ es el factor de conversión entre la cantidad adimensional Q̃ y la cantidad

física Q. Así, por ejemplo, podemos establecer para el Re

Re = R̃e ⇐⇒ CRe = 1. (C.2)

Con ello podemos responder a nuestra pregunta inicial determinando los

valores para los parámetros ∆x y ∆t a fin de relacionarlos con los valores ∆x̃ y ∆t̃

de la malla de LBM. Tomando en cuenta que en la malla adimensional de LBM

∆x̃ = 1 y ∆t̃ = 1, entonces:
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∆x = ∆x̃× Cl = Cl, (C.3)

donde Cl es el factor de conversión para la longitud, y del mismo modo, para el

tiempo se tiene que ∆t = Ct, con Ct el factor de conversión para el tiempo. Para

la cantidad longitud se tiene que

l = l̃ × Cl, (C.4)

entonces podemos establecer que ∆x = l/l̃, donde l es la longitud macroscópica

característica del fenómeno físico y l̃ es el número de nodos de la malla numéri-

ca que representan a dicha longitud macroscópica. Finalmente, para calcular ∆t,

recordemos primero la expresión para la viscosidad dada por la expresión 3.6, la

cual podemos reescribir como

ν =
2τ − 1

6

C2
l

Ct
. (C.5)

Despejando Ct podemos establecer la expresión para calcular ∆t que relaciona el

intervalo de tiempo macroscópico con el intervalo tiempo mesoscópico a partir del

tiempo de relajación τ y ∆x, esto es,

∆t = Ct =
2τ − 1

6

C2
l

ν
. (C.6)

A fin de mostrar este proceso, consideremos un ejemplo. Si consideramos

un flujo dentro de un tubo dos dimensional vertical, impulsado por la fuerza de

gravedad Fg = ρg con una aceleración g = 10m/s2, con los siguientes valores

iniciales: un diámetro del tubo de l = 1x10−3m, una viscosidad de ν = 1x10−6m2/s

y una densidad ρ = 1x103kg/m3. Si la velocidad máxima del flujo de Poiseuille es

de vmax = 1.5m/s, entonces el valor del Re asociado es de 1250.

Si elegimos un número de nodos de la malla numérica de l̃ = 200 para re-

presentar al diámetro l del tubo entonces el intervalo espacial ∆x será de 1x10−5m.

A su vez dado que ρ̃ = 1, entonces Cρ = 1x103kg/m3. Por tanto solo resta conocer

el valor del intervalo del tiempo ∆t, que para fijarlo correctamente, es necesario

obtenerlo a partir del tiempo de relajación τ . Eligiendo τ = 0.6 de la ec. C.6,

se obtiene un valor para ∆t = 3.333x10−6s. A partir de estos valores es posible

deducir el factor de conversión de cualquier otra variable física relacionada.



Apéndice D

Vórtice de Taylor-Green

En dinámica de fluidos, el vórtice de Taylor-Green es un flujo no estaciona-

rio asociado a un vórtice en decaimiento, que tiene una solución exacta mediante

las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes [52, 123]. Como este flujo se conoce

analíticamente, a menudo se utiliza como una prueba de referencia para los resolve-

dores numéricos de las ecuaciones de Navier-Stokes [124, 125]. El flujo Taylor-Green

es inestable y completamente periódico en un dominio de tamaño lxly. Formulado

en dos dimensiones espaciales, sus campos de velocidad y presión se leen como:

~v(~x, t) = v0

(
−
√
ky/kxCos(kxx)Sen(Kyy)√
kx/kySen(kxx)Cos(Kyy)

)
e−t/td , (D.1)

p(~x, t) = p0− ρv
2
0

4

[
ky
kx
Cos(2Kxx) +

kx
ky
Cos(2Kyy)

]
e−2t/td . (D.2)

Aquí, V0 corresponde a la escala de velocidad inicial, kx,y = 2π/lx,y corres-

ponden a los componentes del vector de onda ~k y

td =
1

ν(k2
x + k2

y)
, (D.3)

es el tiempo de decaimiento del vórtice.

En la presente tesis, el vórtice de Taylor-Green se ha empleado para estudiar

la convergencia del código LBM cuando a éste no se le agrega ningún artificio

numérico externo y las fronteras son por tanto periódicas en toda dirección (vease
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Figura D.1: Magnitud de la componente z de la vorticidad para el vórtice de Taylor-Green

para un Re = 10a t = 0.1s. Se observa que el vórtice central presenta vorticidad positiva,

mientras que los que están a sus costados presentan vorticidad negativa. Por tanto, los

vórtices rotan en sentidos opuestos, manteniendo siembre su ubicación inicial.

la fig. D.1). Para el estudio de convergencia presentado en la sección 4.4, se empleó

una v0 = 1m/s, con lx = ly = 1m y una viscosidad cinemática ν de 0.1m2/s; lo

cual refiere a un Re = 10. Se emplearon 4 distintas resoluciones para la malla

espacial, a saber R1 = 100x100 nodos, R2 = 200x200 nodos, R3 = 400x400 nodos,

R4= 800x800 nodos. A medida que la malla es refinada sucesivamente por un

factor de dos, el número de pasos de tiempo en cada simulación fue incrementado

por un factor de 4 para simular el mismo tiempo físico en cada caso. El gasto

computacional de las simulaciones (el número total de actualizaciones de nodos)

aumenta por lo tanto en un factor de 16 por cada duplicación de la resolución.



Apéndice E

Conceptos de redes neuronales

artificiales

El método de Machine Learning (ML) empleado en las secciones 5 y 6, en

las que se aplica del código LBM desarrollado en esta tesis, utiliza redes neuronales

artificiales (RNAs), las cuales fueron consideradas, dado que ofrecen un método

directo para resolver problemas debido a su adaptación a información desconocida,

incompleta o ruidosa, además de realizar un cálculo veloz después del entrenamien-

to [126]. En adición, se han aplicado con éxito en otros sistemas complejos como

es el procesamiento de imagen y de voz, el reconocimiento de patrones, filtrado de

señales, y también se han implementado en el modelado de fluidos computacionales

para flujos turbulentos y dispersión [88, 127, 128], lo cual es bastante similar a la

patrones de campo vectorial analizados en la presente tesis.

Las RNAs son un paradigma del aprendizaje automatizado, basado en sis-

temas biológicos, y que son empleados para clasificación, optimización y problemas

de regresión, utilizando un número masivo de interconexiones de neuronas, en re-

ferencia a las redes neuronales biológicas [129]. Las RNAs tratan de generalizar la

información más relevante sobre datos ruidosos o incompletos, extrayendo patrones

a través de la composición de funciones no lineales (generalmente sigmoides como

la tangente logística o hiperbólica), funcionando como aproximadores de función

universal, como el teorema de los estados de Cybenko [130].

La arquitectura de la RNA más usual es el llamado perceptrón multicapa
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(MLP), que es una extensión del perceptron simple desarrollado por Rosenblatt

[131]. El MLP consiste en una disposición de capas de neuronas de procesamiento

interconectadas entre ellas: una capa de entrada, una o varias capas ocultas, y una

capa de salida. En una estructura de MLP la información va desde la capa de

entrada a la oculta y más tarde desde la oculta a la salida. Las conexiones entre

neuronas son reguladas por coeficientes de peso, que se ajustan en la fase llamada

entrenamiento.

Para ilustrar una operación de una RNA, supongamos un MLP de tres capas

con n neuronas de entrada, m elementos en una sola capa oculta, y l neuronas de

salida, donde la relación entre un vector de entrada ~x = {x1, x2, . . . , xn} y la k-th

neurona de salida se determinan por la expresión

yk = G

(
w̃0k +

m∑
j=1

w̃jk ∗ F

(
n∑
i=1

wij ∗ xi + w0j

))
, (E.1)

donde wij and w̃jk son los pesos de conexión entre las neuronas en las capas de

entrada oculta y salida, respectivamente; w0j y w̃0k son algunos pesos adicionales

llamados bias que funcionan como umbrales; F y G son las funciones de activación

de las neuronas en cada capa, que en este trabajo pusimos F como la tangente

hiperbólica y a G como una función lineal.

Para asegurarse de que una RNA de resultados apropiados, sus pesos deben

ser ajustados. Una forma de hacerlo es implementar un algoritmo de entrenamiento

supervisado, que consiste en introducir N ejemplos en la RNA. Cada ejemplo

consiste en i entradas denotadas por x̃pi y k salidas denotadas por ỹpk, donde el

índice p = 1, . . . , N indiza cada uno de los N patrones del conjunto par x̃i, ỹk. Una

minimización de la función de error dependiente del peso E(~w) se define por

E(~w) =
1

N

N∑
p=1

l∑
k=1

1

2
(ỹpk − y

p
k)

2, (E.2)

siendo yk los vectores de respuesta de la RNA y ỹk los vectores objetivo. Para

los capítulos 5 y 6, x̃pi corresponde a los valores i-ésimos medidos para vx, la

componente z de la vorticidad o la presión dinámica q en los detectores para la

simulación p-ésima, mientras que ỹpk representa el valor correspondiente del Re
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para la misma simulación (tener sólo una salida en la red implica k = 1), o bien al

índice de relación sólido-liquido (IRSL) conformado por un total de 800 valores de

salida.

La minimización de la función de coste se realiza mediante la iteración de

un algoritmo de gradiente descendente denominado backpropagation [119], el cual,

en cada paso iterativo t cambia el valor de cada wij, propagando el error de las

neuronas de salida a las neuronas de entrada mediante la regla

wij(t+ 1) = wij(t)− γ
∂E(t, ~w)

∂wij(t)
+ α4wij(t), (E.3)

con 0 < γ < 1 denominada como tasa de aprendizaje, la cual es determinada por el

usuario, α4wij(t) se denomina momento de impulso, añadido para evitar quedar

atrapado en un mínimo local, con 0 < α < 1, el cual es otro parámetro a ajustar.

Para calcular w̃jk se emplea una expresión similar, la cual se describe a detalle en

[126]; a su vez los pesos w0j y w̃0k suelen iniciarse aleatoriamente dentro de algún

intervalo definido para respectivo caso a tratar.

Para la implementación numérica de las RNAs en lugar de usar códigos

fuente abiertos, se decidió utilizar nuestra propia implementación para tener el

control total de los detalles en el código, buscando diferentes estructuras y pará-

metros en el proceso de aprendizaje. Por un lado, la selección de la estructura de

las RNA se hizo considerando que debía ser lo más simple posible, para mante-

ner la ventaja computacional y lo suficientemente compleja para su adaptación a

patrones desconocidos.

Concluyendo, lo anterior describe la conformación y construcción de las

RNAs desarrolladas por otros colaboradores con la finalidad de realizar los estudios

científicos desarrollados durante este trabajo doctoral.
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