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Resumen

Estudios no-perturbativos a través de las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDEs) re-
quieren la implementacion de un esquema de truncamiento para este conjunto infinito y
acoplado de ecuaciones, para poder reducirlas a un sistema tratable. Una de las practicas
mas comunes es la implementacion de un ansatz para el vértice de interacciéon fermion-bosén
de 3-puntos. La electrodindmica cudntica (QED) es una teoria adecuada para el estudio de
las restricciones de invarianza de norma sobre la construccion de dicho ansatz para el vérti-
ce, y estas son: i) las identidades de Ward-Fradkin-Green-Takahashi (WFGTIs), las cuales
determinan la llamada componente longitudinal de este vértice, y ii) las transformaciones de
Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKFTs), las cuales restrigen la componente del vértice trans-
versa al momento del fotén, la cual queda indeterminada por la WFGTI. En este trabajo de
tesis, empleamos las identidades transversas de Takahashi (T'TIs) para imponer restricciones
no-perturbativas sobre la componente trasnversa del vértice de 3-puntos fermién-fotén. De-
mostramos que la implementacion de estas identidades es crucial para asegurar la correcta
covarianza de norma del propagador fermionico y su renormalizabilidad multiplicativa. Tam-
bién hacemos una comparasion entre distintas contrucciones ya existentes para el vértice y
verificamos si éstas satisfacen las TTIs. Adicionalmente, analizamos el rompimiento dinamico
de simetria quiral (DCSB) en la SDE para el propagador fermiénico, y derivamos los reque-
rimientos basicos que debe satisfacer el vértice para asegurar que el acoplamiento critico,

arriba del cual toma lugar el DCSB, sea independitente de la norma.

Palabras clave: Electrodinamica Cudantica, Ecuaciones de Schwinger-Dyson, Identidades de
Ward-Takahashi, Transformaciones de Ladau-Khalatnikov-Fradkin, Rompimiento Dinamico

de Simetria Quiral.
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Abstract

Non-perturbative studies of the Schwinger-Dyson equations (SDEs) require their infi-
nite, coupled tower to be truncated in order to reduce them to a practically solvable set. A
usual practice is to make an ansatz for the 3-point fermion-boson vertex. Quantum electrody-
namics (QED) is an illuminating example in which we can study the constraints of gauge
invariance, namely, i) the Ward- Fradkin-Green-Takahashi identities (WFGT1Is), which de-
termine the so called longitudinal part of this vertex and ii) the Landau-Khalatnikov-Fradkin
transformations (LKFTs), which probe its component transverse to the photon momentum
and undetermined by the WFGTI. In this work, we employ the transverse Takahashi iden-
tities (TTIs) to impose further non-perturbative constraints on the latter component of the
3-point fermion-photon vertex. We show that the implementation of these identities is cru-
cial in ensuring the correct local gauge transformation for the electron propagator and its
multiplicative renormalizability. We also make an explicit comparison of various existing
constructions of this vertex against the demands of the TTIs. In addition, we analyse dyna-
mical chiral symmetry breaking (DCSB) in the SDE for the fermion propagator, and derive
the non-perturbative constraints on the vertex in order to ensure for the critical coupling,

above which DCSB takes place in QED, to be gauge independent.
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Prefacio

Las teorias de morma constituyen el pilar central sobre el que se sustenta la des-
cripcion mas precisa y elegante de las particulas fundamentales en la naturaleza y sus inter-
acciones. La idea primordial detras de estas teorias es sorprendentemente simple pero con
implicaciones trascendentales y se le conoce como el principio de norma, el cual establece
que las interacciones entre particulas pueden ser naturalmente incorporadas en la descripcion
del sistema en estudio demandando al lagrangiano correspondiente ser invariante ante trans-
formaciones locales generadas por un grupo de simetria muy particular: la llamada simetria
de norma, que ademas de caracterizar la naturaleza de cada tipo de interaccién, es una

simetria exacta a nivel clasico.

Histéricamente, la idea de tnvarianza de norma fue introducida por primera vez en
la electrodinamica clésica, con fundamento tedrico en las ecuaciones de Maxwell, las cuales
exhiben explicitamente dicha invarianza. Esta idea es retomada en el contexto de las Teorias
Cudanticas de Campo (QFTs, por sus siglas en inglés) en los anos 40s por S. Tomonaga [1],
J. Schwinger [2,3] y R. Feynman [4], quienes sentaron las bases de la que al dia de hoy
es la teorfa més precisa que existe: la Electrodinamica Cudntica (QED), la cual describe las
interacciones electromagnéticas (EM) y tiene una simetria de norma de tipo Ugys(1), donde el
subindice hace referencia a la conservacion de la carga eléctrica en este tipo de interacciones.
La descripcion unificada de las interacciones electromagnéticas y las interacciones débiles
(originalmente teorizadas por E. Fermi a principios de los anos 30s) surge en los anos 60s
gracias al trabajo de S. Glashow [5], A. Salam y S. Weinberg [6, 7], en la llamada Teoria
FElectrodébil, cuya simetria de norma es SUp(2) x Uy (1), en la cual se conserva la hipercarga
débil (V) y los fermiones no-masivos poseen tnicamente quiralidad izquierda (L). Por otra

parte, en 1964 M. Gell-Mann y G. Zweig [8-10], de manera independiente, sientan las bases



del modelo de quarks, el cual es el arquetipo de las interacciones fuertes posteriormente
descritas por la Cromodindmica Cudntica (QCD), en las cuales se conserva la carga de color

(C) y su correspondiente grupo de norma es SU¢q(3).

En conjunto, la teorfa electrodébil y QCD constituyen el Modelo Estindar (SM) de
particulas elementales, cuyo grupo de simetria es por supuesto SUx(3) x SUL(2) x Uy (1). Este
modelo describe toda la materia visible en el universo en términos de fermiones fundamentales
de espin-1/2 (quarks y leptones), interactuando entre si a través del intercambio de bosones de
norma de espin-1 (el gluén, los Ws, el Z y el fotén). Las predicciones tedricas del SM han sido
puestas a prueba y validades experimentalmente, mostrando una precisién sin precedentes,
proporcionando asi la descripcion mas sélida y detallada que tenemos hoy en dia del mundo
subatomico. No obstante, este exitoso modelo deja abiertas muchas preguntas de relevancia

trascendental, actualmente bajo escrutinio cientifico.

Uno de los enigmas mas importantes es sin duda alguna el origen de la masa. Por
ejemplo, la inclusién de un término de masa para cada uno de los bosones mediadores de la
interaccién débil en el lagrangiano correspondiente supone a priori la ruptura explicita de
la simetria de norma correspondiente al sector electrodébil, por lo que preservar el principio
de norma requeriria que dichos bosones no tuvieran masa. Sin embargo, esta conjetura esta
en contraste con las observaciones experimentales, las cuales indican una masa de aproxima-
damente 80 y 90 GeV para los bosones W¥ y el Z, respectivamente. El mecanismo de Higgs

resuelve esta aparente inconsistencia en la teorfa [11-13].

Las particulas fundamentales del SM adquieren masa debido a su interaccion con el
llamado boson de Higgs, un campo escalar fundamental de espin-0, cuyo valor de espectacion
(Pvac =~ 250 GeV en el vacio [14] rompe la simetria de norma a nivel cudntico, en un
proceso denominado ruptura espontdnea de simetria® [7,15,16], pero la preserva a nivel clasico
(i.e. en el lagrangiano). Este valor de espectacion finito (diferente de cero) es directamente
responsable de las masas de los bosones W* y el Z, y a su vez produce una masa para
cada uno de los quarks y leptones proporcional al acoplamiento de Yukawa entre el fermién
correspondiente y el campo de Higgs. El valor de (¢).. fue medido experiementalmente en

el 2012 en el Large Hadron Collider (LHC), sugiriendo una masa aproximada de 125 GeV

LAl ser tomadas en cuenta las correcciones cudnticas, el campo del Higgs produce la ruptura espontanea
de la simetria SUL(2) x Uy (1) de la teorfa electrodébil en la simetria Ugps(1) de QED



para el bosén de Higgs, la ltima pieza del SM en ser finalmente detectada [17].

Pese al esclarecedor panorama que revela el mecanismo de Higgs, éste es capaz de
explicar tan sélo un pequeno porcentaje de la masa total de la materia visible en el universo.
Las predicciones tedricas del sector electrodébil se ajustan a las observaciones experimentales
si se considera una masa corriente del orden de 5 MeV para los quarks up y down, lo que
representa menos del 2% en comparacién con la masa de aproximadamente 300—500 MeV
que se espera de un quark constituyente. De hecho, el 98 % de la masa restante es atribuida a
las interacciones fuertes entre los bloques fundamentales de los cuales estan compuestos los

protones y neutrones en lo nicleos atomicos.

La cromodindmica cuantica es aceptada como la teoria de las interacciones fuertes
entre los componentes primordiales de los cuales estan compuestos los mesones y bariones.
Esta teoria de norma no-abeliana describe a los hadrones como estados ligados fuertemente
interactuantes, constituidos por los grados de liberted fundamentales de QCD, i.e., quarks y
gluones. En el régimen de altas energias, el acoplamiento entre estos grados de libertad es muy
débil y la teoria se vuelve asintdticamente libre [18-20]. En este régimen ultravioleta (UV) es
posible aplicar teoria de perturbaciones (PT) en el tratamiento de QCD. No obstante, en el
régimen infrarrojo (IR) de bajas energias en el que el las interacciones entre quarks y gluones

es muy intensa, no es posible aplicar PT en el estudio de QCD.

En el régimen IR, la descripcion de las propiedades hadrénicas tales como las masas,
sus factores de forma y transicién, entre otras, representa un enorme desafio al intelecto
humano puesto que QCD es la inica teoria de naturaleza no-perturbativa de la que tenemos
conocimiento. A las escalas de baja energia en las que protones y neutrones coexisten en el
nicleo atémico, la faceta no-perturbativa de QCD tiene su maximo esplendor y la intensa
dinamica entre quarks y gluones da lugar a dos fenémenos emergentes muy importantes: el
confinamiento de color dentro de los hadrones [21-23], y el Rompimiento Dindmico
de Simetria Quiral (DCSB), siendo este tiltimo el mecanismo responsable de la generacion
dindmica de masas para los quarks constituyentes y cuyo parametro de orden es el llamado
condensado quiral (y1)), un valor de espectacion de un campo compuesto (en contraste con
un rompimiento dindmico de simetria, en el que la masa viene dada en términos del valor
de espectacién de un campo fundamental). Una descripcién realista del espectro hadrénico

y sus propiedades fisicas debe incorporar estos dos fenémenos de primeros principios, lo



cual implica la necesidad de implementar técnicas no-perturbativas en el estudio de estados

fuertemente ligados.

Para el estudio de QCD en el continuo, las Ecuaciones de Schwinger-Dyson
(SDESs) proporcionan un marco tedérico con invarianza de Poincaré manifiesta en el que po-
demos estudiar el comportamiento de las funciones de Green de n-puntos [24,25],
ingredientes basicos en la descripcién de hadrones, tanto en el régimen IR como en el UV.
Estas ecuaciones incorporan confinamiento y DCSB de manera natural en QCD, provando ser
una herramienta poderosa en la descripcién del espectro hadrénico [26-28] y en la prediccién
de resultados experimentales [29-32]. En las ultimas décadas, se ha logrado un considera-
ble progreso en el estudio de propagadores (funciones de Green de 2-puntos) [33-37] y el

vértice fermion-boson (funcién de Green de 3-puntos) [38-40].

Las SDEs son las ecuaciones fundamentales de cualquier QF T y dado que su derivacion
es independiente de la magnitud del acoplamiento («) entre los grados de libertad elementales,
son ideales para el estudio de teorias no-perturbativas como QCD. No obstante, siendo un
conjunto infinito de ecuaciones integrales no-lineales y acopladas entre si, el estudio de la
teoria a través de este formalismo requiere un esquema de truncamiento auto-consistente
del sistema de ecuaciones. Dicho truncamiento debe preservar las simetrias y propiedades
fundamentales de la teoria. En el régimen perturbativo, las SDEs pueden ser sisteméticamente
truncadas en potencias de «. La simetria de norma es preservada orden por orden en la
expansion perturbativa, y ademds la teoria es renormalizable. Sin embargo, en el régimen
no-perturbativo resulta ser necesario implementar un esquema de truncamiento totalmente

diferente.

En el régimen no-perturbativo, la practica mas comun es truncar las SDEs a nivel
de los propagadores. En el contexto de QED y QCD, esto implica la necesidad de intro-
ducir un ansatz para los vértices quark-gluén y fermién-fotén?, respectivamente, para asi
desacoplar a los propagadores de las funciones de Green de 4-puntos y érdenes mas altos.
No obstante, la elecciéon de este ansatz no puede ser arbitraria puesto que debe preservar
las caracteristicas y propiedades esenciales de estas QFTs, tales como la invarianza local

de norma, la renormalizabilidad de la teoria y sus respectivas implicaciones, viz., las Iden-

2En QED, el fermién puede pertenecer a la familia de los leptones o de los quarks.



tidades de Ward-Fradkin-Green-Takahashi (WFGTIs) en QED [41-44], las Identidades de
Slavnov Taylor (STIs) en QCD [45,46], asi como las Identidades Transversas de Takahashi
(TTIs) [47-51] y las Transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKFTs) en ambas
teorfas [42,52-55]. Adicionalmente, este ansatz debe poseer las mismas propiedades que su
versién a nivel de drbol® ante las transformaciones de conjugacién de carga, paridad e inver-

sion temporal, v debe reducirse a su expansion perturbativa en el limite de acomplamiento

débil.

El vértice fermion-bosén se comporta como un cuadri-vector ante una transformacion
de Lorentz, y en su descomposicién més general estd constituido por 12 structuras (cuadri-)
vectoriales linealmente independientes, cada una de ellas ponderada por un factor de forma.
Implementar un ansatz no-perturbativo para este vértice en el truncamiento de las SDEs
implica modelar la estructura analitica de cada uno de sus factores de forma, preservando las
propiedades e identidades antes mencionadas. En conexién con lo anterior, las WFGTIs (y su
contraparte no-abeliana, las STIs) permiten separar al vértice en dos partes: las componentes
longitudinal y transversa. La parte longitudinal del vértice fermién-foton esta completa-
mente determinada por la WFGTTI en términos del propagador fermiénico [56]. De manera
andloga, la STT fija la componente longitunidal del vértice quark-gluén en términos del pro-
pagador del quark, el propagador del fantasma® y el kernel de dispersién quark-fantasma [57].
En ambos casos, el vértice longitudinal consta de 4 estructuras vectoriales, pero uno de los
correspondientes factores de forma longitudinales es cero en QED. Desafortunadamente, tan-
to la WFGTT como la STI dejan completamete indeterminado al vértice transverso, definido
en términos de las 8 estructuras vectoriales restantes y sus correspondientes factores de forma
transversos. La componente transversa del vértice juega un papel importante en la renorma-
lizabilidad de la teoria y tiene efectos medibles en fisica hadrénica, por lo que es imperativo

estudiar esta componente del vértice.

En la construccién de un ansatz para los factores de forma transversos, las LKFTs

para QED han demostrado ser capaces de imponer restricciones sobre el vértice electrén-

3El nivel de arbol de una funcién de Green es la expresién para dicha funcién extraida directamente del
lagrangiano del sistema, i.e., sin correcciones cudnticas.

4En la formulacién de integral de camino para QCD, es necesario introducir los llamados fantasmas de
Faddeev-Popov: campos escalares ficticios, necesarios para preservar la unitariedad de la teoria en normas

covariantes.



fotén y describir un DCSB invariante de norma [58-66]. Dichas transformaciones describen
la respuesta de las funciones de Green ante una variacién en el parametro de norma, dejando
a las WFGTIs invariantes. Recientemente, estas transformaciones han sido derivadas para
QCD [55,67]. Ademds, una de las implicaciones de las LKFTs es la Renormalizabilidad
Multiplicativa (MR) del propagador fermiénico, una propiedad que ha sido implementada en
el estudio de restricciones y en la construccién de ansatze para el vértice electrén-fotén [39,

68-79]. Los resultados a un lazo en PT imponen restricciones adicionales [56,72,80-82].

Por otra parte, las TTIs han sido recientemente utilizadas para estudiar la estructura
no-perturbativa de los factores de forma transversos del vértice fermién-fotén [83,84], mo-
delando un vértice transverso que incorpora DCSB en su estructura analitica y ademds se
reduce a su correcto limite asintético en PT. Desafortunadamente, este modelo para el vérti-
ce no garantiza la MR del propagador fermiénico. Es entonces razonable buscar modelar al
vértice transverso utilizando en conjunto a las TTIs y el argumento de renormalizabilidad

multiplicativa.

Uno de los aspectos mas importantes en el truncamiento de las SDEs para el estudio de
estados fuertemente ligados es la correcta incorporacion del DCSB tanto en el propagador del
fermién como en el vértice, pues este tiene efectos medibles en el espectro hadrénico [31,32].
Estudios no-perturbativos de la SDE para el propagador del quark, la llamada ecuacion de
gap, sugieren que debido al DCSB la funcién de masa M (p?) del quark se satura en el limite
IR (p* — 0) a un valor finito de alrededor de 300—500 MeV [85-87], su valor constituyen-
te, incluso en el limite quiral en el que la masa corriente del quark (la que aparece en el
lagrangiano) es igual a cero. Estudios de QCD en la red (LQCD) confirman estos resulta-
dos [88-90]. En el régimen UV, esta funcién de masa se reduce a su valor perturbativo de tan
s6lo unos cuantos MeV. Las investigaciones tanto en el continuo como en la red muestran
que el propagador del quark corresponde a una excitacién confinada [31,91]. Por otro lado,
se han iniciado estudios en LQCD para calcular los factores de forma transversos del vértice
quark-gluén para algunas configuraciones cineméticas de momento [92-95]. Estos estudios
revelan que todos los factores de forma del vértice se saturan a un valor finito en el régimen
IR, incluso en el limite quiral en donde algunos de estos factores de forma serian idéntica-
mente cero a cualquier orden en PT. Este fenémeno de saturacion es proporcional a la masa

dindmicamente generada, develando los efectos del DCSB en el vértice [92,93,96]. Estudios



a través de las SDEs proveen resultados que estdn en buen acuerdo con aquellos reportados
en LQCD [97-100], provando que estas dos aproximaciones son complementarias [101]. Sin
embargo, mejorar la retroalimentacién entre los estudios en el continuo y en LQCD requiere
predicciones tedricas mas precisas, lo que a su vez implica truncamientos de las SDEs mas

refinados, siendo el vértice quark-gluén una pieza fundamental para lograrlo.

En virtud de la naturaleza no-abeliana de QCD, la construccién de un ansatz para el
vértice quark-gluon evoca la complejidad de los calculos no-perturbativos, siendo esencial el
perfeccionamiento progresivo de este tipo de truncamiento. En este sentido, el estudio del
vértice fermién-foton en el régimen no-perturbativo de QED propicia un escenario amigable
en el que podemos explorar las prescripciones bésicas en la construccién de un ansatz fisica-
mente aceptable. No obstante, la motivacion para estudiar la faceta no-perturbativa de QED

va més alla de ser un simple modelo de juguete de QCD, y es relevante por si misma.

Aunque QED manifiesta un comportamiento perturbativo en la naturaleza, se cree
que un campo EM suficientemente intenso (tal como en los experimentos de colisiones de
iones pesados) podria desencadenar una transicién de su fase perturbativa a una dindmica no-
perturbativa, a medida que se incrementa el acoplamiento electromagnético «.. Esta transicion
de fase es continua y esta caracterizada por un wvalor critico a. del acoplamiento, distinto de
cero, arriba del cual la simetria chiral se rompe dinamicamente: para a > «., la funciéon de
masa M del fermion entra en el plano complejo, indicando un DCSB. El acoplamiento critico
senala entonces el punto de bufircacion entre las soluciones perturbativa y no-perturbativa de
la funcion de masa del fermion. Estudios en el continuo usando un vértice desnudo sugieren
que . = 7/3 [102,103], revelando un comportamiento exponencial de la funcién de masa, el
llamado escalamiento de Miransky [104-106]. Por otro lado, se demostré que en la criticalidad
a = a, la dimensién andémala de la funcién de masa es 7, = 1 [107,108]. Anélisis posteriores
tienden a argumentar que, en la criticalidad, este resultado sigue siendo valido independiente
de la eleccién del vértice [109-111]. Esta conjetura ha sido implementada en la construccién
del ansatz para el vértice [77], que debe reproducir 7, = 1. Cabe mencionar que este valor de
la dimensién anémala implica una dimensién dindmica d = 2(3 — ~,,) = 4 para el operador
(¢1))?, en contraste con su correspondiente dimensién canénica d = 6. Esto indica que,
mientras en PT este operador es irrelevante, para a > «. las interacciones de 4-fermiones

se vuelven relevantes y estas deben ser tomadas en cuenta para poder estudiar la fase no



perturbativa de QED de manera consistente [109,112]. Cabe mencionar que esta transicién
de fase también se ha estudiado para QED en la red, confirmando una transicién de segundo

orden en la criticalidad [113] para un nimero de fermiones Ny pequenio (N; < 8) [114-116].

Debido a que el acoplamiento critico determina un punto de transicion de fase con
efectos posiblemente medibles en un experimento, es natural pensar que dicho acoplamiento
critico sea una observable fisica y por lo tanto invariante de norma. Esta independencia de
a. sobre el parametro de norma ha sido implementada para imponer restricciones sobre los

factores de forma del vértice transverso [40].

El objetivo principal de este trabajo de tésis es determinar las restricciones no-perturbativas
que debe satisfacer un ansatz fisicamente aceptable para el vértice fermion-fotén en QED, de
manera que este vértice satisfaga las TTIs, garantice la MR del propagador fermidnico, des-
criba un DCSB independiente de norma, reproduzca la dimension anémala ,, = 1 esperada
para la funcién de masa, y se reduzca a su expansioén perturbativa en el limite asintodtico.

PAra este propoésito, la presente tésis estda organizada de la siguiente forma:...



Capitulo 1

Introduccion a QED

La Electrodindmica Cudntica (QED) es la teorfa de norma que describe las interac-
ciones electromagnéticas entre fermiones de espin-1/2, eléctricamente cargados, y los bosones
de norma de espin-1 correspondientes a la teoria, viz., los fotones. Desde el punto de vista
del SM, las interacciones EM son consecuencia de la ruptura espontanea de la simetria de
norma SUL(2) x Uy (1) de la teoria electrodébil, la cual se reduce a la simetria fundamental
Ugar(1) de QED para energfas del orden ~ 10*> GeV. Como resultado de este rompimiento
de simetria, los bosones mediadores de la interaccion débil adquieren una masa de alrededor
de 80—90 GeV, mientras que los fotones no adquieren masa. Debido a estos fotones no ma-
sivos, las interacciones EM son de alcance infinito, por lo que éstas no sélo determinan las
propiedades fisicas de sistemas a nivel atomico, sino que ademas resultan ser relevantes en

la descripcion de muchos fenémenos en la micro y la macroescala.

Entre las teorias que conforman al SM, QED ostenta las predicciones més precisas. La
més sobresaliente de estas predicciones es el llamado momento magnético andmalo (AMM)
del electron, el cual determina el valor de la constante de estructura fina « (i.e. el acoplamiento
EM). El célculo del AMM fue derivado por primera vez en 1948 por J. Schwinger en PT a un
lazo [2]. En la actualidad, el AMM ha sido calculado hasta orden O(«®) [117], coincidiendo
con mas de 10 cifras de precisién con recientes resultados experimentales [118,119]. Esto

confirma a QED como la teoria mas precisa que existe.



En el contexto de las QFTs, la QED es la formulacién covariante de la teoria electro-
magnética clasica, la cual se sustenta en un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que
describen el comportamiento de los campos EM en presencia de cargas y corrientes eléctricas,
las llamadas ecuaciones de Maxwell. Dado que estas ecuaciones conforman los cimientos de
QED y manifiestan propiamente la simetria de norma Ugy(1), estas serdn revisadas en la

siguiente seccién.

1.1. Ecuaciones de Maxwell

Las propiedades eléctricas y magnéticas de la materia fueron reconocidas desde tiempos
ancestrales por las antiguas culturas Griega, India y China, en materiales como el ambar y
la magnetita. No obstante, es a partir del siglo XV que se comienza a implementar el método
cientifico en el estudio de estas propiedades, sobresaliendo los experimentos en electrostati-
ca de Cavendish y Coulomb a finales del siglo XVI, entre otros. Durante mucho tiempo,
electricidad y magnetismo fueron considerados fenémenos independientes. Sin embargo, la
conexién entre estos dos fenémenos fue notada en 1820 por Dersted, quien observé que una
corriente eléctrica puede cambiar la orientaciéon de la aguja magnetizada en una brujula.
Poco tiempo después, Ampere postulé que el magnetismo es resultado de cargas eléctricas
en movimiento!. En contraste, en 1831 Faraday descubrié que el movimiento de un imén
puede inducir una corriente eléctrica, y especuld acertadamente que la luz es de naturaleza
electromagnética. Todas estas conjeturas son retomadas por Maxwell, quien las sintetiza en
las ecuaciones que llevan su nombre. La interpretacion de los campos eléctricos y magnéticos
como dos manisfestaciones de un mismo fenémeno fue finalmente establecida en el contexto

de la relatividad especial.

En conjunciéon con la ley de Lorentz, las ecuaciones de Maxwell proveen una descrip-
ciéon completa de la dinamica clésica entre particulas eléctricamente cargadas y los campos

electromagnéticos. Explicitamente, las ecuaciones de Maxwell son

V.E = ple, (1.1)
V.B = o0, (1.2)

'Hoy en dia, sabemos que el espin es otra fuente de magnetismo.

10



VxE = R (1.3)
VxB = u07+ci@ (1.4)

donde E y ﬁ son los campos eléctrico y magnético, respectivamente. Ademas, p es la den-
sidad de carga y 7 es la corriente eléctrica. En este caso, ¢ = 1/,/lg€y es la velocidad de
la luz en el vacio, siendo pg v €y las constantes de permeabilidad y permitividad del vacio,
repectivamente. Por un lado, es ficil ver que al tomar la divergencia de la ec. (1.4), y sustituir

en el resultado la ec. (1.1), se obtiene la ecuacién de continuidad para la carga eléctrica
dp
v.7+2 o0 1.5
+ 5 (1.5)

Por otro lado, las ecs. (1.2,1.3) permiten reescribir, sin pérdida de generalidad, a los campos
—
eléctrico y magnético en término de un campo vectorial A y un campo escalar ¢ de la

siguiente manera:

B = Vx4, (1.6)
_>
B o= 924 (L.7)

Las ecuaciones de Maxwell pueden ser reescritas de manera que la covarianza de Lo-
rentz se manifieste de manera explicita en ellas. Para este propdsito, es necesario introducir
el cuadrivector de corriente eléctrica J* (o simplemente cuadricorriente) y el cuadrivector

potencial A*, definidos como

Jt = (cp,?), (1.8)
A = ()e, A). (1.9)

Asi, en su forma covariante, las ecs. (1.1,1.4) se escriben
O F"™ = J" (1.10)
mientras que las ecs. (1.2,1.3) se escriben

aquA+auFAu+aAFuV :Oa (111)
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donde se ha introducido el tensor de campo electromagnético F*, antisimétrico ante el

intercambio u <> v, definido como
Fr = 9rAY — 0V A* | (1.12)

y ademads, usando la convencién g, = diag(1,—1, —1, —1) para la métrica de Minlowski, se

ha definido el gradiente

=2 %) = e—gwa, - (% V). (1.13)

En este espacio de Minkowski, los indices griegos toman los valores u = 0, 1,2, 3, donde . = 0
denota la componente temporal de un (cuadri)vector? arbitrario a#, mientras que p = 1,2, 3

denota la componente espacial. Sustituyendo la ec. (1.12) en (1.10) obtenemos explicitamente

la ecuacién que satisface el campo vectorial A*:
DPAY — 0" (9,A") = J". (1.14)

Las ecs. (1.10) y (1.14) son equivalentes. Es preciso agregar que la ecuacién de continuidad
estd naturalmente incorporada en esta formulacién covariante: tomando la divergencia en la

ec. (1.14), es claro que
o J" =0, (1.15)
la cual es la expresién covariante de la ecuacion de continuidad, ec. (1.5).

Es muy importante notar de las ecs. (1.7,1.6) que, escrito en esta notacién covariante,

_>
los campos E y B quedan invariantes ante la transformacién
AP — AP = AP 4 OFy (1.16)

donde x es una funcién escalar arbitraria, pero analitica. Esta ecuacion define propiamente
una transformacion de norma del campo A*. Ademds, la ec. (1.12) hace evidente que

esta transformacién deja invariante al tensor electromagnético, es decir

P — Pl — i (1.17)

2En lo sucesivo, nos referiremos a los cuadrivectores simplemente como vectores.
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lo que a su vez implica, via las ec. (1.10,1.15), que la transformacién de norma definida en

la ec. (1.16) deja invariantes a la corriente J* y a la ecuacién de continuidad, puesto que
JH— JH =g, (1.18)

_>
Esta tnvarianza de norma de las observables fisicas p, 7, ﬁ y B, nos da la libertad de

escoger (en virtud de la arbitrariedad de la funcién escalar x) un campo A* tal que

A" =0, (1.19)
la llamada condicién de Lorentz, de manera que la ec. (1.14) se reduce a la ecuacién

PPAH = JH (1.20)

la cual admite soluciones de ondas planas en el vacio (donde J* = 0), como se espera de las
ondas EM. Para garantizar que al aplicar a A* una transformacién de norma, ec. (1.16), los
nuevos campos A’# satisfagan también la condicién de Lorentz, ec. (1.19), es necesario que

la funcion escalar x satisfaga la ecuacién
9y =0, (1.21)

lo que suprime la arbitrariedad de esta funcién, y es consecuencia directa de la invarianza
de norma de la ec. (1.19), motivo por el cual implementar restricciones de tipo d,A* = Cte
define el denominado proceso de fijacion de norma. Ademas, dado que las ecuaciones que
satisfacen cada una de las cuatro componentes de A* en la ec. (1.20) estan sujetas a dos
ecuaciones de restriccién, ecs. (1.19,1.21), vemos entonces que A* sélo tiene dos grados de

libertad, correspondientes a las polarizaciones transversales en una onda EM.

Por otra parte, es conveniente senialar que la ecuacién (1.10), y por tanto la dindmica
del campo electromagnético, puede ser obtenida de las ecuaciones de Euler-Lagrange para

un lagrangiano definido como
1
Ley = ZFWFW + J, AN (1.22)

Este lagrangiano del electromagnetismo es un elemento fundamental en la formulacién de la
teoria cuantica de las interacciones EM entre particulas cargadas, la QED. No obstante, para

poder describir la dindmica de fermiones cargados y su interaccién a través del intercambio
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de fotones, viz. los cuantos del campo EM, es necesario estudiar la ecuacién de Dirac. En
conexion con lo anterior, en la siguiente seccién se introduce el lagrangiano de Dirac y se
muestra cémo a partir de éste es posible derivar el lagrangiano de QED implementando el

principio de norma.

1.2. Ecuacion de Dirac

Las primeras décadas del siglo XX fueron testigo del nacimiento de un trascendental
paradigma de unificacién entre la mecénica cuantica y la relatividad especial: las teorias
cuanticas de campo. Uno de sus precursores mas importantes fue P. Dirac, quien introduce
la famosa ecuacién que lleva su nombre, la cual describe fermiones no interactuantes de
espin-1/2 y sus repectivas antiparticulas. En unidades naturales® (las cuales utilizaremos en

lo sucesivo, a menos que se especifique lo contrario), la ecuacién de Dirac se escribe

(tP—m)yp=0, (1.23)

donde el espinor (de 4 componentes) ¢ = 1)(x) denota la funcién de onda de un fermién con
masa m, y se define @ = "0, en términos de las matrices v de Dirac, cuya representacion
y propiedades se definen en el apéndice APENDICE. Esta ecuacién puede ser extraida del

lagrangiano de Dirac, definido como

Lo=v( §—m), (1.24)
en donde ¢ = 14, Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este lagrangiano son
%p _y | L0 | _ (1.25)
o _8 (Guzﬂ) |
oL, . | ocp |
-0 = 0. 1.26
a0~ [0.0). 20

La primera de estas dos ecuaciones, ec. (1.25), implica la ecuacién de Dirac para v, ec. (1.23).
Por otro lado, a partir de la ec. (1.26) se deriva la ecuacién de Dirac para el campo 1, la

cual se escribe

E(ﬁﬂn) =0, (1.27)

3En unidades naturales tenemos que i = ¢ = 1.
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donde % indica que la derivada actua del lado izquierdo. Para derivar la ecuacion de conti-
nuidad correspondiente al sistema de fermiones libres de espin-1/2 descrito por el lagrangiano
de Dirac, debemos multiplicar a la ec. (1.23) por ¢ por el lado izquierdo, asi como también
multiplicar a la ec. (1.27) por ¢ por el lado derecho. Al sumar ambas ecuaciones resltantes,

se obtiene
Wy (8,0) +i(00) v =0, (1.28)
la cual se puede reescribir como una ecuacion de continuidad, esto es
o J" =0, (1.29)
donde la corriente J* se define como

T = ey, (1.30)

y el factor e, la carga eléctrica del fermion, es convenientemente introducido para poder
interpretar a J* como el vector de corriente eléctrica definido en la ec. (1.8). Esta conexién
quedara claramente establecida en el contexto de las transformaciones locales de norma. Con
esto en mente, es preciso recordar el asombroso teorema de Noether, el cual establece que para
cada simetria continua que exhibe el lagrangiano de un sistema, existe una correspondiente
ley de conservacién. En este caso, podemos derivar la ec. (1.29) de continuidad si demandamos
que el lagrangiano de Dirac, ec. (1.24), sea invariante ante una transformacion global de fase

definida como
v =UNY, = 90 =30UT()), (1.31)

donde la constante A es el pardmetro de la transformacién global U()), la cual pertenece al

grupo U(1) y por lo tanto puede escribirse, sin pérdidad de generalidad, como
UN) = e, (1.32)

Las transformaciones globales para 1 y 1, ec. (1.31), pueden reescribirse en su forma infini-

tesimal (para un valor pequeno de \) como

Y=Y =+ 0, donde 0 =i\, (1.33)
oY =0+ 060, donde vy (1.34)
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Pedir que el lagrangiano de Dirac, ec. (1.24), sea invariante ante las transformaciones
globales de v y 9, ecs. (1.33,1.34), es equivalente a pedir que la correspondiente variacién en

el lagragiano sea 0Lp = 0, lo cual implica que
oLp — oLp oLp

= M—D(ST/J + 0+ ———=6(0) + ——=6(d,0) = 0, (1.35)

oL L
P oy o 9(9,v) 0(9,)

lo cual puede reducirse, utilizando las ecs. (1.33,1.34), a la ecuacién

8£D 8£D — aﬁD aﬁD
— = Oy |l =—— | ¥ - — -0 = +0,J' =0, 1.36
{ o " 1o(0) } { op " [a(aw) } : (136)
donde se ha utilizado J* para definir
oLp — 0Lp
JH=—"t —tp—— (1.37)
0(0) 2(9,0)

y la razén para hacerlo es que las definiciones (1.30) y (1.37) para la corriente J* son com-
pletamente equivalentes: en virtud de las ecs. (1.25,1.26) de Euler-Lagrange, la ec. (1.36)
se reduce a la ecuacién de continuidad, ec. (1.29). Para ver claramente esta equivalencia y
establecer la conexién con el vector de corriente eléctria, ec. (1.8), es necesario retomar el
concepto de simetria global y generalizarlo a una simetria local del sistema. Por esta razén,
en la siguiente seccion estudiaremos el principio de norma para una simetria local de tipo
U(1), y veremos cémo éste, aplicado al lagragiano de Dirac, da origen a la teorfa cuantica de

las interacciones electromagnéticas, QED.

1.3. Principio de norma en QED

El principio de norma constituye el eje central en la formulacion de teorias que describen
las interacciones fundamentales en la naturaleza. Este principio establece que para un sistema
cuyo lagrangiano posea una simetria global, la cual implique la conservacion de la carga
responsable de algin tipo de interacciéon, la dindamica correspondiente puede ser incluida en
la descripcion del sistema si se exige a su lagrangiano ser invariante ante la accién local del
grupo de dicha simetria. En esta seccién, aplicaremos el principio de norma para una simetria

local de tipo U(1) en el lagrangiano de Dirac, ec. (1.24).
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En su versién local, las transformaciones del grupo U(1) sobre los campos ¢ y W,

definidas en las ec. (1.31), se escriben

U() = ¥'(2) = M P(a), = D) = P (2) = Plx) e PO, (1.38)

y en su forma infinitesimal se tiene (cf. ecs. (1.33,1.34))

U(x) = P(x) + dv(x), donde p(x) = iA(x)Y(x), (1.39)
P() = () + 09(2), donde 0P(z) = —i(z)y (), (1.40)
donde se ha escrito explicitamente la dependencia en el vector de posicién z# para enfatizar

el hecho de que A(x) es ahora una funcién y no una fase global. Aplicando la transformacién

(1.38) al lagrangiano de Dirac, ec. (1.24), tenemos
Lp— Ly =Lp—UVy"Y(9,N) (1.41)

lo que indica que el lagrangiano de Dirac no es invariante ante transformaciones locales de
tipo U(1). Esto se debe a la presencia del ultimo término en la ecuacién anterior, el cual
es consecuencia de la derivada 0, actuando sobre ¢'(z). Este problema se puede resolver si

reemplazamos 0, por una derivada covariante D,, definida como
D, =0, +ieA,, (1.42)

donde e es la carga eléctrica del fermién, y ademds se ha introducido un campo vectorial A,

el cual debe transformarse ante U(1) como

1
Ay = Ay = A= =9\, (1.43)

de manera que el nuevo lagrangiano es invariante ante las transformaciones (1.38), y éste se

escribe

Lpir=v¢ ("D, —m)y=Lp+ Ly, (1.44)
donde el lagrangiano L; se define como

L;=—epy"pA, = —J'A,, (1.45)

y es denominado el lagrangiano de interaccién (de ahi el subidice ) debido a que acopla al

vector J#, que es justamente la corriente definida en la ec. (1.30), con el campo vectorial A,,.
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Debido a que la transformacién (1.43) es completamente equivalente a la transformacién de
norma para el electromagnetismo, ec. (1.16) con y = —\/e, podemos interpretar acertada-
mente a A" como el campo del fotén. Ademads, en virtud de las ecs. (1.22,1.45), podemos
identificar a J* como el vector de corriente eléctrica, ec. (1.8). Por lo anterior, vemos entonces
que L; es un término de interaccién entre el fermién de espin-1/2 y el bosén de norma del

electromagnetismo, i.e., el fotéon de espin-1.

Es importante agregar que, para poder tener una teoria electromagnética consistente,
debemos agregar en la ec. (1.44) el término cinético para el campo del fotén, que resulta ser
el término proporcional a F),, en el lagrangiano del electromagnetismo, ec. (1.22). De esta

manera, se define el lagrangiano

_ _ 1 ,
Lpypm =Lp+ L+ Ly = (iv"0, — m) Y — ey A, — 1 w M (1.46)
donde £, denota el término cinético del fotén, definido como
1
‘C’Y — _ZFIU'VFMV' (147)

El lagrangiano (1.46) describe las interacciones electromagnéticas entre fermiones cargados y
fotones, y ademads es invariante ante transformacién de norma de tipo Ugj(1) definida por las
ecs. (1.38,1.43), motivo por el cual el lagrangiano (1.46) define una teoria abeliana. No obs-
tante, Para describir las interacciones EM en el contexto de las QFT's, es necesario cuantizar

esta teoria. En la siguiente seccién se estudia la cuantizacién de la teoria electromagnética.

1.4. Lagrangiado de QED

La teoria electromagnética descrita por el lagrangian Lp, gy, ec. (1.46), no puede ser
cuantizada de manera consistente. Para mostrarlo, es conveniente recordar el método canéni-
co de cuantizacién, en el que a cada campo involucrado se asocia un momento conjugado
con el que debe satisfacer una cierta relacién de conmutacién (o anticonmutacién) de ma-
nera analoga a la relacion entre posicion y momento en mecanica cuantica. En particular,
el campo A, debe satisfacer una relacion de conmutacién con su correspondiente momento
conjugado 7, definido como

OLp+EM
/”L = ——
T oA, (1.48)
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Es preciso recordar que, aunque el campo A, tiene a priori cuatro grados de liberted, sélo
dos de estos pertenecen al espacio de Hilbert de estados fisicos (correspondientes al campo
eléctrico y magnético de fotén), por lo que es necesario aplicar ecuaciones de restriccién a
este campo. Sin embargo, esto genera inconsistencias en el proceso de cuantizaciéon candnica.
Por ejemplo, en la norma de Coulomb (o norma de radiacién) donde 6 . X, tenemos que la
componente temporal Ay = 0, lo que implica que 7° = 0 y por tanto estas componentes no
satisfagan su respectiva relacién candnica de conmutacion. Ademas, esta norma sacrifica la

invarianza de Lorentz.

Una alternativa a este problema es mantener los 4 grados de libertad del foton, permi-
tiendo que los dos grados de libertad adicionales generen un espacio de Hilbert extendido.
Una manera de separar los estados fisicos del resto de este espacio de Hilbert es utilizan-
do el método de Gupta-Bleuler en el que se generaliza la condicién de Lorentz, ec. (1.19),
aplicAndose ésta a los estados fisicos y no al campo A,. En especifico, los estados fisicos |¥)

son aquellos que satisfacen
0, A*¥) =0, (1.49)

Aunque esta condicién es mucho méas “débil” que su versién clasica, ec. (1.19), es suficiente
para una cuantizacion consistente de las interacciones EM. Con este fin, se introduce el
llamado término de fijacidn de norma (GF), definido como
1
2€

donde £ es una constante denominada pardmetro de norma: ¢ = 0 define la llamada norma

Lor = (9,AM) (1.50)

de Landau, & = 1 es llamada la norma de Feynman, entre otras. Entonces, el lagrangiano
para la electrodindmica cuéntica es
1

: (0,A")* . (1.51)

_ _ 1
Lorp = (iy"0, — m) ¢ — epy"p A, — ZFWFW —

Debido a que el término de fijacién de norma, ec. (1.50), fue introducido de manera arti-
ficial para cuantizar consistentemente la teoria, y ademés dicho término rompe la invarianza
del lagrangiano ante las transformaciones locales de tipo Ugps(1), es entonces obligatorio
imponer restricciones sobre la teoria para garantizar la correcta covarianza de norma de las

funciones de Green y asegurar que las observables fisicas sean independientes del parametro
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de norma . Estas restricciones se manifiestan en las llamadas identidades de Ward, y en las
LKFTs, las cuales seran analizadas en el siguiente capitulo, en el contexto de la formulacion

de integral de camino.

En el siguiente capitulo estudiaremos QED en el continuo, en particular, a través del
formalismo de las ecuaciones de Schwinger-Dyson. Discutiremos los esquemas de trunca-
miento de estas ecuaciones, y mostraremos la manera en que las identidades de Ward y las
LKFTs son necesarias para preservar la invarianza de norma de las observables disicas, y la

covarianza de norma de las funciones de Green.
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Capitulo 2

QED en el continuo

En el capitulo anterior se mostré cémo, implementando el principio de norma, es po-
sible construir la teoria de las interacciones EM entre fermiones de espin-1/2 y los bosones
de norma del electromagnetismo (fotones). El lagrangiano de esta teorfa, ec. (1.46), es in-
variante ante transformaciones locales de norma de tipo Ugps(1). No obstante, dentro del
marco de la cuantizacién canonica, se discutieron las razones por las que la teoria descrita
por este lagrangiano no corresponde a una QFT. En este contexto, se enfatizd la necesidad
de introducir un término de fijacién de norma, ec. (1.50), para poder asi evitar inconsisten-
cias en el proceso de cuantizacion de la teoria electromagnética, especificando finalmente al

lagrangiano para la electrodindmica cuantica, ec. (1.51).

Desafortunadamente, la invarianza de norma de la teoria clasica se ve comprometida
debido al proceso de fijaciéon de norma. Por esta razén, es necesario introducir restricciones
que restauren la correcta covarianza de norma de las funciones de Green de la teoria, y ase-
guren la invarianza de norma de las observables fisicas. Estas restricciones de norma no
son exclusivas del método de cuantizacién canoénica y, de hecho, es mucho més sencillo deri-
varlas mediante el método de integracién funcional. Por esta razén, es conveniente estudiar

el método funcional en QED.

En este capitulo se introduce la formulacién de la integral de camino para QED [120],

y a partir de ésta se derivan las ecuaciones fundamentales para las funciones de Green de
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la teorfa en el continuo: las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDEs) [24,25]. Ademsés,
se estudian las restricciones de invarianza y covarianza de norma, las cuales se manifiestan
a través de las llamadas identidades de Ward-Fradkin-Green-Takahashi (WFGTIs) [41-44],
las identidades transversas de Takahashi (TTIs) [47-51] y las transformaciones de Landau-
Khalatnikov-Fradkin (LKFTs) [42,52-55].

2.1. Formulacién de integral de camino

La electrodindmica cudntica (y en general cualquier QFT) estd completamente carac-
terizada por sus funciones de Green, las cuales pueden escribirse como integrales funcionales

sobre los campos 1, 1 y A, de la siguiente manera:

f D [%E; A] A#(.Tl)Ay(.Z'Q) eXp [ZS]
[ D[, ¢, A] expiS]
N = i o f D [¢7E7 A} ¢($1)E(x2) exp [ZS]
O T [iaple] 100 = TS (22)
I D[, 0, A (1) A (x2) ) (w3) exp [i5]
/D [1&,@, Al exp [i5]

(O T [ A%(21) A" (w5)| [0) SEECA)

(O] T [b(an) A (w2 )i(s) | 0)

Funciones de Green de n-puntos,

donde |0) es el estado de vacio, T' es el operador de ordenamiento temporal, la integral sobre

las configuraciones de los campos fermionicos y bosénicos se denota como
[ o1 =T [ avtw) < ] [ o) <] [ aae. (24)
7 j k,a
y la accion clasica S se define como

Las primeras dos funciones de Green de 2-puntos, ecs. (2.1,2.2), definen los llamados propa-
gadores del foton y del fermion, respectivamente. Ademas, la funcién de Green de 3-puntos,

ec.(2.3), define el llamado vértice fermion-fotén. En general, los valores de expectacién
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0|T [él(xl)qgn(xn) 0), para n campos ¢; que pueden ser fermiénicos (¢; = 1,1 o
bosénicos (¢; = A*), denotan las funciones de Green de n-puntos. Es preciso agregar
que, en una funcion de Green, el nimero de campos 1 debe ser igual al nimero de campos
1, de lo contrario el correspondiente valor de expectacién (y por tanto la funcién de Green)

€S cero.

En la formulacién de integral de camino, las funciones de Green son obtenidas a partir

de derivadas funcionales de la siguiente forma (cf. ecs. (2.1-2.3)):

Au T AV T | _ (_Z)z 522 [Wﬁ, C]
<0| T |:A ( 1)14 ( 2)_ |0> Z[O} 5CH<I1) CV<$2) 0 9 (26)
N I o) i a4 R XS
O T [bade] ) = ~Zir et (2.7)
7 An T == T | _ _(_Z ’ 0’ Z [/’77ﬁa d
O T e @ie)| 10 =~ sas o), . @Y

donde Z es la llamada funcion generadora, definida como

27 =[P (0. A e i+ ata (D)) +7(0) v(o) + @} L (29)

y donde se han introducido las fuentes externas 1, 77 y (,. Cada una de las componentes del
vector A, y sus respectivas fuentes ¢, son funciones escalares. En contraste, cada uno de los
campos ¢ v 1, asf como también sus respectivas fuentes 77 y 7, deben ser considerados como
campos de Grassmann: esto es necesario para poder garantizar que los campos fermiénicos
satisfagan sus correspondientes relaciones candnicas de anticonmutacién. De hecho, el signo
global “—" en las ecs. (2.7,2.8) toma en cuenta la anticonmutacién entre ¢ y 1 en la accién de
la derivada funcional 6 /0n sobre la funcién generadora Z, ec. (2.9). En general, debe aparecer

un factor adicional —1 por cada derivada funcional respecto a 7. Las derivadas funcionales

satisfacen

oG (z) o7 () on(x)
2L = gt W —y), =Wz —y), =Wz —y), 2.10
S Y Gy T Gy T ey O
lo cual nos permite establecer, a partir de la ec. (2.9), las siguientes relaciones de equivalencia:

0z 0Z 0Z —

=1 A*(y) Z, —— =iY(y) Z, ——=—i(y) Z. 2.11
0Cu(Y) ) o7 (y) ) on(y) W) 240
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En el cédlculo de procesos de dispersion, unicamente las funciones de Green conectadas
contribuyen en la matriz-S. La funcion W generadores de las funciones de Green conectadas

se define como
Z[n,m, (] =exp (W .7, ] ) , (2.12)
y esta relacionada con la llamada accion efectiva T’ [w,% A], definida como
i (0,5, = Wina =i [ @0 o) + 7@ v + G @}, (213)

a partir de la cudl podemos obtener las funciones de Green una-particula irreducibles (1-PI).

De las ecs. (2.10,2.13) es claro que

S Wha = A WA, W Rd=. ()
y similarmente
—ir [, 0, A] = ¢, ir [0, 0, A] =7, —i_r [, 0, A] =n. (2.15)
SAr 0 ot

Antes de estudiar la derivacion no-perturbativa de las ecuaciones fundamentales para
las funciones de Green en QED, es conveniente estudiar dichas funciones en el régimen
perturbativo. En la siguiente seccién derivaremos las reglas de feynman para los propagadores

y el vértice.

2.2. Reglas de Feynman

En la teoria libre, la correspondiente funcién Z; generadora de las funciones de Green
se define de manera andloga a la ec. (2.9), pero haciendo la sustitucién S — Sp. La accién
clasica Sy de la teoria libre se define exactamente igual a S, ec. (2.5), pero omitiendo en

Lopp el término de interaccién L;, ec. (1.45). Explicitamente tenemos

Zo 07, (] = / D[4, 7, A] exp[i€] (2.16)

con

5:/d4x{£D+£V+£GF+%+W+<MA“}, (2.17)

24



en donde, por simplicidad, se ha omitido la dependencia en x en las funciones correspondien-
tes. Es conveniente simplificar este exponente los términos proporcionales a £, y Lgr, ecs.

(1.47,1.50), de la siguiente manera

Evrar = /d%{ﬁw + EGF} ’
= -5 [ (@A) @a) - @A) @740 + F @0 0,47},
1

1
o / d4g:{A,,82A” — A,0,0" A* — EAM(’J,/)VA”}

—% / &'z, (A,,@“A” ~AAR éA”@,,A”) . (2.18)

En virtud del teorema de la divergencia, el ultimo término de integraciéon en la ecuacién
anterior es cero, pues suponemos que los campos A, desvanecen asintéticamente. Podemos

entoces escribir
1
Evrar = 3 /d%: A {gwa (1 — Z) 9,0, } (2.19)

Para poder calcular los propagadores del fermion y el fotén, resulta conveniente aplicar

una transformacién de Fourier al exponente en la ecuacién anterior, lo cual requiere

v = [ e o) = [ e e, )

E(%)_/(d4 e P (p). (2.21)

2m)4

A= [Ghemaw, 5 BAe = [ ghe A, @22)

y similarmente para las fuentes n(z), 7(x) y (,(x), de manera que el exponente en la definicién

de 2y, ec. (2.16), se reescribe como

e = [ate [ B e = (50 57 0) vlp) + D) + 7))

4 d4p d4k’ —ilktp)a f L " -1 v “
[t [ Gl SR DA W) + (A ) |
P L) 57 0) v0) + B(pn(p) + T(—p)0l0) }

/(27T)4
d4p 1 w -1 v u
" / (27r)4{§A (=P)AL (P)A"(p) + Cu(=p)A (p)}, (2.23)
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donde hemos utilizado la definicién de la delta de Dirac, 6% (q) = (27)~* [ d*z exp [—iq - 2],

y ademas hemos definido

(2.24)

(2.25)

los cuales definen propiamente al inverso de los propagadores del fermion y el foton en la

teorfa libre, como veremos mas adelante. Si en la ec. (2.23) redefinimos los campos

V) = 00) + ), T ) = T )+ i)

ﬂ_
A'M(—p) = A (=p) + Ca(=p) A (—=p),  A'*(p) = A”(p) + A (p)Cs(p) ,

donde A" y su inverso A}, definido en ec. (2.24), satisfacen la relacién

A;olz (p)AOW(_p) = Jpa 9",
entonces el exponente &, ec. (2.23), se reescribe

E=¢ —/%{ﬁ(—p)s(p) n(p) + %C“(—p)ﬁw(p)C”(p)},

con la definicién
’ d4p —/ 1 1 m —1 v
£'= | it PR ST V0 + A DAL DA B
Con esto, la funcién generadora 2, de la teoria libre, ec. (2.16), se reescribe como
d*p

Zy[n,7,¢] =20 [0] exp [—Z/ (2m)1

donde

2,[0] = / D [0/, 4 explie’].

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

{9 S0 + 3¢ DB} L @3

(2.32)

Por otra parte, aplicando una transformacion de Fourier a los propagadores, obtenemos

d'p  d'k

O T[40 dan)] 0= [ Ghigsze ool T [Aw A p] ). (239

07 (i) )= [ (;ZT@ (jﬁ’§<0| T [d(k)i(-p)| [0).
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Para aplicar una tansformacién de Fourier al lador derecho de las ecs. (2.6,2.7) es necesario
notar que, utilizando las relaciones (2.11), las derivadas funcionales se transforman de la

siguiente manera

L iz - A ire g2 = / e ik [(2@4 0z } (2.35)

5u0) o) o) S )
0 Z , _; d*z ik _ d*x T 0Z

sy~ 02 = [ ez = [gmen angs) e
0z — _ d*x ik _ d*x ik [ (94 0z

s = @2 =i [ Gretiwez = [ G5 {(2 ) n(—k)]’ (2:57)

donde se ha utilizado el hecho de que, en analogia con las relaciones (2.11), las ecs. (2.10,2.31)

nos permiten establecer en (espacio de momentos) la equivalencia

(27T>45—Z _@2m)t iz _ __(27?)4 52
i 0Gu(—k) VR Z =Sy Pk 2= e (239)

De esta manera, los valores de expectacién en el espacio de momentos en las ecs. (2.33,2.34)

At (k) Z =

se definen
A AV(_ _ T 8(_7;)2 0°Z [7]7ﬁ7 d
OT[EBEE]0 = ey e Tem) @
LT — (o g(=1)* °Zn,7,(
O TR0 = e el (2:40)

Reemplazando Z — Z; (definida en ec. (2.31)) en las ecs. (2.39,2.40), obtenemos las

funciones de Green de 2-puntos en el espacio de momentos para la teoria libre:

O T[4 (k) A" (-p)| 10) = ()" insf () 6D (k — ). (2.41)
O T [$(k)b(=p)| 10) = (2m)*iSo(p) 89 (k — p). (2.42)
en donde
PV U DR o i e U
Ay (p) = 2 [g = ] 3 pat (2.43)
So(p) = ﬁ_;m (2.44)

los cuales definen a los propagadores del foton y el fermién en el espacio de momentos,
respectivamente. Se agregd el subindice “0” para denotar que estos propagadores estan dados

en la teoria libre: Estos son los denominados propagadores a nivel de drbol.
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Para describir interacciones en la teoria, es necesario tomar en cuenta el término de
interaccion Ly, ec. (1.45), en la accién clasica S y en la funcién generadora Z, ecs. (2.5,2.9). No
obstante, para poder calcular las funciones de Green de 3-puntos o superiores, es conveniente
considerar un valor pequeno para la carga eléctrica e que aparece en Ly (lo cual es permisible
pues, en unidades naturales, e ~ 1/ V137 en la naturaleza), para entonces poder implementar

una expansién perturbativa en la funcién generadora.
20 = [Pda]ew|-ic [deTeniaw i,
_ / D [1,7, Al {1 e / d'a P (x)y" () A, () —I—(’)(e2)} « exp [i€],
= Zy[n,7, (] —ie/d4$ /D [0, 0, A] P(x)y" () Au(z) ¢ + O(®) . (2.45)

Alicando una transformacién de Fourier a la ecuacién anterior, y notando de la ec. (2.23)

que
e _ (2m)' de® e _ (2m)" e o (2m)t de
entonces
Z[n7ﬁ7<] = ZO [n7ﬁ7<]
) ) )
. 4 4 o dra 5@ (g — " _
e(2m) /d kd'pd'qé™(q k+p)5n(k)7 57(=p) 5@(_(])20 .7, ¢
+0(e?),
- ZO [7777_]’ C]

(o)A d'k d'p d'q 4y,
2" | Gyt 0

x{n(p)T(—k) So (k) So(p) A ()¢ (a) } 20 [n, 7, €
+{ .. } O, (2.47)

donde { e } denota términos a 6rden O(e) que no contribuyen al vértice 1-PI fermion-fotén.

Para calcular este vértice, de la ec. (2.8) notemos que

<0| T |:1/}<$1)Ay($2)$($3)i| |0> = / (;lﬂ_];4 (;lﬂ-];l (57:;46

X (0 T [G(K) A" (=g yi(=p)| 10}, (248)

—ik'-w14iq zo+ip w3
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donde se define

PN Av(_ T (=i)* _ °Z[n,7.(]
0| T |(k)AY (—q)(—=p)| |0) = —(27)* — . (249
o [ WA )] o 20 Z[0] on(—k) ¢, (a) 6n(p) [,,7¢-0 (249
Sustituyendo la ec. (2.47) en la ecuacién anterior, obtenemos finalmente
01 T [ (k)4 (~q)i(-p)] 10) =
(2m)* [iSo(K)] [ — ieT, (k, p)] [iSo(p)] [iA5" (9)] 976 (g — k + p) ,
(2.50)
en donde el vértice a nivél de drbol se define como
Ty (k,p) =" (2.51)

Las ecs. (2.43,2.44,2.51) definen las reglas de Feynam para los propagadores y el vértice
a nivel de 4rbol, y estas son las expansiones a orden O(e’) y O(e!) en la teorfa de pertur-
baciones, respectivamente. En el contaxto de los diagramas de Feynman, la representacion

para estas funciones a nivel arbol esta dada en la fig. 2.1.

q

A C)IAAAAAAY
p
So(p) >

— e Fg<k7p)

Figura 2.1: Reglas de Feynman.

Las llamadas correcciones a n-lazos en PT modifican las funciones escalares que definen

la estructura de los propagadores, el vértice, y en general de cualquier funcién de Green. En
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particular, la expresion para la propagadores en términos de sus funciones de estructura es

w v WV
A(g) = —A) {gw - %} - LT, (2.52)
F(p?)
S(p) T M) (2.53)
donde a nivel de arbol se tiene
1
Ao(¢®) = r Fop?) =1, Mo(p?*) =m. (2.54)

Cabe mencionar que esta estructura de los propagadores, ecs. (2.52,2.53), no es exclusiva
de PT y de hecho es la misma no perturbativamente. La definicién de la estructura general
del vértice se deja para el siguiente capitulo. El calculos de los propagadores a un lazo es
relativamente secillo, y puede ser expresado en términos de los diagramas de Feynman. En
la siguiente seccién se calcula el propagador del fermion a un lazo, pues esto serd relevante

mas adelante.

2.3. Propagador fermionico a un lazo

La expresiéon diagramaética para las correcciones a un lazo al propagador fermiénico se

representa en la fig. 2.2, donde S; denota su expansiéon a un lazo.

q

1 1 /*\
@\ — A A A
~ ] »

Figura 2.2: Propagador del fermién a un lazo.

Matematicamente, la ecuacién del propagador fermionico a un lazo se escribe

iS1(k) = iS,(k) + [iSo(k)] [ — iZo(k)] [iSo(k)] (2.55)
siendo Xy(k) la llamada autoenergia del fermién a un lazo, definida
Salh) = [ ozl = e iSow)] [ = €Ty )] 1A% (0] (256)
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donde ¢ = kK — p y M denota que estamos en espacio de Minkowski, lo cual es necesario
indicar a partir de ahora pues en las integraciones angulares sera necesario cambiar a espacio

Euclidiano. Multiplicando por S™!(k) en ambos lados de la ec. (2.55), esta se reescribe

570 = 5,0 —ie? | %ws&mrmk,pmzy(q) . (2.57)

Por otro lado, de la ec. (2.53) vemos que

- mw{%s k) (2.58)

= _ZTT {S7'(k)}, (2.59)

y entonces, de las ecs. (2.57-2.59), vemos que a un lazo

_7:1<1k2) = 47T3 / d—f %TT {%S(p)’r" +(E-1) qs(p)q;‘fO(k’p) } , (2.60)
Af/lll((/fz; = m- @ M% iTT’ {vuS(p)v“ (- L )i " Lok, p)}, (2.61)

donde se ha definido al acoplamiento o en QED como

Sa— 2.62
a= - (2.62)
Notando que podemos reescribir
q.T6 (k,p) =4 = (k—m) — (# —m) = S5 (k) — S5 (), (2.63)
entonces, de las ecs. (2.60,2.61) tenemos
L, af [dqk(g-p)+m’(q-F)
Fi(k?) A Jo ¢ K2 (p +m?)
a @2q2(k-p)+k2(q-p)+m2(q-k) (2.64)
A3 i ¢ k? (p* +m?) ’ '
M, (k?) / dtq 1
= — (3 R E— 2.65
Fi(k?) m+m43( o ¢* p*+m?’ (2.69)

donde se han aplicado las propiedades de las trazas para las matrices v (APENDICE 1).

Ademads, se ha implementado una rotacion de Wick del espacio de Minkowski al espacio
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Euclidiano (denotado con el subindice E en las integrales), para lo cual es necesario trans-
formar las componentes temporales Xy — i Xy y Qo — 1Q)y para cualquier vector en espacio

de configuraciones (X,) o momentos (@),). Esto implica que

Minkowski Euclidiano
Judta  —  ifydiq
I3 N _q
¢ tu (2.66)
7 — Vu
a-b — —a-b
d - —iv-a
En el llamado limite quiral, en donde m = 0, las ecs. (2.64,2.64) se reducen a
1L _ 0 [dpp—kp)
]:'I(kQ) o 473 . p2 q4
d*p 2¢°(k - k2 (q -
Lo [ dp2a(kp) 4R (g-p) (2.67)
A3 |, p? k2q*
M (k?)
= 0 2.68

en donde hemos redefinido convenientemente [ d*q — [ d*p. De este modo, la integracién
angular (Apéndice 2) conduce la ec. (2.67) a
1 ) af [N dtp

= — 2.69
Fi ) ). (2.69)

donde A? es un regulador de corte UV, empleado para reqularizar la divergencia (A? — o)
en la integral anterior. De las ecs. (2.67,2.69) vemos entonces que, en espacio Euclidiano, a

orden O(«) tenemos

Fi(k* A?) = 1+Z—7§log (i—i) (2.70)
My(k*) = 0, (2.71)

en donde se ha denotado explicitamente la dependencia en A? de la funcién de onda F.

De manera anéloga, es posible calcular las contribuciones a un lazo para el propagador

del fotén, ec. (2.52). Sorprendentemente, sélo la parte transversa de este propagador (i.e. el
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término proporcional a [g,w — v/ q2]) recibe correcciones a todo orden en PT, y de ahi
que tnicamente es necesario el factor de forma A(g?) para describir su estructura. Esto es
una consecuencia de la invarianza de norma. Es preciso agregar que en la literatura también
existen calculos a un lazo para los factores de forma del vértice fermién-bosén en diferentes
configuraciones cinemadticas de momento [56, 72, 80, 81|, pero debido a su complejidad, la
revisién de estos calculos queda fuera de este trabajo de tesis. Cabe mencionar que el autor

de esta tesis ha contribuido al célculo de lo factores de forma del vértice a un lazo [82].

En el limite quiral (m = 0), el resultado a un lazo para la funcién de masa M(k?*) = 0,
ec. (2.71), se satisface a todo orden en la expansién perturbativa en @ << 1. En contraste,
existe un cierto valor cricito a. del acoplamiento EM arriba del cual las interacciones son tan
intensas que son capaces de generar masa para los fermiones, incluso en el limite quiral, en un
proceso de naturaleza exlusivamente no-perturbativa denominado rompimziento dindamsico
de simetria quiral (DCSB). Esta transicion de la fase perturbativa a una dindmica no-
perturbativa en QED ha sido confirmada por estudios en la red [113-116]. Ademads, estudios
en el continuo sugieren que . = 7/3 define el acoplamiento critico arriba del cual la simetria
quiral se rompe dindmicamente [102-106]. No obstante, para poder entender a fondo el
fenomeno del DCSB en QED, es preciso conocer la estructura no-perturbativa de las funciones
de Green, para lo cual es necesario estudiar las ecuaciones fundamentales de esta teoria. En
conexién con lo anterior, en la siguiente seccion estudiaremos las SDEs, en particular, para

los propagadores fermiénico y foténico.

2.4. Ecuaciones de Schwinger-Dyson

Las SDEs son las ecuaciones fundamentales de cualquier QFT [24,25], las cuales pro-
porcionan un marco tedrico con invarianza de Poincaré manifiesta en el que podemos estudiar
las funciones de Green de la teoria. Estas definen un conjunto de ecuaciones integrales no
lineales, infinitas en niimero, que acoplan a las funciones de Green unas con otras. Debido a
que su derivacion es independiente del acoplamiento, las SDE dan acceso tanto al dominio IR
como al régimen UV de la teoria, por lo que estas son ideales para estudios no-perturbativos.
En esta seccion, derivaremos las SDEs para los porpagadores completamente vestidos por las

interacciones en QED, utilizando el método funcional antes descrito.
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Con la finalidad de derivar las SDEs correspondientes a los propagadores del foton y
del fermién en QED, ecs. (2.52,2.53), es necesario senalar que, en el formalismo de integral

de camino, los propagadores vestidos estan definidos como (cf. ecs. (2.33,2.34,2.41,2.42)):
(27)% A (p)5D (k — p) = / by Ay i Ay (1, 0)e 7172 (2.72)
2m)*i S(p)oW(k —p) = /d4x1 d*wyi S(xy, xy)et o miPe2 (2.73)

donde a partir de la funcién W generadora de las funciones de Green conectadas, ec. (2.12),

las ecs. (2.6,2.7) permiten definir a los propagadores como

52W
A ' 2.74
polo1,22) " 5k (w1)3CY () nc=0 2
52W
S(zy,25) = —i ———t 2.75
(@1, 72) o7 (z1)0m(22) n,7,¢=0 ( )

Ademas, la accién efectiva I', ec. (2.13), permite definir el inverso de estos propagadores a

partir de una transformacion de Legendre de W, que en este caso se define

W 5T
4 — _ig’ 5@ _
| st Ay — ), 270
2 2
r
[ oW "L i — ), (2.77)
om(@1)dnw(y) 54 (y)oe(s)
lo que implica que
5T 1
SA (@) A ) |y gy ) 27%)
2
r
_or — S5 (e, 29), (2.79)
09 (21)00(22) |, 75, a0
y de manera andloga, el vértice 1-PI completamente vestido se define
3
— 0 = el (21,29, 23). (2.80)
oY (1)6¢ (22) 0 AM(3) | 5. a0

Por otra parte, las funciones de Green deben anularse en el infinito, lo que (en virtud
del teorema de la divergencia) implica que la derivada de la funcién Z generadora, ec. (2.9),

respecto a cualquiera de los campos ¢; = 1,1, A* debe ser cero, es decir

ol b A e fis i [ {0 o) + 0 vl + G0t ) =0, 280
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la cual es propiamente la ecuacion maestra para las SDEs. Para ¢; = 1) tenemos
/’D w’% A] {77(9) i [2'7”(9” - e,YVAVQJ)]¢(y)}ei8+ifd4;p{an+ﬁ¢+CuAu} —0, (282

pero reemplazando A, — —id/0¢” y 1 — —id /7, entonces se tiene

) )
+ ”8l,+im—i—e v < Z ,_,C =0. 2.83
{n(y) ki ol 5C”(y)] 577@)} 7,7, ¢] (2.83)
Sustituyendo la ec. (2.12) en la ecuacién anterior, y reescribiendo 7 = —8T'/81), se obtiene
or oW ow oW 4%
—_——iil’al,—m_——i—ey _—+€ V—_ZO, 2.84
5 (y) [ ] oay) 8 anly) ) aC(y) o(y) 284)
pero al implementar las ecs. (2.14), la ecuacién anterior se puede reescribir como
or W
—— = |iv"0, — m|Y(y) — ey’ AL (y) Y(y) + ey ——————, 2.85
il W)~ AW YW+ o smryse 259

donde es conveniente aplicar una transformacion de Legendre al tiltimo término en la ecuacién

anterir, obteniendo que su inverso es

5°T Toew 1
T~ ] (250
y por lo tanto, la ec. (2.85) se escribe
oT A
— = |00, — —ev’A, —iey’ | = 2.87
5500) (1770, — m]¥(y) — ey" Ay (y) ¥ (y) — iey L; S Ay(y)} (2.87)
Derivando la ecuacién anterior respecto a 1(z), se obtiene
_ 0T v mle Dz — ) — e @ (g —
50 50 (770, = m]o'(z —y) — ey" Ay (y) 0 (z — y)
T 17 5°T 5T -
—ie | d'zd 'y | ——=— —
o f it {w(zl)aw(y)} {w(zl)aw(x)&%(z?)} {Mu(@)m(y)}’
(2.88)

donde tomando 1,1, A = 0, las ecs. (2.78-2.80) nos permiten reescribir la expresién anterior

como
S Hz,y) = [0, — m}5(4)(1’ - 9)

—ie? / d*z d*z V7S (21, )T (21, T, 22) Ay (22, ) (2.89)
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la cual es propiamente la SDE para el propagador fermiénico en espacio de configuraciones.
De manera analoga, pero tomando ¢; = A, en la ec. (2.81), es posible derivar la SDE para el
propagador foténico. Aplicando una transformacién de Fourier, las SDEs para el propagador

fermidnico y fotonico, en espacio de momentos, se escriben respectivamente

S0 = 80— i [ TSI ) Ale?) (2.90)
k) = AL @ =Ny [ Sl ST kS, (2.91)

donde ¢ —k+p = 0y Ny es el numero de sabores para los fermiones. La respectiva represen-
tacion diagramatica para estas SDEs estd dada en la fig. 2.3, en donde los circulos naranja

denotan el completo vestimiento de las correspondientes funciones de Green.

q=k-p
&
-1 -1 PN

() ()
&—=— —~—0O—GC
k p

k

O
- ™)
O

Figura 2.3: SDEs para los propagadores del fermién y el fotén.

Cabe mencionar que la SDE para el fermién, ec. (2.90), también es conocida como la
ecuacion de gap' debido a que en el régimen no perturbativo dicha ecuacién admite soluciones

no triviales para la funcién de masa M # 0, aiin en el limite quiral donde m = 0, en contraste

'En espaiiol podria traducirse como “ecuacién de brecha”, lo cual hace referencia a la diferencia entre la

solucién pertubativa Mp y la no perturbativa My p, donde Myp > Mp.
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con las soluciones perturbativas, viz. M = 0 en el limite quiral. Esto es consecuencia del
DCSB.

Es importante notar que las ecs. (2.90,2.91) estdn acopladas entre si, por lo que encon-
trar soluciones exactas para los propagadores S(k) y A, (¢?) implica resolver las respectivas
ecuaciones de manera simultanea. Esta situaciéon se vuelve mas compleja puesto que dichas
SDEs también estan acopladas al vértice I'*(k, p), el cual también satisface su propia SDE
que lo acopla a funciones de Green mas elevadas. De manera efectiva, el infinito niimero de
SDEs que describen las funciones de Green de n-puntos en QED (y en general en cualquier
QFT) estan acopladas unas con otras, por lo que determinar dichas funciones implica resolver
de manera simultanea y auto-consistente la torre infinita de SDEs. Por supuesto, las herra-
mientas matematicas actuales no son suficientemente poderosas para lograr este objetivo.

Por esta razon, es necesario implementar técnicas para truncar el conjunto infinito de SDEs.

En el régimen perturbativo (o << 1), las SDEs pueden ser truncadas de manera sis-
tematica en potencias del acoplamiento « : orden por orden, la simetria de norma se preserva,
y la teoria es renormalizable. No obstante, en el régimen no-perturbativo es imposible ex-
pandir las funciones de Green en potencias del acoplamiento, por lo que en este régimen es
necesario aplicar otro esquema de truncamiento. En el régimen no-perturbativo, las SDEs son
tipicamente truncadas a nivel de los propagadores S(k) y A, (¢%), y para ello es necesario de-
finir un ansatz para el vértice fermién-fotén I'*(k, p). No obstante, la eleccién del ansatz para
el vértice no puede ser arbitraria, pues este truncamiento debe preservar la caracteristicas

mas fundamentales de la teoria, especialmente la invarianza de norma.

En la construccién de un ansatz fisicamente aceptable para el vértice fermién-foton,
la invarianza de norma impone fuertes restricciones a través de las WFGTIs, las TTIs y las

LKFTs. En las siguientes secciones derivaremos dichas identidades.

2.5. Identidad de Ward-Fradkin-Green-Takahashi

Como ya se ha discutido previamente, para cuantizar consistentemente QED es necesa-

rio introducir el término de fijacién de norma Lgr, ec. (1.50). En consecuencia, el lagragiano
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de QED, ec. (1.51), deja de ser invariante ante las transformaciones locales de norma defi-
nidas por las ecs. (1.39,1.40,1.43), i.e. se pierde la invarianza de norma a nivel clasico. Esta
es la razdén por la que aparece dependencia en el pardametro de norma & en las funciones de
Green. No obstante, es preciso recuperar la simeria de norma en la teoria cuantica, y para
ello es necesario demandar que la funcién generadora Z, ec. (2.9), sea invariante ante las

transformaciones de norma. Bajo las transformaciones (1.39,1.40,1.43), tenemos que
Zinmc» 20 = [Pl Al exp[iS+i85.].

_ /DW@,A]ewef{stef},
= Znn,¢+6Z[nn] (2.92)

donde en términos de la accién clésica S, ec. (2.5), se define la accién clasica efectiva

S, :s+/d4x{%+w+gﬂ,4ﬂ}, (2.93)
la cual, ante las transformaciones locales de norma sufre la variacién

1 T — 1
S,y = /d4x{e—£ (0, AM) PN — i b + i Ny — gguaw} :
= 1/d4x A - %82 (0, A") + 0", —ien +ieny}, (2.94)

e

donde se ha integrado por partes. Demandar que la funcién generadora sea invariante de

norma es equivalente a pedir Z’ = Z, lo que en términos de las ecs. (2.92,2.94) se expresa

1 _
/d% A - 282 (0, A") + 0"¢, —ieym +ieqp} 2 =0, (2.95)
pero dado que A = A(x) es una funcién arbitraria, la ecuacién anterior implica que
1 _
{—582 (0, A*) +0MC, —ieyn+1i eﬁw} Z=0. (2.96)
De las ecs. (2.11) es claro que la ecuacién anteior se puede reescribir
i ) ) o
00—+ 0" —en—+e—| Z=0 2.97
[+ e rang| 2o 240
y en términos de la funcién W, ec. (2.12), esta ecuacién se escribe
l ow ow ow
0?0, — +0"(, —en— +ef—=0. 2.98
£ g, T T My T (2%
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Utilizando las ecs. (2.14), y posteriormente empleando las ecs. (2.15), en la ecuacién anterior

se obtiene

1 or — or or
—9? AM X e —re(xr) —— 1e r)—7— = .

donde se ha expresado explicitamente la dependencia en x. Derivando la ecuacion anterior

respecto a 1)(y), después respecto a (z), y finalmente evaluando en v, ¢, A* = 0, se obtiene

, T @) 5T
i oM — = e V(e —y) =———
01(2) 04 (y) 6 A () |5, a0 01p(2) 09 () |, 5, a0
2
— edW(z - 2) 5—F_ . (2.100)
oY (y) 0¢ (@) |y 7, a0
y entonces, de las ecs. (2.79,2.80) implica que
ia“rﬂ(’za Y, .T) = 5(4) (‘r o y>S*1(',L.’ Z) - 5(4) (LU - 2)571(3% I) ) (2101)

la cual es la WFGTI para el vértice. En espacio de momentos, la WFGTI para el vértice

fermion-fotén se escribe

Qu]'—w(kap) = S_l(k) - S_l(p) ) (2102)
donde ¢ = k — p. En el limite k — p, se obtiene la llamada identidad de Ward, i.e.
9S~!(p)
—==T*"(p,p). 2.103
5 = T (2.103)

Las WFGTIs son necesarias para restaurar la covarianza de norma de las observables
fisicas, y en particular, las ecs. (2.102,2.103) imponen fuertes restricciones sobre la estructu-
ra no-perturbativa del vértice fermién-fotén, las cuales mostraremos en el siguiente capitulo.
Por esta razoén, cualquier ansatz fisicamente aceptable del vértice implementado en el trunca-
miento de las SDEs debe satisfacer las WGTIs. En conjunto con las WGTIs, las identidades
transversas de Takahashi también imponen restricciones sobre este vértice, por lo cual las

estudiaremos en la siguiente seccion.

2.6. Identidades transversas de Takahashi

El proceso para derivar las TTIs es anadlogo a la derivacion de las WGTTIs, es decir, se

pide a la funcién generadora Z ser invariante ante una cierta transformacion de los campos
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U, 1, A*, que en este caso esta definida como la transformacién de Lorentz de las transfor-
maciones de norma y las transformaciones quirales. Es decir, para cada transformacién de

los campos ¢; = 1,1, A*, definida en su versién infinitesimal como

di(x) = ¢l(x) = ¢i(x) + dpi(z), (2.104)

existe una correspondiente transformacién de Lorentz, cuya variacion infinitesimal se define
7
5T¢1($> = —ZE‘LWO'W, 5¢z(l’) s (2105)
donde " es el tensor de Levi-Civita, y
1

Oy = 5 [’7/u /YV:I . (2106)

En términos matematicos, mientras la ec. (2.104) define una transformaciéon donde el cam-
bio d¢; es por supuesto paralelo a la direccién de cambio ¢ — ¢;, la ec. (2.105) define una
transformaciéon donde la variacién d7¢; es transversa a dicha direccién de cambio. Por es-
ta razon, la tec. (2.105) es denominada transformacion transversa. En particular, para las
transformaciones locales de norma definida por las ecs. (1.39,1.40,1.43), en donde la variacién

infinitesimal de los campos se escribe

p(x) = iN(x) Y(x), S(x) = —id(z) Y(x), AP (z) = —%8”)\@) . (2.107)
sus correspondientes transformaciones infinitesimales transversas se definen como
Sr(r) = JA) o, b(x) (2.108)
50(r) = @) e Bla)op (2.109)
SpAP(z) — 4%6#”%,, PA(x). (2.110)

Ademas, para cada una de las transformaciones quirales escritas en su forma infinitesimal

Cco1mo

0D (x) = Nz (), 6OP(x) = iA(@) P(x)”, (2.111)

las correspondientes transformaciones infinitesimales transversas se escriben

SPu(a) = TA@) o (), (2.112)
S) = Na) e B()on’ (2.113)
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donde se ha insertado el inidice (5) para distinguirlas de las transformaciones de norma.
Demandando la invarianza de la funciéon generadora Z ante las transformaciones (2.108-
2.110), es posible derivar la denominada TTI wvectorial para el vértice I',(k,p), que en

espacio FEuclidiano se escribe

QMru(kap) - QVFu(k7p) = S_l(p)U#,, + JIWS_l(k)
+2im Fuy(k’, p) + taeauuﬁrg(k7p)
+A, (k,p), (2.114)

donde ¢ =k —p, t = k4D, equp es el tensor de Levi-Civita, y en este espacio Euclidiano los

propagadores se definen

B F(p*)
Slp) = ot M) (2.115)
Ale?) = AP [ - 0| 4 2 (2116)

Ademas, en la ec. (2.114) aparecen el vértice axial Ff}(k’, p), un vértice tensorial inhomogéneo

', (k,p) definido como
(2m)" S (k)L (k, p) iS(p)6 (g — k +p) =
/d4$1 d433'2 d4y eik~x1—ip~x2—iq~y
X (OIT [(y)ouw () (z1)P(22)] |0),  (2.117)

y la definicién del tensor no-local A}, (k, p) es

4

d*q ~
Axy(kap) = /W2Q)\E)\uypl—‘?(k7p; Q), (2118)
con
(2m) " iS (k)T (k,p; @) iS(p)6 (g — k+p) =
/ diay dizy diy d'z PR —ipeeti(a=k)y—(a=p)-2
<(O|T [9(2)7,75Up(2, 9)0(9) 0 (1) (22)] 0) , (2.119)

en donde U, (z,y) = Pexp [ie fyz dw*A,(y)] es una linea de Wilson introducida para preservar

la invarianza de norma en estas identidades.

41



Demandando la invarianza de la funcién generadora Z pero ahora ante las transforma-
ciones (2.112,2.113), se deriva la denominada TTI axial para el vértice axial Fﬁ(k,p), que

en espacio Euclidiano se escribe

(]MFfo,p) o (],/F;?(k‘,p) = S_l(p)O'ZV - Uzus_l(k>
Fta€ausl sk, p) + Vi (k,p) , (2.120)

donde o7, = 750, y €l tensor no-local V;/}(k, p) se define exactamente igual a A (k,p), ec.
(2.118), pero sin la matriz 5 en la ec. (2.119). Es preciso observar que las TTIs vectorial
y axial, ecs. (2.114,2.120) estdn acopladas entre s a través de los términos no-locales AV y
V4, los cuales son muy complicados incluso a un lazo en PT [121,122], y ademés, mezclan

los vértices axial y vectorial.

Debido a su complejidad, las TTIs no habian recibido mucha atencién hasta hace
algunos anos. Sin embargo, estudios recientes han delineado un procedimiento para extraer
informacién del vértice I', a partir de las TTIs [83]. Para desacoplar los vértices axial y

vectorial de las ecs. (2.114,2.120) , es conveniente introducir los tensores

1
T;}V = §€auu,8 ta qs, (2121)
9 1
T;w = §€auuﬁ Ya qp - (2122)
Contrayendo la TTI axial, ec. (2.120), con el tensor T’ l}y, el lado izquierdo de la ecuacién
resultante se hace cero puesto que
1
T;}V [QHF,I? - QVF:?] = 5 [Ea,uzxﬁ la qs5 qu Ff — € Lo qs5 Qv F;ﬂ )
1
= 3 [eawﬁ ta 48 Qu I‘f — €apuv ta Qv 43 F/ﬂ =0, (2.123)

mientras que el lado derecho se reescribe

q-tt-T(k,p) = T,,[S ' (p)o,, —0,,S (k)]

n

+t%q - T(k,p) + T VA (2.124)

pv "’ uv

y similarmente, contrayendo la ec. (2.120) con el tensor T, definido en la ec. (2.122), se

obtiene

q-ty-T(k,p) = Tp, [S " (p)o,, — 0,5 (k)]

nZ

vy -tq-T(k,p) + T2 VA (2.125)

puv "’ uv
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Las ecs. (2.124,2.125) sélo involucran al vértice I',(k,p) y no contienen dependencia
explicita sobre la masa desnuda del fermion, m. De manera andloga, es posible desacoplar
el vértice axial I';} (k, p) contrayendo los tensores T}, y T, con la TTI vectorial, ec. (2.114).
Es importante observar que, aunque los términos T/}VV;; y TiVVM’?/ son desconocidos, la con-
tracciéon les da caracter de escalares de Lorentz por lo que pueden ser expresados como

v’ py
+i(y - 0)Ys(k,p) + [y - q,7 - t] Ya(k, p), (2.126)
TV = dpYs(k,p) + (v-q)Ys(k,p)
+(v-O)Yz(k,p) +ily-q, vt Ys(k,p), (2.127)

donde Y;(k,p) son funciones escalares desconocidas, y Ip es la matriz identidad de 4x4.
Es preciso agragar que las ecs. (2.124, 2.125) pueden ser implementadas para estudiar la
estructura analitica del vértice fermion-foton. Esto es de hecho uno de los objetivos principales
de este trabajo de tésis, el cual sera discutido en el siguiente capitulo. No obstante, es
importante dicutir una de las propiedades que cualquier truncamiento de las SDEs debe
preservar, viz. la renormalizabilidad multiplicativa del propagador fermidnico, la cual es una

consecuencia de las LKF'Ts, las cuales se discuten en la siguiente seccién.

2.7. Transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin

Las LKFTs son un conjunto de ecuaciones que describen la respuesta de las funciones
de Green ante un cambio en el pardmetro de norma [42,52-55]. La estructura de estas
transformaciones es mucho mas simple en espacio de coordenadas. Para analizar la LKFT

asociada al propagador fermidnico, es conveniente reescribir las ecs, (2.34,2.42,2.73) como

S@e) = [ e i) —#X () + Y (@:6). (2.128)
S(k; &) = /ddxeik"xS(a:;f), (2.129)
(2.130)

donde hemos escrito explicitamente la dependencia sobre el pardmetro de norma y hemos

generalizado a d dimensiones. La LKFT que relaciona al propagador fermiénico (en espacio
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de configuraciones) en una norma especiificaly a este mismo propagador en otra norma

arbitraria £ se escribe

S(w;€) = S(w; &)e OO O] (2.131)
con
ddk‘ —ikx
Ole) = —ile o) [ G5
- _—2(516;53262 (pa)*=r (g — 2) : (2.132)

donde I' denota la funcion Gamma y p es una escala de masa introducida para asegurar
que en cualquier dimensién arbitraria d, el acoplamiento e sea adimensional. Tipicamente,

se elige d = 4 — 2¢, donde entonces apareceran

1
['(—e) = —2—7E+@(6),
¢ = l+elnz+O(F). (2.133)

Siendo g la constante de Euler-Mascheroni. En el limite quiral (m=0), para un acoplamiento
pequeno, las LKFTs implican que a un lazo [60]
kQ
2 02— 14 B (B 2.134
‘F]-(k 9 ) + 47T Og A2 ) ( 3 )
M (k*) = 0, (2.135)
lo cual es consistente con los resultados derivados en las ecs. (2.70,2.71) en espacio Euclidiano.

En la siguiente secciéon mostraremos la coneccién entre estos resultados con la renormaliza-

bilidad multiplicativa del propagador fermiénico.

2.8. Renormalizabilidad multiplicativa

Es bien sabido que la ecuacién de gap, ec.(2.90), implica un propagador fermiénico
divergente, como se puede ver de las ecs. (2.70,2.134) donde fue necesario introducir el regu-
lador A para regularizar las divergencias UV. No obstante, es posible definir un propagador

renormalizado absorviendo dichas divergencias en las llamadas funciones de normalizacion.
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En el caso de QED no-masivo, donde M = 0, es posible renormalizar al propagador fermioni-
co de manera multiplicativa si se introducen los campos fermidnico y foténico renormalizados,
Yrp = Z;l/Q@D y Al}f = Zg_l/zAM, respectivamente. La renormalizacién eg = Zng/ze/Zl del
acoplamiento también es necesaria. La MR del propagador fermiénico requiere que la funcién
de onda renormalizada Fr esté relacionada con la funcién de onda no-renormalizada F a

través de un factor multiplicativo, es decir
Falk?, 1) = 25 (42, A1) F (K2, A%), (2.136)

donde en este caso p? juega el rol de una escala de renormalizacién. En el régimen perturbati-
vo, es posible encontrar soluciones a la ec. (2.136) si las funciones involucradas se expanden en
potencias del acoplamiento «. En la llamada aprozimacidon de logaritmos principales (LLA),
solo los términos de la forma o™ In" son considerados, y esto es permisible en QED pues es

una teoria logaritmicamente divergente. En la LLA tenemos entonces

o0 ]{j2
F(k*A%) = 1+4) a"A,In" (P) : (2.137)
n=1
0 2
27N (2 A% = 1+ a"B,In" (%) (2.138)
n=1
o0 ]{]2
Fr(E?, 1) = 1+Za"C’nln” (?) , (2.139)
n=1

donde A,,, B, y C, son coeficientes desconocidos. No obstante, la ec. (2.136) requiere que

estos coeficientes sean
A?
1

nl’

Ay =Ch=(—1)"B, = (2.140)

de manera que las funciones F, Fr v Zy obedecen una ley de potencias. En particular, la
solucién para F de la ec. (2.136) en la LLA es
5 o 2 B
F(k? A?) = (F) , (2.141)
donde se define f = «aA;, la cual es una dimensién anémala a priori desconocida. Sin
embargo, ecomparando la expansién (2.137) hasta 6rden O(«) con el resultado perturbativo
(2.70), vemos entonces que PT sugiere

5ot

==, 2.142
ym (2.142)
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Es importante notar que la solucién para F en la LLA, ec. (2.141), con [ especificado
en la ec. (2.142), puede ser obtenido de la ecuacién
1 af [ dp? F(p?, A?)

FREAY) ). EFRE A (2.143)

En el truncamiento de las SDEs, la ecuacién anterior puede implementarse entonces como un
requerimento no-perturbativo para garantizar la MR de la funcién de onda F del propagador
fermidnico en el limite no-masivo. En particular, cualquier ansatz para el vértice fermion-
fotén debe garantizar que la solucién para F en la ecuacién de gap, ec. (2.90), sea también
una solucién a la ec. (2.143) en el limite M = 0, para asi asegurar una funciéon de onda

multiplicativamente renormalizable.

En el siguiente capitulo se estudiara la estructura general del vértice fermion-fotén y se
mostrara como la WFGTI fija la llamada componente longitudinal del vértice en términos
de las funciones F y M que definen el propagador femionico. Como parte central de este
trabajo de tesis, se implementardn las T'TIs para estudiar los factores de forma que definen la
llamada componente transversa del vértice, y se mostrara como el requerimiento de MR para
el propagador fermiénico restringe la estructura analitica de estos factores transversos. Adi-
cionalmente, se construira un kernel para la ecuacion de gap que garantice un acoplamiento

critico a, independiente de norma.
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Capitulo 3

El vértice fermion-foton

En un esquema no-perturbativo para el truncamiento de la torre infinita de SDEs
que definen a una QFT, las funciones de Green de 3-puntos juegan un papel central en
el desacoplamiento de dichas ecuaciones. En el contexto de QED, la implementacion de
un ansatz no-perturbativo para el vértice fermion-fotén permite desacoplar las SDEs para
los propagadores fermiénico y foténico del resto de SDEs correspondientes a las funciones de
Green de 4-puntos y 6rdenes mas altos. No obstante, la eleccién de un ansatz para el vértice no
puede ser arbitraria, pues este esquema de truncamiento debe preservar las caracteristicas y
propiedades derivadas de las simetrias fundamentales en la teoria. En particular, la invarianza
de norma impone fuertes restricciones sobre la estructura analitica de los factores de forma
que definen al vértice, y por lo tanto, un ansatz fisicamente aceptable debe satisfacer dichas
restricciones, las cuales se manifiestan a través de las identidades de Ward-Takahashi y las
LKFTs. En la construccion del ansatz, la implementacién de estas identidades funcionales
es necesaria para garantizar la renormalizabilidad de la teoria y la correcta covarianza de

norma del propagador fermiénico.

Ademas, uno de los aspectos mas importantes en este esquema de truncamiento es
la correcta incorporacién del DCSB, tanto en el propagador fermiénico como en el mismo
vértice. Es bien sabido que en el dominio donde las interaciones son muy intensas, la dinamica
entre las componentes fundamentales es capaz de generar una masa M para los fermiones,

incluso en el limite donde la masa desnuda es m = 0, definiendo un fenémeno de naturaleza
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estrictamente no-perturbativa. En este contexto, la presencia del vértice fermién-fotéon en
el kernel de integracién de la ecuacién de gap, ec. (2.90), es un factor determinante en la
posible existencia de multiples soliciones (no fisicas) para la funcién de masa en la SDE del
propagador fermidénico [123], y establece la dependencia de norma en el acoplamiento critico
arriba del cual toma lugar el DCSB [77,102-106, 109-111].

En este capitulo se estudian las restricciones de norma sobre el vértice fermién-foton,
tema central de este trabajo de tesis. En las primeras secciones se analiza la estructura
general del vértice y, a partir de las simetrias e identidades fundamentales en QED, se derivan
restricciones no-perturbativas para sus correspondientes factores de forma. La ultima parte
de este capitulo se designa al estudio del DCSB y su conexién con los factores de forma del

vértice.

3.1. Estructura general del vértice

K

Figura 3.1: Vértice fermion-foton

Debido a que en QED los fermiones de espin-1/2 interactian con los bosones vectoriales
de norma, i.e. fotones de espin-1, el vértice de interaccién fermion-fotén es un vector de
Lorentz. Para la configuracion cinemética representada en la fig. 3.1, existen 3 vectores de
Lorentz linealmente independientes, y 4 escalares de Lorentz asociados:

Vectores: Vo> K, DPu,

(3.1)
Escalares: Ip, ~k, ~v-p, ~v-kv-p,
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escritos en espacio Euclidiano. Debido a la conservaciéon de momento y energia, ¢ no con-
tribuye a estas estructuras linealmente independientes. Ademas, debido a que el vértice en
QED debe preservar la paridad, los tensores de Levi-Civita no pueden formar parte de su
estructura vectorial. Por lo tanto, en su descomposicién més general, el vértice fermién-fotén
puede ser escrito en términos de las 12 posibles combinaciones de las estructuras anteriores,
ec. (3.1), es decir

donde las funciones escalares Q;(k,p) = Q;(k?, p?, ¢*) expresan la dependencia funcional que
en general tiene el vértice sobre las variables (escalares) cinemadticas linealmente indepen-
dientes: k%, p? y el dngulo € entre k, y p,, definido a través de ¢* = k? — 2k - p + p*. Los
factores de forma €; ponderan la contribucién de cada una de las estructuras V;(k,p) en la

base vectorial {Vlj} para el vértice, en este caso definidas como

Vi (k,p) = s Viz(k,p) = k., Vi(k,p) = pu,
Vik,p) = (v k), Vo(k,p) = (v k) Ky, Vo(k,p) = (v ) pu, (3.3)
Vilk,p) = (v 0) Y Vilk,p) = (v p) by, Vi(k,p) = (v P) Pu
VIO>kp)=(v-k)(v-p) v, Vil(kp) = (y-k)(v-p) ku, V2(kp)=(v-k)(v-p)pu-

No obstante, la descomposicién del vértice definida en la ec. (3.2), y en general una descom-
posicién arbitraria, contiene singularidades cinemdticas en sus factores de forma. Es decir,
m4s alla del nivel de 4rbol, los funciones de estructura Q;(k, p) divergen en el limite k* — p?.
A diferencia de las divergencias dindmicas (por ejemplo, los polos p> = m? y ¢*> = 0 para los
propagadores del fermién y el fotén en PT, respectivamente), las diverencias cineméticas no
tienen un origen fisico, y por lo tanto no deberian aparecer en el vértice. Esto es evidente
en la identidad de Ward, ec. (2.103), en donde el vértice tiene un limite bien definido para

k — p, como consecuencia de la invarianza de norma.

La adecuada eleccion de la base vectorial es la clave para definir un vértice libre de
singularidades cinematicas. La primera definicién de una base vectorial que evita la aparicién
de este tipo de singularidades en el vértice fue propuesta por J.S. Ball y T.W. Chiu [56,124],
quienes separan la estructura general del vértice en una componente I‘ﬁ longitudinal al mo-

mento ¢, del fotén (i.e. qMFﬁ # 0), el llamado vértice de Ball-Chiu, y una componente FZ
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transversa (qﬂFZ = 0). En esta descomposicién, la componente longitudinal del vértice satis-
face la WFGTI, ec. (2.102), la cual fija los correspondientes factores de forma longitudinales
en términos de las funciones F y M del propagador fermiénico, y dichos factores de forma son
libres de singularidades cinematicas. En contraste, la componente transversa queda totalmen-
te ideterminada por la WFGTI. No obstante, el analisis perturbativo de Ball-Chiu muestra
que a un lazo, en la norma de Feynman (£ = 0), los factores de forma transversos tampoco
contienen divergencias cinematicas. En la siguiente seccién se introduce la descomposicién

longitudinal y transversa del vértice fermion-foton.

3.2. Vértice longitudinal

Para configuracién cinematica representada en la fig. 3.1, la WFGTTI para el vértice

fermién-fotén, ec. (2.102), se reescribe en espacio Euclidiano como
iq.L,(k,p) = S7 (k) — S (p), (3.4)

donde ¢ = k — p. Esta identidad permite descomponer al vértice en una componente longi-

tudinal y una transversa, tal como fue sugerido por Ball y Chiu [56]:

El vértice longitudinal Fﬁ(k’, p) satistace por si mismo la WFGTI, ec. (3.4), la cual res-
tringe esta componente longitudinal a 4 estructuras linealmente independientes, y determina

los respectivos factores de forma (uno de los cuales es cero en QED). Explicitamente

1 .
Ty (k,p) = a(k?, p)yu + Sb(K*, p )y - t =i o(k*, p*)ty (3.6)

con t =k + p, y los factores de forma longitudinales se definen

s oy 1 1 1

alkp) = 3 [ k2 A2) J—"(pQ,A2)1 ’ (3.7)
2 9y 1 1

bk, p”) = [ (k2, A2) - F(p Q,AQ)} k2 —p2’ (3.8)
s o MK AN M(p* A?) 1

(k% p7) = [ (k2,A?) - ]:(pZ,AQ)} k2 2" (3.9)
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En el limite & — p, estos factores de forma estan bien definidos, pues en éste limite

a(p®,p®) = b(p*,p*) = o {%} , e’ p) = 8%2 {M(ﬁ)} . (3.10)

F(p?)’ op? | F(p?) F(p?)

donde se ha omitido la dependencia sobre el regulador de corte ultravioleta, A, para una
notacién mas simple. Con estos resultados, de la ec. (3.6) tenemos entonces
v o[ 1 0 [M(p?)
IE(p, = =+ = | = | — 2P | =52,
wBP) = Ty TR Py {f(pQ)} o {f(pz)

i ol - 5

Fp?) ! p(?pu F(p?) Zﬁpﬂ F(p?)
0 iv-p+/\/l(p2)]
- _ : 3.11
Zapu[ 70 (311
es decir
L 9 o
il (p,p) = =5 (p), (3.12)

Op,

que es justo la identidad de Ward, ec. (2.103), en espacio Euclidiano. Dado que F y M son
funciones continuas, la ecuacién anterior implica que este vértice longitudinal no contiene
divergencias cinematicas, como era de esperarse. Ademads, la divergencia UV queda contenida
tinicamente en el factor de forma a(k?,p?). Esto puede ser verificado facilmente a un lazo,
en el limite quiral (m = 0), en donde la expansién a un lazo para la funcién de onda F del

propagador fermionico, ec. (2.70), implica que

(Xf k‘2p2
a(k®,p?) = 1- 8—7Tln( A ) + 0(a?), (3.13)
> o o6 1 (K 2
bi(k*,p°) = yry T In (p2 + O0(a”). (3.14)

Por otro lado, la WFGTI deja completamente indeterminados a los factores de forma
que definen la componente transversa del vértice. No obstante, las simetrias de la teoria
imponen fuertes restricciones sobre la estructura analitica de estos factores de forma. En la
siguiente seccién se estudia la estructura general del vértice transverso, y se muestran los

reugerimentos basicos que éste debe satisfacer.
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3.3. Vértice transveso

Por definicion, el vértice transverso satisface

lo que hace evidente que esta componente del vértice no aparece en la WFGTI, ec. (3.4).
Pese a que la ec. (3.15) no especifica los factores de forma transversos, dicha ecuacién tiene
dos implicaciones muy importantes. La primera de éstas es que el vértice transverso tiene un

limite k& — p bien definido, wviz.

Il (p,p)=0. (3.16)

La segunda implicacion es que sélo existen 8 estructuras vectoriales TZ trasnversas a gy, i.e.
que satisfacen quTj = 0. La primera representacion para la base transversa del vértice fue
introducida por Ball y Chiu [56], quienes mostraron que a un lazo, en norma de Feynman,
los correspondientes factores de forma transversos no contenian singularidades cinematicas.
Sin embargo, A. Kizilersii, M. Reenders y M. Pennington [80] probaron que en norma arbi-
traria, a un lazo, existen dos factores de forma transversos en la base de Ball-Chiu que si
tienen singularidades cinematicas, pero éstas desaparecen incidentalmente en norma de Feyn-
man. Kiziilersii et al. proponen una modificacion a la base transversa, la cual no presenta

singularidades cinematicas. En esta nueva base, el vértice transverso se escribe

T
L, (k,p)

Zﬁ(’f,mTZ(k,p), (3.17)

i=1

en donde

=3

=

= ilpu(k-q) —ku(p-q)],
= [pu(k : q) - k:“(p : Q)] v-t,

= % —qu 4,

= Z.qz [P)/,uﬂy t— tu] + 2qupukpaup )

= Ouvqv,

1
= 5(/{,‘2 - p2) h/ufy 1 — tu] + tupl/kpo'up >

= —YuDukp0u, —DpY K+ kuy-p. (3.18)

3 53 T3 ve TR ve ro

I e A - e~

TR TERERERER
|
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Aunque los factores de forma transversos son a priori desconocidos, es posible derivar
algunas de sus propiedades a partir de requerimentos basicos. Debido a que el vértice comple-
tamente vestido debe satisfacer las mismas propiedades de simetria que su version desnuda,
Y, €s conveniente observar que, bajo la operaciéon de conjugacion de carga (C), el vértice

desnudo se transforma como

CrC™h ==y, (3.19)

o

por lo que entonces, el vértice completamente vestido debe satisfacer
CTu(k,p)C™" = =T (=p, —k). (3.20)
Notando de las ecs. (3.18,3.19) que

i -1 il .

CTﬂ(k,p)C’ = _Tu (—p,—k), 1=1,2,3,5,7,8, (3.21)
i -1 _ T .

CT,(k,p)C™" =T, (-p,—k), i=4,6, (3.22)

entonces, la ec. (3.20) implica que

Ti(p7 k) :Ti(kap)a 1= 172737577787 (323>
7i(p, k) = —7i(k,p), i=4,6, (3.24)

es decir, todas las 7;s deben ser completamente simétricas ante el intercambio k <> p, excepto
por 74 v 7¢ que deben ser completamente antisimétricas. Ademas, debido a que el vértice
desnudo 7, es adimensional, el vértice vestido también debe ser adimensional, lo que implica

que los factores de forma transversos deben tener dimensién de masa

[TI]ZM_37 [TQ}:M_A"? [7-3]:M_27 [7—4]:M_37

[7'5] = ]\4’17 [7’6} = M*Q’ [7-7] _ ]\4737 [7_8] — M2 (325)
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Conclusiones

En un esquema no-perturbativo para el truncamiento de la torre infinita de SDEs
que definen a una QFT, las funciones de Green de 3-puntos juegan un papel central en
el desacoplamiento de dichas ecuaciones. En el contexto de QED, la implementacion de
un ansatz no-perturbativo para el vértice fermién-fotén permite desacoplar las SDEs para
los propagadores fermionico y foténico del resto de SDEs correspondientes a las funciones de
Green de 4-puntos y 6rdenes mas altos. No obstante, la eleccién de un ansatz para el vértice no
puede ser arbitraria, pues este esquema de truncamiento debe preservar las caracteristicas y
propiedades derivadas de las simetrias fundamentales en la teoria. En particular, la invarianza
de norma impone fuertes restricciones sobre la estructura analitica de los factores de forma
que definen al vértice, y por lo tanto, un ansatz fisicamente aceptable debe satisfacer dichas
restricciones, las cuales se manifiestan a través de las identidades de Ward-Takahashi y las
LKFTs. En la construccién del ansatz, la implementacién de estas identidades funcionales
es necesaria para garantizar la renormalizabilidad de la teoria y la correcta covarianza de

norma del propagador fermiénico.

Ademas, uno de los aspectos mas importantes en este esquema de truncamiento es
la correcta incorporacién del DCSB, tanto en el propagador fermiénico como en el mismo
vértice. Es bien sabido que en el dominio donde las interaciones son muy intensas, la dinamica
entre las componentes fundamentales es capaz de generar una masa M para los fermiones,
incluso en el limite donde la masa desnuda es m = 0, definiendo un fenémeno de naturaleza
estrictamente no-perturbativa. En este contexto, la presencia del vértice fermion-fotén en
el kernel de integracién de la ecuacién de gap, ec. (2.90), es un factor determinante en la
posible existencia de multiples soliciones (no fisicas) para la funcién de masa en la SDE del

propagador fermidénico [123], y establece la dependencia de norma en el acoplamiento critico
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arriba del cual toma lugar el DCSB [77,102-106, 109-111].

En este trabajo de tesis se estudiaron las restricciones de norma sobre el vértice fer-
mién-fotén, el cual se comporta como un cuadri-vector ante una transformacion de Lorentz,
y en su descomposicién més general estd constituido por 12 structuras (cuadri-) vectoriales
linealmente independientes, cada una de ellas ponderada por un factor de forma. Las WFG-
TIs (y su contraparte no-abeliana, las STIs) permiten separar al vértice en dos partes: las
componentes longitudinal y transversa. Este vértice longitudinal consta de 4 estructu-
ras vectoriales, pero uno de los correspondientes factores de forma longitudinales es cero en
QED. Desafortunadamente, la WFGTI deja completamente indeterminado al vértice trans-
verso, definido en términos de las 8 estructuras vectoriales restantes y sus correspondientes
factores de forma transversos. La componente transversa del vértice juega un papel impor-
tante en la renormalizabilidad de la teoria. Los reugerimento minimos que debe satisfacer el
ansatz para el vértice, y por lo tanto su parte transversa son: 1) Debe satisfacer la WFGTI, 2)
debe satisfacer la renormalizabilidad multiplicativa del propagador fermiénico, 3) debe satis-
facer las TTIs, y 4) debe asegurar que la constante critica de acoplamiento sea independiente

de norma.
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Apéndice A: Matrices de Dirac

En la representacion de Dirac, las matrices v* se definen como

I 0 . 0 :
70 _ 2%2 2x2 7 N = QX? g 7 i=1,2,3, (3.26)
0oy —Iouo —0" Oax2

donde Iy s es la matriz unidad de 2 x 2, 0545 es la matriz nula, y ¢ son las matrices de

Pauli, definidas como

) <01> , <0—¢> , <1 0)
o= : ot=1 : o’ = : (3.27)
10 1 0 0 —1

Las matrices " satisfacen la siguiente relacién de anticonmutacién (dlgebra de Clifford):
{(¥, 7"} ="y + " = 29" (3.28)

En dimension d = 4, las matrices de Dirac satisfacen las siguientes relaciones

ey, = 4Alp, (3.29)
Py, = =297, (3.30)
PPy, = 4g°F (3.31)
TAN Y, = =29 (3.32)
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