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Abstract

Let f: @Z — ((A:w be a generic polynomial of degree n > 2, and let v C @w be an oriented Jordan
path running through its ramification values. A classical algorithm (probably attributed to F.
Klein) determines from the above data a planar graph f~1(v) and a tiling Mp1(y) = (/C\Z\ffl(’y).
In this tesis, we study under what conditions a planar graph I' C @Z (equivalently a tiling 90ir)
comes from a suitable pair formed by a generic polynomial f and an oriented Jordan path ~.



Resumen

Consideremos un polinomio genérico f : @Z — @w, de grado n > 2, y una curva de Jordan
orientada v C C,, pasando a través de los valores de ramificacion de f. Un algoritmo clésico,
probablemente atribuido a F. Klein, determina de los datos anteriores la grafica plana f~!(v)
y el mosaico My-1(,) = @z\ffl(*y). En esta tesis estudiamos bajo qué condiciones una gréfica
plana I’ C @Z (0 equivalentemente un mosaico 9ir) viene de un polinomio genérico f y una curva
de Jordan orientada v adecuada.

Palabras claves: polinomios genéricos, esfera de Riemann, graficas planas, mosaicos, drboles.
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Introduccion

Los objetos iniciales de esta tesis son las funciones racionales de la esfera de Riemann en
si misma. A pesar de ser objetos bastante conocidos, describir topologicamente su “forma” es
complicado, la dificultad radica en la diversidad de interpretaciones precisas para el concepto
vago de forma. Sorprendentemente W. Thurston en 2010 se planteo6 la pregunta

scudl es la forma de una funcion racional? (1)

W. Thurston, S. Koch, y T. Lei [22] dieron una respuesta parcial a esta pregunta para el caso
de funciones racionales genéricas; estudio enriquecido més tarde por J. Tomasini [41]. Nosotros
estamos interesados en entender la forma topoldgica de un polinomio complejo, de la esfera de
Riemann en si misma, en el sentido de Thurston. En esta tesis entender la forma topoldgica de
un polinomio complejo se reduce a entender una grafica plana asociada al polinomio; ver [15]. Es
importante resaltar que ningin polinomio es funcion racional genérica.

Objetos centrales.

En nuestro trabajo seguimos un algoritmo, atribuido a F. Klein [11], para describir la forma
de una funcién racional
g:C, — C,. (2)

Describamos brevemente este algoritmo. Seleccionemos una curva de Jordan orientada v C C,,
que pase por los valores de ramificacién de ¢

Ry = {wo, w1, ..., wj,..., wE_1}. (3)

La curva 7 determina dos componentes de Jordan 7 y 7/ con frontera comtin ; estas componentes
se pueden reconocer como dos k—dgonos topoldgicos, llamados caras, con vértices Ry. De lo
anterior obtenemos el mosaico

~

M, =7UT =C,y. (4)
La imagen inversa g~'(7) produce un mosaico
My-1y =g (1) Ug~ (') = Cs, (5)

dado por una coleccion de k—agonos topoldgicos o caras, con k fija. Cada vértice z € g_l(Rg) de

M1, tiene etiqueta j si g(z) = wy.

v
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~

Por lo tanto, dado un par (g : C, — @w, ) el algoritmo de Klein produce un mosaico My-1(4)
de @z; ver Figura .

My-1() Cy

4

Figura 1: Mosaico 9 -1, determinado por el polinomio g(z) = 2z — 423 — 422 y la curva de

Jordan orientada v = R U {oo}.

Es conveniente notar que el mosaico M -1,y depende de la eleccion de la curva de Jordan 7,
especificamente del orden en el que v pasa por los valores de ramificaciéon de g. En el Ejemplo
presentamos dos mosaicos, diferentes topolégicamente, que provienen de una misma funcién
y de dos curvas de Jordan que pasan en distintos ordenes por los valores de ramificacion.

A lo largo de este escrito, 9Mr denotard un mosaico de C,, dominio de alguna funcién racional
g, y MM, un mosaico en el contradominio C,,.

Si reconocemos a 7 como una grafica plana (i.e. grafica encajada en @), con vértices Ry,
entonces g~ '(7) es una gréfica plana, orientada, conexa y etiquetada con vértices g71(R,). En
el Cuadro |1] establecemos, sin ser muy rigurosos, una equivalencia entre graficas planas {I'} y
mosaicos {Mr} de C,.

Gréafica I': Mosaico Mpr:

componente conexa y cerrada de C,\I' cara o k—agono 7 (resp. 7')

ciclo [ con complemento conexo en T, orientado | frontera de una cara azul (resp. gris) T,

en sentido antihorario (resp. horario) (resp. ')
arista lado de O (resp. O71')
vértice esquina de dos lados en 97 (resp. 07')
valencia de un vértice numero total de caras incidentes

en una esquina.

Cuadro 1: Equivalencia entre graficas I' y mosaicos 9.

'Un ciclo de una grafica T es un camino cerrado, con s > 2 vértices y aristas distintas; ver pag. 13]

\Y%
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Como consecuencia del algoritmo de Klein y la equivalencia expuesta en el Cuadro [1] [1} cada par
(g :C, — Cy, 7) determina un mosaico M -1,y de C. y una grafica plana g ().

Durante el desarrollo del texto, la equivalencia mencionada antes, representara una herramienta
valiosa de trabajo. Es conveniente mencionar que numerosas equivalencias entre mosaicos y

graficas, para diversos fines, son presentadas en la literatura, por ejemplo la expuesta por S. K.
Lando y A. K. Zvonkin en |24, Capitulo 1, §1.3.2].

El siguiente diagrama da un sentido riguroso a todo lo anterior; ver Lema [1.1.1] Resaltamos
que este diagrama contiene todos los objetos centrales de esta tesis.

Funcién racional g : ((A:z — ((A:w
y curva de Jordan orientada v adecuada

Mosaico My-1(,y de @Z Grafica plana, orientada
por k—agonos, para una tnica k conexa y etiquetada g~'(v) C C..

La generalizacion del algoritmo de Klein y la equivalencia expuesta en el Cuadro [1|esté sujeta
a ciertas condiciones. Antes de especificar tales condiciones, establezcamos algunos convenios de
notacion. Indicaremos con Sp,; a una superficie de Riemann, no necesariamente compacta. Por
definiciéon, una funcion singular complejo analitica

g: Shol — (/C\wa

es aquella que admite a lo més ceros, polos y singularidades esenciales.

Una condicién necesaria para que el algoritmo de Klein y la equivalencia en el Cuadro [I] se
puedan extender a una funcién singular complejo analitica g es que los conjuntos de valores de
ramificacién y singularidades esenciales de g sean finitos. Evidentemente en este caso, la grafica
g~ 1() no necesariamente es plana.

Un ejemplo sencillo de una funcion singular complejo analitica, con al menos una singularidad
esencial, es la funcién exponencial. En el Ejemplo construimos un mosaico para Spe = C, a
partir de la funcién exponencial, usando el algoritmo de Klein.

Primer resultado.

Un primer problema en el que estamos interesados, para el caso de funciones racionales, es
completar el diagrama (6]) con un “morfismo” 1, de mosaicos {9} a pares {(g,v)}. El problema
concreto es el siguiente.

Problema 1. Determinar bajo qué condiciones un mosaico M de (CZ proviene de una funcién
ractonal g : (C — (Cw y una curva de Jordan orientada v adecuada.

Respuestas alrededor de esta pregunta han aparecido en versiones distintas, entre ellas, geométri-
cas, algebraicas y analiticas; de manera puntual podemos referirnos a trabajos de H. A. Schwarz

VI
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[38], R. Nevanlinna [36], [35, Capitulo XI, §2], G. V. Belyi [7], [19, Capitulo 10, Secciéon 2|, S.
K. Lando [24 Capitulo 2], entre otros. Ninguno de estos trabajos se discute con profundidad en
esta tesis.

El Teorema 2.1.1 nos proporciona una respuesta al Problema [I| para una familia especifica de
mosaicos; el resultado del teorema es mucho méas general, pues no sbélo produce pares (g,7),
donde g es funcion racional, en diversos casos g es funcién singular complejo analitica.

Teorema 2.1.1 (L. J. Gonzélez Cely, J. Mucino—Raymundo [16]). Consideremos una superficie
topoldgica, orientada y sin frontera, no necesariamente compacta Syp provista con un mosaico

m= Un U U

t=1 t=1
~—— ——
caras azules caras grises

que satisface lo siguiente:

i) M estd dado por una coleccion finita o numerable (m < oo) de k—dgonos topoldgicos {Tv, 7L},
con k > 3 fija;

i) los k—dgonos estdin coloreados de manera alterna azul-gris en Siop (equivalentemente la va-
lencia de cada vértice, en la grifica asociada a M, es par o infinita);

iii) los k—dgonos de 9 no tienen aristas sin identificar;

i) para cada cara azul Ty, los k vértices en Oty estan etiquetados con los nimeros 0,1,... . k—1
tal que el orden ciclico de las etiquetas es 0,1,...,k — 1, al recorrer Oty en sentido antihorario;

v) la etiqueta de cada vértice de Syop es la misma para todas las fronteras de sus caras adyacentes.

Entonces, existen una estructura de superficie de Riemann Sho, (en Siop) y una funcion singular
complejo analitica
g : Shot — Cu,

con

m =9,

97 '()

donde v C Cy es una curva de Jordan orientada que pasa por los k wvalores de ramificacion
{wo, w1,...wj,...,wx_1} de g.

Un detalle que merece destacarse es que, en la prueba del Teorema 2.1.1, se construye/reconoce
un mosaico M, = 7U 7" = C, como en , adaptado a 1.

Cabe mencionar que el Teorema 2.1.1 es relativamente sencillo para los pares {(C, )},
donde los mosaicos M de C estan dados por un numero finito de k—4agonos, siempre con k fija.
Sin embargo, el teorema nos permite trabajar con algunas familias de pares (Siop, M), donde
Stop son superficies topoldgicas, no necesariamente compactas, provistas con mosaicos 9, dados
por una infinidad de k-agonos, siempre con k fija. Estos pares (Sip, M) producen funciones
singulares complejo analiticas; ver la funciéon exponencial en el Ejemplo [2.3]

Sobre la paternidad del Teorema 2.1.1 resaltamos lo siguiente. H. A. Schwarz 38| vislumbro
el anterior resultado desde el punto de vista de ecuaciones diferenciales, dado que él buscaba
soluciones para las mismas [19, Capitulo 10, Seccion 2]. R. Nevanlinna y A. Speiser usaron
implicitamente el resultado en diversos trabajos [36], [35 Capitulo XI, §2|. Por dltimo, G. V.
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Belyi [7] dio una version algebraica de este teorema para curvas algebraicas Sg (superficies de
Riemann compactas de género g), provistas con mosaicos dados por colecciones de triangulos. El
Teorema 2.1.1, dado para k—agonos en general y fundamentado en los resultados anteriores, es
propio de esta tesis.

Existen muchas maneras distintas de dotar a una superficie Sy, con un mosaico a dos colores
(i.e. un mosaico cuyas caras estan divididas en dos conjuntos, caras azules y grises), a priori,
no alternas. Como era de esperarse, no cualquier mosaico a dos colores de una superficie S
determina una funcién singular complejo analitica. En el Ejemplo 2.1.6|presentamos a la superficie
compacta de género 2, provista con un mosaico a dos colores que no determina una funcién como
las requeridas.

Motivaciéon para el problema central.

Centrémonos nuevamente en la categoria de funciones racionales. Una consecuencia del Teo-
rema 2.1.1 es un primer “morfismo” 1 entre mosaicos {9} y pares {(g : : C, —> Cu, 7)}, donde
para cada par (g (C — Cw, 7v), g es funcion racional y «y curva de Jordan orientada adecuada.
De esta manera, el Diagrama @ toma la forma siguiente; ver Lema m

Funcién racional ¢g: C, — C,,
v curva de Jordan orientada v adecuada

A
1
1
1
1
1
1
1
1

Mosaico 9 de ((A:Z Graéfica plana,

—_—
~

por k—agonos, para una tnica k orientada y conexa ¢~ !(y) C C,.
El “morfismo” 1 esta punteado dado que un mosaico 9t no determina un tnico par (g,7).

Es sencillo observar que todos los mosaicos construidos con el algoritmo de Klein y los per-
mitidos en el Teorema 2.1.1 estdn dados por k—agonos, para un mismo valor de k. Estamos
interesados en considerar mosaicos que no cumplan esta condicién. A lo largo de este trabajo
diremos que un mosaico es homogéneo si todas sus caras son k-agonos, para una unica k, y no
homogéneo en caso contrario. El problema natural de interés es el siguiente.

Problema 2. Caracterizar cudindo un mosaico 9 de C, no homogéneo, con sus caras coloreadas
de manera alterna azul-gris, proviene de una funcion racional g : C, — Cy, y una curva de
Jordan orientada v adecuada, es decir, cuando My—1(,y = M.

La hipoétesis de admitir mosaicos no homogéneos genera una obstruccién topolégica para garan-
tizar la existencia de g. Una respuesta parcial al Problemal[2] en un subcaso no homogéneo, se la
debemos a W. P. Thurston [22]. El encontré condiciones especificas bajo las cuales una grafica
plana T, tiene la forma I' = g~!(v), donde g : C — (C es racional genérica [l de grado n > 2.
Thurston garantizé que el mosaico My, determinado por la grafica I', puede ser homogeneizado
anadiendo nuevos vértices de valencia 2 en I'. Estas condiciones estdn reportadas en el trabajo

*Una funcién g es racional genérica si tiene (2n — 2) valores de ramificaciéon distintos.
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[22] de W. Thurston, S. Koch y T. Lei. Este estudio fue enriquecido mas tarde por J. Tomasini
en [41]. El resultado preciso del grupo dirigido por W. Thurston fue el siguiente.

Teorema 3.1.1 (W. P. Thurston, S. Koch, T. Lei, 2010). Una grdfica plana orientada T
con 2n — 2 vértices de valencia 4 es igual a g~(v) (omitiendo los vértices de valencia 2) para
alguna funcion racional genérica g : @Z — @w, de grado n > 2, y una curva de Jordan orientada
v C Cy que pasa por los valores de ramificacion de g, si y sdlo si

a) cada cara de C, \ T es un dominio de Jordan;

b) (balance global) para una coloracion alterna azul-gris de las caras de @Z\F, hay n caras grises,
n caras azules;

¢) (balance local) si un ciclo orientado Ty en T, que al recorrerlo con la orientacion heredada de
T', contiene caras azules a su izquierda, entonces el ciclo ortentado I'g deja exactamente mds
caras azules que grises a su izquierda.

Recapitulando el trabajo de Thurston, obtenemos el diagrama siguiente; ver Lema Es
importante resaltar que el Diagrama generaliza el Diagrama , al incluir mosaicos no ho-
mogéneos.

Funcion racional genérica g : C, — C,,
y curva de Jordan orientada v adecuada

A
1
1
1
1
1
1
1
1

Mosaico no homogéneo M de (A:Z, Gréfica plana I'

-—

con vértices de valencia 4 como en Teorema 3.1.1.

Nuevamente el “morfismo” 1 estd punteado, puesto que un mosaico M, asociado a una grafica
plana I' como las requeridas por Thurston, no determina un tnico par (¢ : C, — C,, 7).

Resultados principales de la tesis.

Dado que los polinomios f : @Z — @w, de grado n > 3, siempre tienen en oo indice de
ramiﬁcaciénﬂ (n—1), entonces ningin polinomio es una funcion racional genérica (recordemos que
todos los valores de ramificacion, de una funcién racional genérica, tienen indice de ramificacién
1). En consecuencia, los mosaicos a la Klein Mp-1(4) de C,, construidos a partir de un polinomio
f: @Z — @w, siempre tienen un vértice de valencia 2n en oo.

Por los argumentos expuestos en el paragrafo anterior, la parte medular de esta tesis es dar
respuesta al Problema [2] en una familia de polinomios, llamados genéricos. Recordemos que
por definicién, un polinomio f : @z — @w, de grado n > 3, es genérico si tiene n valores de
ramificacion distintos, incluyendo a oo. En términos de graficas, nuestro objetivo es dar respuesta
al problema siguiente; versiéon de la pregunta planteada en vy Problema |2, para polinomios
genéricos.

3 El lector que este interesado en informaciéon adicional puede consultar [14, pag. 15].
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Problema 3. Caracterizar topoldgicamente cudndo una grdfica plana ' C @z estd determinada
por un polinomio genérico f : C, — C,, de grado n > 2, y una curva de Jordan orientada
adecuada.

Consideremos un polinomio genérico f : C, — @w, de grado n > 3. A partir de la gréfica
f~1(7), olvidando los vértices de valencia 2, obtenemos una grafica plana I' que tiene (n — 1)
vértices de valencia 4 (puntos criticos de f) y un vértice de valencia 2n en co. El Teorema 3.1.2,
enunciado abajo, proporciona la implicacién inversa, cualquier grafica plana del tipo I' puede
ser realizada, topologicamente, como una grafica f~!(7y), para algin polinomio genérico f y una
curva de Jordan orientada v adecuada. La dificultad inicial, al igual que en el caso estudiado por
Thurston, radica en la no homogeneidad del mosaico M. Una dificultad adicional, en nuestro
caso, es tener mosaicos con vértices de distintas valencias. Estas dificultades estan ilustradas en

el Ejemplo

Teorema 3.1.2 (L. Gonzalez Cely [15]). Una grdfica plana, orientada y conexa T' con n — 1
vértices de valencia 4 y un vértice de valencia 2n en oo es iqual a f~(y) (omitiendo los vértices
de valencia 2) para alguin polinomio genérico f : @z — @w, de grado n > 2, y una curva de
Jordan orientada v C Cy, que pasan por los valores de ramificacidn de f si y sdlo si

a) la frontera de cada componente conexa de C,\I' es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloracion alterna azul-gris de las caras de C,\T', hay n caras grises, n caras azules.

Laidea central de la prueba del Teorema 3.1.2 es dar un algoritmo que nos permita homogeneizar
el mosaico y de esa manera garantizar la existencia del polinomio genérico.

Usando las equivalencias del Diagrama , el teorema anterior tiene su version en términos
de mosaicos.

Corolario 1. Una mosaico orientado Mr de @ con n — 1 vértices de valencia 4 y un vértice de
valencia 2n en oo es igual aMp—1( (ommendo los vértices de valencia 2) para algin polinomio

genérico f (C — (Cw, de grado n > 2, y una curva de Jordan orientada v C (Cw que pasan por
los valores de ramificacion de f si y sélo st

a) la frontera de cada cara de Mr es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloracion alterna azul-gris de las caras de Mr, hay n caras grises, n caras azules.

El resultado en el Teorema 3.1.2 es topolégico, en el siguiente sentido. Dado un polinomio
genérico f y una curva de Jordan orientada ~« pasando por los valores de ramificacion de f, la
grafica I' estd totalmente determinada, esto se desprende del algoritmo de Klein. Por el contrario,
dada una grafica I' como la requerida, solo la existencia de un polinomio genérico f y una curva
de Jordan orientada adecuada v es garantizada. Si permitimos una perturbacién continua f,
para e suficientemente pequerio, de un polinomio genérico fy y su correspondiente 7y, entonces
el conjunto de pares {(fe,7.)} determina topologicamente la misma gréfica I'.

Sintetizando nuestro resultado principal, obtenemos el diagrama siguiente. Observemos que el
teorema anterior nos permite construir el “morfismo punteado” 1 entre mosaicos {9} y pares



Introduccién

{(f: C, — Cy, v)}, donde para cada par (f : C, — Cy, v), f es un polinomio genérico y =y
curva de Jordan orientada adecuada.

Polinomio genérico f : @z — @w
y curva de Jordan orientada v adecuada

A
1
1
1
1
1
1
1
1

Mosaico no homogéneo M de @Z Grafica plana I,

PE—
con vértices de valencias 4 en C, y 2n en oo como en Teorema 3.1.2.

Estructura de la tesis.

En el Capitulo [1] exponemos nuestra interpretacion de distintos algoritmos y métodos que

asocian, a partir de funciones singulares complejo analiticas {g}, graficas planas {I'} o equivalen-
temente mosaicos {IMr}. En describimos el algoritmo de Klein, detallado en las Ecuaciones
7, y damos una coleccion de ejemplos. La grafica dual, en el sentido de Poincaré |18, Ca-
pitulo 3, §3.3], de la grafica g~ '(v) se conoce como la grdfica de Speiser 8, de g. Estas graficas
fueron introducidas por A. Speiser [39] alrededor de 1930. Existen distintas aplicaciones de estas
graficas, tal como se puede constatar en los trabajos [27], [12] y [29]. En hablamos un poco
de estas graficas, y construimos algunos ejemplos interesantes.
Por otra parte, existe una equivalencia entre funciones g(z), 1-formas ¢'(z)dz, diferenciales cua-
dréticas (¢'(2))%dz ® dz, y campos vectoriales ﬁ%. Debido a estas equivalencias, los mosaicos
asociados a las funciones {g(z)} tienen sus interpretaciones correspondientes en todas estas clases
de objetos. Estas equivalencias son usadas por J. Mucino-Raymundo y A. Alvarez—Parrilla en [4]
para comprender la geometria y dindmica de campos vectoriales complejo analiticos singulares.
Algunas otras referencias importantes que siguen lineamientos similares son [40], [32], [31] [4].
En damos una descripciéon rapida de estas equivalencias y algunos ejemplos.

En el Capitulo[2] planteamos el Problemall] Como mencionamos anteriormente, este problema
en versiones distintas, fue estudiado por H. A. Schwarz |38|, R. Nevanlinna |36|, [35, Capitulo
XI, §2| y G. V. Belyi entre otros. En damos una respuesta parcial al Problema |1} ver el
Teorema[2.1.1] Adicionalmente presentamos una coleccién de ejemplos que ayudaran a visualizar
la importancia de este resultado.

En el Capitulo [3| enunciamos la pregunta/problema (1) planteada por W. Thurston y la
caracterizacion que obtiene, conjunto con S. Koch y T. Lei, para las graficas planas que provienen
de funciones racionales genéricas; ver Teorema 3.1.1. Por otra parte, demostramos el resultado
principal de la tesis, Teorema 3.1.2. En describiremos con detalle la dificultad del problema,
dando ademés un ejemplo que nos permita evidenciar la misma. En las ecuaciones f
daremos una descripcion precisa de las graficas planas orientadas {I'} involucradas en nuestra
caracterizacion. Finalmente, en la prueba de la implicacién “<—" del Teorema 3.1.2 es dada.

En el Capitulo [4] presentamos la relacién de nuestro problema con el famoso problema de
enumeracion de Hurwitz [20], enunciado a continuacion.

XI



Introduccién

Determinar el nimero de cubrientes ramificados de una superficie de Riemann,
con conjunto de ramificacion prescrito.

Este problema es de naturaleza topoldgica pero con un gran contenido combinatorio. Segun
nuestras fuentes, K. Baranski [6], S. K. Lando 23], A. Zvonkin y S. K. Lando en |24, Capitulos
1 y 5] este atn es un problema con respuestas parciales. En comentamos como construir los
objetos combinatorios del problema de Hurwitz a partir de un polinomio y por ende a partir de
un mosaico a la Klein 9t de @Z.

Una herramienta importante para estudiar el espacio de polinomios genéricos es la llamada
aplicacion de Lyashko—Looijenga. Ellos construyeron esta aplicacién para entender la naturaleza
algebraica y geométrica del espacio de polinomios genéricos, considerando la equivalencia por la
izquierda descrita en la Definicion [3.3.1} Para mayor detalle podemos consultar [5] y [26]. En
damos la férmula explicita para la aplicacién LL en el caso de polinomios genéricos de grado 4
y construimos los mosaicos asociados para cada una de las clases.

El problema central de esta tesis es un punto de encuentro entre distintas ramas de las
matematicas, entre ellas topologia, combinatoria y analisis complejo. Finalmente en el Capitulo
presentamos un listado de distintos problemas cercanos con los abordados a lo largo de esta
tesis. Muchos de ellos son problemas abiertos de gran interés.

XII



Capitulo

Una correspondencia entre mosaicos, graficas
planas y gréaficas de Speiser

El propdsito de este Capitulo es exponer nuestra interpretacién de algunos algoritmos y
métodos graficos para representar y entender la topologia de las funciones racionales. Esta re-
presentacion se hace a través de gréaficas planas o equivalentemente mosaicos. Adicionalmente,
diremos en qué casos dichos algoritmos se extienden a funciones singulares complejo analiticas
(descritas abajo).

Los algoritmos y métodos que estaremos trabajando se desarrollaran en alguno de los espacios
siguientes, segin sea conveniente.

O(C) ={g:C— C| Cesel plano complejo y ¢ es holomorfa},

M(C) = {g:C — C | C esla esfera de Riemann y g es meromorfa},

M(Sg) = {g LS — ¢ ’ Sg es una superficie de Riemann compacta de género g } ’

y g es meromorfa

M(S)z{g:S—)@

S es una superficie de Riemann arbitraria
y g es singular complejo analitica

En el espacio M(S), por funcién singular complejo analitica queremos decir funcion que admite,
a lo mas ceros, polos y singularidades esenciales.

1.1. Algoritmo a la F. Klein para representar funciones raciona-
les, a través de mosaicos y graficas.

Recordemos que una funcién meromorfa
g:S— 9,
donde S y S’ son superficies de Riemann, tiene una representacion local z — 2“*1, para algtn
v € Z. El entero v es el indice de mmz’ﬁcacz‘o’n[ﬂ de g en el punto z. Este comportamiento rigido

'El lector que este interesado en informacion adicional puede consultar [14, pag. 15].



1.1. Mosaicos y gréficas, a la F. Klein, para funciones racionales

permite utilizar la teoria de graficas y métodos combinatorios para exhibir diferentes propiedades
de las funciones meromorfas. La finalidad de esta Secciéon es estudiar un algoritmo atribuido a F.
Klein como un instrumento fundamental para entender la topologia de las funciones racionales.

Antes de empezar, establecemos un concepto basico que se utilizara a lo largo de este escrito.

Definicion 1.1.1. Un mosaico 9 de una superficie topolégica, orientada y sin frontera Siop €s
una familia finita o numerable de k—4gonos topologicos

{r, c C},

que llamaremos caras, cumpliendo lo siguiente.
1. La superficie S, es la unién de todas las caras.
top

2. Para dos caras 7y, 7 € M, con t # k, la interseccién cumple solo una de las siguientes

condiciones:
un punto (vértice),

un arco topolégico (arista),
un conjunto de vértices y aristas,
vacio.

Te NTe =

Los mosaicos expuestos en la Figura [L.1{a)—(b), ejemplifican cuando la interseccién de dos
caras es un conjunto de vértices y aristas.

F. Klein fue, segtin tenemos entendido, un pionero en el estudio de graficas y mosaicos como
una herramienta para describir funciones racionales. Para un anélisis detallado es apropiado
consultar “Los protocolos de Feliz Klein”, |L1]. A grandes rasgos, nuestra interpretacion del estudio
en [11] es la siguiente.

Algoritmo 1.1.1 (A la F. Klein). Consideremos una funcién racional g : C, —s C,, de grado
n > 2 con valores de ramificacion

Rg = {w07w1,.. cy Wiy e ,wk_l} C Cyp.

El nimero maximo posible de valores de ramificacion distintos es (2n — 2), es decir, (k — 1) <
(2n — 3). Si dado el caso oo € Ry, entonces acordaremos que wy = 00.

Paso 1. Seleccionemos una curva de Jordan orientada v C @w que pase por los puntos de Ry,
siguiendo el orden natural de los subindices. Las cerraduras de las dos componentes de Jordan
de @w\7 se pueden reconocer como dos k—agonos topologicos 7 y 7/, con frontera comtn . De
esta manera obtenemos un mosaico M, de C,, con

vértices R
V =Ry, = {wo,wi,...,wj,...,wg_1} C Cy, (1.1)

aristas

A= {wowl,...,ijjﬂ,...,wk_lwo} C @w, (12)

y caras (k—agonos topologicos)

~

M, =7UT" =C,y. (1.3)

Por construccion, el interior de 7 (resp. 7') estd a la izquierda (resp. derecha) de . Asignamos
el color azul (resp. gris) al interior de 7 (resp. /).



1.1. Mosaicos y gréficas, a la F. Klein, para funciones racionales

Paso 2. La imagen inversa de v bajo g, denotada ¢g~—'(v), determina el mosaico My-1(,) de (EZ
con

vértices
V* = Ugil(w]—), donde cada z € V™ tiene etiqueta j si g(z) = wy, (1.4)
J

aristas

A* = Ug_l(ijjﬂ)a (1.5)

y caras (k—agonos topologicos)

o~

My-1(yy=nU...UrU...7 UrfU...Ur U...7, =C,, (1.6)

g~ 1(7)=caras azules g~ 1(r')=caras grises

donde todas sus caras son k—agonos topologicos, para una misma k.

La valencia de cada vértice de M ,-1(,) tiene la forma 2(v+1), donde v es su indice de ramificacion.

Notemos que los vértices de valencia 2 de 9 -1(,) son puntos regulares de g.

La orientacion de las fronteras, en las caras de M -1(,), sigue la siguiente regla: la frontera de
cada cara azul 7y esta orientada en sentido antihorario; la frontera de cada cara gris 7{ en sentido
horario. Ademads, para cada frontera Oy (resp. 971), el orden ciclico de las etiquetas en sus k

vertices es 0,1,...,k — 1, al recorrerla siguiendo la orientacion de M j-1(,).

Para concluir, dado un par (g : (Ez — @w, 7v), el algoritmo de Klein produce un mosaico My-1(4)

de C,, con las caracteristicas mencionadas.

Si reconocemos a la curva de Jordan v como una gréfica plana (i.e. gréafica encajada en C),
orientada y conexa con vértices, aristas y caras sefialados en (1.1)—(T.3), entonces g~1(7) es una
grafica plana, orientada, conexa y etiquetada con vértices, aristas y caras indicados en ([1.4])—(1.6]).

Sintetizando los planteamientos hechos, por el Algoritmo v la equivalencia expuesta en el
Cuadro [1| de la introduccién, cada par (g : C, — C,,, 7y) determina un mosaico My-1(4) y una
grafica plana g~!(v), tal como se enuncia a continuacion.

Lema 1.1.1. Dada una funcién racional g : @Z — @w de grado n > 2 y una curva de Jordan
orientada v que pasa por los valores de ramificacion de g, el siguiente diagrama queda determi-

nado. N N
Funcion racional g :C, — C,,

y curva de Jordan orientada v adecuada

(1.7)

Mosaico My-1(,) de ((Ajz Grdfica plana, orientada R
por k—dgonos, para una unica k ~ coneza y etiquetada 9 '(v) cC..

0



1.1. Mosaicos y gréficas, a la F. Klein, para funciones racionales

Ejemplo 1.1.1. Consideremos el polinomio
f:(c\z—>@w, f(Z):Z3—3Z.

Los puntos criticos de f son
Cr={o0,21 =1,20 = -1},

con multiplicidades {2, 1,1}, respectivamente. Los valores de ramificacion de f son
Ry = {oco,w1 = —2,wy = 2}.

En vista de que los valores de ramificacion pertenecen al eje real, seleccionamos a RU{oc} como
la curva de Jordan orientada 7 que pasa por los valores de ramificaciéon Ry. La orientacion de
es tal que el semiplano superior Hy := {z € C: §(z) > 0} (resp. H_ := {z € C: Y(z) < 0})

estd a la izquierda (resp. derecha) de 7. Asignamos el color azul (resp. gris) a 7 := Hy (resp.

7/ :=H_). De todo esto originamos el mosaico

~

M, =H; UH_ =7U7 =C,.

La imagen inversa de v bajo f determina el mosaico E)ﬁffl(v) de @z, ilustrado en la Figura|l.1{a).
Es importante notar que todas las caras del mosaico 9¢-1(,) son triangulos topologicos con dos
tipos de vértices finitos; vértices de valencia 4, que corresponden a los puntos criticos finitos de
f y vértices (1, (2 de valencia 2, que corresponden a puntos donde f es un biholomorfismo local.
Al omitir estos ultimos vértices en 9¢-1(,), obtendremos un ejemplo de grafica plana, orientada
y conexa, como las descritas en nuestro resultado principal, Teorema [3.1.2]

Figura 1.1: Mosaicos a la Klein determinados por el polinomio f(z) = 23— 3z, la funcién racional
g(z) = (14+32—-322+32%) /(3 - 32+ 322+ 23) y la funcién singular complejo analitica h(z) = €7,
respectivamente.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos ahora la funcién racional

o~ ~ 14+32—3224323
:C C = .
9:C—Cuw 90 =355 3

Un célculo sencillo nos permite encontrar los puntos criticos de g

Cg = {21 = 1,22 = i,Zg = —i},

4



1.1. Mosaicos y gréficas, a la F. Klein, para funciones racionales

con multiplicidades {2, 1, 1}, respectivamente. Evaluando cada uno de estos puntos criticos en g,
tenemos que los valores de ramificacién son

Ry ={w =1, wp =i, w3 = —i}.

Es claro que en este caso, el punto co es un valor regular de g. Considerando que la norma de cada
valor de ramificacion es 1, seleccionamos al circulo unitario {w € C,, : | w |= 1} como la curva
de Jordan orientada 7 que pasa por los valores de ramificacién R,. La orientacion de v es tal que
el interior del circulo unidad {w € Cy : | w |< 1} (resp. {w € Cy : | w |> 1}) esté a la izquierda
(resp. derecha) de . Nuevamente asignamos el color azul (resp. gris) a 7:={w € Cy, : |w |[< 1}
(resp. 7/ := {w € Cy : | w |> 1}). De esta manera construimos el mosaico

~

DﬁvaUT':(Cw.

De igual forma la imagen inversa de la grafica v, bajo g, determina el mosaico M -1,y esbozado
en la Figura [1.1{b). Hay que mencionar ademas que todas las caras de M -1(,y son triangulos
topolégicos.

El Algoritmo [I.I1.T] y la equivalencia expuesta en el Cuadro [I} dado en la introduccion, se
pueden generalizar a funciones singulares complejo analiticas g : Spop — @w, siempre y cuando
los conjuntos de valores de ramificacién y singularidades esenciales de g sean finitos. Recordemos
que Spe denota cualquier superficie de Riemann, no necesariamente compacta. Evidentemente
en este caso, la gréifica g~1(y) no necesariamente es plana.

Un ejemplo sencillo de una funcién singular complejo analitica, con al menos una singularidad
esencial, es la funcion exponencial. En el siguiente ejemplo construimos un mosaico para Sp = C,
a partir de la funcién exponencial, usando el algoritmo de Klein.

Ejemplo 1.1.3. Consideremos la funcién singular complejo analitica
h:C, — Cy, h(z)=¢"

Se propone presentar este ejemplo con la finalidad de mostrar que aunque el conjunto de valores
de ramificacién Ry, de h(z) es vacio, las singularidades esenciales 0,00 € C, de h™! juegan un
papel similar a los valores de ramificaciéon de las funciones racionales. El concepto de singularidad
esencial es delicado, para un tratamiento meticuloso ver [8], [27, pag. 53|, [4, pag. 145-146]. En
esa medida, elegimos a v = RU {oco} como la curva de Jordan orientada que pasa por las dos
singularidades esenciales, generando el mosaico

~

M, =H  UH_ =7U7T =C,.

Convenimos la asignacion de colores en las dos caras de 91, como en el Ejemplo De nuevo
la imagen inversa de -, bajo h, engendra el mosaico 9,-1(,), expuesto en la Figura (c) No
hay dificultad alguna en notar que 9,-1(,) esté formado por las franjas horizontales

2rk <(z) <7m(2k+1) vy w(2k+1) <(z) <2m(k+ 1),

-~
caras azules caras grises

respectivamente, con k =0,1,....



1.1. Mosaicos y gréficas, a la F. Klein, para funciones racionales

Como una motivacion analitica para la eleccion de v = RU{oo}, recordemos que a finales del
siglo XIX, la siguiente version del teorema de representacién conforme de Riemann fue estudiada.
Consideremos un poligono cerrado 11 C @z y asumamos la existencia de una funcién conforme
go : I1° — Hl;, donde OH; = . Esta funcién gg admite una extension analitica por reflexiones
a través de los lados del poligono II, generando una superficie de Riemann S y una funcion
conforme g : S =, I, — C,,. Para un tratamiento cuidadoso de esta construccion, consulte
, Capitulo 10, Seccion 2]. La superficie de Riemann S tiene un mosaico 9t dado por la union
de los poligonos topologicos {II,}. En casos muy especiales el mosaico 9t es como el establecido

en la Ecuacion (1.6)).

Observacion 1.1.1. Dada una funcién racional o singular complejo analitica g : Siop — @w,
es fundamental resaltar que el algoritmo de Klein depende de la eleccién de la curva de Jordan.
Concretamente, la topologia del mosaico 9 -1(,) depende del orden en que y pasa por los valores
de ramificacion de g, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

C.,

71

Figura 1.2: Mosaico 9-1(,,) determinado por el polinomio f(z) = 24 — 423 —42% y la curva de
Jordan orientada y; = R U {oo}.

Ejemplo 1.1.4 (Dependencia del mosaico DM -1(,) con respecto a la curva 7). Consideremos el
polinomio R R
f:C,— Cu, f(2)=2%—423—422

Los puntos criticos de f son
Cr={00,21 =0,20 =1, 23 = 2},
con multiplicidades {3, 1,1, 1}, respectivamente. Los valores de ramificacién son
Ry = {oco,w; = =32,wy = =7, w3 = 0}.
Seleccionemos primero la curva de Jordan orientada

7 =RU{oo}.



1.1. Mosaicos y gréficas, a la F. Klein, para funciones racionales

Esta curva pasa por los valores de ramificacion en el siguiente orden ciclico co,wy, we, ws, tal
como se indica a la derecha de la Figura [[.2] La orientacion de v; y los colores de las caras
T7=H, y 7' =H_, son tales como se estableci6 en el Ejemplo dando origen al mosaico

~

M, =H; UH_ =7U7" =C,.

El mosaico M-1(,,) determinado por la grafica plana f~1(71) se bosqueja a la izquierda de la

Figura
T Cy
/ }
2
/
T

Figura 1.3: Mosaico 9-1(,,) determinado por el polinomio f(2) = 24 — 423 — 42% y la curva de
Jordan orientada ~vs.

mtf_l(’m)

Consideremos ahora la curva de Jordan orientada <9, indicada a la derecha de la Figura [1.3
Esta curva pasa por los elementos de Ry en el orden ciclico oo, wy, w3, we. Al calcular la imagen
inversa de la curva 72, bajo f, obtenemos el mosaico M -1 ilustrado a la izquierda de la

Figura [I.3]
M

Y2)?

M -1 () Mp—1(41)
~ (AN > Z
&
\ N

Figura 1.4: Mosaicos M y-1(,,) y Ms-1(,,), topolégicamente no equivalentes, para el polinomio
f(z) =2 — 423 — 422

La Figura [I.4] deja intuir que no podemos hacer ninguna deformacion continua, que preserve
orientacion, para ir del mosaico My-1(,,) al mosaico My-1,). Dicho de otra manera, los mosaicos
Mp—1(y,) ¥ My-1(4,) 0o tienen las mismas topologias o no son homeomorfos. Es facil convencernos
de esto al observar lo siguiente:



1.2. Gréficas de Speiser para funciones singulares complejo analiticas

i) los mosaicos My-1(,,) y I tienen la misma topologia o son homeomorfos (ver a la izquierda

de la Figura [1.4));

ii) la cara 71 del mosaico Ms-1(,,) (0 equivalentemente el mosaico M) tiene todos los puntos
criticos de f en su frontera, cosa que no ocurre con ninguna cara en Mp—1(,,).

Por todo lo dicho concluimos que los mosaicos Ms-1(y,) ¥y Mf-1(,,) N0 son homeomorfos.

1.2. Graficas de Speiser para funciones singulares complejo ana-
liticas.

El matematico suizo A. Speiser [39] introdujo los objetos que hoy se conocen como grdficas
de Speiser. Para nuestros fines, definimos estas graficas en la esfera de Riemann C, provista con
mosaicos My-1(,), obtenidos a partir del Algoritmo m

Definicion 1.2.1. Consideremos una funcion racional g : @Z — @w con k valores de ramifica-
cién. La grdfica de Speiser 8§, asociada a g, es la grafica dual (en el sentido de Poincaré) de la

grafica g~ 1(7).
La definicién anterior se puede extender para superficies de Riemann arbitrarias S.

Observacion 1.2.1. Es instructivo fijarse en las siguientes caracteristicas de las graficas de
Speiser.

1. La grafica de Speiser 8, es una grafica conexa.

2. Los veértices de 8, son bipartitos; asignamos el color rojo (resp. amarillo) a los vértices de 8,
en las caras azules (resp. grises) de M -1(,).

3. La imagen de 84, bajo g, es la gréfica dual de 7. Dicha grafica tiene exactamente dos vértices:
uno rojo (de valencia k) en la cara azul 7 de 91, y uno amarillo (de valencia k) en la cara gris
T

4. Cada vértice de 8, tiene valencia k (recordemos que k denota el namero de valores de ramifi-
cacion de g).

5. Por construccion, el interior de cada cara de 8, contiene un elemento de la forma f~!(w;),
donde w; es un valor de ramificacion de g.

6. Para cada cara de 8,4, el numero de aristas que conforma su frontera es 2(v; + 1), donde v; es
el indice de ramificacién del punto f~!(w;) mencionado en el punto anterior.

La dualidad entre las graficas de Speiser 8, y las graficas completas g~ '(v) generan el dia-
grama siguiente, andlogo al dado en (L.7) del Lema[L.1.1]

Lema 1.2.1. El mosaico My-1(,y estd totalmente determinado por la grifica de Speiser Sy, y

VICEVETSG. =R .
Funcion racional g : C, — C,,

y curva de Jordan orientada v adecuada
(1.8)

Mosaico My de ((/iz Grdfica plana, orientada,

Grd, de Speiser 8 —— ‘ PE— ‘
rifica de Speiser Sy por k—-dgonos, para una tinica k conexa y etiquetada g~ (7).
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1.2. Gréficas de Speiser para funciones singulares complejo analiticas

Ejemplo 1.2.1. La Figura exhibe las graficas de Speiser de las funciones

14+32z—322+323
_ .3 _ _
f@)=2"=32 9= 35 —55

h(z) = €,

estudiadas en los Ejemplos

| u | ;
Figura 1.5: Gréficas de Speiser asociadas al polinomio f(z) = 2% — 3z, la funcién racional
g(2) = (1432—3224323) /(3—32+322+23) y la funcién trascendental h(z) = e?, respectivamente.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos la funcién trascendente

~

p:C. — Cy, p(z) = cosz.

La pretension de este ejemplo es evidenciar que incluso para funciones singulares complejo ana-
liticas, con un conjunto infinito de puntos criticos, el Algoritmo funciona y por ende la
grafica de Speiser queda también determinada. Un célculo sencillo arroja que el conjunto de
puntos criticos finitos de p es

{2rk: ke Z} U{r +2rk : k € Z}.
a)m b)m
Figura 1.6: Mosaico M ,-1(,) de @z y grafica de Speiser 8, determinados por p(z) = cos z.

El valor de ramificacion correspondiente al conjunto {m+27k : k € Z} es w; = —1 y el pertinente
al conjunto {27k : k € Z} es we = 1. Bajo estas condiciones podemos elegir a v = R U co como



1.3. Correspondencia entre funciones, 1-formas, campos vectoriales y diferenciales cuadraticas

la curva de Jordan orientada que pasa por todos los valores de ramificacién de p(z) (incluyendo
a 00). Nuevamente asignamos el color azul (resp. gris) a 7 = H, (resp. 7/ = H_) produciendo el
mosaico

~

M, =H  UH_ =7U7T =C,.

La imagen inversa de v bajo p produce el mosaico M,-1(,) bosquejado en la Figura (a). La
grafica de Speiser 8, asociada a p se ilustra en la Figura (b)

Recientemente estas graficas han sido aplicadas como una herramienta para determinar el
tipo de superficie cubriente S de la esfera de Riemann @w con k ponchaduras wy,...,wi_1. El
lector puede consultar los trabajos de D. Masoero [27], y S. A. Merenkov |29], entre otros. Por otro
lado, en 1984, P.G. Doyle [12]| consideré el problema de determinar el tipo conforme hiperbolico
o parabolico de una superficie cubriente de la esfera de Riemann @w con k ponchaduras a través
de las propiedades de su grafica de Speiser. Asimismo, R. Nevanlinna [36, pag. 291] y G. Elfving
[13] trabajaron en la clasificacion, via graficas de Speiser, de las superficies de Riemann. Por
ejemplo, la sub-familia de superficies que vienen de las funciones g(z) = [, e~ P4 donde P(z)
es polinomio. Ver A. Alvarez et al. [4], para relaciones con campos vectoriales complejo analiticos.

1.3. Correspondencia natural entre funciones singulares complejo
analiticas y algunos objetos analiticos, geométricos.

Finalmente, en superficies de Riemann existe una correspondencia natural entre:
i) funciones g(z),
ii) 1-formas ¢'(z)dz,
iii) campos vectoriales ﬁ% y
iv) diferenciales cuadraticas (¢'(2))%dz ® dz.
Dicha correspondencia se expresa con el siguiente diagrama (ver [40], [32], [31], [4])

9(z) —————¢'(2)dz

1

T (d'(2))%dz @ dz.

Fle

Debido a la equivalencia expuesta en ((1.9)), los resultados usados en teoria de graficas para las
funciones {g(z)} tienen sus interpretaciones correspondientes para todas estas clases de objetos.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el polinomio del Ejemplo

f:C, — Co, f(z) =2 -3z
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1.3. Correspondencia entre funciones, 1-formas, campos vectoriales y diferenciales cuadraticas

En este caso el Diagrama (1.9) toma la forma siguiente.

22 —32¢—3(z—1)(z+ 1)dz

1 0
3(z—1)(z+1) 0z 9(22 - 1)2dz ® dz.

. . . L. 1 9
FEl diagrama anterior asocia de manera canénica el campo 3G () 9z

% coinciden con la grafica completa f~1(v),

al mosaico imffl ()

Las curvas de nivel singulares del campo m

determinada por el mosaico M-1(,y. Los vértices de valencia 4 de f ~1(v) (puntos criticos finitos
de f) coinciden con los dos polos simples del campo.

Por otra parte, la teoria de graficas y los métodos combinatorios son integrados con ideas
numéricas y analiticas, para enriquecer el estudio de los objetos en , como lo muestra J. C.
Langer en [25].

W. M. Boothby [9], [10] estudié cuando una foliacién singular real J sobre C, viene de las
curvas de nivel de una funciéon armonica R(g(z)). Estas foliaciones deben tener singularidades del
tipo topolégico R(z™) para n > 2. Como era de esperarse estas foliaciones determinan graficas
planas A (y su respectivo mosaico 9ty ) teniendo como vértices las singularidades de F, incluyendo
a 00, y como aristas las curvas de nivel por las singularidades). En el Ejemplo presentamos
una foliacion polinomial donde la grafica plana determinada A no viene de la imagen inversa de
una unica curva de Jordan orientada que pasa por los valores de ramificacién del polinomio. Este
ejemplo viola una de las hipotesis de nuestro resultado principal (enunciado mas adelante en el
Teorema, pero muestra que hay diversas formas de construir mosaicos en la esfera a partir
de funciones racionales.

Ejemplo 1.3.2. En la Figura a), consideramos una foliacion real F sobre C, con singulari-
dades
{Zl = —1, Z9 = 1, 23 = —i}.

Existe una funcion armoénica R(g(z)) cuyas curvas de nivel coinciden con F (como en [9], [10]).
Es mas, podemos reconocer a g(z) como sigue

~

g:C. — C,, g(z) = /(z +1)(z—=1)(z+1d)dz.

La foliacion F determina una grafica plana A C @Z (v un mosaico respectivo 2y) con tres
vértices de valencia 4 en —1,1, —i y un vértice de valencia 10 en oo; ver la Figura [L.7[(b).

Si examinamos detenidamente la grafica A podemos concluir que esta es la imagen inversa de
dos curvas de Jordan orientadas 1,7y, C C, bajo g, que se intersectan en oo; ;1 que pasa por
los valores de ramificacion g(—1) y ¢g(1) and 7, pasa por g(—i), i.e.

A=g ) ug ()
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1.3. Correspondencia entre funciones, 1-formas, campos vectoriales y diferenciales cuadraticas

Ciertamente la frontera 0 de la cara azul 71 de 9 es una curva cerrada que se auto—intersecta
en oo; ver la curva roja en la Figura[I.7] Por esta razon, la grafica A no pertenece a las descritas
en el Teorema 13.1.2

Figura 1.7: a) Foliaciéon real F sobre C,, b) mosaico 9y asociado a F.
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Capitulo

Una correspondencia entre mosaicos 9N
dados por k-agonos topologicos y funciones
singulares complejo analiticas

El objetivo central en este Capitulo es la construccién de un morfismo “1” de superficies
topolégicas y orientadas Si,p, provistas con mosaicos 9 dados por k-agonos topoldgicos, con

k > 3 fija, a funciones singulares complejo analiticas g : Siop — Cy.

2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyl.

Como punto de partida, podemos plantearnos el Problema [I] ya mencionado en la introduc-
cion de este documento.

Problema 1. Determinar bajo qué condiciones un mosaico M de C, proviene de una funcion
racional g : C, — C,, y una curva de Jordan orientada v adecuada.

Para dar una respuesta al Problema [l es importante primero, recordar los siguientes hechos.
Consideremos un k—agono topologico 7 C C, coloreado de azul, con vértices {wg, w1, ... wg_1},
cuya frontera esta orientada en sentido antihorario. Denotemos con 7/ una copia de 7, coloreado
de gris, cuya frontera est& orientada en sentido horario. Al identificar 7 con 7" a lo largo de sus
fronteras v := 07 = 97/, a través de la isometria identidad, obtenemos una esfera topoldgica
Yitop, con k puntos marcados {wg, w1, ... wk_1}, provista con un mosaico a dos colores

M, =7UT = Tygp, (2.1)

tal como se exhibe a la izquierda de la Figura[2.1] Es posible dotar con una estructura compleja
a la esfera ¥;,p,, como se constata a continuacion.

Lema 2.1.1. Eziste para la esfera Yiop una estructura de superficie de Riemann que la hace
biholomorfa a la esfera de Riemann C,.

Esta situaciéon se ejemplifica en la Figura [2.1]
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

Demostracion. Consideremos el semiplano superior Hy y su frontera v = RU{oco} con k puntos
marcados {w(, = oo, w],...w)_,} tal que

wi < wh < e < Wp_yq-

Asignamos el color azul a Hy y la orientacién de v tal que Hy estd a su izquierda; ver a la
derecha de la Figura [2.1] Por el teorema del mapeo de Riemann existe un biholomorfismo

¢0:TC Etop —)H+,

donde la imagen de los vértices de 7 bajo ¢ son los puntos marcados en la frontera v de Hy
cumpliendo que o(w;) = w , para cada j = 0,...,k — 1. Usando el principio de reflexion de
Schwarz podemos extender l,b() al blholomorﬁsmo

’(/J : Etop — H+_U H+

T — H+

7= H_,
asignando el color gris a H_. Dado que la estructura compleja de H, UH, debe ser la de la
esfera de Riemann, existe un biholomorfismos ¢ : H; UH, — (C El pull-back de la estructura
compleja a través de la composicién ¥ o ¢ proporciona una estructura de superficie de Riemann
para Xiop. Finalmente, por el teorema de uniformizacion sabemos que cualquier superficie de
Riemann (topologlcamente una esfera) es biholomorfamente equivalente a la esfera de Riemann
(C . Para un examen mas detallado de este resultado, el lector puede referirse a . Capitulo 1,
1.8.3, pag. 74| v I O

Figura 2.1: Esfera de Riemann @w vista como el pegado de dos k-4agonos topoldgicos.

Observacion 2.1.1. Resulta claro que ((Ajw hereda el mosaico M, de Xy, es decir,
M, =H; UH, = Cy. (2.2)
La generalizacion del Lema [2.1.1] es posible en el siguiente caso.

Lema 2.1.2. Consideremos una superficie topoldgica y orientada Siop obtenida a través del pe-
gado de k-dgonos topoldgicos, a lo largo de sus fronteras. Eziste para Si,, una estructura de
superficie de Riemann. O
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

El teorema siguiente nos proporciona una respuesta al Problema [l| para funciones singulares
complejo analiticas, no solo para funciones racionales.

Teorema 2.1.1 (L. J. Gonzélez Cely, J. Mucino—Raymundo [16]). Consideremos una superficie
topoldgica, orientada y sin frontera, no necesariamente compacta Siop provista con un mosaico

m

m= Urn U U

t=1 t=1
caras azules caras grises

que satisface lo siguiente:
i) M estd dado por una coleccion finita o numerable (m < o0o) de k—dgonos topoldgicos {1, T},
con k > 3 fija;
i) los k—dgonos estdin coloreados de manera alterna azul-gris en Sy, (equivalentemente la va-
lencia de cada vértice, en la grdfica asociada a M, es par o infinita);
ii1) los k—dgonos de 9 no tienen aristas sin identificar;
i) para cada cara azul Ty, los k vértices en Oty estdn etiquetados con los nimeros 0,1,..., k—1
tal que el orden ciclico de las etiquetas es 0,1,...,k — 1, al recorrer Omy en sentido antihorario;
v) la etiqueta de cada vértice de Sy es la misma para todas las fronteras de sus caras adyacentes.
Entonces, existen una estructura de superficie de Riemann Spo, (en Siop) y una funcion singular
complejo analitica R

gt Shot — Cu,

con

m =M,

g t(7)

donde v C Cy es una curva de Jordan orientada que pasa por los k valores de ramificacion
{wo,w1,...wj,...,wp_1} de g.

Demostracion. La idea general es identificar todas las caras azules 7y con H y las grises con H_;
obteniendo una funcién continua go,. De esta manera se construye un diagrama conmutativo,
como el que se indica a continuacién.

Shol @w

v (4

Gtop
Stop =M m’y = Z:top

Para empezar, reconocemos a Sy, como el pegado de los k—agonos topologicos {7y, 7{} de M, a
lo largo de sus fronteras, segin lo indique 9%. Por el Lema existe para Siop una estructura
de superficie de Riemann S}y, es decir, existe un biholomorfismo

Ui Stop = M — Shots

tal que Spe; esté provista con el mosaico M, como se expone a la izquierda de la Figura 2.2]
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

Shol

A4

Gtop

A4

Figura 2.2: Diagrama conmutativo para superficies provistas con mosaicos por k-agonos topold-
gicos.

Posteriormente, consideremos la esfera topolégica Y, dada por el pegado de dos k-agonos
topologicos 7 y 7 a lo largo de su frontera, tal como se indic6 en . El k—4gono 7 (resp. 7')
es una copia de algan ¢ (resp. 7{) en Si,p. De esta manera obtenemos el mosaico M, = 7 U 7/
de Xop. Ahora, como mencionamos en un inicio, podemos reconocer a @w como el pegado de
H, yH_, através de y = RU {0} C C, con k puntos marcados {00, w1, ws, ..., wk_1}, con la
isometria identidad. Por el Lema existe un biholomorfismo

¢ My, 2 By, — Coy.
A la derecha de la Figura [2.1] se advierte tal situacion.

A partir de ahora, nuestro objetivo seré construir un cubriente topolégico ramificado gsop, tal
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

que para cada t
Gtop * Stop =2Mm — 9)?7 = Etop

Ty T (2.3)

(O 7.
Asignamos una orientaciéon en 91 tal que: la frontera de cada cara azul 7, estd orientada en
sentido antihorario y la frontera de cada cara gris en sentido horario.
Por la hipotesis (iv), todos los vértices de 9 estan etiquetados tal que el orden ciclico de las
etiquetas, en cada cara azul 7y, es 0,1,...,k — 1, al recorrer 07y en sentido antihorario. Este
hecho implica que el orden ciclico de las etiquetas, en cada cara gris 77, es 0,1,...,k — 1, al
recorrer O7{ en sentido horario.
Para cada t, requerimos una notacién precisa de los vértices en d7¢, que nos permita reconocer
la etiqueta de cada vértice. Denotemos con el conjunto {zg(g), 2g(1)s - - - » Z(k—1)} 10s vértices en
la frontera 7y de la cara azul 7y de 9, donde la etiqueta de cada vértice z¢() es . En la parte
inferior izquierda de la Figura se evidencia tal situacion.

Para los vértices en cada 07y, definimos la siguiente biyeccion.

98 {Ze(0)) 26(1)s -5 221y - -0 Ze(e—1) ) — {wo,wi, .. wp, w1} (2.4)
2(1) — wj. '

Por construccion, el orden ciclico de las etiquetas en los vértices de 97y, siguiendo su orientacion,
coincide con el orden de los subindices de los vértices {wo, w1, ..., wk_1} en 7.

Para cada t, la biyeccién ¢¥ extiende continuamente a un homeomorfismo de circulos,
0.5
gt 0Ty — ’)/
Continuando, cada homeomorfismo se extiende continuamente al interior de las caras azules,
0.
go i Ty —> T.

Todos los anteriores homeomorfismos en 9 se extienden continuamente al interior de todas
las caras grises, obteniendo de esta manera el cubriente topolégico ramificado requerido en la
Ecuacion ([2.3)
Jtop * Stop =M — gﬁ'y = Etop

Te > T

T 7.
Cada vértice zy () de M, con valencia 2(rvg(;) + 1), tiene indice de ramificacion vy en Siop. En
la Figura se pretende dar una representacién de tal situacion.

Finalmente, el cubriente topolégico ramificado giop y los biholomorfismos v, ¥ determinan una
funcién singular complejo analitica

g: Shol — gw
Ty > H+
L o~ H_,
como se revela en la Figura 2.2 O
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

Ejemplo 2.1.1 (Mosaicos por triangulos y funciéon polinomial). Trivialmente una de las funcio-
nes determinadas por la esfera C,, provista con el mosaico por tridngulos ilustrado en la Figura

[L.1(a), es el polinomio del Ejemplo
f:C, —> Cyp, f(z) = 2% -3z

Ejemplo 2.1.2 (Mosaicos por triangulos y funciéon racional). Si consideramos la esfera C. con
el mosaico esbozado en la Figura b), entonces es facil verificar que una funcién racional que
realiza tal mosaico es la dada en el Ejemplo

- ~ 1+32—322+432°
g:(cz—>(cwa g(z):

3—3243224 23"

Figura 2.3: Mosaico por tridngulos realizable por la funcién exponencial.

Ejemplo 2.1.3 (Mosaicos por tridngulos y funcién exponencial). Consideremos la superficie S
con el mosaico 9N trazado a la izquierda de la Figura La superficie S esta conformada por
un conjunto numerable de triangulos, donde las aristas {oc0} de todos los tridngulos en 90 se
identifican siguiendo el orden de los niimeros naturales, como lo muestra la Figura 2.3

Sorprendentemente la funcién meromorfa que realiza dicha superficie es la funcién exponencial.

Ejemplo 2.1.4 (Mosaicos por cuadrados y tridngulos determinados por las funciones g, ¢’ de
Weierstrass). Consideremos el plano complejo C provisto con un mosaico 9t por cuadrados, tal
como se traza en la parte superior de la Figura 2.4 El namero complejo A, llamado periodo, es
tal que

I(A) >0, —1/2<RA)<1/2, |A|>1 y RA)>0 si |A]=1.
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

Existe un tnico toro complejo
C _ 2
C * ZeAZ = L

z — [z

Para mas detalles se puede consultar , pag. 268]. El dominio fundamental de T? est4 compuesto

por 4 cuadrados, tal como se sefiala en las Figuras[2.4)y [2.5] De esta manera obtenemos el mosaico
M, para el toro T2.

((C’ §)ﬁl)

Figura 2.4: Toro complejo T? = C/(Z @ AZ).

El periodo A determina la funcion p(z; A) de Weierstrass

(2.5)

o(z;A): T2 — C
zZ )

1 1 1
+ Cupo (e — 7).
donde la suma oscila sobre todos w = m 4 sA # 0, con m,s € Z. La funcién p(z;A) tiene un

polo doble en el origen, con residuo cero. Por otra parte, la derivada de p(z;A) es la funcion
eliptica dada por la expresiéon

~

o (z;A): T2 — C

2.6
z — =2 Z’wETZ ﬁ ( )
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

La funcion ¢'(z; A) es meromorfa con un polo triple en el origen.

Una propiedad bastante interesante de las funciones p(z; A) y su derivada ©'(z; A) es que existen
g2, g3 € C tal que p y ¢’ satisfacen la ecuacion diferencial

0 (2)° = 4p(2)° — gap(2) — g3, (2.7)

tal como se puede constatar en |2, pag. 276]. A partir de esta relacion algebraica, se puede definir
la aplicacién

H:C*? — C

(31:32) — 33— 437 + 9251 + g3,

a través de la cual se obtiene un encaje ¢ del toro T? en el plano C?, como sigue
c — T2 % C? ¢ 2.8)
z — 2] — (p(z;A), p’(z;A)) — 0. ’

La funcién ¢ es un encaje holomorfo de T2 en la curva algebraica { H (31,32) = 0}. Adicionalmente,
la funciéon p(z; A) determina una proyeccién meromorfa de la curva algebraica ¢(T?) C C2? en
las franjas horizontales C = {3,} de C.

La funcion p(z; A) en (2.5) tiene cuatro puntos criticos
. — p— J— _— —_— = T

que coinciden con los 4 vértices del mosaico 9t de T2. El conjunto de valores de ramificacién de
©(z; A) es el siguiente

1 A A1 ~
Rp(z;A) = {W(O)vel =@(2> a€2=@<2> ,63:@<2+2)} cC,

cuyos puntos coinciden con los vértices del mosaico M, = 7U7’ de la estera C por dos cuadrados.
Desde luego, nosotros podemos escribir

0'(2)” = 4(p(z) — e1) (p(2) — e2) (9(2) — e3),

donde las raices satisfacen las siguientes relaciones algebraicas

g2 g3
e1 +ex+e3 =0, ejex+eres+ezes = T

Por lo tanto, el mosaico M de T? es la imagen inversa, bajo p(z; A), del mosaico M, =r7uUr
de C. Este hecho se ejemplifica en la Figura . Resumiendo,

p:T? — C
9311 — 9317.
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

o.¢]
3
e o o

o(z; A)

R
ch

Figura 2.5: Funcion eliptica p(z;A) : T2 — C.

7

Consideremos ahora el plano complejo C provisto con el mosaico 9y por tridngulos equilateros,
tal como se muestra en la Figura Ahora el dominio fundamental del toro T? est4 compuesto
por 6 tridngulos equilateros, tal como se senala en la Figura [2.6]

Figura 2.6: Mosaico My del toro T2 por 6 tridngulos equildteros.
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

Nuestro objetivo ahora es mostrar que el mosaico My de T? es la imagen inversa, bajo ¢'(z; A),
del mosaico Mg (oo} = Hy UH_ de C por dos tridngulos.

La funcién @'(z; A) en (2.6) tiene tres puntos criticos
1+A 1+A
Cp’(z;A) = {[O]a |: 3 :| > |:_ 3 :|} - T27

que coinciden con los tres vértices del mosaico My de T?. El conjunto de valores de ramificacion
de ¢'(z; A) es el siguiente

Ryzn) = 19'(0), V=03, —v/~g3} C C,

cuyos puntos coinciden con los vértices del mosaico Mpy(oey = Hy UH_ de la esfera C por dos
triangulos, tal como se esboza en la Figura 2.7} El vértice amarillo en 9 es el polo de orden
triple de ¢'(z; A). Por lo tanto, el mosaico My de T? si determina la funcion g'(z; A).

l .
A H,
o
H-
0 1
Figura 2.7: Funcion eliptica ¢(z;A) : T2 — C.

Por otra parte, si aplicamos el diagrama dado en (|1.9) para la funcion g, obtenemos el
diagrama siguiente.
Pp="(z)+——¢'(2)dz




2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

El diagrama anterior asocia de manera canoénica una 1-forma meromorfa @'(z)dz al toro T? y
un campo vectorial meromorfo W az Es mas, del diagrama anterior se infiere lo siguiente.

(o=
P o T )02

Para mayor informacién sobre campos vectoriales el lector puede referirse a .

Ejemplo 2.1.5 (Mosaico por cuadrados topologicos). Consideremos la esfera de Riemann (E
provisto con el mosaico senalado a la izquierda de la Figura [2.8] Este mosaico es realizable por
el polinomio

f:C, —> Cu, f(z) =2 - Z51273(5 +1) — 1222,

A~
Cw o0
&-

w1 W2

Figura 2.8: Mosaico por cuadrados topologicos realizable por el polinomio f(z) = z* — %123(5 +

i) — 1222,

Como era de esperarse, no todas las superficies provistas con un mosaico aleatorio determi-
nan una funcién singular complejo analitica. A continuacién presentamos una superficie con un
mosaico que no satisface las condiciones del Teorema [2.1.1]

0 -

Figura 2.9: Superficie compacta So de género 2 provista con un mosaico que no es a dos colores.

Ejemplo 2.1.6 (Negativo). Recordemos que la superficie compacta So de género 2 puede obte-
nerse pegando un octdgono D C H, por sus lados en pares, tal como se muestra a la izquierda
de la Figura (identificamos los lados de D con los mismos colores). Si dividimos el octagono
D por un didmetro, obtenemos dos pentagonos

D=mnUm =95
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Belyi

Esto provee un mosaico 9 = 7 U o de S a dos colores, pero es posible que los colores no se
alternan, tal como se evidencia a la derecha de la Figura De todo esto se desprende que
el mosaico 9, construido de esta manera, no aplica al Teorema [2.1.1] Para mayores detalles es
conveniente consultar [28].

Hasta donde tenemos entendido, todo el estudio de superficies dotadas con mosaicos cuyas

caras admiten una coloraciéon alterna, inicié con H. A. Schwarz [38]. Su interés estaba en las
superficies Syop provistas con mosaicos 9, cuyas caras eran tridngulos topologicos (coloreados
de manera alterna, digamos azul-gris) y su herramienta de estudio eran las ecuaciones diferen-
ciales lineales. Posteriormente, R. Nevanlinna establecié un cierto tipo de correspondencia entre
funciones singulares complejo analiticas y superficies topologicas Siop provistas con mosaicos del
estilo de 9 (por tridngulos). Un tratamiento minucioso de estos estudios se puede consultar en
138], [36], [35, Capitulo XI, §2].
Alrededor de los anos 80, G. V. Belyi estableci6 un resultado anélogo al Teorema para
k = 3. En este caso, establecer la existencia de g es mucho mas sencillo debido a que todas las
caras de los mosaicos son tridngulos. Para un estudio pormenorizado de todo lo anterior podemos
referirnos a [7], |24, Capitulo 2|, |19}, Capitulo 10, Seccion 2].

Es importante mencionar que aunque todo funciona bastante bien en la esfera de Riemann, y
en las funciones racionales, la generalidad del Teorema nos permite trabajar con superficies
de Riemann arbitrarias y mosaicos dados por colecciones infinitas de k—agonos. Por tal motivo
nace nuestro interés por funciones con singulares esenciales, es decir, con funciones singulares
complejo analiticas (tal como se evidencio en los ejemplos anteriores).

Sintetizamos todo lo discutido en esta seccién para el caso racional, generalizando el diagrama
dado en . En efecto, con el Teorema, se logra construir un morfismo “1” de mosaicos
a funciones racionales. El morfismo 71 estd punteado dado que un mosaico 9 no determina una
tnica funciéon racional (recordemos que la construccion depende fuertemente de la eleccion de

7)-

Lema 2.1.3. Un mosaico M de C, por k-dgonos topoldgicos, para una misma k, admitiendo
una coloracion alterna en sus caras, determina una funcion racional g : C, — Cy, y una curva
de Jordan orientada 7.

Funcion racional ¢ : @z — @w
y curva de Jordan orientada v adecuada
(2.9)

A
1
1
1
1
1
1
1
1

Mosaico M de C, Grifica plana,

Grd, de Speiser §; —— B u—
rafica de Speiser Sq por k—dgonos, para una unica k orientada y coneza g~ (7).

O
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Capitulo

Caracterizacion del espacio de polinomios
genericos

Todos los mosaicos construidos en el Capitulo [I} a través del algoritmo de Klein y los per-
mitidos por el Teorema [2.1.1] en el Capitulo [2| estan dados por k—4agonos topoldgicos, para un
mismo valor de k. El objetivo de este Capitulo es considerar mosaicos que no cumplan con esta
condicién y determinar qué tipo de propiedades deben satisfacer para garantizar la existencia de
una funcién racional o polinomial que los realice. Para distinguir los mosaicos que cumplan o no
la condicién antes mencionada, establecemos lo siguiente.

Definicion 3.0.1. Un mosaico M de C, es homogéneo si todas sus caras son k—agonos topolo-
z
gicos, para una misma k, y no homogéneo en caso contrario.

El problema puntual que queremos abordar en este Capitulo es el siguiente.

Problema 2. Caracterizar cudndo un mosaico M de C, no homogéneo, con sus caras coloreadas
de manera alterna azul-gris, proviene de una funcion racional g : C, — Cy, y una curva de
Jordan orientada adecuada 7y, es decir, cuando My—1,) = M.

3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y poli-
nomios genéricos.

Una respuesta parcial al Problema [2, en un subcaso no homogéneo, se la debemos a W. P.
Thurston [22]. Hasta donde tenemos entendido, en otonio de 2010, Thurston condujo un grupo de
discusion en lo que él llamo: la forma de las funciones racionales. Este grupo encontré condiciones
especificas bajo las cuales una grdfica plana balanceada en la esfera de Riemann C viene de una
funcién racional genérica. Precisemos cuéles son estas funciones.

Definiciéon 3.1.1. Una funcién racional g : C, — C,,, de grado n > 2, es genérica si tiene
2n — 2 valores de ramificacién distintos.

En 2015, S. Koch y T. Lei 22| reportaron el trabajo hecho con Thurston, donde el resultado
principal fue el siguiente.
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y polinomios genéricos

Teorema 3.1.1 (W. Thurston, S. Koch, T. Lei, 2010). Una grifica plana, orientada y coneza
' con 2n — 2 vértices de valencia 4 es igual a g~ () (omitiendo los vértices de valencia 2) para
alguna funcion racional genérica g : @Z — ((/iw, de grado n > 2, y una curva de Jordan orientada
v C @w que pasa por los valores de ramificacion de g, sty sdlo si

a) cada cara de C. \I' es un dominio de Jordan;

b) (balance global) para una coloracion alterna azul-gris de las caras de ((A:Z\I’, hay n caras grises,
n caras azules;

¢) (balance local) si un ciclo orientado Ty en T, que al recorrerlo con la orientacion heredada de
T', contiene caras azules a su izquierda, entonces el ciclo ortentado I'g deja exactamente mds
caras azules que grises a su izquierda.

Una grafica plana, orientada y conexa I' que satisface las condiciones del teorema anterior es
llamada balanceada. La Figura [3.I] exhibe un ejemplo de grafica plana balanceada y un ciclo
orientado T’y (en color rojo), que satisface la condicion de balance local.

Figura 3.1: Ciclo orientado I'g cumpliendo la condicién de balance local.

Algunos otros resultados interesantes y ejemplos son ilustrados por S. Koch y T. Lei en [22].
Por otra parte, J. Tomasini también enriquecio estos resultados en [41].

Observacion 3.1.1. Es importante resaltar que los mosaicos M, asociados a las gréaficas planas
balanceadas I', son no homogéneos. Esta situacion genera una dificultad topolégica a la hora de
garantizar la existencia de la funcién racional. Thurston y compania, a través de la prueba del
Teorema[3.1.1] cuyo argumento usa fuertemente el teorema del matrimonio, garantizan que existe
una manera de homogeneizar el mosaico IMr.

A partir del trabajo realizado por W. Thurston y sus colegas, los resultados del Teorema
establecen las siguientes equivalencias.

Lema 3.1.1. Un mosaico My determinado por una grifica plana balanceada establece la exis-
tencia de una funcion racional genérica g : C, — Cy, y una curva de Jordan orientada
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y polinomios genéricos

adecuada.
Funcién racional genérica g : C, — C,,
y curva de Jordan orientada v adecuada

(3.1)

A
1
1
1
1
1
1
1
1

Grdfica de Speiser Mosaico no homogéneo Mr de @z, Grifica plana T
Sy como en Teorema [3.1.1.
O

-~

con vértices de valencia 4

El morfismo “1” estd punteado dado que un mosaico no homogéneo 9Mr no determina una tnica
funcién racional genérica.

Los polinomios f : ((AZZ — @w, de grado n > 3, siempre tienen un punto critico de ramificacién
maximal (n—1) en co. Este hecho implica que ningtin polinomio es una funcién racional genérica.
En efecto, recordemos que todos los puntos criticos de una funcién racional genérica tienen
ramificaciéon 1. Teniendo presente lo antes mencionado, la parte medular de esta tesis es dar
respuesta al Problema [2] en una familia de polinomios, llamados genéricos; especifiquemos cuéles
son estos polinomios.

Definicién 3.1.2. Un polinomio f : ((A:Z — ([A:w, de grado n > 2, es genérico si tiene n valores
de ramificacién distintos, incluyendo a oo.

Dada la equivalencia entre mosaicos y graficas, expuesta en el Cuadro |1} enunciamos el Problema
en la siguiente version.

Problema 4. Caracterizar topoldgicamente cudndo una grifica plana I' C ((A:Z estd determinada
por un polinomio genérico f : C, — C,, de grado n > 2, y una curva de Jordan orientada
adecuada.

Consideremos un polinomio genérico f : @Z — ((A:w, de grado n > 3. A partir de la grafica
f~1(~), olvidando los vértices de valencia 2, obtenemos una gréfica plana I' que tiene (n — 1)
vértices de valencia 4 (puntos criticos de f) y un vértice de valencia 2n en oo. El resultado
fundamental es la implicaciéon inversa, cualquier grafica plana del tipo I' puede ser realizada,
topologicamente, como una grafica f~1(v), para algin polinomio genérico f y una curva de
Jordan orientada v adecuada. La dificultad inicial, al igual que en el caso estudiado por Thurston,
radica en la no homogeneidad del mosaico Mp. Una dificultad adicional, en nuestro caso, se
gesta en tener mosaicos con vértices de distintas valencias. Estas dificultades estan ilustradas
més adelante, en el Ejemplo [3.1.1}

El teorema de caraterizacién que obtenemos para los polinomios genéricos se enuncia abajo. A
diferencia de la prueba dada por Thurston, nuestra prueba da un algoritmo para homogeneizar
el mosaico y asi garantizar la existencia del polinomio genérico.
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y polinomios genéricos

Teorema 3.1.2 (L. Gonzalez Cely [15]). Una grdfica plana, orientada y conezxa I' con n — 1
vértices de valencia 4 y un vértice de valencia 2n en oo es igual a f~(y) (omitiendo los vértices
de valencia 2) para algin polinomio genérico f : (A:Z — @w, de grado n > 2, y una curva de
Jordan orientada v C @w que pasan por los valores de ramificacion de [ si y sdlo si

a) la frontera de cada componente conexa de C,\I' es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloracion alterna azul-gris de las caras de C,\T', hay n caras grises, n caras azules.

Nuestro resultado en el Teorema es de naturaleza topolédgica, en el siguiente sentido.
Dado un polinomio genérico f y una curva de Jordan ~ pasando por los valores de ramificacion
de f, la grafica I' est4 totalmente determinada, esto se desprende del Algoritmo [I.1.1] Por el
contrario, dada una grafica I' como la requerida, solo la existencia de un polinomio genérico fy
una curva de Jordan orientada adecuada v es garantizada. Si permitimos perturbaciones conti-
nuas, suficientemente pequenas, de un polinomio genérico fy y su correspondiente -, entonces
el conjunto {(fe,7e)} determina topologicamente la misma I'. Ver la afirmacion del parrafo final
del Ejemplo

Usando las equivalencias del Diagrama (3.1)), el teorema anterior tiene su version en términos
de mosaicos.

Corolario 3.1.1. Una mosaico orientado IMr de @Z con n — 1 vértices de valencia 4 y un
vértice de valencia 2n en oo es igual a My-1(,y (omitiendo los vértices de valencia 2) para algin

polinomio genérico f : @Z — @w, de grado n > 2, y una curva de Jordan orientada v C @w que
pasan por los valores de ramificacion de f sty sélo si

a) la frontera de cada cara de Mr es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloracion alterna azul-gris de las caras de Mr, hay n caras grises, n caras azules.

3.1.1. Esquema general de la caracterizacién de graficas realizables por poli-
nomios genéricos.

El caso de grado n = 2 es trivial, debido a un resultado de A. Cayley, cualquier polinomio de
grado 2 es esencialmente {z > 22},

A lo largo de la prueba, asumimos grado n > 3.

Prueba de la implicaicon “—” en el Teorema[3.1.9
Consideremos un polinomio genérico f : C, — C,, de grado n > 3 y una curva de Jordan

orientada v C C,, que pasa por los valores de ramificacion Ry = {oo,w1,...,wj,...,wp—1}. Al
aplicar el Algoritmo obtenemos la grafica orientada f~!(y) C C, tal que C,\f~!(v) tiene
n caras azules y m caras grises cuyas fronteras estan orientadas. Para cada j = 1,...,n — 1,

f _1(wj) contiene puntos {¢;} donde f es un biholomorfismo local; estos corresponden a vértices
de valencia 2 en f~!(y). Por ejemplo, ver los vértices (1, (2 en la Figura(a). Si no consideramos
estos vértices en f *1(7), entonces obtenemos una grafica plana, orientada, conexa y etiquetada
I" con n — 1 vértices de valencia 4 con etiquetas 1,2,---,n — 1, que coinciden con los puntos
criticos de f, y un vértice de valencia 2n en oo con etiqueta 0 (esto se debe a que f es genérico).

28



3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y polinomios genéricos

Los siguientes dos hechos implican que la frontera de cada componente conexa de @Z\F es una
curva de Jordan orientada.

i) La imagen de la frontera orientada de cada componente conexa de @Z\F, bajo f, es la curva
de Jordan orientada ~.

ii) Al recorrer la frontera de cada componente conexa de @Z\F, partiendo de oo y siguiendo la
orientacion determinada por el Algoritmo [I.1.1] pasamos exactamente una vez por los vértices
de valencia 4 en dicha frontera. O

Una descripcion de las grificas T en el Teorema[3.1.5,
Consideremos una grafica plana, orientada y conexa I' = {V; A}, con

n vértices
V={ > S22y ey Zn—1), (3.2)
vértice de vértices de valencia 4

valencia 2n

3n — 2 aristas
A={%Zjz,} donde jve{0,...,n—1}, (3.3)

y 2n caras (k—4gonos topologicos, para distintos valores de k)

Mr=nU..UrU...Ur,UrU...UrU...UT, =C,, (3-4)

caras azules caras grises

determinado un mosaico.

Dado que todos los vértices de la grafica I' son pares, entonces el mosaico Mr admite una
coloracién alterna azul-gris en sus caras. La orientacion de I' satisface la siguiente regla: la
frontera de cada cara azul 7 estd orientada en sentido antihorario; la frontera de cada cara gris
7, en sentido horario.
Observemos que si I' no fuera orientada, a priori existirian dos posibles orientaciones. Por ejemplo,
las graficas T'y I en la Figura[3.3] estdn determinadas por dos orientaciones distintas en la misma
grafica [g.

La orientacién de I' determina un orden en sus vértices, recorriendo la frontera de cada cara
de Mr. Este orden, definido a continuacién, es un componente importante para nuestro estudio.

Definicién 3.1.3. Consideremos una cara 7¢ de 9Mr, y dos vértices zj, 2, en 0. El orden
topoldgico < es como sigue: si recorremos 07y (usando la orientacion de I') partiendo de oo y
encontramos primero a zj;, entonces z; < 2.

A continuacién enfatizamos algunas propiedades importantes de T'.

Lema 3.1.2. Consideremos una grifica plana, orientada y conera I' = {V; A} como antes.
1. Todas las caras del mosaico Mr intersectan a 0o.

2. Si seleccionamos dos caras azules (resp. grises) Ty y T7q de Mr, entonces

V.
aTtﬂaTq:{ zie’v
y %] .
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y polinomios genéricos

Demostracidon. Para la Afirmacion 1, procedemos por contradiccion. Supongamos que existe una
grafica plana T, como antes, tal que una cara azul 7 de 9y no intersecta a oco; para visualizar
lo anterior tomemos como ejemplo la cara 71 en la Figura

1

My

Figura 3.2: Mosaico de C. con un lazo anclado en cc.

Paso 1. Nos gustaria mostrar que T admite al menos un lazo anclado en co. Para advertir esto,
construimos la sub—grafica A, removiendo de T el vértice oo y todas las aristas incidentes a oo.

Denotamos el conjunto de aristas de A por Ap; es facil observar que 911 C Ay, La Figura (c)
evidencia un ejemplo donde la igualdad se alcanza.

Seleccionamos un sub-arbol T = {Vg; Az} en A, con vértices Vo = V\{oo} y cualquier
conjunto de aristas Ay C Aj. Cabe mencionar que T no es necesariamente tnico y Ap\Ag es un
conjunto no vacio.

Para abreviar y facilitar la escritura establecemos los siguientes convenios de notacién.

e J es el nimero de aristas en T de tipo 50z, donde z; € V.

e |A)| es el namero de aristas en Ap.

e |Ax\Ag| es el namero de aristas en Ap\ As.

o |Ag| :=n — 2 es el namero de aristas en As.

Por lo tanto, usando el hecho de que cada vértice finito z; en T tiene valencia 4, es sencillo ver

J = d4(n — 1) — 2|4
=4(n —1) = 2(|Ag| + [Ax\A7])
= 2n — 2| Ax\Ag].

Dado que la valencia del vértice co es 2n, entonces existen |Ap\Ag| lazos en YT anclados en oo.
Paso 2. Cada lazo hipotético © = 075 N7 esta contenido en la frontera de dos caras de My: una
cara gris 7, a su derecha y una cara azul 7y a su izquierda. Podemos considerar como un ejemplo
el lazo rojo © en la Figura[3.2] Dado que n > 3, al menos una de estas dos fronteras, sin perdida
de generalidad digamos J73, tiene dos o mas aristas y © C J73. Todo esto nos permite concluir
que 0Ty no es una curva de Jordan, lo que nos lleva de forma inmediata a una contradiccion
dado que Y pertenece a las descritas en el Teorema [3.1.2

La Afirmacién 2 es abordada por contradiccion. Supongamos que existen dos caras azules 7
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y polinomios genéricos

y Tq tal que Oy N O7q = {00, 25, 2, }. Esto implica la existencia de una cara gris 73 de My tal
que zj, z, € 01} y la frontera 97§ no intersecta a co. Esto contradice la Afirmacion 1. O

Obstruccidn topoldgica para garantizar la existencia del polinomio genérico f.

Seleccionemos la curva de Jordan orientada v = RU{oco} C @w tal que el semiplano superior
H, estd a su izquierda. Reconocemos a Hy y H_ como dos n—4gonos topolégicos con vértices
{oo,wi,...,wj,...,wp—1} C v, donde wy < ... < wy_1. Las posiciones particulares de w; en R
no son significantes. Reconocemos el mosaico

M, =H, UH_ = C,. (3.5)

Dado T, con el fin de construir un polinomio genérico f, enviaremos continuamente las caras
azules v de Mp sobre Hy y las caras grises 71 sobre H_, obteniendo un cubriente topoldgico

ramificado R R
ftop :C, — Cy, (36)

siguiendo la idea de la demostraciéon del Teorema . El cubriente esperado f;,, debe enviar los
vértices de I' sobre los vértices de . Denotemos los valores de fiop, restringidos a los vértices en
una frontera O, C T, por f2. Al examinar detenidamente los valores de fQ se genera la siguiente
pregunta.
;Como debemos definir f0 en los vértices de 07?7

Cada frontera 07 contiene naturalmente d(t) = d vértices finitos de I', para 1 <d <n — 1. Si
d < n — 1, entonces la cara 7¢ no es un n—4gono topolégico.

Requerimos una notaciéon precisa para los subindices de los vértices finitos en 07¢. Considere-
mos una funcién inyectiva o : {1,...,d} — {1,...,n—1} tal que {00, 24(1), - Za(l), - - - » Za(d) }
son los vértices en 0Ty, siguiendo la orientacién de I'. La pregunta es

f,?:{oo,za(l),...,za(l),...,za(d)} — {oo,wi,..., W, ..., Wp_1}
00— 00 (3.7)
Za(l) — 7

A priori, no cualquier eleccién para fE(za(l)) es permitida. Antes de exponer las condiciones
necesarias para la buena definicion de f0, tengamos en mente los siguientes hechos.

1. La orientacion de I' determina un orden topologico < en {zq(1), - - - ; Za(q) }; ver Definicion
2. Los vértices {oo, w1, ..., wp—1} de 7 tienen el orden natural < en R.
Por lo tanto, una buena definicion de f0 en (3.7) debe preservar los ordenes anteriores, i.e.

Si Za() < Za(v) entonces f{(za@) < 2 (Za@)), donde fQ(za@): 2 (2a@)) € {wi, ... wn_1}.
(3.8)
Obtener la condicion de la Ecuacion (3.8)) es la obstruccion topoldgica
para garantizar la existencia de un polinomio genérico f.

Un detalle que merece destacarse es que dicha obstruccién se debe a la no homogeneidad del
mosaico Mr. En el Ejemplo mostramos definiciones buenas y malas para algin f0. Esto
muestra la no trivialidad de la construccion de (3.7)).
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y polinomios genéricos

Para fijar las ideas diremos que, una buena definicién para fO es lograda por un etiquetado
realizable £ para T’ (ver Definicion [3.2.10]), donde

L Za(l) — (za(l),L(a(l))). (3.9)

El lado derecho da una notacion explicita para los pares vértice—etiqueta. Un etiquetado realizable
L en I' determina la posicion de los vértices ocultos {(} (definidos abajo) que deben anadirse a
I" para homogeneizar el mosaico Mr.

Definicion 3.1.4. Los vértices ocultos {(} de T' son vértices de valencia 2 afiadidos a I' tal que
todas las caras de Mpyyy son n-dgonos topologicos.

Un etiquetado realizable £ para I' nos permite dar una respuesta a la pregunta expuesta en
la Ecuacion (3.7), como sigue

f1(::l : {OO, Za(l)a v 7Zo¢(d)7 <17 ey Cn—l—d} — {oo,wl, cee 7wn71} (310)
Za(l) T We(a@)

para todo t. El etiquetado realizable garantiza que el orden topolégico < en el dominio de f?

en (3.10) coincide con el orden < en {w;}, como es requerido en (3.8); ver el Ejemplo [3.1.1] La

adicion de los vértices ocultos a I resuelve la obstruccién topolégica, ya que al homogeneizar el
mosaico M nos encontramos en las condiciones del Teorema |2.1.1].

Ejemplo 3.1.1. Etiquetados realizables no triviales. Consideremos una grafica plana no orientada
T'o € C, con vértices
V={oo, 21 =141, 20=0, z3 =6},

como en la Figura[3.3] Es facil ver que Ty tiene dos posibles orientaciones; denotemos por I' y
I la grafica inicial Ty dotada con cada una de sus orientaciones.

Trabajaremos en un inicio con la grafica I'. Hay que hacer notar que en este caso,

Qﬁr27'1UTQUTgUT4UT{UT£UT§UTZ1:@Z.

caras azules caras grises

Por otro lado, la curva de Jordan orientada v = RU {oo} C C,,, reconocida como un cuadrado
topologico con vértices {oo, wy, we, w3} C 7y, determina el mosaico

m’Y:ﬁ'f‘ UE_ :@w.

La orientacién de I' determina que las caras azules (resp. grises) de 9ir son enviadas con-
tinuamente sobre H (resp. H_). Fijando la etiqueta 0 € Z4 para el vértice oo € T, los seis
etiquetados posibles

L Zj = (Zj, ﬁ(])),

(21 =—1+414,£(1)) (22=0,£(2) (23=6,£(3))
1 (—=1414,1) (0,2) (6,3)
2 (=144, 1) (0, 3) (6, 2)
3 (=141, 2) (0, 1) (6, 3)
4 (—1+14,2) (0, 3) (6, 1)
5 (=141, 3) (0, 1) (6, 2)
6 (=141, 3) (0, 2) (6, 1)
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, graficas planas y polinomios genéricos

El pregunta que nos gustaria contestar es jcuéles de estos etiquetados son realizables para I'?

Analicemos el primer etiquetado y centremos nuestra atencién en la cara 71 de M, ilustrada al
lado izquierdo en la Figura (3.3

Segin el orden < en 07y, z3=06 < 29 =0,
segin el orden < en RCr, £(3)=3 > L(2)=2.

H_

Figura 3.3: Etiquetados para las graficas planas y orientadas I' y I".

Por lo tanto, los ordenes no coinciden en 071. Esto implica que no podemos enviar continuamente
la cara 71 sobre H, de tal forma que la condicion de la Ecuacion (3.8) Resulta sencillo verificar
que solo los etiquetados 2 v 4 son realizables.

Un etiquetado realizable en la grafica I', nos permite anadir los vértices ocultos {¢ € 971}
(junto con sus etiquetas), con el fin de homogeneizar el mosaico My, preservando los ordenes
expuestos en la Ecuacion (3.8)). Por ejemplo, si consideramos a I' con el etiquetado realizable 4,

la funcion (3.10) en Oy es

flo:{00,23:6,C722:0,}C(Ez—>{OO,’U)1,'UJ2,'U)3}C@UJ

fi)(OO) = 00, fi)(G) = wi, f{](g) = wa, flo(o) = ws.
Bajo estas condiciones no tendremos dificultad en reconocer que ¢ € 0711 es un vértice oculto
de T'. Igualmente, podemos anadir los vértices ocultos en las caras restantes, con sus respectivas
etiquetas, obteniendo un nuevo mosaico homogéneo Mp ¢}

Un anélisis similar para I concluye que sus etiquetados realizables son

1 (=1+i,2) (0,1) (6,3)
2 (=1+4,3) (0,1) (6,2).
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3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

Como primer medida enfatizamos que cada etiquetado realizable para I determina un polinomio
genérico.

Por otro lado, un trabajo cuidadoso con cada parte de la construccién nos permite reconocer lo
siguiente, si f(z) es un polinomio determinado por I'; entonces el conjugado m es determinado
por I,

3.2. Construcciéon de un polinomio genérico f a partir de una
grafica plana I'.

En un esquema general, la prueba de que un polinomio genérico f puede construirse a partir
de un grafica I' adecuada, estd basada en los siguientes hechos.

Idea principal. Construir un cierto cubriente topolégico ramificado fi,, : Mpr — @w,
donde @w es identificada como el pegado de dos m—agonos topologicos 7 y 7' con vértices
{00, w1, ...,wp_1}. La idea es enviar, de manera adecuada, las caras azules (resp. grises) de Mr,
bajo fiop, a T (resp. 7'). El cubriente fi,, tiene puntos de ramificacion 1 en los vértices finitos de
I' y un punto de ramificacién de orden n en oo.

Dificultad principal. Las caras de 9 son k—agonos, para distintos valores de k < n.

Estrategia. Nuestro objetivo es transformar todas las caras de 9r en n—agonos. Para nuestro
proposito es suficiente encontrar un etiquetado realizable £ para los vértices de I', definiendo una
asignacion global de los valores de ramificacion {wq, ..., w,—1} a los vértices finitos de I" (0o va a
00). El etiquetado £ determina cémo se pueden insertar los vértices ocultos (puntos no criticos
en cada frontera 01y ) para que todas las caras 7y de 9 sean n—agonos. De esta manera podemos
definir f;op, en los n vértices (incluyendo los vértices ocultos) de cada 07¢. Acto seguido, podemos
definir consistentemente f;,, en las fronteras 0 y luego extender fi,, al interior de cada 7.
Para encontrar un etiquetado realizable para I', construimos un drbol de prueba T asociado a T’
y traducimos el problema inicial a etiquetar las aristas de T'. Esto es una ventaja debido a que
los arboles tienen una estructura mas simple y es méas facil contruir un algoritmo de etiquetado.

3.2.1. La nocidén de arbol de prueba.

Consideremos una gréafica plana, orientada y conexa I' = {V; A} como en el Teorema
Recordemos que por las Ecuaciones (3.2)—(3.4), la grafica I" tiene:

n vértices
V:{ & ,Zl,...,Zj,...,Zn_l},
vértice de vértices de valencia 4

valencia 2n

3n — 2 aristas
A={zZjz,} dondejve{0,...,n—1},

y 2n caras (k—agonos topologicos, para distintos valores de k)

Mr=mU..UrU...UrUrU...UT U...UT. =C..

caras azules caras grises

Un objeto auxiliar, que nos permitira construir un etiquetado realizable para I' es el siguiente.
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3.2. Construccioén de un polinomio genérico f a partir de una grafica plana I’

Definicion 3.2.1. Un drbol de prueba T = {Vr; Ar} asociado a I tiene:

n vértices
VTZ{Ul,...,Ut,...,’Un} c C,,

tal que cada vy pertenece al interior de la cara azul 7 de Mr y

n — 1 aristas
AT = {Utv)\} C CZ?

tal que cada vyvy pasa por el vértice finito z; € O1¢ N7y de I'.

V2 U4

U3

Etiquetado realizable

H, I
ftop
—
H_

Gréfica ampliada .U {¢}

Figura 3.4: Arbol de prueba T y etiquetado realizable £ para I

La primera fila de la Figura [3.4] ilustra un ejemplo de un arbol de prueba T', asociado a una
grafica plana T'.

Para tener un panorama general de las propiedades de T' y establecer ciertos convenios de
notacién y terminologia, que se utilizaran a lo largo de este escrito, es necesario recordar algunas
definiciones de teoria de graficas.

1. Una arista vyvy de T' es una hoja si uno de sus vértices extremos tiene valencia 1.

2. Una arista Tyv) de T es un puente si al removerla desconecta a T'. Claramente un puente de
T satisface que sus dos vértices extremos tienen valencia mayor o igual a 2.

Definicion 3.2.2. Consideremos un vértice vy de T' de valencia d := d(t) > 2; la estrella de vy,

star(vy) = Lvtvt(l)l,vtvt@), e U)o+ Ve lg (s - - - 5 Vel (a) | (3.11)
un a?agnico
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3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

es el sub—arbol de T formado por las aristas incidentes a vy.

Por abuso de notacién en la Ecuacion (3.11), la coleccion (1), ..., t(d) toma valores en los
subindices originales {1,...,n}\{t} de los vértices de T' (como se muestra en la Figura [3.5]). Por
otra parte, la notacion |.. .| significa lo siguiente.

i) El orden |...| en las aristas de star(vy) coincide con el orden topologico < en los vértices de
OT¢.

ii) La arista inicial %071;(1)[ de star(vy) es aquella que intersecta el primer vértice finito zy(;) en
0Ty, respecto al orden topolégico <; esta idea se esboza en la Figura (b)

En nuestras figuras, la arista inicial de cada star(vy) es marcada por media arista roja,
partiendo de vg; esto puede apreciarse en las Figuras [3.4]y Es realmente importante advertir
que cada estrella star(vy) tiene exactamente una arista inicial, sin embargo una arista vz vy puede
ser inicial de sus dos estrellas extremas star(vy) y star(vy), respectivamente.

El orden |...] en cada estrella es senalado con un pequefio arco de circulo orientado; esto puede
observarse en la Figura [3.0

©.0

Vg (1)

Ve(1)

UeTe(j—1)

VtUg(4
t t(])i Vg (j—1) Ve (j+1)

Yt (4) Vg(4)

Figura 3.5: a) Una star(vy) de T, b) su orden |...| y arista inicial vtvt(l)l.

Recordemos que un abanico de star(vy) es una sub—coleccion consecutiva de aristas, con respecto
al orden |...|, como se muestra en la Ecuacion (3.11)).

Definicién 3.2.3. Consideremos una arista zUg(;) € star(vy) de 7.

1. La arista predecesora (resp. sucesora) de Ugly(j), respecto a star(ve), es Uggj_y) (resp.
TG )

2. El abanico predecesor (resp. sucesor) de Tty (j), respecto a star(vg), es

star(vy) = Lvtvt(l)l, c o Ul (j—1) VeVg (j)s Ve Ug(j41)s - - - » Vel (d) ] - (3.12)

abanico predecesor abanico sucesor

Observacion 3.2.1. Establecemos los siguientes convenios de notacién y clasificacion, a través
de colores, para las clases de aristas que pueden aparecer en cualquier arbol de prueba T
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3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

hoja no inicial — ..
hoja inicial

N\

h‘
puente inicial é__.
puente doblemente inicial 8—?

e o

puente no inicial.

3.2.2. Nocién de arbol primo y su etiquetado de prueba.

Como un primer acercamiento a la construcciéon de un etiquetado realizable para I, es con-
veniente centrar nuestra atencién en los siguientes sub—arboles de T'. La topologia de estos sub—
arboles determinaré de manera inmediata un orden canénico de recorrerlos, que a su vez, serd
un punto clave para construir el etiquetado deseado.

Definiciéon 3.2.4. Un drbol primo de T es un par (P, vtvt(l)lp) como sigue.
1. P es un sub—arbol conexo de T tal que sus hojas son de las siguientes clases:

hojas no iniciales or—e

. . \vérticcs de valencia 1
hojas iniciales ;——o% en P
puentes iniciales o—-:. e

puentes doblemente iniciales. 3-—.:.

Ademas, sus puentes son de las siguientes clases:

puentes iniciales ® -:‘

puentes doblemente iniciales. ;__-:.

2. La arista principal vtvt(l)IP de P es de una de las siguientes clases: hoja inicial o puente

doblemente inicial de T'.

3. El arbol (P, Ut’Ut(l)[P) es maximal respecto a las Condiciones 1-2.

No tendremos dificultad alguna en construir muchos ejemplos de 4rboles primos y deducir
las siguientes afirmaciones.

1. Los puentes de T pueden ser hojas de P; podemos observar algunos ejemplos en la Figura
BEb)-(c).

2. Los arboles primos més simples son como los trazados en la Figura [3.6[a)—(b).

3. La igualdad T" = P es posible.

Lema 3.2.1. Cada hoja inicial o puente doblemente inicial vvg1) de T' determina un dnico
drbol primo P C T, y la arista Ugvg(1) es la correspondiente arista principal de P.
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3.2. Construccioén de un polinomio genérico f a partir de una grafica plana I’

Demostracion. Por simple inspeccion. O

Figura 3.6: Arboles primos {P}.

Observacion 3.2.2. Si centramos nuestra atencion solamente en un arbol primo P de 7', salvo
isotopia, P admite un encaje en C = R? como se ilustra en la Figura cumpliendo las siguientes
propiedades.

1. La arista principal WUD de P esta encajada en la franja horizontal {0 < y < 1}. Es facil
ver la existencia de las siguientes dos familias.

Si Wt(l)fp es una hoja inicial, entonces P es llamado positivo y es encajado en el primer cua-
drante; esto se evidencia en la Figura a)—(d).

Si Wt(l)f P es un puente doblemente inicial de P, entonces P es llamado positivo-negativo y es
encajado en el primer y cuarto cuadrante; esto se esboza en la Figura [3.6[e)—(f).

2. Las aristas de P tienen las siguientes coordenadas Cartesianas

{Utv)\ = (xtu yt)(w)u y)\)}a
cumpliendo:

ys +1 si Tguy es un puente inicial en el primer cuadrante,
Y + % si TgU, es una hoja no inicial en el primer cuadrante,

A Lo ...
y Y — 1 si Tgu, es un puente inicial en el cuarto cuadrante,

Yy — % si TgU) es una hoja no inicial en el cuarto cuadrante.

3. Un lector cuidadoso advertird que para un arbol primo positivo-negativo existen en realidad
dos maneras distintas de elegir los sub—arboles encajados en el primer y cuarto cuadrante, i.e.
estos pueden ser intercambiados, sin perder las propiedades ya mencionadas.

4. Los puentes son ilustrados como en la Figura si y sblo si pertenecen a P.
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3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

El encaje de P nos proporciona una orden conveniente que nos permitird encontrar un eti-
quetado realizable para P, de una manera natural.

Definicién 3.2.5. El orden lexicogrdfico <j., en las aristas Ap de un arbol primo P cumple las
siguientes condiciones.

1. La arista principal es el menor elemento del orden
[ § =] __ __
VeUg(1)  <lex UpUx para todo T,Uy € Ap.
2. Para cualquiera dos aristas v,0, y U¢0x en el primer cuadrante

Yp <Yt O

Vol <lex UgUx Siy s6lo si
P Yo =Yp ¥ TA< Ty

3. Para cualquiera dos aristas v,v, y Ut en el cuarto cuadrante

Yo <Yp O

VU <lex UgUx Sl y sélo si
P Yo =Yp ¥ Tw<Tx

4. Para v,v, en el primer cuadrante y v¢vy en el cuarto cuadrante

VpUx <lex UtUy-

Observacion 3.2.3. Un hecho que serd de gran utilidad més adelante es que el orden lexico-
grafico coincide con el orden |...| de las aristas, en cada estrella de P.

Corolario 3.2.1. 1. Consideremos dos estrellas star(vy) y star(vy) de P, con aristas iniciales
vtvt(l)l Y v,\v)\(l)[, respectivamente. Entonces,

star(vy) <iep star(vy) si vtvt(l)l <lex vw)\(l)l. (3.13)

2. El orden lexicogrdfico nos permite extender la Definicion m a estrella predecesora (resp.
sucesora) para cada estrella de P. O

Como enfatizamos al inicio de esta Seccién, nuestro objetivo es construir un etiquetado reali-
zable para I'. Persiguiendo este fin, definimos un etiquetado de prueba para T', siguiendo el orden
lexicografico.

Definicion 3.2.6. Consideremos un arbol de prueba T con n—1 aristas. Un etiquetado de prueba
para T con etiquetas {1,...,n — 1} es una biyeccion

L:AT — ATX{I,...,n—l}
VU +H—— (’Utw\,bt,\)y

tal que el orden |...] en cada star(vy) coincide con el orden natural de Nen {1,...,n— 1}, i.e.
para cada star(vy) = Lvtvt(l)l, .., Uglg(q)] las etiquetas respectivas de sus aristas satisfacen

[’tt(l) < ... < Ltt(d)'

Esperamos resulte claro que la definicién de etiquetado de prueba tiene sentido para cualquier
sub—arbol conexo S de T, en particular para los drboles primos.
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3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

Lema 3.2.2. Consideremos un drbol primo (’P,Utvt(l)fp) de T conv—1 (< n—1) aristas.
Eziste un etiquetado de prueba L para P con etiquetas {1,...,v —1}.

Para iniciar, exponemos dos ejemplos que ilustran la idea de la demostracion del Lema [3.2.2
Estos ejemplos seran tutiles (asumiendo que P C T') para definir un etiquetado de prueba en todo
T.

Ejemplo 3.2.1. Ftiquetado de prueba para un drbol primo positivo (‘P,vtvt(l)lp) con v —1
aristas. Consideremos la estrella

star(vy) = Lvtvt(l)lp, co 5 Ul (a) ]

donde d(t) := t(d) < v — 1 es la valencia de vy en P; algunos ejemplos se ilustran en la Figura
3.6(a)—(c). Definimos las etiquetas para las aristas de star(vy) como sigue.

L(Utvt(l)lp) = (Utvt(l)lpal)
L(Tevg(5)) = (205, J) (3.14)

LTityg) = (Telaga),d(t)).

Si P = star(vy), entonces el etiquetado de prueba es concluido; algunos ejemplos de esta situa-
cion se muestran en la Figura [3.6(a)—(b). El punto crucial se presenta cuando star(ve) C P.
Consideremos la estrella sucesora star(ve(;)) = L’Ut(j)z}j(l)l 1= Uglg(j), - - - » Vy(j)Vj(q) | de la estrella
star(ve) en P (recordemos que este concepto tiene sentido gracias al Corolario [3.2.1]2), donde
d(j) denota la valencia de vg(j)- Entonces, siguiendo el orden lexicogréfico definimos las etiquetas

para las aristas de star(vy(;)), como sigue.

Lmpmm') = @eva’»dt) +1)
: (3.15)
L@eyvj@) = @)V, d(t) +d(j)).

Procedemos de manera inductiva sobre el nimero de estrellas de P, usando el orden lexicografico
<Jex- Esto concluye el ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Etiquetado de prueba para un drbol primo positivo—negativo (T,WIP). Eti-
quetamos todas las aristas del primer cuadrante, tal como lo hicimos en el ejemplo anterior. Antes
de continuar con el etiquetado es importante mencionar que existe una arista mayor v v, en el
primer cuadrante, con respecto al orden lexicografico. Si L(vxv,) = (UxU,, k) entonces k < v —1
es la etiqueta mas grande asignada en el primer cuadrante.

El punto crucial en este caso es precisar la arista sucesora vy v, de v, en el cuarto cuadrante.
El orden lexicografico <je, determina esta arista, como indica el Corolario [3.2.1]2; esta situacion
se plantea en la Figura [3.6)(e). Siguiendo el argumento anterior definimos

L(U)\/'Upl) = (U)\/Up/, k + 1).

Continuamos con el etiquetado de las aristas restantes, en el cuarto cuadrante, de manera induc-
tiva sobre el niimero de estrellas, usando el orden lexicogréfico <j.,. Esto finaliza el ejemplo.
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3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

Demostracidon. El etiquetado de prueba para P coincide con el orden lexicografico <j, en el
arbol completo P. En efecto, el etiquetado de prueba asigna la etiqueta 1 a la arista principal
Wt(l)l P El encaje de P determina una orientacién en sus puentes {Ugvy }; en nuestras figuras
esta orientacion es indicada por flechas dobles (tipo flujo) en los puentes.

Usando el Corolario y la orientacion de los puentes, L asigna las etiquetas 2,...,d(t)
a las aristas de star(vt), donde d(t) < v — 1 es la valencia de vy en P. Continuamos de manera
inductiva sobre el nimero de estrellas de P, usando el orden lexicografico <je,. ]

Recordemos que P = T es posible. Sin embargo, como era de esperarse, generalmente 1" no es
un arbol primo, i.e. P C T. Bajo estas circunstancias la idea es descomponer a T, parcialmente,
en arboles primos conectados por puentes no iniciales e ir extendiendo el etiquetado de prueba en
cada uno de ellos. Es de suma importancia resaltar que los puentes no iniciales de T' (recordemos
la Observacion , no pertenecen a ningin arbol primo.

En este punto, se genera otra dificultad; la descomposicién mencionada para 1" da origen a
una nueva familia de sub—arboles llamados drboles semi—primos. En la siguiente Seccién daremos
la, definicién formal y un estudio concienzudo de esta nueva familia.

3.2.3. Nocién de arbol semi—primo y su etiquetado de prueba.

Definicion 3.2.7. Un drbol semi—primo de T es un par (S,Utvt(jJrl)P) como sigue.
1. 8 es un sub—arbol propio y conexo de T tal que sus hojas son de las siguientes clases:

hojas no iniciales - _

puentes iniciales. ._-g —

Ademads, todos sus puentes son puentes iniciales.

vértices de valencia 1
en

2. La arista principal Ut’Ut(j_H)P de 8 es de una de las siguientes clases: hoja no inicial o puente
inicial, cuya arista predecesora es un puente no inicial v¢vg(;) de T, i.e.

S JE—
star(ve) = ..., Vglg(jy Velg(jo1) s+ Velg(j4d)s -+ VsUg(d) |- (3.16)
——
puente estrella de vy en 8
no inicial

La estrella de vy en 8 es un abanico propio de star(vy) C T y d' denota la valencia de vy, en 8.
3. El arbol (8, vtvt(j+1)P) es maximal respecto a las Condiciones 1-2.

Probablemente resulte evidente que uno de los arboles semi—primos mas simple es como el
sefialado en la Figura [3.7(a).

Lema 3.2.3. Cada hoja no inicial o puente inicial vevej 1) de T' cuya arista predecesora es
un puente no inicial Tevg(jy, como en la Ecuacion (3.16)), determina un tnico drbol semi—primo
S8 C T, yla arista Vevg(j11) es la correspondiente arista principal de 8.

Demostracion. Consideremos cualquier estrella star(vy) de T’ con al menos un puente no inicial
Vgl (j), donde j < d, como se mencioné en la Ecuacion (3.16).
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3.2. Construccioén de un polinomio genérico f a partir de una grafica plana I’

Caso 1. La estrella star(vy) solo tiene un puente no inicial. En este caso la Ecuacion (3.16]) asume
la forma

_ 1
star(vy) = |VsUg(1) -+ Velg(j_1)s Velg(j) »VtVg(j+1)s - - - > VeVg(d)] -
f v f
abanico 1 puente abanico 2
no inicial

Es facil observar que el abanico 1 estd contenido en un arbol primo; consecuencia inmediata del
Lema [3.2.1} Recordemos que por las Definiciones y 32(|, el puente no inicial Txvg;y no
pertenece a ningan arbol primo o semi—primo. Por otro lado, las aristas del abanico 2 son hojas
no iniciales o puentes iniciales; recordemos las clases de aristas dadas en la Observacion [3.2.1]
Como consecuencia de todos estos hechos existe un tnico arbol semi-primo 8, donde vgvg(j 1)

es la arista principal Utvt(j+1)P y el abanico 2 es 8 N star(vy).
Caso 2. La estrella star(vy) tiene dos o més puentes no iniciales.

Los puentes no iniciales de star(vy) dividen la estrella en abanicos, como los ilustrados en el
Caso 1. En este caso aplicamos el Caso 1 a cada abanico sucesor de un puente no inicial. O

VG VL)) V1))

Figura 3.7: Arboles semi-primos {8}.

Observacion 3.2.4. Si centramos nuestra atencién solamente en un arbol semi-primo 8 de T,
salvo isotopia, 8 admite un encaje en C =2 R? como se muestra en la Figura cumpliendo las
siguientes propiedades.

1. La arista principal WP de 8 esté encajada en la franja horizontal {—1 <y < 0} y su
arista predecesora Ug¥g(jy € T'\8 es un puente no inicial encajado en la franja {0 <y < 1}, como
se bosqueja en la Figura [3.7]

2. Las aristas de 8 tienen las siguientes coordenadas Cartesianas

{veox = (e, ye)(@r, YA}

cumpliendo:

Yx = 1

Yy — 1 si Doy es un puente inicial,
Ys — 5 Sl UgUx es una hoja no inicial.
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Observacion 3.2.5. El encaje de 8 nos permite definir el orden lexicografico en sus aristas,
como en la Definicion [3.2.5] Caso 3. Este orden coincide con el orden |...] en las aristas de cada
estrella de S.

Corolario 3.2.2. 1. Consideremos dos estrellas de 8
star(vy) = [sUg(j11y -]y star(va) = [OxOxpg1) - - -]

Entonces,

star(vy) <ieg star(vy) —si VeV (1) <lew UNUA(pt1)-

2. El orden lexicogrifico nos permite extender la Definicion a estrella predecesora (resp.
sucesora) para cada estrella de 8. g

Necesitamos asumir, por un momento, que el conjunto (no vacio) de todos los arboles primos
de T ha sido etiquetado. Bajo este supuesto, la existencia de una etiqueta mayor ya asignada
ke{2,...,n—1} en T tiene sentido. Consideremos un arbol semi-primo (8, vtvt(jH)P) tal que

la arista predecesora vgvg(;) de UtUt(j+1)P, con respecto a la estrella star(vy), estd ya etiquetada.
Los distintos hechos aqui mencionados generan el siguiente resultado, analogo al Lema [3.2.2

Lema 3.2.4. Consideremos un drbol semi—primo (8, vtvt(jH)P) de T con p—1 (< n—3) aristas.
Eziste un etiquetado de prueba L para 8 con etiquetas {k+ 1,k +2,....k+pu—1}.

Demostracion. El etiquetado de prueba para § coincide con el orden lexicografico <j., en el
arbol completo 8. En efecto, el etiquetado de prueba L asigna la etiqueta k + 1 a la arista
principal WP . De igual forma que en el caso de arboles primos, el encaje de § determina
una orientacion en sus puentes {U¢0y }; en nuestras figuras esta orientacion es indicada por flechas
dobles en los puentes.

Usando el Corolarioy la orientacion de los puentes, L asigna las etiquetas k+2, ..., t(d)
a las aristas de star(vy) en 8, donde d' < k + p — 1 es la valencia de vy en 8. Procedemos de
manera inductiva sobre el numero de estrellas de 8, usando el orden lexicografico <jez.- ]

3.2.4. Descomposicién de un arbol de prueba.

En esta Seccién nuestro objetivo es lograr una descomposicién de un arbol de prueba T en
arboles primos y semi-primos. Nuevamente resaltamos que los puentes no iniciales jugaran un
papel crucial en alcanzar este objetivo, puesto que son precisamente ellos quienes conectan los
arboles primos y semi—primos de T'. Recordemos que por definicién, los puentes no iniciales no
pertenecen a ningin arbol primo o semi—primo.

Las estrellas de T' con puentes no iniciales seran de gran utilidad en el momento de construir la
descomposicién deseada. Necesitamos, por lo tanto, establecer el siguiente convenio de notacién
para distinguirlas.

Definicion 3.2.8. Una estrella no inicial de T, denotada por star,;(vy), es tal que tiene al
menos un puente no inicial.

Para tener en mente algin ejemplo de estrella no inicial, podemos fijarnos en la estrella
star(vs) del arbol de prueba T trazado en la Figura [3.8]
Es necesario percatar que los puentes no iniciales de una estrella no inicial star,;(vy) la dividen
en abanicos. Este hecho origina el siguiente concepto.

43



3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

Definicion 3.2.9. Un abanico primo (resp. semi—primo) es la interseccion de un arbol primo P
(resp. semi—primo §) con una estrella no inicial stary;(vy), i.e.

PN staryi(ve)  (resp. 8N starp(vy) ).
—_——— —_———

abanico primo abanico semi—primo

Cada uno de los abanicos de una estrella no inicial star,;(vy), determinados por los puentes
no iniciales, pertenecen a un arbol primo o semi—primo, como veremos a continuacién.

Lema 3.2.5. Cada estrella no inicial starp;(vy) de T estd dividida en abanicos como sigue:

I _ [ _
starpi(ve) = | Velg(ny s+ 5 Velg(jys--+ > VeUg(Bl)s -« -+ Velg(q)]- (3.17)
—_——
abanico primo o abanico de abanico
SeMI—pPrimo puentes no iniciales SeMI—primo

Cabe mencionar que cada estrella no inicial admite a los mas un abanico primo (que en el
caso de existir debe ser el primero respecto al orden |...]). En esa medida, los puntos seguidos
a la derecha en la Ecuacién , solo admite abanicos de puentes no iniciales o abanicos
semi—primos.

Antes de iniciar con la demostracion de este Lema, un detalle que merece destacarse es que el
conjunto de abanicos semi—primos en star,;(vy) puede ser vacio. Por ejemplo, si stary;(vy) solo
tiene dos abanicos; un primer abanico primo seguido de un abanico de puentes no iniciales.

Demostracion. Consideremos una estrella no inicial

stary;(vy) = Lvtvt(l)l, c s Ul (j), - - - Vel (a) ] 5

donde DU (;) es su primer puente no inicial, respecto al orden |...].
Caso 1. La arista inicial Wl es una hoja inicial o un puente doblemente inicial.
El Lema confirma la existencia de un tnico arbol primo P tal que su arista principal es
Tele(1)’ ¥
Doy’ F s ey | = PN starg(vy).

Fn vista de esta circunstancia, seleccionamos el abanico maximal de puentes no iniciales

|Ds0 ()5 - - - » Vel ()] C starpi(ve),

en (3.17). Si se llega a dar el caso que § = d, entonces concluimos que solo dos abanicos como
los deseados conforman a stary;(ve), i.e. la Ecuacion (3.17)) toma la forma

starp;(vy) = Lvtvt(l)l, ce s Vel (1), Vel (5)5 - - - Vg(d) |5

abanico primo .
p abanico de

puentes no iniciales

obteniendo lo que queriamos probar.

En el caso contrario, consideramos el abanico |UtUg(gi1),- -, Usls(s)| tal que ninguna de sus
aristas son puentes no iniciales, es decir, todas las aristas deben ser hojas no iniciales o puentes
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iniciales. Ahora bien, resulta claro que la arista TgUg(gyq) es la arista sucesora del puente no
inicial vgvg(g). Debido a este panorama, el Lema garantiza la existencia de un tinico arbol
semi-primo § cuya arista principal es UyUgg11) ¥

Lvtvt(5+1)P7 cy Ul ()] = 8 N stary(vy).

Lo dicho hasta aqui implica que la Ecuacién (3.17) adopta la forma

_ 1 P —
Starni(vt) = Lvtvt(l) y oo UtUg(5—1)y VtUsg(4)y - - - VeUg(B) Ut Vg (B+1) 5+« UVt Usg(s)s - 'Ja
abanico primo abanico de abanico
puentes no iniciales semi—primo

Continuamos con un razonamiento andlogo hasta reconocer todas los abanicos que conforman a
la estrella no inicial star,;(vy).

Caso 2. La arista inicial Dyvg(1) es un puente inicial.

Por construccion el abanico

Lvtvt(l)a ey Utvt(j—l)Ja

puede venir de la interseccién de la estrella no inicial star,;(vy) con un arbol primo P o semi-
primo 8. En cualquier caso la arista principal del correspondiente arbol P o 8§ no pertenece al
abanico |UgUg(1y; - - -, Veg(j1) -

Procedemos de manera analoga al Caso 1, para reconocer los demés abanicos que conforman la
estrella no inicial stary;(v). O

Finalmente tenemos todas las herramientas necesarias para realizar la descomposicién de un
arbol de prueba por arboles primos y semi—primos, como habfamos prometido en un inicio.

Lema 3.2.6. Cada drbol de prueba T asume exactamente una de las siguientes descomposiciones
topoldgicas.
Tipo I. T es la union de drboles primos y puentes no iniciales:

7= Jotegy, x>1 (3.18)

Tipo II. T es la unidn de drboles primos, semi—primos y puentes no iniciales:

7= JSoUmmeg, xeo>1. (3.19)

Antes de empezar a exponer la demostracion del Lema observemos algunos ejemplos concretos
de la descomposicién mencionada.

Ejemplo 3.2.3. Consideremos el arbol de prueba T bosquejado a la izquierda de la Figura 3.8
Este arbol admite la siguiente descomposicién

T =P U Py Unaus,

donde Py = vyvg, Py = U3v1 son drboles primos (contenidos en vecindades color magenta a la
derecha de la Figura [3.8)), y 203 es un puente no inicial.
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T T

Y Descomposicién v2

- P,
’¢‘ ~o 1

e |
.

U1 U1

V2

U3 U3
Figura 3.8: Descomposicién topoldgica de un arbol de prueba Tipo I.
Ejemplo 3.2.4. Consideremos el arbol de prueba T esbozado a la izquierda de la Figura [3.9

Este caso especial serd suficiente para evidenciar la descomposicién y etiquetado de cualquier
arbol de prueba del Tipo II. La descomposicién en este caso es la siguiente:

4 3
T = U :PX U SQ U 0102 U 1304 U D405.
X:1 Q:l

A la derecha de la Figura se representa dicha descomposicion; los drboles primos P, estan
contenidos en vecindades color magenta y los drboles semi-primos 8, en vecindades color cian.
Este ejemplo permite ver claramente como los puentes no iniciales conectan los arboles primos
y semi—primos de T

Descomposicién

-
7’
.

Figura 3.9: Descomposicion topoldgica de un arbol de prueba Tipo II.

Demostracion. Caso 1. El &rbol T no tiene puentes no iniciales. Mostrar esta situaciéon es anélogo
a probar que T es un arbol primo P; procedemos por contradiccion.

e Supongamos que 7T es la unién de al menos dos arboles primos P1 y Po.

Por construccién T' es conexo, esto hecho implica que existe un puente vyv¢(;) que conecta a Py
con Py. Dicho puente vzvg(jy solo tiene dos posibilidades: ser un puente inicial o un puente no
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inicial. En cualquiera de los dos casos generamos una contradiccion. En efecto, Si vgvg(jy es un
puente inicial, entonces P1 y P2 no son maximales; esto contradice la Definicién [3.2.4] Por otro
lado, si Dgvg(;) es un puente no inicial, entonces estamos negando la hip6tesis.

e Ahora, supongamos que T es la unién de al menos un arbol primo P y un arbol semi—primo
8. Como una consecuencia inmediata de la Definicion la arista principal de 8 es la arista
sucesora de un puente no inicial; esto implica una contradiccién.

Se infiere de las dos situaciones anteriores que 71" es un arbol primo.

Caso 2. El arbol T tiene puentes no iniciales. Si cada estrella no inicial star,;(v¢) tiene un abanico
primo, como se ilustré en la Ecuacion (3.17) del Lema entonces T asume la topologia Tipo
L

Si por el contrario, existe al menos una estrella no inicial stary;(v¢) sin abanicos primos, entonces
por lo indicado en la Ecuacion (3.17) T asume la topologia Tipo II. O
3.2.5. Un etiquetado de prueba para un arbol de prueba.

Finalmente estamos preparados para construir un etiquetado de prueba L para un arbol de
prueba T'. Nuestra construccién estd basada en la descomposicion de T', detallada en la seccién
anterior.

Proposicion 3.2.1. Un drbol de prueba T admite un etiquetado de prueba L.

Antes de iniciar con la demostracion de la Proposicion presentaremos algunos ejemplos de
etiquetados de prueba para arboles dados, que nos daran una idea general de la demostracién a
construir.

Ejemplo 3.2.5. Consideremos el arbol de prueba del Ejemplo [3.2.3
T = P U Py UT03.
El etiquetado de prueba L para T es
L:Ep — Epx {1, 2, 3}

L(vivz) = (v1v2, 1), L(v3v1) = (V371, 2), L(v203) = (0203, 3).

etiqueta de P etiqueta de Po etiqueta del puente no inicial

Ejemplo 3.2.6. Consideremos el arbol de prueba mostrado en la Figura [3.9]

4 3
T = U :PX U SQ U 0102 U 1304 U D405.
X:1 Q:1

El etiquetado de prueba L para T se muestra en la Figura [3.10]

Como pronto notaremos, el orden para las etiquetas en ambos ejemplos coincide esencialmente
con el orden de los pasos en la prueba de la Proposicién [3.2.1]
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Demostracion. Consideremos un arbol de prueba T con n > 3 vértices. La idea central para
la construcciéon de un etiquetado de prueba L para T es extender el orden lexicografico en los
arboles primos y semi—primos a 1 completo.

Figura 3.10: Etiquetado de prueba para un arbol de prueba Tipo II.

T es del Tipo I

FEtiquetado de los drboles primos. Consideremos un arbol primo (P,, vtvt(l)lp) de T dado en la
descomposicion (3.18)). Por el Lema existe un etiquetado de prueba, digamos L., para P,.
Si llegara ser el caso que P, =T, entonces el etiquetado de prueba esta terminado.

En el caso contrario, denotemos con k1 € N la etiqueta mayor ya asignada en P,. Elegimos un
segundo arbol primo (‘J’g,Wl PY en (3.18). De nuevo el Lema nos permite extender el
etiquetado de prueba L, para el arbol primo Py, iniciando con la etiqueta ki 4+ 1. En este punto
ya podemos remitirnos a los Ejemplos [3.2.1] [3.2.5] v [3.2.6] para observar esta primera etapa de la
construccion del etiquetado.

Continuamos de forma inductiva sobre el niimero x de arboles primos expresada en la Ecuacion
(3-18), obteniendo un etiquetado de prueba L para |JP, y una etiqueta mayor ya asignada
1 < K <n— 3 en todos los arboles primos.

Etiquetado de los puentes no iniciales. Consideremos el conjunto de los m puentes no iniciales

{Ut0¢(j), - - s VoVs(s)} senalados en la Ecuacion (3.18), seleccionando cualquier orden en ellos.
Definimos

L(vtvt(j)) = (vtvt(j),K + 1)

L(UUUU(S)) = (Uo'vo(s)y K+ m)

En concordancia con el tipo de topologia de T', expuesta en la Ecuacion (3.18), K + m =n —1
y el etiquetado L es definido en todo T

T es del Tipo II

Paso 1. Etiquetando los drboles primos.
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Partimos etiquetando todos los arboles primos {P,} establecidos en la Ecuacion (3.19), justo
como se ejecutd en el caso previo, obteniendo un etiquetado de prueba, digamos Lp, para la
unién (J Py, y una etiqueta mayor ya asignada 1 < K <n —4.

Antes de empezar a exponer el siguiente paso, necesitamos hacer un trabajo previo.

Es preciso recordar que los puentes no iniciales de T', exhibidos en la Ecuacion (3.19)), conectan
los arboles primos y semi—primos. Entre todos los puentes no iniciales de T centraremos toda
nuestra atencién en los puentes {Tzvg(;)} C T que satisfacen la siguiente condicion.

Lema 3.2.7. Consideremos un drbol de prueba T Tipo II. Existe al menos un puente no ini-
cial Vg5 tal que sus dos aristas predecesoras, respecto a las estrellas no iniciales starpi(ve) y
starm(vt(j)), respectivamente, pertenecen a drboles primos.

Ejemplo 3.2.7. Consideremos el arbol de prueba T dado en el Ejemplo Las dos aristas
predecesoras del puente no inicial 7703, respecto a las estrellas no iniciales starp;(v1) y starp;(v2),
pertenecen a los arboles primos P, y P2. No obstante, el puente no inicial 7405 no satisface esta
condicion.

Demostracion. Antes de iniciar debemos enfatizar que los puentes no iniciales no pertenecen a
los &rboles primos y semi-primos; recordemos que un arbol de prueba T asume alguna de las
descomposiciones dadas en el Lema [3.2.6

Procediendo por contradiccién, suponemos que todos los puentes no iniciales {vgvg(j)} de T
tienen al menos una arista predecesora que no pertenece a un arbol primo. Para un tratamiento
cuidadoso de esta situaciéon adoptamos la notacién de un puente no inicial y sus dos aristas
predecesoras como sigue:

starpi(ve) = ..., Velg_1) 5 Vele(g)  seeesls (3.20)
S—— SN——
arista puente

predecesora no inicial de T

starpi(ve(jy) = [ Ve—10g() » VeUg(5)  sevvs ] (3.21)
———— ——r
arista puente

predecesora no inicial de T

Bajo estas condiciones aparecen cinco topologias para los puentes no iniciales y sus dos aristas
predecesoras. Sin pérdida de generalidad, si la arista 7zvg(;_1) en la Ecuacion (3.20)) es un puente
no inicial, entonces la arista ;10 (;) en la Ecuacion (3.21) es

i) un puente no inicial o

ii) pertenece a un arbol primo o

iii) pertenece a un arbol semi—primo.

No obstante, si la arista Ugv;(;_1) en la Ecuacion pertenece a un arbol semi—primo, entonces
la arista Ux—10¢(;y en la Ecuacion (3.21)

iv) pertenece a un arbol primo 6

v) pertenece a un arbol semi-primo.

Ahora analizaremos las topologias (i)—(iii) en el Caso 1 y las topologias (iv)—(v) en el Caso 2.
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Caso 1. Supongamos que cada puente no inicial tiene al menos una arista predecesora que es un
puente no inicial.

Bajo este supuesto basta observar que el orden |. . .| en cada estrella no inicial implica lo siguiente.

e T tiene un camino infinito de puentes no iniciales. Esto ocurre si las aristas predecesoras emanan
de distintas estrellas, como se ilustra en la Figura a).

e T tiene una estrella no inicial star,;(vy) con un numero infinito de puentes no iniciales. Esto
ocurre si todas las aristas predecesoras emanan de una misma estrella, como se ilustra en la

Figura [3.11{(b).

Dado que T es finito, estas dos situaciones implican una contradiccién.

a) b) Ve(1)

Figura 3.11: a) Camino infinito de puentes no iniciales, b) estrella no inicial con infinitos puentes
no iniciales.

Caso 2. Supongamos que cada puente no inicial UgUg(;) tiene al menos una arista predecesora
que pertenece a un arbol semi—primo.

Sin pérdida de generalidad asumamos que la arista predecesora vzUg(;_1) del puente no inicial
Utlg(j), ilustrada en la Ecuacion , pertenece a un arbol semi-primo §,.

Caso 2.1. La arista principal Utvt(KH)P de 8, pertenece a la estrella no inicial starp;(vy). Por el
Lema [3.2.5]

P
starpi(ve) = |-, Telg(n) > Velg(rt1) s+« VsVg(j—1)> Vslg(j) »---]- (3.22)
~—— ~ ———
puente C 8 puente
no inicial no incial

Por Definiciéon , la arista Ugtg(y), en la Ecuacion , es un puente no inicial. Nuevamente
la arista predecesora de UzUy (), respecto a la estrella no inicial starp;(ve(y)), pertenece al arbol
semi—primo 8.. Otra vez por Definicién la arista predecesora de la arista principal de 8¢ es
un puente no inicial. Razonamos de manera analoga sobre la arista principal de 8¢ y continuando
de esta forma, obtenemos un camino infinito de puentes no iniciales de T. Esto implica una
contradiccién.

Caso 2.2. La arista principal de 8, no pertenece a la estrella no inicial stary;(v).

Denotemos por mp la arista principal de 8,. Por Definicion la arista predecesora
UoUq(s) de UUUU(S+1)P es un puente no inicial. De nuevo por hipétesis, al menos una arista pre-
decesora de U,U,(5) pertenece a un arbol semi—primo 8¢. Analizando de manera anéloga la arista
principal de 8¢ y procediendo de este modo obtenemos un camino infinito de puentes no iniciales
de T. Otra vez, esto contradice que T es finito. O
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Ahora tenemos los argumentos necesarios para la segunda mitad del etiquetado.

Paso 2. Etiquetando los puentes no iniciales tal que sus dos aristas predecesoras pertenecen a
drboles primos.

Por el Lema , existe un puente no inicial vyvg(;y de T' tal que sus dos aristas predecesoras,
respecto a las estrellas star(vy) y star(vg(;)), pertenecen a los arboles primos.

En el Paso 1, la arista predecesora de vgvg(;) se etiquetd. En este Paso, acordamos que un
puente no inicial vgvg(;) estd lista para etiquetar siy solo si sus dos aristas predecesoras estan ya

etiquetadas.

Consideremos el conjunto de todos los puentes no iniciales ya etiquetados {vtvt(]—), cee Upvp(,{)},
considerando cualquier orden en ellos y denotando con [ el cardinal de este conjunto. Bajo estas
circunstancias el etiquetado de prueba Lp extiende a cada uno de los elementos del conjunto

{08055 - - - UpUp() }» COMO sigue:

Lp(Ut'Ut(j)) = (vtvt(j), K+ 1)
: (3.23)
LP(UPUP(H)) = (’Upvp(n)a K+ l)v

donde K representa la etiqueta mayor ya asignada en los arboles primos.
Etiquetando los drboles semi—primos sucesores de los puentes no iniciales ya etiquetados en (3.23))

Nuestro foco ahora estd en los puentes no iniciales {TzU;(;y} etiquetados en (3.23) tal que sus dos
aristas sucesoras pertenecen a arboles semi—primos. Esto motiva la siguiente observacion.

Observacion 3.2.6. Es posible generalizar la Definicién a drbol sucesor de un puente no
inicial (resp. drbol predecesor).

Denotemos por ASPS el conjunto de todos los drboles semi—primos sucesores de los puentes no
iniciales ya etiquetados en (3.23), y consideremos un arbol semi-primo 8§, en ASPS.

El Lema nos permite extender el etiquetado de prueba Lp para el arbol semi-—primo §,
comenzando con la etiqueta K + [ + 1. Denotemos con K’ la etiqueta mayor ya asignada en §,,.
Continuando de manera inductiva sobre el nimero de arboles semi—primos en ASPS, empezando
cada paso inductivo con la etiqueta mayor ya asignada més uno.

Paso 3. Aplicando el paso previo de forma inductiva sobre el nimero de puentes no iniciales ya
etiquetados.

Indiquemos con K" la etiqueta mayor ya asignada en el paso previo. En concordancia con la
descomposiciéon dada en la Ecuacién , aplicamos cada paso inductivo partiendo con la
etiqueta K" + 1, definiendo el etiquetado de prueba L para T completo. O

Observacion 3.2.7. Para n > 4, casi todos los arboles de prueba T admiten mas de un etique-
tado de prueba.

Por ejemplo, si T' es un arbol primo positivo-negativo como en la Figura [3.6(f)—(g), con sub-
arboles asimétricos en el primer y cuarto cuadrante, entonces existen exactamente dos etiquetados
de prueba.

No obstante, si T tiene dos o méas arboles primos, ordenes distintos al etiquetar estos arboles
generan etiquetados de prueba distintos.

ol



3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

El etiquetado de prueba previo L para el arbol de prueba T determina un etiquetado realizable
L para la grafica T.

Definicién 3.2.10. Un etiquetado realizable £ para I' es una biyeccion
L:V —V X7y, Zj == (Zj,Lj)

tal que £(o0) = (00,0) y el orden topologico < en cada frontera Oy para I' coincide con el orden
ciclico natural en Z,, i.e. para todo zj,z, € 0T,

si zj < z, entonces sus respectivas etiquetas satisfacen ¢; < ¢,.

Observacion 3.2.8. Advirtamos que el orden topolégico < en 97y coincide con el orden |...]
en star(vg) C T.

Es muy importante tener en mente que por construccion cada vértice z; de I' corresponde
a una arista de T y la etiqueta en cada arista determina una etiqueta en el respectivo vértice
zj. Esto realmente quiere decir que un etiquetado de prueba L para 1" determina un etiquetado
realizable £ para I'; esta situacién es expuesta en la Figura |3.4

De esta manera hemos construido una grdfica etiquetada I'y = {V;; E}, teniendo

vértices (como pares punto—etiqueta)
VC = {(007 0)7 (Zh Ll)a ey (Zj7 Lj)? ey (Z’rl—lv Ln—l)} C (Cz X va
aristas
Eg = {(z) 1) (20, w)}jvew,-

Cada cara 7 tiene d(t) vértices de valencia 4 en su frontera etiquetados, denotados como

sigue.
{(eays te))s - -5 (Be(r)s b)) - - - (Re(@)s te(@)) } C OTx X Zn,.

No olvidemos que d = d(t) es la valencia de vy en T.

Observacion 3.2.9. La gréfica etiquetada 'y determina la posicion en que los n — 1 — d(t)
vértices ocultos {¢} deben ser colocados, junto con sus etiquetas, tal que:

e el mosaico Mr, U {¢} es homogéneo, es decir, todas sus caras 7y son n-agonos topoldgicos y
e ¢l orden topologico < en los n vértices de cada frontera 07, coincide con el orden < de sus
etiquetas en Z, = {0,1,...,n — 1}.

Estas dos condiciones implican que el mosaico el dominio de fQ es completado, respondiendo la
pregunta expuesta en la Ecuacion (3.7).

Recopilando la anterior descripcién, definimos la siguiente grafica.

Definicién 3.2.11. La grdfica etiquetada ampliada T ; = ', U{(} es una grafica plana etiquetada
tal que el mosaico imqu es homogéneo y el orden topologico < en los vértices de cada frontera
coincide con el orden < de sus etiquetas en Z,,.
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3.2. Construccién de un polinomio genérico f a partir de una gréafica plana I’

3.2.6. Construccién de un cubriente topolégico ramificado f;,, y por ende un
polinomio genérico f.

Recapitulando, el resultado profundo de la Seccién anterior fue la construccién del mosaico
zmn homogéneo tal que el orden topologico < en los vértices de cada 07 coincide con el orden
< de sus etiquetas en Z,.

En esta Seccién se propone argumentar como el mosaico mﬂ implica la existencia de un

polinomio genérico f : @Z — @w de grado n, donde Sme = @z

Para iniciar, consideremos el mosaico M., = H, UH_ = @w, dado en la Ecuacion (3.5).
Si {00, 2g(1), - - + 5 Ze(d) Ce(1)s - - - » Gn—1—1(d) } denota los n vértices de la frontera dry de SJTI:L, defi-
nimos
fto : {OO, Zt(1)r -+ Re(d)s Ct(l)a R Cn—l—t(d)} — {OO,U)l, oo awnfl}

[COlN 0
Zy(k) 7 We(k)
Cery > We(p)-

(3.24)

Por simplicidad, escribimos el dominio de cada fQ en un orden distinto al orden topolégico < en
la frontera Ot.

Por el Teorema [2.1.1] existe una funcién singular complejo analitica
f:C.o=my —C, =om, (3.25)

de grado n, tal que f~!(vy) = T'. Dado que zmm no tiene vértices de valencia infinita, entonces

f es a priori racional. Sin embargo f tiene n — 1 valores de ramificacién en {ws, ..., w,—1}, con
ramificacion 1 en todos ellos y un valor de ramificacién maximal en oo, con ramificacién (n —1).
Por todo lo dicho, f es un polinomio genérico.

Esto finaliza la demostracion del Teorema B.1.2)

Ejemplo 3.2.8. En la Figura vemos un panorama general de nuestra construccién para la
prueba de (f,v) «— T en el Teorema [3.1.2] Por simplicidad, solo escribimos las etiquetas de los
vértices en el mosaico Mg~ determinado por la gréfica I'c :=T'U{(}.

En otro orden de ideas, un lector cuidadoso puede percatar que si el polinomio

flz) = /(z —21)(z — 22) (2 — 23)dz,

para z1, 22, 23 € R, es determinado por la grafica I, entonces su conjugado f(z) es determinado
por I' con la orientacién opuesta.
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3.3. Conteo de clases de polinomios genéricos

Sintetizando nuestro resultado principal, obtenemos el diagrama siguiente.

Polinomio genérico f : @z — @w
y curva de Jordan orientada + adecuada

A
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.26)
Grafica de Speiser Mosaico no homogéneo IMr de @Z, Gréfica plana T,
Sy con vértices de valencia 4 en C, y 2n en oo como en Teorema

3.3. Conteo de clases de polinomios genéricos.

Los propositos de esta ultima seccién son, primero definir una relacién de equivalencia en el
espacio de polinomios genéricos y determinar el nimero de clases.

Para empezar, consideramos el espacio de pares (I', £), donde I' es una gréfica plana, como
en el Teorema [3.1.2] y £ es un etiquetado realizable para I'; denotemos este espacio como sigue

I' gréafica plana, orientada y conexa con (n — 1) vértices de valencia 4
v un vértice de valencia 2n; £ etiquetado realizable para I’

Ge,, = {(r,c) '

Como consecuencia de las equivalencias expuestas en el Diagrama |3.26] el espacio G&,, tiene
asociado, de manera natural, el espacio de pares (M, £), donde My es el mosaico asociado a T’
denotemos este espacio de pares como sigue

Mr mosaico no homogéneo dado por 2n, k—-4gonos topologicos, }

Men = {(Qﬁp, “) ’ coloreados de manera alterna azul-gris; £ etiquetado realizable para I'

Como consecuencia inmediata del Teorema el diagrama dado en la Ecuacion (3.26)), olvi-
dando las gréficas de Speiser, toma la forma siguiente.

Polinomio genérico f : (/(\:Z — @w,
y curva de Jordan orientada v adecuada

(3.27)

(Mr, L) € ME,, = (T, L) € G&,.

Es posible enriquecer las equivalencias dadas en el diagrama anterior, usando los drboles de
prueba construidos en la demostracion del Teorema [3.1.2] En efecto, consideremos el espacio
siguiente

TEyn :={(T,L)| T es un arbol de prueba y L un etiquetado de prueba para T'}, (3.28)
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3.3. Conteo de clases de polinomios genéricos

donde n indica que todos los arboles de prueba en TE,, tienen n vértices. Por construccién, cada
par (T, L) en TJE,, determina un unico par (I', £) € §&,, (o equivalentemente (Mr, L) € ME,,).
Por lo tanto tenemos la equivalencia siguiente.
Lema 3.3.1. Los espacios TE,, G&€, y ME,, son equivalentes, tal como se indica en el siguiente
diagrama.

Polinomio genérico f: @z — (@w,
(T,L) € TE,

y curva de Jordan orientada v adecuada

(3.29)

)

(M, L) e ME,, = > (I, L) € G&,.

O

Nuestro objetivo ahora serd determinar el ntumero de clases del espacio cociente de polinomios
genéricos, bajo la relacion de equivalencia por la izquierda (definida abajo). Para este nuevo
objetivo, las equivalencias dadas en el diagrama (3.29)) seran indispensables.

Definicion 3.3.1. Dos polinomios f; : C, — @w, fo : C, — C, de grado n > 2, son
topoldgicamente equivalentes por la izquierda, denotados fi = f3, si existe un homeomorfismo
que preserva orientacién ¢ : (C‘ — (C tal que el siguiente diagrama conmuta

O ~
c.— . ¢,

Jf2
C.
Las equivalencias dadas en el Diagrama (3.29)) implican que la Deﬁmclonpuede escribirse
en términos de los deméas objetos, como se menciona abajo.

Definicion 3.3.2. Dos pares de graficas planas etiquetadas (I'1,£1) y (I'2,£2) en G€, son
topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo que preserva orientacién ¢ : C, — C,
tal que ¢(I'1) = I'9, preservando etiquetas.

Denotamos dos pares equivalentes (I'y, £1) y (I'g, £2) como (I'1, £1) = (T'g, £2).

Definicion 3.3.3. Dos pares de mosaicos etiquetados (Mr,,L1) y (Mr,, L2) en ME,, son topo-
ldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo que preserva orientaciéon ¢ : C, — C, tal
que ¢(Mr,) = Mr,, preservando etiquetas.

Denotamos dos pares equivalentes (Mr,, £1) y (Mr,, L2) como (Mr,, L1) = (M, L2).
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3.3. Conteo de clases de polinomios genéricos

Definicion 3.3.4. Dos pares de arboles etiquetados (11, L1) y (1o, L2) en TE,, son topoldgica-
mente equivalentes si existe una biyeccién ¢ entre los vértices de 17 y T, es decir, ¢ : Vp, — Vi,
preservando relaciéon de adyacencia y etiquetas.

Denotamos dos pares equivalentes (11, L1) y (1%, L) como (T4, L1) = (T, Lo).

Por otra parte, cada par (7, L) en TJE,, determina un tnico arbol no encajado 7', con n — 1
aristas, tal que las aristas de T" estan en biyeccién con los enteros 1,2,...,n — 1. El reciproco es
verdadero.

Lema 3.3.2. Un drbol no encajado T, con n > 2 wvértices, tal que sus aristas estdn en biyeccion
con los enteros 1,2,...,n — 1 admite un encaje en C tal que (T, L) € TE,,.

Demostracion. Consideremos un arbol no encajado T' como en la hipotesis. Denotemos por [ :
Ar — {1,2,...,n — 1} la biyeccion entre las aristas de T'y el conjuntos {1,2,...,n — 1}. Para
cada vértice vy € T', con valencia mayor o igual a 2, consideramos el conjunto de aristas incidentes
a él, denotadas como

star(ve) = [TsUg(1)s - - - Velg(j)s - - - 5 VeVg(a) |
tal que |...| indica que las aristas estan ordenadas en sentido antihorario, segin las etiquetas,
es decir

H(TeTey) < - o0 < H(W0g() < ..o < U(TeTg(a))- (3.30)

Dado que todo arbol es una grafica plana, existe un encaje £ : T < C, tal que para cada star(vs)
de T, &(star(vy)) satisface (3.30). Designamos como arista inicial de ¢(star(ve)) la arista con la
menor etiqueta, es decir, & (W) Senialamos cada arista inicial de £(T") con media arista roja.
Claramente &(T") es un arbol de prueba. Finalmente definimos el etiquetado de prueba L para
&(T) como sigue.
L:Ar — ApXx {1,...,71—1}
Oy > (0gOx, [(T0R))-

O
Diremos que un arbol no encajado es arista—etiquetado si sus aristas estan en biyeccién con los
enteros 1,2,...,n — 1.

Observacion 3.3.1. No todos los encajes ¢ de un arbol no encajado arista—etiquetado generan
pares ({(T"),L) en TE,. Para n = 4, en la Figura [3.12[a) presentamos un encaje & tal que

(&1(T),L) ¢ TE4 y en la Figura [3.12(b) el encaje & tal que (&(T), L) € TE4.

b)

(6u(T), L) ¢ TE4 (62(T), L) € TE4

Figura 3.12: Dos encajes &1 y & para un arbol arista—etiquetado 7" tal que el etiquetado de & (7))
no es realizable y el etiquetado de & (T) si.
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3.3. Conteo de clases de polinomios genéricos

El Lema anade una equivalencia mas a las expuestas en el Diagrama (3.29)), originando
el siguiente diagrama.

Polinomio genérico f: @Z — @w, Arbol no encajado
y curva de Jordan orientada v adecuada (T,L) € T&y arista—etiquetados.
(3.31)
(Mp, L) e ME,, = > (I,L) € G&,

Usando las equivalencias del anterior diagrama y el Lema [3.3.3] (enunciado abajo), logramos
una férmula de conteo para las clases de equivalencia por la izquierda del espacio de polinomios
genéricos, tal como se enuncia en el Corolario [3.3.1]

Lema 3.3.3. El niimero de drboles no encajados arista—etiquetados es n™ 3.

Corolario 3.3.1. El nimero de clases de equivalencia por la izquierda del espacio de polinomios

genéricos es n™ 3.

Ejemplo 3.3.1. Para n = 4, el espacio T&,, tiene exactamente 4 clases de arboles de prueba,
con sus respectivos etiquetados de prueba. En la Figura se ilustra un representante de cada
clase.

a) c) d)

Figura 3.13: Representantes de las clases de arboles de prueba, para n = 4.

Las graficas planas asociadas a cada clase de arboles se bosquejan en la Figura [3.14]
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3.3. Conteo de clases de polinomios genéricos

b)
)

a)
c) d

1 3
3 1
2
2
1 3
2 2
/%/ \5/11*\,

’ _
Figura 3.14:
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Capitulo

Constelaciones de la estera y aplicacion de
Lyashko—Looijenga

4.1. De polinomios genéricos a constelaciones de la esfera.

Hasta donde sabemos, A. Hurwitz trabajo en la clasificacién de cubrientes ramificados finitos
g:S5— (/é,

con S una superficie conexa cerrada. El abordé esta clasificacion siguiendo una, linea combina-
toria, es decir, tradujo el problema en términos combinatorios sobre las multiplicidades de los
puntos criticos y valores de ramificacion de g, codificando estos datos a través de una sucesion
de permutaciones llamada constelacion, como puede apreciarse en [20]. Existen muchos trabajos
de investigacién que se han abordado siguiendo las mismas ideas, entre ellos K. Baranski en [6]
y S. Lando, A. Zvonkin en [23] y [24, Capitulos 1 y 5]. El proposito de esta Seccion es dar un
panorama general del problema de clasificacion, via la equivalencia por la izquierda dada en la
Definicion [3.3.1} de los polinomios genéricos, siguiendo las ideas de A. Hurwitz.

Los objetos combinatorios de interés se describen a continuacién. Partamos denotando por
Sy al grupo simétrico actuando en un conjunto E con n > 2 puntos.

Definicién 4.1.1. Una sucesion €} = [00,01,...,04—1], donde cada o; € Sy, es una k-
constelacion si satisface las siguientes propiedades:

1. el grupo G = (0¢,01,...,0;_1) actua transitivamente sobre el conjunto E de n puntos;
2. el producto de los o es la permutaciéon identidad: ogoy - - - o1 = id.
El entero n > 2 es el grado de la constelaciéon y k es la longitud.

Definicién 4.1.2. Dos k—constelaciones C} = [0¢,01,...,08-1] ¥ éz = [60,61,...,0k-1], ac-
tuando sobre un mismo conjunto E de cardinalidad n, son conjugadas si existe h € G =
(00,01,...,0k_1) tal que

6j=h"to;h para j=0,1,....k— 1.

Observacion 4.1.1. Cada permutacién o; € S, determina una particién del entero positivo n,
denotada por P; - n, conformada por las longitudes de los ciclos de o;.
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4.1. De polinomios genéricos a constelaciones de la esfera

Ejemplo 4.1.1. Consideremos el entero n = 10 y la permutacién
o; =(1,5,7,8)(2,6)(3,10).
En este caso, o; tiene en total 5 ciclos: 1 ciclo de longitud 4, 2 ciclos de longitud 2 y 2 ciclos de
longitud 1 (estos son los puntos fijos de la permutacion). Entonces, la particion es
PiF10=4+2+2+1+1.
Por simplicidad la representamos como P; + 10 = [4, 22,12, donde la base de cada término
representa la longitud del ciclo y la potencia el namero de ciclos con esta longitud.

Definiciéon 4.1.3. Dada una k—constelacion C} = [0g, 01, ...,0%_1], la sucesion
P} = [Po,P1,...,Pr_1],

de particiones de n, donde cada particiéon P; es la asociada a la permutacion o, es el pasaporte
de CZ.

Ejemplo 4.1.2. En el Ejemplo presentaremos una constelaciéon cuyo pasaporte es
P} = [[3]7 [2’ 1]7 [27 1”

Observacion 4.1.2. Calcular el nimero de clases de conjugacion de constelaciones determinadas
por un pasaporte dado es llamado cominmente el problema de Hurwitz.

Finalmente tenemos las herramientas necesarias para iniciar con la construccién de una cons-
telacion a partir de una funcion racional g : (C — (Cw, de grado n > 3.

De funciones racionales a constelaciones.

Paso 1. Consideremos una funcién racional

g:C, — C,,
de grado finito n > 3, con valores de ramificacién Ry = {wyo, ..., wi—1}. Para nuestros propositos
es conveniente estudiar el levantamiento de los generadores del grupo fundamental de @w\Rg,
bajo g.
Para iniciar, construimos los generadores de 7y (@w\Rg) de la siguiente manera.
1. Elegimos un punto base w* € @w\Rg.

2. Por cada j = 0,...,k — 1, trazamos un lazo simple orientado /;, partiendo de w*, dando una
vuelta alrededor de w; tal que éste quede a la izquierda de ;.

3. Si identificamos a w* como un vértice y a los lazos lg, 11, ..., lx_1 como las aristas incidentes
a w*, entonces la estrella de w* es

star(w*) = |loy ..., lg—1],

donde los lazos estan ordenados como se denota en |...]|.

De acuerdo a esta conAstrucci()n, el producto lgly---lp_1 es un lazo retréctil a w*, es decir,
es la identidad en 7 (C,\Ry,w*). En conclusion, el grupo fundamental de C,\R, admite la
presentacion

1 (Cuw\Rg, w*) = (o, 11, .., L1 | loly - -+ 1 = id).

Para ver un ejemplo del panorama anterior podemos mirar la esfera a la izquierda de la Figura

41l
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4.1. De polinomios genéricos a constelaciones de la esfera

Paso 2. Analicemos el levantamiento de cada generador de m (@w\Rg, w*), bajo g.

Primero, recordemos que la fibra E = f~1(w*) := {2},25,..., 2} y tengamos en mente que el
grupo simétrico .S, actiia sobre los n puntos de E.

El levantamiento de cada generador [; € wl(@w\Rg, w*), bajo g, consta de n curvas
aj;:[0,1] — X, para i=1,...,n, tal que «;;(0),a;,(1) € E.

Como consecuencia de esto, cada generador /; determina una permutacién o; € S,, actuando
en el conjunto F. El nimero de ciclos de o; corresponde al ntimero de puntos criticos de g cuya
imagen es w;. El indice de ramificaciéon de cada punto critico es igual a la longitud del ciclo
correspondiente, menos uno. Por ejemplo, fijemos un w; € Ry y un ciclo de longitud v + 1 en
la, correspondiente permutacién o;. Si z es el punto critico de g, asociado al ciclo mencionado,
entonces g se ve como z — 2"t en una vecindad de z.

Las permutaciones og, ..., 01 generan un subgrupo G < S,, llamado el grupo de monodro-
mia del cubriente. La asignacion [l;] — o; se extiende a un homomorfismo de grupos, llamado

la monodromia R
U1 (Cyp\Rg, w*) — G < Sy,

Observacion 4.1.3. 1. La igualdad lgly---lp_1 = id en Wl(@w\R,w*) implica la igualdad
0001 - 0p_1 = id en el grupo de monodromia G.

2. Dado que C, es conexa, entonces el grupo de permutaciones G es transitivo.

Proposicion 4.1.1. La sucesion de permutaciones C} = [00,01,...,0,—1] determinada por la
funcion racional g : C, — C,, es una k—constelacion. O

Ejemplo 4.1.3. Consideremos el polinomio genérico
f: C, — @w, fo(z) = 2° — 32,

de grado 3, dado en el Ejemplo donde Ry = {wp = oo, w; = —2,wy = 2}.

Elegimos un punto w* € Hy, ilustrado como un punto amarillo de @w en la Figura . La fibra
de w* bajo f es E = fo_l(w*) = {27, 25,23}, trazados como puntos amarillos de C, en la Figura
4.1l

Consideramos los lazos orientados lg, [1, [2, anclados en w*, tal como se muestra a la izquierda de
la Figura Notemos que ly = l;llfl. Estos lazos son los generadores del grupo fundamental

11 (Cu\Ry, w*) = (lo, 11, la| lol1ly = id).

Asignamos el color rojo a lp, naranja a l; y verde a ly. El levantamiento de cada generador de
m1(Cw\ Ry, w*) consta de 3 curvas (heredando el color), justo como se muestra en la Figura

Las permutaciones determinadas por los generadores del grupo 7 (@w\Rf, w*) son las siguientes.
lo — O‘():( , 3 2),

12 — 0'2:(,2.



4.1. De polinomios genéricos a constelaciones de la esfera

Figura 4.1: Constelacion C3 = [(1,3,2), (2,3), (1,2)] determinada por fo(z) = 2% — 3z.

Por lo tanto, la 3—constelacion determinada por fy es
C3 =1(1,3,2),(2,3),(1,2)].

Las particiones determinadas por cada permutacion de €3 = [(1,3,2),(2,3), (1,2)] son

Pp — [3],
P — [27 1]5
P2 = [2? 1]a

lo que implica que el pasaporte asociado a la constelacion C3 = [(1,3,2),(2,3), (1,2)] es
Pg = [[3]7 [2’ 1]7 [2a 1“

Observacion 4.1.4. Es indispensable recalcar que el pasaporte de una k—constelacién € codifica
totalmente la funcién racional g. En efecto, esto se concluye de los siguientes hechos.

1. El grado n de la constelacion coincide con el grado n de la funcién racional g.

2. La longitud k de la constelacion indica el nimero de valores de ramificacion que debe tener g.
3. Para cada permutacién o; € C7, el nimero de ciclos de longitud mayor o igual a dos es igual
al nimero de puntos criticos, que bajo g, van a dar al valor de ramificacion correspondiente a o;.
4. Para cada permutaciéon o; € C}, cada ciclo de o; de longitud v + 1 corresponde a un punto
critico con indice de ramificacién v.

Observacion 4.1.5. Los pasaportes asociados a las funciones racionales g : @z — @w, de grado
n > 3, determinan la topologia de las gréaficas planas orientadas {I" C @z} (o equivalentemente
los mosaicos {Mr} de @Z), asociadas a las funciones racionales, a través del algoritmo de F.
Klein.
En el caso especifico de los polinomios genéricos de grado n > 3, todas las constelaciones asociadas
tienen la forma

GZ = [0’0,0’1, e ,O‘n_l],

donde la permutacion og tiene longitud maxima n (asociada a oo, cuyo indice de ramificacion es
(n—1)) y las permutaciones restantes o1, ...,0,—1 tienen longitud 2 (transposiciones asociadas
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a los n — 1 puntos criticos finitos, cuyo indice de ramificacion es 1). Por todo lo dicho, la forma
de los pasaportes que son realizables por polinomios genéricos, de grado n > 3, tienen la forma
P! =[[n],[2,1],...,[2,1]]. (4.1)

N—_———

n—1 veces

Existe una correspondencia entre las clases de equivalencia por la izquierda de polinomios
genéricos f : C, — C, de grado n > 3 y las clases de conjugaciéon de las constelaciones
determinadas por estos polinomios, descritas en la Observacion [£.1.5]

Proposiciéon 4.1.2. Dos polinomios genéricos fi : (EZ — @w y fo: @Z — @w, de gradon > 3,
con valores de ramificacion R = {co,wy, ..., w,_1} son equivalentes por la izquierda si y sdlo si
las correspondientes constelaciones Cl'(1) y C(2) son conjugadas. O

4.2. Aplicaciéon de Lyashko—Looijenga.

S. Lyashko [5] y E. Looijenga 26| construyen una aplicacién para entender la naturaleza alge-
braica y geométrica del espacio de polinomios genéricos. Dicha aplicacién es llamada aplicacion
de Lyashko—Looijenga, denotada LL, envia los coeficientes de un polinomio genérico f € Clz]=,
en sus valores de ramificacion. S. Lando y A. Avonkin en [24, Capitulo 5] dan una descripcion
detallada de la aplicacion LL. A grandes rasgos esta aplicacion se define de la siguiente manera.

Construyendo el dominio de LL.

Dado cualquier polinomio genérico f : @z — ((Ajw, de grado n > 2, podemos elegir coordena-
das tal que f toma la forma

F:Co—Cu:f(2)=2"+az" 2+ ... an_12 + an. (4.2)

Consideremos el espacio de polinomios genéricos, asumiendo el sistema coordenado de (4.2), y
asumamos la siguiente notacién

Go={f:C, —Cu: f(z) =2"+a22" 2+ ...+ a, es genérico}. (4.3)

El espacio G,, esta identificado de manera natural con (CZO_G} (los coeficientes de cada polinomio

f € G, determinan un punto en CZ(;I). Cada clase del espacio de polinomios genéricos, con la
equivalencia por la izquierda dada en la Definicién se representa exactamente n veces en
Gn- En efecto, el tinico cambio de coordenadas que lleva los coeficientes de un polinomio genérico
en otro, preservando , es z —> az, donde « es una raiz enésima de la unidad. Por lo tanto,
el espacio de polinomios genéricos de grado n es el espacio G,,, médulo la accion del grupo Z/nZ,

como se sefala en la siguiente definicion.

Definicién 4.2.1. Dos polinomios genéricos ménicos

fi: ((A:Z — @w, filz) =2"+ 2" 2 4 . 4 an_12 + an,

~

f2 :C, —)@w, fg(z) =Zn+b22n_2+...+bn_1z+bn.
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son equivalentes si podemos enviar f; en fo haciendo el cambio de coordenadas

n—1 n—1 -2 -3 —n—+1
u: (Ccoef (Ccoef, (ag,...,an—1,an) — (€, %a2,€,°as, ..., &, " “an_1,an),
tal que (bg,b3,...,bn_1,bn) = (e,2%a9,€,%a3,..., 6, a,_1,a,) vy €, es una raiz enésima de la

unidad.

Construyendo el contradominio de LL.

Cada conjunto no ordenado de n — 1 numeros complejos finitos distintos {w1, we, ..., w,—1}
estd en correspondencia 1 — 1 con un polinomio moénico de grado n — 1 con todas sus raices
distintas, en efecto, asociamos al conjunto {wy,ws,...,wy—_1} el polinomio

dw) = w"  Fbw" 2+ by = (w—w)(w—ws) (W — wp_1). (4.4)

Este espacio esté identificado de manera natural con C”*”°. \ A, moédulo la accion del grupo S,—;.

ramzf

Dados los dos espacios (Ccoef y (Cmmlf\A podemos enunciar el Teorema de la aplicaciéon de
Lyashko—Looijenga.

Teorema 4.2.1. La aplicacion Lyashko—Looijenga es la aplicacion polinomial

LL: CvL — cl\A

coef ramif

o cldiser.(f(z) —w)), (45)

donde el factor constante c se elige de tal manera que la imagen de f bajo LL es un polinomio
monico. El grado de LL es n" 2.

Esta aplicacion es un cubriente de grado n" 2, sin embargo cada clase izquierda, del espacio

de polinomios genéricos estd representado en el espacio de coeficientes CZ‘OE}, n veces.

A continuacién calculamos la fibra de la aplicacion LL para n = 4. Observaremos que cada
clase izquierda, determina un unico par (I, £) (o equivalentemente (Mr, L)), donde I' es una
grafica plana (o equivalentemente un mosaico M), realizable por los polinomios de la clase

correspondiente, y £ su etiquetado realizable.

Ejemplo 4.2.1. La expresion explicita de la Aplicacion LL para el espacio de polinomios gené-
ricos G4, de grado n = 4 es

1
LL: f(z) = 2" + ap?® +a32+a4»—>—2—%dzscrz(f(z)—w)

1 1 9
= U)3 + (2a2 3a4> U)2 + (160/% - a%aﬁl + T6a2a§ + 3a421> w

T, Las 1o, 9 +274 X
asa. aa asQ aaa — Qy.
T 1M T M2 T R A20a T g @A T Gty T g

Consideremos un punto (wi,ws,ws) € Ciamif tal que {wy,wa, w3} C Ry wy < wy < ws.
Al calcular la fibra de (w1, ws,ws), bajo la Aplicacion LL, identificamos las cuatro clases de
equivalencia para G4. Para cada j = 1,2, 3,4, tomamos un polinomio representante de cada clase
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~

fi:C,— @w y construimos el mosaico (a la F. Klein) smf__lm, asociada a dicha clase, como
J

se muestra en la Figura a)—(d). Nos gustaria destacar que siempre consideramos el mosaico
M, = Hy UH_ en la esfera contradominio C,, donde v = R U {oo}, tal como se aprecia en la
Figura e).
Ahora, el pasaporte que caracteriza el espacio de polinomios genéricos G4 es de la forma

Pi = [[4]7 [27 1]7 [27 1]7 [2’ 1”
Notemos que la primera particién de Pﬁ le permite al punto oo entrar en juego.

a) b)
My-1,) My-104)

Figura 4.2: Constelaciones correspondientes a las clases de equivalencia por la izquierda del
espacio de polinomios genéricos de grado 4.
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Para cada j = 1,...,4, aplicamos el algoritmo para la construcciéon de una constelacion
C1(j) = [o0j, 01, 025, 03], a partir de f;, como se ilustra en los mosaicos de la Figura (a)f(d).
Las constelaciones resultantes son

63(1) = [(174737 2)? (172)7( 73)7 (1 4)]7 63(3) = [(1747 3, 2)? (172)7 (374)7 (1,3)],

1 )
63(2) = [(174737 2)7(374)7(273)7(172)]7 63(4) = [(1747 3, 2)7<274>7(172)7(374)]‘ <4i6)

Es un ejercicio sencillo ver que efectivamente las constelaciones en (4.6)) no son conjugadas entre
ellas. Esto es consecuencia de los siguientes hechos:

1. cada constelacion €4(j) genera el grupo Sy y

2. para j = 1,...,4, la permutacion oo; € C1(j), es (1,4,3,2).

Por lo tanto, basta verificar que las permutaciones en Sy, que bajo conjugacion, fijan la permu-
tacion (1,4,3,2) no conjugan las constelaciones en . Las permutaciones de interés somn:

hl = (172a374)7 h3 = (1747 3)7 h5 = (1a3)(274)

(4.7)
he = (1,4,3,2), hy = (1,2,4),
Paras=1,...,4y 5 =1,2,3 se satisface lo siguiente
hiloiihs # o1,
hyloiohs # o1a.
Razoén por la cual las permutaciones hy, ..., hsy no conjugan ninguna constelacion en . Fi-

nalmente, dado que
h51021h5 7& 015, para ] = 273a4a

h51022h5 7é 0245, para J = 37 47
hytoishs # o4,

la permutacion hs tampoco conjuga las constelaciones en (4.6]).
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Capitulo

Enfoques futuros

5.1. Enfoques topologicos.

Consideremos nuevamente el espacio de polinomios genéricos
Gn={f €Clz]=n | f es genérico}. (5.1)

El espacio G, es abierto y denso en C". Sin embargo, hay gran dificultad al determinar su grupo
fundamental. Con el fin de parametrizar el espacio G,, consideremos el espacio de puntos criticos
de los polinomios en §,,, denotado como sigue

(Corit \A)/Sn = {[(z1,- -, zn1)llzi # 2 para i # j}.

Recordemos que un polinomio genérico f tiene n— 1 valores de ramificacién finitos distintos. Por
tal motivo, consideramos el espacio

9n=®n={f<z>=A/Hy—f<<—Zj>dc+cr Vit f(z)# (), ceC, Ae@*}.

De hecho, es conveniente recordar el trabajo de G. Katz [21] donde expone la estratificacion €,
nada trivial, de los subconjuntos de C[z]<,, de polinomios de grado fijo k < (n — 1), con raices
miltiples. El problema de encontrar polinomios con valores de ramificaciéon predeterminados es
abordado por J. Mycielski en [34]. Un problema a tratar es el siguiente.

Problema 5.1.1. Calcular el grupo fundamental del espacio de polinomios genéricos.

Las familias de objetos analitico complejos, sobre una variedad compacta, son “variedades de
dimensién finita” si acotamos el namero de ceros y polos. Por ejemplo, fijar el nimero de ceros
determina un espacio de polinomios de dimensién finita, andlogamente fijar el niimero de polos
determinamos un espacio de funciones racionales. Para estudiar cada una de estas familias es
natural aplicar el siguiente método.
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1. Dividir en sub—familias mediante invariantes topoldgicos adecuados.
2. Estudiar las propiedades analiticas de cada sub—familia, fijando dichos invariantes topolégicos.

Ejemplo 5.1.1. Un caso clasico del método anterior son las superficies de Riemann compactas.
Las sub-familias estan determinadas por el genéro g € {0,1,2,...} y las propiedades analiticas
de cada sub—familia se estudian mediante los espacios moduli y Teichmiiller.

L. V. Ahlfors en [2, Capitulo 7|, expone claramente y con detalle el caso g = 1; que corresponde a
la teoria de funciones elipticas. D. Mumford en su libro Curves and Their Jacobians 33| expone
los casos g > 2.

Consideramos el espacio de polinomios complejos
Clz]en = {f : C. —> Cy| f es de grado n}.

Algunos de los invariantes topologicos para f € C[z]=, son los siguientes, considerando la equi-
valencia por la izquierda, descrita en la Definicion [3.3.1]
i) n, el grado de f.

ii) m + 1, el nimero de puntos criticos Cy = {00, 21, ..., 2zm } de f.
iii) k£ + 1, el nimero de valores de ramificacion Ry = {oo,w1,...,ws} de f.
iv) El conjunto (no ordenado) de indices de ramificacion {vg,v1,...,vm,n — 1} de los puntos

criticos C'y de f.
v) La monodromia de f

U: m(Cu\Rp,w*) — G<S,

(451 — O3

donde w* es un valor regular de f y G es el subgrupo del simétrico S,,, actuando sobre la fibra
fHw).
Al fijar el grado y considerar cualquier combinacion J de los invariantes topologicos (ii)—(v),
obtenemos una familia de polinomios en C[z]—,. La pregunta que nos gustaria abordar es

Problema 5.1.2. 1. ;La familia determinada por J es una variedad analitico compleja/real M?

2. En caso de ser afirmativa la respuesta anterior, jcomo es la variedad analitico compleja,/real
M determinada por J7

3. jEs M arco conexa?
4. ;Como es el grupo fundamental m1(M)?

Por ejemplo, consideremos J igual al grado fijo, el nimero de puntos criticos fijo y el numero de
valores de ramificacién fijo. Estos invariantes generan una estratificacion por familias del espacio
de polinomios C[z]=,. Abordar el Problema en este caso es interesante.

El Teorema da una caracterizacién de las graficas planas {I' C @Z} que determinan
polinomios genéricos; ver [15]. Un objetivo natural es generalizar el teorema para todo el espacio
de polinomios. En esa medida, la pregunta que me interesa es la siguiente.
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Problema 5.1.3. Caracterizar los mosaicos 9Mr (o equivalentemente gréficas planas I') que
provienen de un polinomio f y una curva de Jordan orientada que pasa por los valores de
ramificacién de f.

Conjeturamos el siguiente resultado, aunque para él, ya no podemos seguir la demostraciéon del
Teorema [3.1.2] En este caso usar gréficas bipartitas para caracterizar los mosaicos puede ser de
gran utilidad.

Conjetura 5.1.1. Una grdfica plana, orientada y coneza I con un vértice de valencia 2n (n > 3)
en oo ym < (n— 1) vértices finitos de valencias
{21 +1),...,2(r; +1),...,2(vm + 1)},

respectivamente, tal que la sucesion v = (v1,...,Vy) €S una particion entera de n — 1, es igual
a f~1(y) (omitiendo los vértices de valencia 2) para algin polinomio f : C, — C,,, de grado
n > 3, con m puntos criticos finitos, con multiplicidades {v1,...,vj,...,Um}, y una curva de

Jordan orientada v C C,, que pasan por los m+ 1 valores de ramificacion de f, incluyendo a oo,
sty solo si

a) la frontera de cada componente conexa de C,\I' es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloracion alterna azul-gris de las caras de C,\T', hay n caras grises, n caras azules.

Existen dos nociones de equivalencia entre cubrientes ramificados de la esfera (en particular
el espacio de polinomios genéricos). La equivalencia por la izquierda, descrita en la Definicion
y una equivalencia derecha—izquierda descrita por el diagrama cuadrangular conmutativo
senalado abajo.

Definicion 5.1.1. Dos polinomios fi : @Z — @w y fo: @Z — @w, de grado n > 3, con
valores de ramificacion Ry, y Ry,, respectivamente, son equivalentes derecha—izquierda si existen
homeomorfismos que preservan orientacion ¢y : (EZ — @Z v @2 : @w — (Ew tal que el siguiente
diagrama conmuta

b1

C. C.
J1 f2
~ o) ~

Cy Cy

y ¢2 envia los valores de ramificacion Ry, de fi en los valores de ramificaciéon Ry, de fo.

Bajo esta equivalencia estoy interesada en abordar el problema siguiente.

Problema 5.1.4. Encontrar una clasificacion y enumeracion del espacio de polinomios. En
particular, en el espacio de polinomios genéricos.
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A mi parecer, el problema de clasificacién derecha—izquierda de los cubrientes ramificados parece
ser mucho mas dificil. Algunas herramientas para abordar este problema se pueden encontrar en
algunos trabajos de S. K. Lando y A. K. Zvonkin |24, Capitulo 5]), [23]. En esta clasificacion, las
clases de equivalencia son orbitas de la accion del grupo de trenzas en las clases de isomorfismo
de las constelaciones; ver Definicion [£.1.1]

5.2. Enfoques combinatorios.

Como habiamos mencionado anteriormente, para cada f € C[z]=,, la combinatoria de los
pasaportes considerados por A. Hurwitz determina la topologia de la grafica I', asociado a f,
siguiendo el algoritmo de F. Klein. Teniendo este panorama en mente y considerando el espacio de
pares {(I', £)} con I" una grafica plana y £ un etiquetado realizable para I, es natural preguntarse.

Problema 5.2.1. ;Cual es el nimero de clases de equivalencia por la izquierda del espacio
de polinomios C[z]—,? o dicho en el lenguaje de A. Hurwitz, ;ctal es el ntunero de clases de
conjugacion de constelaciones determinadas por un pasaporte dado?

5.3. Enfoques analiticos.

Consideremos las siguientes acciones sobre el espacio de polinomios complejos Clz]—,, de

grado n.

i) Accion por conjugacion.

¢1: Aff(C)xClel=p — Clz]=n
(T, f) T lofoT.
ii) Accién izquierda—derecha.
¢2: (Aff(C)?xClelen —  Cle]=
(Tl,TQ,f) — T{lofoTl.

Problema 5.3.1. Determinar la estructura analitica de cada uno de estos espacios cociente,
antes mencionados.

Una respuesta parcial fue dada por J. Milnor y T. Lei en [30] Ellos realizaron un estudio detallado
de la accién ¢1, para las funciones racionales f : C, — C,,, de grado n = 2.
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