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i

A mis padres



ii
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3.3. Grupos de homoloǵıa y escisiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.4. Evaluación de la curvatura y de la holonomı́a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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Caṕıtulo 0

Introducción

Mathematicians really understand what mathematics is.
Theoretical physicists really understand what physics is...

...the deep intersection of these two understandings seems to me to be quite modest.1.

Los ingredientes básicos de esta tesis son:

1. Un haz principal (p,E,M) donde el fibrado es p : E → M y la fibra es el grupo de Lie
G = U(1).

2. Una sucesión E de escalas, cada una de las cuales consiste de: a) un complejo simplicial
Sd |Ci|, i ∈ N; b) una estructura lineal a pedazos dada por homeomorfismos hi : Sd |Ci| →
M . La colección de las estructuras lineales a pedazos en M son todas isomorfas; además
hay una relación de ”engrosamiento” que permite describir los simplejos de Sd |Ci| a una
escala escala i ∈ N, como subcomplejos de Sd |Cj | en cualquier escala más fina j ≥ i.

3. Una métrica riemanniana g en M . La sucesión E satisface cierta condición técnica de
regularidad respecto a la métrica g.

A. Conexiones y curvatura en haces principales El estudio de la geometŕıa de las co-
nexiones en un haz principal (p,E,M) es una herramienta fundamental para la modelación de
sistemas f́ısicos clásicos. El espacio A/G consiste de las conexiones A módulo la acción del grupo
de gauge G, las conexiones sólo son f́ısicamente distinguibles módulo la acción de gauge. Los
puntos de A/G hacen las veces de ”configuraciones” de una teoŕıa de gauge clásica.

En el caso abeliano, G = U(1) que es el que nos ocupa, A/G = A/G?, donde G? ⊂ G es el
grupo de gauge que deja univariante la fibra sobre ? ∈M .

Clásicamente, cada clase [ϕA] ∈ A/G? en el caso abeliano, G = U(1), se caracteriza comple-
tamente por dos tipos de parámetros:

La forma de curvatura: En el caso más general de un haz principal con fibra un grupo de
Lie G, la curvatura de una conexión suave es una 2−forma valuada en E con valores en
el álgebra de Lie. Más aún, dicha 2−forma está bien definida, módulo conjugación, en las
órbitas del grupo de gauge G? sobre A. Por lo tanto, la curvatura está bien definida, módulo

1D. Sullivan, Prólogo de [dFdM]
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2 CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

conjugación en cada clase A/G?. en el caso abeliano que es el que nos ocupa G = U(1), la
curvatura está determinada por una 2−forma cerrada real, FA, en la base M . La clase de
cohomoloǵıa [FA] que coincide con la clase de Euler del haz e ∈ H2(M,Z). La curvatura
de una conexión, se emplea para construir diversas ”observables” de modelos f́ısicos.

La holonomı́a en representantes de la 1-homoloǵıa libre: Es decir, la asignación holϕA(l) ∈
G, para un representante l de cada clase que es generador libre de la 1−homoloǵıa H1(M).

B. Conexiones generalizadas Para construir una teoŕıa cuántica de campos de gauge, seŕıa
deseable poder definir una medida µ sobre A/G?, para luego considerar ”estados cuánticos”
como vectores en el espacio de Hilbert L2 (A/G?, µ). Sin embargo no es posible definir medidas
no triviales en este espacio A/G?. Para sortear esta dificultad la cuantización de lazos, ver
[AL], propone considerar una extensión del espacio de conexiones. Una ”configuración”, ϕ, de
dicha extensión se define como la colección de las holonomı́as o transportes paralelos, ϕ(γ) ∈ G,
a lo largo de todos los lazos de holonomı́a γ ∈ P?. Los lazos de holonomı́a γ son las clases
de equivalencia [l] de trayectorias cerradas l en la variedad base M , donde dos trayectorias
serán equivalentes si definen las mismas holonomı́as para todas las conexiones suaves. El espacio
de configuraciones que se obtiene se llama espacio de ”conexiones generalizadas”, consiste del
conjunto de todos homomorfismos algebraicos del grupo P? en el grupo G.

A/G? = hom (P?, G) .

En lo sucesivo llamaremos a los homomorfismos algebraicos mencionados, conexiones generali-
zadas u holonomı́as.

La ventaja de extender A/G? al espacio A/G? es que: a) A/G? está contenido densamente en
A/G? mediante una aplicación de holonomı́a,

hol : A/G? → A/G?,

donde hol(ϕA)(γ) := holϕA(l), γ = [l]. Adicionalmente A/G? contiene otros homomorfismos
algebraicos que vaŕıan discontinuamente al perturbar trayectorias en la variedad base M . b)
A/G? es compacto. c) Admite medidas no triviales, por ejemplo una medida µHaar, inducida por
la medida de Haar en G. Esto hace posible considerar el espacio de Hilbert L2

(
A/G?, µHaar

)
.

El espacio A/G? se puede considerar como un ĺımite proyectivo de espacios de holonomı́as,
A/G?Γ, de lazos contenidos en gráficas encajadas Γ ⊂ M . Si bien una conexión en A/G? puede
reconstruirse a partir de sus holonomı́as, esto no ocurre cuando se consideran sólo las holonomı́as
de lazos contenidos en Γ. En A/G?Γ se puede almacenar la información sobre las holonomı́as
holϕA(γ) ∈ U(1), de los lazos γ que caben en Γ, pero la curvatura integrada en superficies,∫
U F

A ∈ R, con frontera ∂U ⊂ Γ sólo se conoce módulo 2π. Esta incapacidad de determinar la
magnitud del campo se hereda hasta A/G?, esto representa una desventaja para las conexiones
generalizadas.

C. Formas de curvatura generalizadas Nuestra propuesta, siguiendo [MMZ], [DZ], consi-
dera una sucesión de escalas E . Cada escala etiquetada con i ∈ N tiene asignada un complejo
simplicial Sd |Ci| y un homeomorfismo hi : Sd |Ci| →M . Además para escalas más finas, j ≥ i,
hj : Sd |Cj | →M es una subtriangulación rectiĺınea con inclusión af́ın h–1

i ◦hj : Sd |Cj | → Sd |Ci|.
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A cada escala i describimos parcialmente la información correspondiente a la 2−forma de
curvatura de conexiones módulo gauge mediante:

La forma discreta de curvatura: Es decir mediante espacios afines Ωi de las 2−cocadenas
cerradas ωi en el complejo simplicial Sd |Ci|, con clase de cohomoloǵıa h∗i e ∈ H2 (Sd |Ci|,Z).

La ventaja es que están bien definidas las evaluaciones de ωi ∈ Ωi, en superficies simpliciales,
U ⊂ M , contenidas en el 2−esqueleto hi(Sd |C(2)

i ). Para j ≥ i las inclusiones de 2−esqueletos
hj(Sd |Ci|(2)) ⊂ hi(Sd |Cj |(2)) inducen aplicaciones de ”engrosamiento”

πji : Ωj → Ωi,

las cuales permiten definir 2−cocadenas a escala i a partir de 2−cocadenas ωj a escala más fina
j ≥ i. En el ĺımite proyectivo Ω←− = lim←−Ωi, se puede definir

Curv : A/G? → Ω←−

tal que a dos formas de curvatura distintas FA 6= FA
′

le asigna secuencias de 2−cocadenas
distintas Curv(FA) 6= Curv(FA

′
). Por ello podemos considerar a Ω←− como un espacio de 2−formas

de curvatura generalizadas.

D. Evaluación de la curvatura El espacio af́ın Ω←− tiene además la cualidad de admitir
medidas positivas. De hecho, al considerar una métrica riemanniana g en M podemos definir
medidas gaussianas ρ. Tanto las leyes de la f́ısica como los invariantes de la geometŕıa en el
contexto de las conexiones de un haz principal, se construyen a partir la evaluación de las
2−formas de curvatura,

∫
U F

A. Con esta intención, para cada superficie lineal a pedazos U ⊂M ,
podremos definir una función af́ın FU definida casi dondequiera en Ω←−, para la cual

FU
(
Curv(FA)

)
=
∫
U
FA.

La función af́ın, FU ∈ L2
(

Ω←−, ρ
)

es la observable asociada a la evaluación de la curvatura en la
superficie U . La representación de esta observable requiere una elección de escalas. Sin embargo,
la representación no depende de la elección de escalas, sino de la clase de isomorfismo de la
estructura lineal a pedazos. La construcción sólo es posible con la condición técnica regularidad
respecto a la métrica riemanniana.

E. Nuestra aportación Primero describiremos el contexto en el que se insertan nuestros
resultados. En una primera instancia, se introdujeron observables importantes en las teoŕıas
cuánticas de campos de gauge en la red, correspondientes a los lazos de Wilson, [Wi]. Estas ob-
servables emplean el hecho de que las holonomı́as describen completamente las conexiones, ver
[Ba2]. Posteriormente, en la cuantización de lazos, Ashtekar y Lewandowski, en [AL], introduje-
ron una estructura de ĺımite proyectivo en continuo, correspondiente a un espacio de conexiones
generalizadas A/G?. Por otro lado, un elemento central de la teoŕıa cuántica de campos es el
proceso de renormalización de Wilson [Wi], pero este proceso se formula en términos de escalas
de medición que se definen usando un fondo métrico. La estructura del ĺımite continuo que re-
sulta cuando se considera el ĺımite de la escala de medición más fina posible, es también la de un
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ĺımite proyectivo. Siguiendo esta ĺınea de pensamiento, Zapata et. al. [MMZ], [MOWZ], emplea
una noción de escala asociada a descomposiciones celulares Ci de poliedros, para luego describir
holonomı́as hom (PCi,?, G) donde PCi,? es un grupo de lazos en 1−esqueletos Sd |Ci|(1). El co-
rrespondiente ĺımite proyectivo A/G?←−−−

, permite recuperar valores esperados de la teoŕıa cuántica

de lazos. En todo este desarrollo el ingrediente esencial de la descripción de una conexión a una
escala fija, es la holonomı́a, pero no es evidente la descripción de la evaluación de la curvatura
de una superficie a partir de las holonomı́as.

En este punto entra en escena nuestra aportación, la cual se puede desglosar en las siguientes
propuestas:

Nosotros adoptamos la noción de escalas E de [MMZ], para proponer el espacio de 2−cocadenas
cerradas de clase de cohomoloǵıa e, en el complejo simplicial Sd |Ci|,

Ωi.

De esta manera a cada escala consideramos las evaluaciones de curvatura de ωi en super-
ficies simliciales U ⊂ M de Sd |Ci|, en lugar de la evaluación de holonomı́as, como se ha
venido haciendo desde los lazos de Wilson. Aunque es bien conocido el empleo numérico
de formas discretas, creemos que su uso expĺıcito en el contexto de la cuantización de lazos
no se ha explotado en la literatura.

La consideración de este espacio Ωi es pertinente porque a diferencia de las propuestas
previas, es posible reconstruir el haz principal (p,E,M) a partir de las evaluaciones de la
curvatura. Cosa que no ocurre con la evaluación de la holonomı́a, ver [DZ].

A partir de la inclusión de 2−esqueletos hi(Sd |Ci|(2)) ⊂ hj(Sd |Cj |(2)), proponemos una
aplicación de ”engrosamiento” de escalas

πji : Ωj → Ωi.

El engrosamiento permite construir 2−cocadenas cerradas en Ωi a partir de 2−cocadenas
cerradas ωj ∈ Ωj a escala más fina j ≥ i.

Describimos condiciones generales para construir medidas ρ en el espacio de medida

Ω←− := lim←−Ωi.

Ejemplificamos la construcción de medidas considerando medidas gaussianas ρ asociadas
a métricas riemannianas g en M .

Exhibimos cómo la evaluación de la curvatura en una superficie U ⊂M es una observable
en este contexto ya que queda descrita como una función af́ın

FU = ĺım
i→∞

FUi ,

definida casi dondequiera en Ω←−. Esta función se obtiene como el ĺımite L2 de evaluaciones
FUi en aproximaciones simpliciales Ui de la superficie U a escalas cada vez más finas,
i→∞. La convergencia queda garantizada por la condición de regularidad de las escalas
respecto a la métrica riemanniana g.



5

La inclusión de 1−esqueletos hi(Sd |Ci|(1)) ⊂ hj(Sd |Cj |(1)) permite definir la inclusión de
PCi,?, los lazos en el primero de ellos, dentro de PCi,?, los lazos en el segundo de ellos, es
decir permiten obtener el ”engrosamiento” de holonomiás

πji : hom
(
PCj ,?, G

)
→ hom (PCi,?, G)

descrito en [MMZ]. Con ello podemos dar una relación expĺıcita entre evaluaciones de la
curvatura Ωi y holonomı́as hom (PCi,?, G). Aśı podemos relacionar nuestro ĺımite proyecti-
vo Ω←− con el ĺımite proyectivo A/G?←−−−

de [MMZ], para posteriormente describir una relación

con el espacio de conexiones generalizadas, A/G?, de la cuantización de lazos. Aśı podre-
mos describir valores esperados en la teoŕıa cuántica de lazos a partir de nuestra teoŕıa,
este procedimiento no lo incluimos en este trabajo.

Cuando es válida la condición técnica de regularidad respecto a la métrica riemanniana
g, entonces probamos un resultado de independencia. A saber, la observable asociada a la
evaluación de la curvatura en una superficie no depende de la sucesión de escalas adoptada
sino exclusivamente de la clase de isomorfismo de la estructura lineal a pedazos considerada
sobre M .

La exposición resumida de esta tesis aparece en [DZ2]. Algunos resultados preliminares como
la descripción del espacio Ωi ya aparece publicada en [DZ].

F. Descripción de caṕıtulos Los caṕıtulo 1 y 2 no contienen resultados originales ya que
consisten en una descripción concisa del lenguaje básico que empleamos en los demás caṕıtulos.
Los caṕıtulos 3, 4 y 5, contienen resultados originales y la aportación descrita en el párrafo
anterior.

En el caṕıtulo 1, describimos el lenguaje básico que empleamos a lo largo de la tesis. No
contiene resultados originales. Principalmente nos ocupamos en definir poliedros y estructuras
lineales a pedazos en una variedad, recordamos algunos conceptos de conexiones suaves en un
haz principal y nos encargamos de definir el espacio de conexiones generalizadas empleado en la
cuantización a la lazos. Asimismo recordamos las principales propiedades del espacio de cone-
xiones generalizadas A/G?. Damos algunas definiciones y terminoloǵıa de teoŕıa de la medida y
también de formas discretas de un complejo simplicial.

En el caṕıtulo 2, tampoco hay resultados originales. Definimos en qué consiste una elección
E de escalas, según 2.4. Siguiendo la sección 2.2 de [MMZ], describimos para cada escala las
conexiones ”Ci−planas”, ver definición 2.13.

Nuestra aportación en este contexto es describir el espacio de estas conexiones, hom (PCi,?, G),
mostrando que PCi,? es isomorfo al grupo fundamental del 1−esqueleto hi

(
Sd |Ci|(1)

)
, ver

teorema 2.24. Debido a la inclusión de 1−esqueletos hi(Sd |Ci|(1)) ⊂ hj(Sd |Cj |(1)), se tie-
nen inclusiones de PCi,? en PCj ,? y por tanto aplicaciones de ”engrosamiento” de holonomı́as
πji : hom

(
PCj ,?, G

)
→ hom (PCi,?, G), ver (2.12). Ello brinda la estructura necesaria para definir

el ĺımite proyectivo, A/G?←−−−
, ver (2.13). El ĺımite proyectivo de las conexiones C−planas se yuxta-

pone al espacio de conexiones generalizadas, A/G?. El lema 2.20 exhibe las relaciones entre estos
espacios, en particular existe cierta aplicación β : A/G? → A/G?←−−−

, ver el diagrama conmutativo

(2.14).
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En el caṕıtulo 3, comenzamos a escribir resultados originales. Describimos a detalle los espa-
cios de configuraciones Ωi, los cuales consisten en todos los posibles flujos de curvatura evaluados
en superficies simpliciales, ver (3.1). En el espacio af́ın Ωi están bien definidas las observables
asociadas a flujos de curvatura en superficies simpliciales. Estas observables están dadas por
funciones afines Fσki , k = 1, . . . ,dim Ωi, ver su definición en (4.3).

Por otro lado, las aplicaciones de engrosamiento

πji : Ωj → Ωi,

ver (2.12), consisten en considerar flujos a través de superficies simpliciales a escala fina j, como
flujos a través de superficies simpliciales a escala más gruesa i ≤ j. De esta manera podemos
considerar el ĺımite proyectivo, Ω←−. Ω←− es un espacio af́ın provisto de una aplicación en el continuo
de conexiones C−planas A/G?←−−−

, ver teoremas 3.11, 3.14.

En el caṕıtulo 4 el resultado principal es el teorema 4.13, el cual afirma que es posible
construir medidas gaussianas ρ, a partir de una forma de área en M asociada a una métrica
riemanniana g.

En el caṕıtulo 5 nos ocupamos de definir funciones afines FU , definidas casi dondequiera en
Ω←−. Estas funciones extienden la evaluación de la curvatura FA en una superficie lineal a pedazos
U ⊂M , ver definición 5.1.

Un primer paso es describir a detalle la aproximación simplicial Ui de una superficie lineal a
pedazos U en cada escala i ∈ N, ver definición 5.9. La evaluación FUi : Ωi → R en las superficies
simpliciales se extiende a una función af́ın FU,i en Ω←−. El segundo paso es tomar el ĺımite

FU = ĺım
i→∞

FU,i

en L2
(

Ω←−, ρ
)

, ver lema 5.19. En este punto es de importancia crucial la condición técnica de
regularidad de las escalas respecto a la métrica, referida en el punto 3 al inicio de esta introduc-
ción. El teorema 5.22 afirma que tal representación del operador multiplicativo F̂U , (5.19), es
posible en el espacio de L2

(
Ω←−, ρ

)
. Por su parte el teorema 5.26 afirma que la representación es

independiente de la elección de escalas E , siempre y cuando la sucesión de escalas E sea regular
respecto a la métrica. En el caso particular dimM = 2, el soporte de ρ está contenido en un
espacio de Banach Ωva ⊂ Ω←−, ver teorema 5.28.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo es un compendio de nociones generales y los conceptos básicos que emplearemos
a lo largo de este trabajo. Ninguno de lo resultados presentados en este caṕıtulo son originales.

Siguiendo las ideas de [AL] definimos las conexiones generalizadas en la categoŕıa lineal a
pedazos, para ello procedemos de acuerdo a los siguientes puntos:

1. Definiremos una estructura lineal a pedazos compatible con la estructura suave en una
variedad M .

2. Definiremos la relación de equivalencia módulo retrazo y reparametrización de trayectorias
cerradas basadas en un punto fijo ? ∈M , lineales a pedazos. El conjunto de dichas clases
de equivalencia constituirá el grupo de lazos de holonomı́a lineales a pedazos

P?.

3. Recordaremos las definiciones y propiedades básicas de conexiones A en un haz principal
(E, p,M) con fibra difeomorfa a un grupo de Lie compacto G y base M . Recordaremos las
definiciones de grupo de gauge G, el grupo de gauge G? que fija la fibra p−1(?), el cociente
de las conexiones módulo gauge A/G?, aśı como la holonomı́a y la curvatura asociadas a
una conexión.

4. Definiremos una conexión generalizada como una colección de holonomı́as para cada clase
de un trayectoria lineal a pedazos, γ ∈ P?. Es decir, el espacio de conexiones generalizadas,
será el espacio

hom (P?, G)

con una topoloǵıa (de Tychonoff). A/G? está contenida en hom (P?, G).

Finalizaremos este caṕıtulo con una serie de apéndices para completar el lenguaje básico de
teoŕıa de la medida y formas discretas que requeriremos a lo largo de nuestro trabajo.

1.1. Variedades lineales a pedazos

Recordamos tres conceptos básicos: complejo simplicial, realización geométrica y poliedro, ver
por ejemplo [Ha], para nociones de complejos simpliciales. Ver [BY] para nociones de poĺıtopos,
y [Li], [Rs] sección 1.6, para más detalles sobre estructuras lineales a pedazos.

7
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Un complejo simplicial (abstracto) K es un conjunto cuyos elementos se llaman vértices
provisto de una colección especial de subconjuntos, llamados simplices o simplejos. Los vértices
son simplejos y cualquier subconjunto de un simplejo es un simplejo.

Un simplejo que consta de n + 1 vértices σ = {x0, . . . , xn} es un simplejo de dimensión n.
La dimensión del complejo simplicial es la dimensión del simplejo dentro del complejo simplicial
que tiene dimensión máxima. Supondremos que nuestros complejos simpliciales son de dimensión
finita. Una aplicación simplicial es una función f : K1 → K2, tal que para cada simplejo σ
de K1, la imagen f(σ), es un simplejo de K2.

Consideraremos complejos simpliciales localmente finitos, es decir, aquellos cuyos vértices
pertenecen a un número finito de simplejos. El d−esqueleto de un complejo simplicial K, consta
de la unión de los simplejos de dimensión menor o igual a d y se denota K(d).

Dado un simplejo σ ⊂ K, la realización geométrica de dicho simplejo es el conjunto de
funciones

|Kσ| =

{
s : K → [0, 1] |

∑
x∈K

s(x) = 1, sop s ⊂ σ

}
donde sop s es el soporte de la función. Consideramos la unión disjunta sobre los simplejos
tσ|Kσ|; dados s, s′ ∈ tσ|Kσ| decimos que s ∈ |Kσ| es equivalente a s′ ∈ |Kσ′ |, s ∼K s′ si
son la misma función s = s′ : K → R. Definimos la realización geométrica del complejo
simplicial K como

|K| :=
⊔
σ

|Kσ|/ ∼K .

Podemos considerar en cada |Kσ| la topoloǵıa dada por la distancia

distσ(s1, s2) :=
√∑
x∈σ

(s1(x)− s2(x))2. (1.1)

Consideramos la unión disjunta tσ|Kσ| con la topoloǵıa inducida. Entonces tenemos una topo-
loǵıa en el cociente |K|.

Definimos el simplejo estándar de dimensión k, como

∆k := {(t0, . . . , tk) ∈ Rk+1 |
k∑
i=0

ti = 1, ti ≥ 0} ⊂ Rk+1.

Para un simplejo de dimensión k, σ = {x0, . . . , xk}, podemos considerar funciones (no únicas)
de la forma,

φσ : |Kσ| → ∆k

dadas por
φσ(s) := (s(x0), . . . , s(xk)) .

La cual es una aplicación biyectiva; además φσ es homeomorfismo pues distσ(s1, s2) coincide con
la distancia euclidiana entre φσ(s1), y φσ(s2) en Rk+1. Decimos que φσ(s) es la coordenada
baricéntrica de s.

La célula de dimensión k > 0 asociada a un simplejo σ ⊂ K, dimσ = k, es un subconjunto
de |Kσ|, definido por

{s ∈ |Kσ| | s(x) 6= 0∀x ∈ σ} ⊂ |Kσ|,
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Definiremos las células de dimensión 0 como los vértices. Se sigue inmediatamente que la cerra-
dura de una célula es el simplejo |Kσ| que la contiene.

Consideremos una aplicación simplicial f : K1 → K2, es decir, tal que la imagen de un
simplejo σ = {x0, . . . , xk} ⊂ K1 es otro simplejo σ′ = {y0, . . . , yl} ⊂ K2. Entonces existe una
aplicación entre las dos realizaciones geométricas, |K1| y |K2|, |f | : |K1| → |K2|, dada por

(|f |(s)) (ya) =
∑

xb∈f−1(y)

s(xb), para cada s ∈ |Kσ|, y para ya ∈ f(σ).

Diremos que |f | es una aplicación simplicial entre las realizaciones geométricas. Usando
coordenadas baricéntricas, se tiene que la aplicación φσ′ ◦ |f | ◦ (φσ)−1 : ∆k → ∆l,

φσ′ ◦ |f | ◦ (φσ)−1 (t0, . . . , tk) :=

 ∑
xi0∈f−1(y0)

ti0 , . . . ,
∑

xik∈f
−1(yk)

tik

 ,

es una aplicación af́ın por tanto es una aplicación continua. Dos realizaciones geométricas son
isomorfas si existe una aplicación biyectiva simplicial con inversa simplicial.

Dada una realización geométrica |K|, la subdivisión baricéntrica de |K|, es la realización
geométrica Sd |K| de otro complejo simplicial SdK. El complejo simplicial, SdK tiene como
vértices los simplejos de K, los simplejos de SdK son familias de simplejos de K, {σ0, . . . , σr},
que satisfacen σ0 ⊂ · · · ⊂ σr.

Un poĺıtopo convexo τ de dimensión k, es la intersección acotada de interior no vaćıo

τ = ∩ni=1L
+
i ⊂ R

k

de un número finito de semiespacios correspondientes a hiperplanos afines Li ⊂ Rk.
Una cara ξ ⊂ τ del poĺıtopo τ , es la intersección con semiplanos

Li1 ∩ · · · ∩ Lis ∩ τ.

Con esta definición, la intersección ξ1 ∩ ξ2 ⊂ τ de dos caras ξ1, ξ2 ⊂ τ es otra cara. Notemos que
los vértices corresponden a intersecciones que constan de un sólo punto {x} = Li1∩· · ·∩Lis . Una
cara de un poĺıtopo está contenida en el espacio af́ın Li1 ∩ · · · ∩ Lis y mediante una traslación
corresponde a un poĺıtopo en un subespacio vectorial de Rk.

Consideremos una unión disjunta de poĺıtopos, ti∈Iτi, sea

F = {ξi | i ∈ J}

el conjunto formado por todos los poĺıtopos τi con i ∈ I, y por todas las caras ξ ⊂ τi. Conside-
remos una relación de equivalencia

RP ⊂ F × F

que consista de parejas (ξi, ξj), tales que:

1. dim ξi = dim ξj .

2. La restricción RP ∩
(
Fξi ∩ Fξj

)
define una biyección del conjunto Fξi de las caras de ξi en

el conjunto Fξj de las caras de ξj
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3. Si ξi, ξj son dos caras de un mismo poĺıtopo τi y si están relacionadas, (ξi, ξj) ∈ RP ,
entonces ambas caras coinciden, es decir, ξi = ξj .

Una relación de equivalencia, RP , con las caracteŕısticas mencionadas, permite definir ”pe-
gados” de las caras de la siguiente manera: Supongamos que para cada (ξi, ξj) ∈ RP , existen
funciones afines biyectivas fξi,ξj : ξi → ξj , que satisfacen las siguientes condiciones:

1. fξi,ξi = idξi .

2. fξj ,ξi = f−1
ξi,ξj

.

3. Para cada (ξi, ξj),∈ RP , y para cada pareja de caras ξ′i ⊂ ξi, ξ′j ⊂ ξj , que se corresponden
de tal manera que (ξ′i, ξ

′
j) ∈ RP , se tiene que fξ′i,ξ′j es restricción de fξi,ξj en ξ′i.

4. Para (ξi, ξj), (ξj , ξl) ∈ RP , se tiene fξj ,ξl ◦ fξi,ξj = fξi,ξl , donde el dominio de las funciones
consideradas es f−1

ξi,ξj
(ξj)

Definimos x ∼P y para x, y ∈ ti∈Iτi, si existe (ξi, ξj) ∈ RP y fξi,ξj : ξi → ξj , tales que
fξi,ξj (x) = y.

La relación ∼P es una relación de equivalencia. La reflexividad se sigue de la condición 1 y
la simetŕıa de la condición 2. Para la transitividad consideremos x ∼P y con x ∈ ξi, y ∈ ξj y
(ξi, ξj) ∈ RP , y y ∼P z con y ∈ ξs, z ∈ ξt y (ξs, ξt) ∈ RP . Entonces existe una cara ξ′i ⊂ ξi que
se corresponde biyectivamente con una cara ξ = ξs ∩ ξj ⊂ ξj , con (ξ′i, ξ) ∈ RP . También existe
una cara ξ′t ⊂ ξt que se corresponde biyectivamente con la cara ξ ⊂ ξs, con (ξ, ξ′t) ∈ RP . Como
x ∼P y, se tiene

fξ,ξ′t ◦ fξ′i,ξ(x) = fξs,ξt |ξ
(
fξi,ξj |ξ′i (x)

)
= fξs,ξt |ξ (y) = z.

Por lo tanto
fξ′i,ξ′t(x) = z,

es decir, x ∼P z.

Definición 1.1. Consideramos para cada poĺıtopo τi la topoloǵıa heredada del espacio af́ın Rk
que lo contiene. Un poliedro será el espacio cociente

P =
⊔
i∈I

τi/ ∼P .

Denotamos la función de clase de equivalencia como:

ηP : tiτi → P.

Notemos que no habrá dos caras de un mismo poĺıtopo identificadas en el poliedro P . La
dimensión del poliedro es la dimensión máxima de un poĺıtopo de la cubierta. Supondremos
también que los poliedros son localmente finitos, es decir, solo un número finito de poĺıtopos
pasa por cada punto. Todo poliedro compacto consta de un número finito de poĺıtopos.

Consideremos una realización geométrica de un complejo simplicial |K|, y un homeomorfismo,
f : |K| → P , tal que la imagen de un simplejo |Kσ| está contenida en la imagen de un poĺıtopo
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ηP (τ) ⊂ P , donde ηP :
⊔
i∈I τi → P es el paso al cociente. Además supongamos que para una

pareja (σ, τ) existe una aplicación af́ın f(σ,τ) : ∆k → τ tal que conmuta el diagrama

|Kσ|

φσ
��

f // P

∆k
f(σ,τ) // τ

ηP

OO

cuando tomamos coordenadas baricéntricas φσ : |Kσ| → ∆k ⊂ Rk+1. Diremos entonces que la
pareja (|K|, f) del complejo simplicial |K| y el homeomorfismo f : |K| → P es una triangula-
ción rectiĺınea de un poliedro P . Si el contexto es claro diremos simplemente que |K| es una
subtriangulación rectiĺınea del poliedro P .

Notemos que si |Kσ′ | ⊂ |K| es otro simplejo y τ ′ otro poĺıtopo tales que |Kσ| ∩ |Kσ′ | 6= ∅
tiene imagen contenida en τ ∩ τ ′ 6= ∅, entonces conmuta el diagrama

∆k′

φ−1
σ′

%%LLLLLLLLLL

f(σ′,τ ′) // τ ′

|Kσ| ∩ |Kσ′ |
φσ

yyrrrrrrrrrr f
// ηP (τ ∩ τ ′)

η−1
P

::uuuuuuuuuu

∆k
f(σ,τ) // τ

ηP
ddIIIIIIIIII

f(τ,τ ′)

OO .

Como f(σ,τ), f(τ,τ ′) son afines, entonces f(σ′,τ ′) = f(τ,τ ′) ◦ f(σ,τ) ◦ φσ ◦ φ−1
σ′ , también es af́ın.

Rećıprocamente, supongamos que para cada simplejo |Kσ| de una triangulación |K| existe
un poĺıtopo τ de un poliedro P y una función af́ın f(σ,τ) : |Kσ| → τ . Supongamos que si
|Kσ| ∩ |Kσ′ | 6= ∅, entonces ηP (τ) ∩ ηP (τ ′) y además f(σ′,τ ′) = f(τ,τ ′) ◦ f(σ,τ) ◦ φσ ◦ φ−1

σ′ . Entonces
está bien definida una función f : |K| → P y además esta función es una triangulación rectiĺınea
del poliedro P .

Proposición 1.2. Todo poliedro tiene al menos una triangulación rectiĺınea.

Demostración. Consideremos el poliedro P = ti∈Iτi/ ∼P , sea

η : ti∈Iτi → P

la proyección en clases de equivalencia. Definamos la familia de poĺıtopos J formado por los
τi, i ∈ I y todas sus caras ξ ∈ τi. Para cada poĺıtopo ξ ∈ J , dim ξ > 0 consideremos un punto xξ
al interior de ξ de tal manera que xξ ∼P xξ′ si (ξ, ξ′) ∈ RP . Si ξ es un vértice definimos xξ = ξ.
Diremos que xξ es un baricentro de ξ.

Consideremos el complejo simplicial KF asociado al conjunto F formado por las imágenes
ρξ de los poĺıtopos de ξ ∈ J .

F := {ρξ ⊂ P | ρξ = η(ξ), ξ ∈ J }.

Un k−simplejo σ ⊂ KF es una colección ordenada por la inclusión {ρξ0 ⊂ · · · ⊂ ρξk} ⊂ KF , con
ρξl = η(ξl), l = 0, . . . , k. Para cada simplejo σ definamos

fσ,ξk : |Kσ| → ξk
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por la fórmula

fσ,ξk(s) =
k∑
l=0

s (ρξl)xξl ∈ τk, ρξl = η(ξl).

La aplicación fσ,ξk está bien definida ya que
∑k

l=0 s(ρξl) = 1, s(ρξl) ∈ [0, 1].
La aplicación fσ,ξk es inyectiva. En efecto supongamos que fσ,ξk(s) = fσ,ξk(s′), y sea tl :=

s (ξl)− s′ (ξl), entonces tenemos la ecuación

k∑
l=0

xξltl = 0 ∈ Rk, (1.2)

que se traduce en k ecuaciones para {t0, . . . , tk}. Además se tiene la condición
∑k

l=0 s(ρξl) =
1 =

∑k
l=0 s

′(ρξl), la cual implica que

k∑
l=0

tl = 0, tl ∈ [−1, 1]. (1.3)

Entonces de las ecuaciones (1.2) y (1.3) obtenemos k ecuaciones dadas por

k∑
l=1

(xξl − xξ0)tl = 0 ∈ Rk.

Como dim ξk ≥ k, entonces xξl − xξ0 ∈ Rk son vectores independientes, por lo tanto t1 = · · · =
tk = 0. Luego también t0 = 0. Esto prueba la inyectividad de fσ,ξk .

Ahora probemos que fσ,ξk define una inclusión fσ,ξk : |Kσ| → P . Supongamos que (ξi, ξj) ∈
RP entonces existe una aplicación af́ın fξi,ξj : ξi → ξj . Consideremos todas las caras de ξi,
Fξi = {ξ′k | k = 0, . . . , r}, y sean ξ′′k = fξi,ξj (ξ

′
k) la colección Fξj de todas las caras de ξj .

Consideremos s ∈ |Kσ|. Para los baricentros tendremos xξ′k = f−1
ξi,ξj

(
xξk′′

)
para toda k = 0, . . . , r,

de donde:

fσ,ξj (s) =
r∑

k=0

s
(
η(ξ′′k)

)
xξ′′k =

r∑
k=0

s
(
η
(
ξ′′k
))
fξi,ξj

(
xξ′k

)
=

= fξi,ξj

(
r∑

k=0

s
(
η(ξ′′k)

)
xξ′k

)
.

Como η(ξ′k) = η(ξ′′k), entonces tendremos

fσ,ξj (s) = fξi,ξj

(
r∑

k=0

s
(
η(ξ′k)

)
xξ′k

)
= fξi,ξj (fσ,ξi(s)) .

Es decir, está bien definida la aplicación fσ(x) = η ◦ fσ,ξi(x),

fσ : |Kσ| → P.
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Consideremos dos simplejos σ, σ′ ∈ KF , σ = {ρξ0 ⊂ · · · ⊂ ρξk} , σ′ =
{
ρξ′0 ⊂ · · · ⊂ ρξ′r

}
. Sean

s ∼KF s′, con s ∈ |Kσ|, s′ ∈ |Kσ′ |, dos representantes del mismo punto en |KF | = tσ|Kσ|/ ∼KF .
Entonces como s, s′ definen la misma función extendida sKF = s′KF : KF → R,. Si consideramos
el los soportes coinciden σ′′ = sop s = sop s′ ⊂ σ ∩ σ′. Por lo que

fσ(s) = η (fσ,ξk) = η
(
fσ,ξk ||Kσ′′ |

)
= η

(
fσ′′,ξk

)
=
(
fσ′′,ξ′r

)
= η

(
fσ′,ξ′r

)
= fσ(s′).

Con esto concluimos que está bien definida la aplicación continua en el cociente f ([s]KF ) =
η (fσ,ξk), donde [·]KF es la clase de equivalencia de ∼KF :

f : |KF | =
⊔
σ

|Kσ|/ ∼KF−→ P

es continua pues fσ,ξk son afines y continuas (con inversa continua).
Es inyectiva porque dada fσ,ξk , y dados dos puntos s, s′ ∈ tσ|Kσ|, s, s′ están en la misma

clase s ∼KF s′ si y sólo si η(fσ,ξk(s)) = η(fσ′,ξ′r(s)). En efecto ya hemos visto s ∼KF s′ implica
fσ,ξk(s) ∼P fσ′,ξr(s). Para la otra implicación supongamos que fσ,ξk(s) ∼P fσ′,ξr(s), entonces
tomemos σ′′ = σ′ ∩ σ y ξ = ξk ∩ ξr, entonces

fσ,ξk(s) ∼P fσ′,ξr(s) ∼P fσ′′,ξ(s)

esto implica que tiene una única imagen inversa de la forma s ∈ |Kσ′′ | que a su vez extiende a
una única función sKF : KF → R que da lugar a una única clase [s]KF ∈ |KF |.

Es sobreyectiva: Consideremos un poĺıtopo ξi y sea z ∈ η(ξi) ⊂ P , con x = η−1(z) ∈ ξi.
Queremos probar que z tiene imagen inversa f−1(z).

Caso 1. Si x es un vértice de ξi ó el baricentro xξi del poĺıtopo. Entonces para el simplejo
σ = {z}, fσ,ξi(z) = fσ,ξi(|Kσ|) = x, y por tanto z está en la imagen de f .

Caso 2. El punto x ∈ ξi no es un vértice ni tampoco x 6= xξi . Haremos la prueba por
inducción sobre la dimensión del poĺıtopo ξi. La base de inducción dim ξi = 0 está contenida en
e caso 1. Supongamos que la afirmación de sobreyectividad es cierta para todo ξ de dimensión
dim ξ < m = dim ξi.

Consideremos la recta
` = {xτi + rx, | r ∈ R} ⊂ Rm.

El conjunto convexo ` ∩ ξi ⊂ ξi, es acotado, por que es un segmento xξi + rx, a ≤ r ≤ b, donde
xa = xξi + ax, xb = xξi + bx están en las caras ξa, ξb respectivamente de ξi. Por lo tanto, ó bien
x está en el intervalo que une xa con xξi , ó bien x está en el intervalo que une xξi con xb. Es
decir, ó bien

x = λxξi + (1− λ)xa, (1.4)

ó bien
x = λxξi + (1− λ)xb,

con 0 ≤ λ ≤ 1. Por hipótesis de inducción aplicada a alguna de las caras ξ′ ⊂ ξ de dimensión
dim ξ′ < dim ξi, se tiene que xa ó xb está en la imagen de f . Supongamos que x′ ∈ {xa, xb}
está en la cara ξ′ de ξi. Entonces para cierto simplejo σ′ = {ρξ′0 ⊂ · · · ⊂ ρξ′n} ⊂ KF , con ξ′k caras
de ξi, tendremos fσ,ξ′(s′) = x′, con s′ ∈ |Kσ′ |. Es decir, haciendo λk := s′(ρξ′k) tendremos:

x′ = λnxξ′i + λn−1xξ′n−1
+ · · ·+ λ1xξ′1 + λ0xξ′0 ,

n∑
k=0

λk = 1; dimσ = n < dim ξi (1.5)
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donde se tienen las caras ξ′0 ⊂ ξ′1 ⊂ · · · ⊂ ξ′n−1 ⊂ ξ′n ⊂ ξi, con baricentros xξ′k ∈ ξ
′
k, k = 0, . . . , n.

Sustituyendo en (1.4) tendremos

x′ = λx+ (1− λ)
(
λnxξ′i + λn−1xξ′n−1

+ · · ·+ λ1xξ′1 + λ0xξ′0

)
= λxξi + (1− λ)λnxξ′i + · · ·+ (1− λ)λ0xξ0 .

Si definimos

s(y) :=
{

(l − λ)λk = (1− λ)s′(y), y = xξ′k
λ y = xξi

donde σ = σ′ ∪ ξi, entonces tendremos fσ,ξi(s) = x. Esto prueba la sobreyectividad.
Finalmente es homeomorfismo pues la inversa se construye a partir de las inversas continuas

f−1
σ,ξi

.

Definición 1.3. El complejo simplicial |KF | y la aplicación af́ın fKF → P descritos en la pro-
posición 1.2 anterior definen una triangulación rectiĺınea llamada triangulación baricéntrica
del poliedro P . Denotamos el complejo simplicial |KF | por

SdP.

Notemos que si P es un poliedro isomorfo a un complejo simplicial |K|, la triangulación
baricéntrica del poliedro SdP es isomorfa como poliedro a la triangulación baricéntrica del
complejo simplicial Sd |K|.

Definición 1.4. Una aplicación continua entre dos poliedros, f : P → Q, es una aplicación
lineal a pedazos, si existen triangulaciones rectiĺıneas (|KP |, hP : |KP | → P ) y (|KQ|, hQ :
|KQ| → Q), de P y Q respectivamente; tales que la aplicación entre realizaciones geométricas

h−1
Q ◦ f ◦ hP : |KP | → |KQ|

es una aplicación simplicial. Dos poliedros son isomorfos si existe un homeomorfismo que es una
aplicación lineal a pedazos entre ellos.

En particular todo complejo simplicial es un poliedro y una aplicación simplicial entre ellos,
también es una aplicación lineal a pedazos.

Consideremos dos poliedros P = ti∈Iτi, Q = tj∈Jτ ′j , y un homeomorfismo f : P → Q.
Supongamos que para todo poĺıtopo τi que define P existe un poĺıtopo τ ′j que constituye Q, tal
que f(ηP (τi)) ⊂ ηQ(τ ′j), y además se tienen diagramas conmutativos

P
f // Q

τi

ηP

OO

fτi,τ ′j // τ ′j

ηQ

OO

donde fτi,τ ′j son aplicaciones afines. Supongamos que ηQ(τ ′j) es unión de imágenes de poĺıtopos
en Q; es decir,

f−1
(
ηQ(τ ′j)

)
= ηP (τi1) ∪ · · · ∪ ηP (τin).
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Diremos que P es subpoliedro de Q.
Observemos que una triangulación baricéntrica SdP del poliedro P , dada en la definición

1.3, es un subpoliedro de P .

Definición 1.5. Una célula c de un poliedro P= ti∈Iτi/ ∼P , es la imagen bajo la proyección
η : ti∈Iτi → P ,

1. ó bien del interior de un poĺıtopo convexo τi, c = η(τi),

2. ó bien del interior de alguna de sus caras ξj ⊂ τi, c = η(ξj),

3. ó bien de un vértice x ∈ τi, c = η(x).

La dimensión de la célula es ó la dimensión del poĺıtopo, ó de la cara correspondiente, ó 0 según
el caso.

Teorema 1.6. La relación definida por el isomorfismo es una relación de equivalencia para el
conjunto de todos los poliedros.

Para ello verifiquemos las propiedades de reflexividad, simetŕıa y transitividad de la relación.

1. Reflexividad: La identidad trivialmente es lineal a pedazos.

2. Simetŕıa: Dado un homeomorfismo lineal a pedazos f : P → Q, consideremos una trian-
gulación hP : |KP | → P tal que h−1

Q ◦ f ◦ hP : |KP | → |KQ| es una aplicación simplicial en
cada simplejo de |KP |, entonces la imagen de cada k−simplejo σ de |KP | es un k−simplejo
σ′ de |KQ|. La función inversa h−1

P ◦ f−1 ◦ hQ es una aplicación simplicial, la imagen de σ′

es σ.

3. Transitividad: Consideremos dos homeomorfismos lineales a pedazos f, g y el diagrama
conmutativo

P
f // Q

g // R

|KP |

hP

OO

hPQ // |KQ|

hQ
>>||||||||

|K ′Q|
h′Q

``BBBBBBBB
hQ′R // |KR|

hR

OO

Para demostrar la transitividad recurrimos a la proposición 1.9, más adelante cuya prueba
requiere de la siguiente defnición.

Definición 1.7. Dada una triangulación h : |K| → P decimos que un complejo simplicial |K1|
y un homeomorfismo f : |K1| → |K| es una subtriangulación o un refinamiento de la
triangulación h : |K| → P si para todo simplejo |Kσ1 | ⊂ |K1| existe otro simplejo |Kσ| ⊂ |Kσ|,
tal que f(|Kσ1 |) ⊂ |Kσ| y diagramas conmutativos

|Kσ1 |
f //

φσ1
��

|Kσ|

φσ
��

∆k1
f(σ1,σ) // ∆k

donde f(σ1,σ) son aplicaciones afines, y donde φσ, φσ1 son coordenadas baricéntricas.
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Lema 1.8. Dado un refinamiento f : |K1| → |K|, de una triangulación rectiĺınea h : |K| → P ,
el homeomorfismo h ◦ f : |K1| → P es a su vez una triangulación rectiĺınea de P .

Demostración. En efecto, ya que para cada simplejo |Kσ1 | ⊂ |K1| se tienen simplejos |Kσ| ⊂ |K|
y un poĺıtopo τi para P , con aplicaciones

|Kσ1 |
f //

φσ1
��

|Kσ|

φσ
��

h // P

∆k1
f(σ1,σ) // ∆k

h(σ1,τi) // τi

ηP

OO

como la composición h(σ1,τi) = h(σ1,τi) ◦ f(σ1,σ) es af́ın, y entonces se tienen diagramas conmuta-
tivos

|Kσ1 |
h◦f //

φσ1
��

P

∆k1
h(σ1,τi) // τi

ηP

OO

Es decir h ◦ f : |K1| → P es una triangulación rectiĺınea de P .

Proposición 1.9. Dadas dos triangulaciones rectiĺıneas hQ : |KQ| → Q y h′Q : |K ′Q| → Q de
un poliedro Q, existe una triangulación rectiĺınea h : |KF | → Q que es refinamiento común de
ambas. Es decir, existe un complejo simplicial |KF | y subtriangulaciones f ′Q : |KF | → |K ′Q| y
fQ : |KF | → |KQ| tales que conmuta el siguiente diagrama

Q

|K ′Q|

h′Q

<<xxxxxxxxx
|KQ|

hQ

bbFFFFFFFFF

|KF |
f ′Q

bbEEEEEEEE fQ

<<yyyyyyyyy

.

Por el lema 1.8, h = hQ ◦ fQ = h′Q ◦ f ′Q es un homeomorfismo que define una triangulación
rectiĺınea de Q.

Demostración. Consideramos |KQ| y |K ′Q| como dos triangulaciones del poliedro

Q =
⊔
j∈J

τj/ ∼Q .

Consideremos la familia de intersecciones no vaćıas de imágenes de simplejos,

F :=
{
ρ(σ,σ′) = h′Q(|Kσ′ |) ∩ hQ(|Kσ|) 6= ∅ | |Kσ| ⊂ |KQ|, |Kσ′ | ⊂ |K ′Q|,

}
.

La aplicación fQ : |KQ| → Q es una triangulación del poliedro Q. Para cada simplejo
|Kσ| ⊂ |KQ|, elegimos coordenadas baricéntricas φσ : |Kσ| → ∆k. Entonces para cada poĺıtopo
τj ⊂ Rm que define el poliedro Q con f(|Kσ|) ⊂ ηQ(τj), está bien definida una aplicación af́ın

h(σ,τj) : ∆k ⊂ Rk+1 → τj ⊂ Rkj
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tal que η ◦ h(σ,τj) = hQ ◦ φ−1
σ ,

Q τj
ηQoo

|Kσ|
φσ //

hQ

OO

∆k

h(σ,τj)

OO .

Aqúı ηQ : τj → Q es la aplicación que toma la clase tj∈Jτj/ ∼Q= Q. Consideramos la realización
geométrica |KF | del complejo KF en el que los simplejos Kσ consisten en conjuntos ordenados
por la inclusión

Kσ =
{
ρ(σ1,σ′1) ⊂ · · · ⊂ ρ(σn,σ′n)

}
⊂ KF .

Dado un simplejo |Kσ| ⊂ |KF |, como arriba, cada punto s ∈ |Kσ| define una función s : Kσ →
[0, 1] con

∑n
k=1 s

(
ρ(σk,σ

′
k)

)
= 1.

Consideremos ó bien puntos interiores x(σk,σ
′
k) ∈ ρ(σk,σ

′
k), ó bien vértices x(σk,σ

′
k) = ρ(σk,σ

′
k) si

ρ(σk,σ
′
k) es un punto, para k = 1, . . . , n. Entonces por ser hQ un homeomorfismo existe un único

s(σkσ
′
k) ∈ |Kσn | ⊂ |KQ|, tal que hQ

(
s(σkσ

′
k)

)
= x(σkσ

′
k), definamos la función f(σ,σn) : |Kσ| →

|Kσn |, por,

f(σ,σn)(s) =
n∑
k=1

s
(
ρ(σk,σ

′
k)

)
· s(σk,σ

′
k).

Si consideramos las coordenadas baricéntricas φσ : |Kσ| → ∆m0 , φσn : |Kσn | → ∆mn , tendremos
que

φσn ◦ f(σ,σn) ◦ φ−1
σ

(
t0, . . . , tkn0

)
=

n∑
k=1

tk · φσn
(
s(σk,σ

′
k)

)
.

es af́ın.
Para cada dos simplejos Kσ1 ,Kσ2 ⊂ KF , tales que Kσ3 = Kσ1 ∩ Kσ2 6= ∅, se tiene que

f(σ3,σn3) = f(σ1,σn1) ||Kσ3 |, por lo tanto está bien definida la aplicación fQ : |KF | → |KQ| tal
que conmutan los diagramas

|Kσ|
fQ // |Kσn |

∆m0

φ−1
σ

;;wwwwwwww

φσn◦f(σ,σn)◦φ−1
σ

// ∆mk

φ−1
σn

ccHHHHHHHHH

La función fQ es inyectiva: Supongamos que
∑n

k=1 tk·φσn
(
s(σk,σ

′
k)

)
=
∑n

k=1 t
′
k·φσn

(
s(σk,σ

′
k)

)
con

∑n
k=1 tk =

∑n
k=1 t

′
k = 1; entonces como en el conjunto de vectores φσn

(
s(σk,σ

′
k)

)
, k =

1, . . . , n, hay n − 1 vectores linealmente independiente (recordemos que s(σk,σ
′
k) son puntos in-

teriores de caras de dimensión k − 1 del simplejo |Kσ|). Por lo tanto tk = t′k = 0 (para un
argumento más detallado ver la demostración de la inyectividad en la proposición 1.2).

La función fQ es sobreyectiva: Todo simplejo |Kσ| ⊂ |KQ| se descompone como unión de
intersecciones

hQ (|Kσ|) =
⋃

|Kσ′ |⊂|K′Q|

(
h′Q(|Kσ′ |)

)
∩ (hQ (|Kσ|)) .
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Entonces para todo x ∈ P, existen simplejos |Kσ1 | ⊂ |KQ| y |Kσ′1
| ⊂ |K ′Q| tales que

x ∈ hQ (|Kσ1 |) ∩ h′Q
(
|Kσ′1
|
)
.

Sea y1 = h−1
Q (x) y y′1 = (h′Q)−1(x). Si y1 = s(σ1,σ′1), entonces se define s : KF → [0, 1] dada

por s(ρ(σ1,σ′1)) = 1, y nula en otro lado. En este caso fQ(s) = y1. Si y1 6= s(σ1,σ′1) entonces por
convexidad existe un λ1 > 0 tal que, ó bien,

y2 = λ1y1 + (1− λ1)s(σ1,σ′1) ∈ |Kσ2 | ⊂ |Kσ1 |,

ó bien,
y′2 = λ1y

′
1 + (1− λ1)s(σ′1,σ1) ∈ |Kσ′2

| ⊂ |Kσ′1
|,

donde |Kσ2 | ⊂ |Kσ1 |, |Kσ′2
| ⊂ |Kσ′1

| son caras de dimensión menor, y donde s(σ′1,σ1) = h′q(x(σ1,σ′)) ∈
|K ′Q|.

Procediendo por analoǵıa, tenemos una colección de parejas de simplejos (σ1, σ
′
1), . . . , (σn, σ′n),

con dimensiones decrecientes

mı́n(dimσ1, dimσ′1) > · · · > mı́n(dimσn, dimσ′n); |Kσn | ⊂ · · · ⊂ |Kσ1 |; |Kσ′n | ⊂ · · · ⊂ |Kσ′1
|;

tales que ó bien yk = s(σk,σ
′
k), ó bien y′k = s(σ′k,σk), ó bien existe λn > 0 con

yk+1 := λkyk + (1− λk)s(σk,σ
′
k) ∈ |Kσk+1

| ⊂ |Kσk |,

ó
y′k+1 := λky

′
k + (1− λk)s(σ′k,σk) ∈ |Kσ′k+1

| ⊂ |Kσ′k
|.

Por lo tanto podemos suponer que para algún n ∈ N, se tiene que ó bien yn = s(σn,σ′n), ó bien
y′n = s(σ′n,σn), ó bien yn es un vértice de |KQ| ó de |K ′Q| (es decir mı́n(dimσn,dimσ′n) = 0), en
cuyo caso también se tiene yn = s(σn,σ′n), ó bien y′n = s(σ′n,σn). Haciendo sustituciones sucesivas
y despejando y1, y

′
1 se tienen coeficientes ak, a′k tales que

y1 =
n∑
k=1

aks(σk,σ
′
k), y

′
1 =

n∑
k=1

a′ks(σ′k,σk).

Inductivamente se puede probar que
∑n

k=1 ak = 1 con 0 ≤ ak ≤ 1.

Sea σ ⊂ KF el simplejo
{
ρ(σn,σ′n) ⊂ · · · ⊂ ρ(σ1,σ′1)

}
, entonces si s(ρ(σk,σ

′
k)) := ak se tendrá f(σ,σ1)(s) =

y1. Y también si definimos s′(ρ(σ′k,σk)) = a′k, tendremos f(σ,σ′1)(s′) = y′1 (notemos que como con-
juntos ρ(σk,σ

′
k) = ρ(σ′k,σk). Esto prueba la sobreyectividad.

La aplicación fQ es biyectiva y es af́ın por lo tanto es homeomorfismo.
La aplciación fQ : |KF | → |KQ| es un refinamiento de la triagulación hQ : |KQ| → Q.

Análogamente se define un refinamiento f ′Q : |KF | → |K ′Q| de la triangulación hQ : |K ′Q| → Q.
Finalmente se tiene que hQ ◦ fQ(s) = h′Q ◦ f ′Q(s′) = x.

Demostración del teorema 1.6. Considerando |KF | como subtriangulación de P con h : |KF | →
P dada por hP ◦h−1

PQ ◦fQ, se verifica que h◦g ◦f ◦h−1
R : |KF | → |KR| es un homeomorfismo af́ın,

considerando la triangulación inducida en la imagen es un homeomorfismo af́ın. Esto prueba
finalmente la transitividad de la relación de isomorfismo de estructuras lineales a pedazos.
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Ahora consideramos las tres categoŕıas de estructuras inducidas en una variedad: triangula-
ción, estructura simplicial y estructura lineal a pedazos. Consideramos una variedad topológica
M . Una triangulación de M , es una descomposición, M = ∪σσ, donde cada σ es homeomorfo a
algún simplejo canónico, ∆k ⊂ Rk+1; y cada vez que dos simplejos de la descomposición tienen
intersección no vaćıa, ∂σ ∩ ∂σ′ 6= ∅, entonces dicha intersección es unión de simplejos y cada
simplejo σ′′ ⊂ ∂σ ∩ ∂σ′ pertenece también a la descomposición. Dos triangulaciones son equiva-
lentes si hay un homeomorfismo h : M → M que lleva los simplejos de una descomposición en
un simplejo de la otra descomposición. Una estructura simplicial de M es un complejo simplicial
K y un homeomorfismo f : |K| → M . Dos estructuras simpliciales, fi : |Ki| → M, i = 1, 2, son
isomorfas; si la aplicación f2◦f−1

1 : |K1| → |K2|, es una aplicación simplicial. Serán equivalentes,
si |K1|, |K2|, son isomorfos como complejos simpliciales.

Definición 1.10. Una estructura lineal a pedazos (P, f) de una variedad topológica M
es un poliedro P y un homeomorfismo f : P → M . Dos estructuras lineales a pedazos, fi :
Pi → M, i = 1, 2, son isomorfas si la aplicación f2 ◦ f−1

1 : P1 → P2 es una aplicación lineal
a pedazos. Dos estructuras lineales a pedazos son equivalentes si P1, P2 son isomorfos como
poliedros. Dadas dos variedades M1,M2, con estructura lineal a pedazos, fi : Pi →Mi; diremos
que una aplicación continua f : M1 →M2, es una aplicación lineal a pedazos entre las variedades
M1 y M2, si f2 ◦ f ◦ f−1

1 es una aplicación lineal a pedazos de poliedros.

Si M tiene estructura C∞, ver [KS], diremos que la estructura lineal a pedazos, f : P →
M , es compatible con la estructura C∞, si para todo simplejo σ de alguna triangulación
rectiĺınea del poliedro P , t : |K| → P , al considerar un simplejo |Kσ|, la aplicación en el cerrado
f ◦t◦φ−1

σ : ∆k →M , es una inmersión diferenciable no singular, donde dimσ = k y φσ : |σ| → ∆
es la coordenada baricéntrica del simplejo |σ|.

Notación. Dado un homeomorfismo f : |K| →M , diremos que la imágen f(|Kσ|) ⊂M , de la
realización de un simplejo |Kσ| ⊂ |K|, es un simplejo en M . Con un abuso de notación, en lo
sucesivo denotaremos las imágenes de los simplejos |Kσ| en M como,

σ = f(|Kσ|) ⊂M.

Análogamente al considerar una estructura lineal a pedazos f : P → M , diremos que las
imágenes f(e) de células e ⊂ P son células en M .

1.2. Conexiones generalizadas

En esta sección definiremos las conexiones generalizadas en la categoŕıa lineal a pedazos.
Para ver la construcción de conexiones generalizadas ver por ejemplo [AL], [ALMMT], [AMMT],
[Ba2], [Th], [Le], como referencia básica.

Consideramos M una variedad con una estructura lineal a pedazos (P, f), f : P → M .
Consideramos trayectorias lineales a pedazos, l : [0, 1]→M , es decir suponemos que existe:

1. una partición (estructura lineal a pedazos del intervalo), 0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1,

2. una triangulación rectiĺınea f : |K| → P del polliedro P
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3. para cada intervalo [ti−1, ti] de la partición un simplejo |Kσ| ⊂ |K| de la triangulación
rectiĺınea, para el cual φσ ◦ f−1 ◦ l : [ti−1, ti] → ∆k es inyeciva af́ın o constante para una
coordenada baricéntrica φσ : |Kσ| → ∆k.

Denotamos como L al conjunto de trayectorias linales a pedazos inyectivas o constantes.
Decimos que l′ ∈ L es reparametrización de l ∈ L si existe τ : [0, 1] → [0, 1], τ(0) =

0, τ(1) = 1, lineal a pedazos creciente con inversa lineal a pedazos, tal que l′(t) = l(τ(t)).
Se define la composición de dos trayectorias m1,m2 ∈ L, cuando m1(1) = m2(0) como

la trayectoria m1 ·m2, dada por

m2 ·m1(t) :=

{
m1 (2t) , 0 ≤ t ≤ 1/2
m2 (2t− 1) , 1/2 ≤ t ≤ 1

. (1.6)

Para verificar que
m1 ·m2 ∈ L,

consideramos dos particiones 0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1, 0 = s0 < s1 < · · · < sM = 1, y dos
triangulaciones f1 : |K1| → P , f2 : |K2| → P con dos simplejos |Kσ1 | ⊂ |K1|, |Kσ2 | ⊂ |K2|.

Supongamos que para las coordenadas φσ1 : |Kσ1 | → ∆k1 ⊂ Rk1+1, φσ2 : |Kσ2 | → ∆k2 ⊂
Rk2+1, son tales que φσ1 ◦ f−1

1 ◦ m1 : [ti−1, ti] → ∆k1 , φσ2 ◦ f−1
2 ◦ m2 : [sj−1, sj ] → ∆k2 son

afines inyectivas o constantes para i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M . Por la proposición 1.9 existe una
triangulación h1 : |KF | → |K1|, h2 : |KF | → |K2|, tal que conmuta el diagrama

P

|K1|

f1

;;wwwwwwwww
|K2|

f2

ccGGGGGGGGG

|KF |
h1

bbFFFFFFFF

h2

<<xxxxxxxx

Para verificar que m1 · m2 es una trayectoria lineal a pedazos consideramos la triangulación
f1 ◦ h1 : |KF | → P , y una partición, 0 = z0 < z1 < · · · < zL = 1, la cuál es refinamiento de la
partición

0 <
t1
2
< · · · < tN−1

2
<

1
2
<

1 + s1

2
< · · · < 1 + sM−1

2
< 1,

tal que (f1◦h1)−1◦m1 ·m2 : [zl−1, zl]→ |KF | tiene imagen contenida en un simplejo |Kσ| ⊂ |KF |.
El intervalo [zl−1, zl] está contenido en algún intervalo ó bien de la forma [ti−1, ti], ó bien de la
forma [sj−1, sj ]. Entonces ó bienm1·m2(z) = m1(2z), ó bienm1·m2(z) = m2(2z−1), en cuyo caso
se tiene una función af́ın φσ1◦f−1

1 ◦m1·m2 : [zl−1, zl]→ ∆k1 , ó φσ2◦f−1
1 ◦m1·m2 : [zl−1, zl]→ ∆k2 .

En cualquier caso se tiene una función af́ın

h−1
1 ◦ f

−1
1 ◦m1 ·m2 : [zl−1, zl]→ |KF |, ó h−1

2 ◦ f
−1
2 ◦m1 ·m2 : [zl−1, zl]→ |KF |.

Esto prueba que m1 ·m2 ∈ L.
También para cada l ∈ L se define la trayectoria inversa l−1 ∈ L como

l−1(t) := l(1− t).
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Consideramos un punto fijo ? ∈ M y las trayectorias l que comienzan y terminan en ?, es
decir l(0) = l(1) = ?, denotamos dicho conjunto como L?. Este conjunto no es un grupo pues
la operación de composición de trayectorias no es asociativa. Si consideramos el conjunto de
clases de L? módulo reparametrización, entonces la composición de trayectorias si es asociativa.
Definiendo la trayectoria identidad como aquel que tiene imagen constante ?, no es posible definir
el inverso de por ejemplo una trayectoria de la forma l = l−1

1 · l1, por ello tampoco obtenemos
una estructura de grupo.

Decimos que l′ ∈ L es un retrazo simple de l ∈ L, si existen l1, l2,m ∈ L y 0 < t′ < 1 tales
que

l = l2 · l1, l′ = l2 ·m−1 ·m · l1

Definición 1.11. l′ ∈ L es un retrazo de l ∈ L, l ∼ l′, si existe una secuencia finita

l = l0, l1, · · · , lN = l′

donde li+1 es reparametrización o retrazo simple de li o viceversa. La relación ∼ es una relación
de equivalencia.

Definición 1.12. El grupo de lazos de holonomı́a lineales a pedazos en M basados en
?, es el conjunto de trayectorias lineal a pedazos cerradas, basadas en ?, módulo retrazo y/o
reparametrización, es decir, consideramos el conjunto

P? := L?/ ∼ .

La operación de grupo es la composición de dos trayectorias, γ2 · γ1 = [l1 · l2], γ1 = [l1], γ2 = [l2],
y el inverso es γ−1 = [l−1], γ = [l] ∈ P?. Dado un grupo de Lie compacto G, el conjunto de
conexiones generalizadas es el conjunto de todos los homomorfismos algebraicos del grupo
de lazos de holonomı́a en el grupo G, es decir,

hom (P?, G) .

Verifiquemos que la operación de grupo está bien definida: supongamos que [l1] = [l′1] = γ1,
y que [l2] = [l′2] = γ2, entonces existen dos secuencias

l(1,0) = l1, l(1,1), . . . , l(1,n) = l′1; l(2,0) = l2, l(2,1), . . . , l(2,m) = l′2,

donde dos trayectorias consecutivas son retrazos simples o reparametrizaciones. Como l1 ∼ l2
entonces también l(1,1) · l2 ∼ l1 · l2, y sucesivamente

l′1 · l2 = l(1,n) · l2 ∼ l(1,n−1) · l2 ∼ · · · ∼ l(1,1) · l2 ∼ l1 · l2.

Y también por analoǵıa se tiene

l′1 · l′2 = l′1 · l(2,m) ∼ l′1 · l(2,m−1) ∼ · · · ∼ l′1 · l(2,0) = l′1 · l2.

Por lo tanto l1 · l2 = l′1 · l′2.
Verifiquemos las propiedades de grupo:
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1. Asociatividad: Sean γ = [l], γ′ = [l′], γ′′ = [l′′] ∈ P?. Si l1(t) es una parametrización de
(l · l′) · l′′, entonces

l1(t) =


l (4t) , 0 ≤ t ≤ 1/4
l′ (4t− 1) , 1/4 ≤ t ≤ 1/2
l′′ (2t− 2) , 1/2 ≤ t ≤ 1

de donde con una reparametrización adecuada

t(s) =


2s, 0 ≤ s ≤ 1/2
s− 1/4, 1/2 ≤ s ≤ 3/4
2s− 1/2, 3/4 ≤ s ≤ 1

.

Podemos obtener una parametrización l2(s) = l1(t(s)),

l2(s) =


l (2s) , 0 ≤ s ≤ 1/2
l′ (4s− 2) , 1/2 ≤ s ≤ 3/4
l′′ (4s− 3) , 3/4 ≤ s ≤ 1

para l · (l′ · l′′).

2. Definimos la identidad idP? = [l] ∈ P?, como la clase de l donde l = l0, l1, · · · , lN = l?, con
l?, la trayectoria constante dada por

l?(t) = ?, 0 ≤ t ≤ 1.

Entonces para cualquier trayectoria l′, se tiene que l′ · l es equivalente módulo retrazo a
l′ · l?, la cual módulo reparametrización es equivalente a l′.

3. Para cada γ = [l] ∈ P?, definimos el inverso γ−1 =
[
l−1
]
. Trivialmente verificamos que la

composición l · l−1 es equivalente módulo retrazo a la trayectoria constante l?.

1.3. Conexiones suaves en un haz principal

La motivación de considerar el conjunto de conexiones generalizadas hom (P?, G), ha sido
extender el espacio de conexiones diferenciables módulo gaugeA/G? en un haz principal (p,E,M)
con grupo G. Esto lo describiremos en la sección siguiente.

Supongamos que M es una variedad de clase C∞. Supongamos que (p,E,M), es un haz
fibrado principal, p : E → M , con fibra un grupo de Lie compacto p−1(x) ∼= G para todo
x ∈ M . Denotamos g el álgebra de Lie de G. Para más nociones básicas sobre conexiones en
haces principales ver por ejemplo [Bl], [Sp] caṕıtulo 8, [CD], [N], y resultados adicionales en
[Moo].

La aplicación
y · g = Rg(y),

denota la acción por la derecha de g ∈ G en E. La identificación de los espacios tangentes a las
fibras Typ−1(x), p(y) = x se hace mediante la derivada DRg,

DRg : Typ−1(x)→ Ty·gp
−1(x),
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Además hay un isomorfismo canónico de cada uno de los espacios tangentes a las fibras álgebra
de Lie g, que identifica a X ∈ Typ−1(x) con X̂ ∈ g,

X ↔ X̂,

de tal manera que

X =
d

dt

(
y · exp

(
tX̂
))
|t=0

Una conexión del haz principal (p,E,M), se define como una 1-forma g-valuada, ϕ, de E, tal
que

1. Para todo y ∈ E, y X̂ ∈ g, se tiene

X̂ = ϕy

(
d

dt

(
y · exp(tX̂)

)
|t=0

)
.

2. Son 1−formas invariantes bajo la acción adjunta de G, es decir,

ϕy·g (DRg·) = Adg−1 [ϕy(·)] ;

donde Adg : g → g es la representación adjunta de G en g, que proviene de tomar la
derivada en la identidad id ∈ G, D(Adg) |id, de la acción adjunta Ad de G en G,

Adg : G → G
g′ 7→ gg′g−1 .

El conjunto de conexiones de un haz principal se denota por A. Denotamos Λk(E, g) como
el conjunto de k−formas g−valuadas, τ , que satisfacen

1. Para todo y ∈ E, y X̂ ∈ g, se tiene τy(X) = 0.

2. τg·y(DRg·) = Adg−1τy(·)

Se tiene la siguiente caracterización del conjunto de conexiones suaves de un haz principal.

Teorema 1.13 ([Bl]). Sea ϕ0 ∈ A una conexión fija, entonces existe una biyección Λ1(E, g)↔
A, dada por τ 7→ ϕ0 + τ . Como Λ1(E, g) es un espacio vectorial, A tiene una estructura af́ın
bien definida.

Consideremos una trayectoria lineal a pedazos l : [0, 1] → M , suponiendo que la estructura
lineal a pedazos de M es compatible con la estructura C∞. Consideremos un punto fijo en la
base, x ∈ M , y un punto fijo en su fibra, y0 ∈ p−1(x0). Consideremos una conexión ϕ ∈ A,

entonces existe una única trayectoria
∼
ly0 : [0, 1]→ E, tal que

1.
∼
ly0 es levantamiento de l, es decir

p

[
∼
ly0 (t)

]
= l(t).



24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

2. Tiene velocidad horizontal respecto a la conexión A, es decir,

ϕ ∼
ly0 (t)

(
d

dt

∼
ly0 (t)

)
= 0.

Se define la traslación paralela a lo largo de l, desde x0 = l(0) hasta x1 = l(1), como la aplicación
Holϕ,y0,x0,x1(l) : p−1(x0)→ p−1(x1), definida como

Holϕ,y0,x0,x1(l) :=
∼
ly0 (1) (1.7)

Consideremos una trayectoria cerrada l basada en un punto fijo ? sobre la base, ? = l(0) = l(1).
Consideremos un punto fijo sobre la fibra y? ∈ p−1(?). Al sustituir ? = x0 = x1 en (1.7) se define
la holonomı́a de la conexión a lo largo de l, como

Holϕ,y? : L? → p−1(?), Holϕ,y?(l) := Holϕ,y?,?,?(l) =
∼
ly? (1).

Como G actúa transitivamente en las fibras, entonces existe g ∈ G tal que
∼
ly? (1) = y? · g.

Entonces la función
∼
ly? (1) 7→ g, permite definir

holϕ,y? : L? → G

Se verifica que
holϕ,y?·g = g−1holϕ,y?g

El grupo de gauge G del haz principal (p,E,M) es el grupo de difeomorfismos f : E → E,
que preservan fibras p = p ◦ f , y que conmutan con la acción de G, f(y · g) = f(y) · g. Se define
el subgrupo G? ⊂ G como el conjunto de transformaciones de gauge f tales que f(y) = y para
todo y ∈ p−1(?). Para todo y ∈ p−1(?) definimos g? ∈ G a partir de la ecuación, y · g? = f(y).
Consideremos la acción de los grupos G y G? en las 1−formas g−valuadas:

f∗ϕy(X) = ϕf(y) (Df(X)) , X ∈ Typ−1(?).

para f ∈ G.

Proposición 1.14. f∗ϕ es también una conexión.

Demostración. 1. Verifiquemos que f∗ϕ deja invariantes los campos vectorales tangentes a
las fibras que provenientes de vectores en el álgebra e Lie g:

f∗ϕy

(
d

dt

(
y · exp(tX̂) |t=0

))
= ϕf(y)

(
Df

(
d

dt

(
y · exp(tX̂) |t=0

)))
=

= ϕf(y)

(
f(y) · d

dt

(
exp

(
tX̂
)
|t=0

))
= ϕf(y)

(
d

dt

(
f(y) · exp(tX̂) |t=0

))
= X̂, X̂ ∈ g.

2. Verifiquemos que son 1−formas invariantes bajo la acción adjunta:

f∗ϕy·g(DRg(X)) = ϕf(y)·g (Df(DRg(X))) = ϕf(y)·g (DRg(Df(X))) =

= Adg−1

[
ϕf(y)(Df(X))

]
= Adg−1

[
f∗ϕy(X)

]
.

Por lo tanto f∗ϕ ∈ A.
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Entonces podemos describir la acción en la holonomı́a como

holϕ,y = holf∗ϕ,y·g? ,

para f ∈ G?; donde f(y) = y · g?, p(y) = ?. En particular, para f ∈ G? y para y? ∈ p−1(?) fijo,
tendremos que holϕ,y? = holf∗ϕ,y? .

Por la identificación del teorema 1.13, está bien definida la acción de G y G? en Λ1(E, g) por
lo que se tiene una biyección de las clases A/G? en las clases Λ1(E, g)/G?.

La curvatura de una conexión ϕ ∈ A, es la aplicación bilineal antisimétrica g-valuada,
ω ∈ Λ2(E, g),

ωy : TyE × TyE → g,

definida como
ω := dϕ+ϕ ∧ϕ.

En esta definición, el producto alternante

α ∧ β = α⊗ β − β ⊗α,

de 1−formas g−valuadas, es una 2−forma que toma valores en el haz vectorial Λ2g de vectores
antisimétricos del espacio vectorial de productos tensoriales g⊗2. La derivada exterior de una
1−forma g−valuada, α, se define en sus componentes como una 2−forma g−valuada. Expĺıci-
tamente si consideramos una base ê1, . . . , ên, de g, y si consideramos la descomposición

α =
n∑
k=1

αkêk,

donde αk son 1−formas en E, αk ∈ C∞
(
E,Λ1T ∗E

)
, entonces

dα :=
n∑
k=1

(dαk) êk.

Se demuestra que la en esta definición dα no depende de la elección de la base ê1, . . . , ên.
El grupo de Gauge también actúa en las formas de curvatura.

Lema 1.15 (Lema 5.2. en [N]). Si ω es la curvatura de una conexión ϕ, y si f ∈ G, actúa según
f(y) = y · g con g ∈ G, para p(y) = x, x ∈M, y ∈ p−1(x), entonces

(f∗ω)y =
(
Adg−1 ◦ ωy·g

)
◦DRg.

Consideremos trivializaciones del haz principal (p,E,M), es decir, consideremos una cubierta
abierta Vα para M , para la cual están bien definidas secciones del haz principal

sα : Vα → p−1(Vα) ∼= Vα ×G.

Notemos que s∗αE define un G−haz principal sobre Vα. Denominamos a la sección sα como
gauge local del haz principal.
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Dada una conexión ϕ ∈ A del haz principal, definimos el potencial local de gauge en Vα,
como la 1−forma g−valuada,

Aα := s∗αϕ ∈ Λ1 (Vα, g) ,

La colección de 1−formas g valuadas no necesariamente define una 1−forma en la base del haz
principal M . Consideremos un punto en la intersección de dos abiertos x ∈ Vα∩Vβ 6= ∅, entonces
existe un g ∈ G, tal que

sα(x) · g = sβ(x).

Definimos las funciones de transición como las aplicaciones,

gαβ : Vα ∩ Vβ → G,

tales que sα(x) · gαβ(x) = sβ(x).

Teorema 1.16 (Teorema 5.1.1 en [N]). Consideremos el haz principal (p,E,M) con fibra G,
y sea Vα una cubierta abierta de la base M con secciones sα : Vα → p−1(Vα). Supongamos que
Vα ∩ Vβ 6= ∅, y sean gαβ : Vα ∩ Vβ → G, las funciones de transición. Entonces

Aβ = Adg−1
αβ
◦Aα + g∗αβθ

donde θg : TgG→ g es la forma canónica de Cartan en G definida por

θg(X̂) :=
[
D(Lg−1)(g)

]
(X̂), X̂ ∈ g

Lg es la acción por traslación izquierda en G, Lg(g′) = g · g′. Usando una notación de grupos
de matrices tendremos

Aβ = g−1
αβAαgαβ + g−1

αβdgαβ. (1.8)

Para la curvatura ω de una conexión ϕ, se definen 2−formas g−valuadas FAα , en los abiertos
Vα, correspondientes a las trivializaciones sα : Vα → p−1(Vα),

Fα := s∗αω.

Denominamos campos locales de fuerza a las 2−formas g−valuadas, FAα ∈ C∞ (Vα, g).

Teorema 1.17 (Teorema 5.2.3 en [N]). Consideremos el haz principal (E, p,M) con fibra G,
y sea Vα una cubierta abierta de la base M con secciones sα : Vα → p−1(Vα). Supongamos que
Vα ∩ Vβ 6= ∅, y sean gαβ : Vα ∩ Vβ → G, las funciones de transición. Entonces

Fβ = Adg−1
αβ
◦ Fα. (1.9)

Como en grupos de matrices Adg(A) = gAg−1, entonces podemos escribir la identidad (1.9)
como

Fβ = g−1
αβFαgαβ.
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Nos concentramos ahora en el caso de un grupo G abeliano, espećıficamente en G = U(1).
Entonces, el teorema 1.17 implica que en la intersección Vα∩Vβ, de dos trivializaciones, se tiene

Fα = Fβ.

Es decir, la colección de 2−formas locales g−valuadas en M , Fα, que son los campos de fuerza
locales, define una 2−forma g−valuada global en la base M , ver [Bl], [Moo] página 18. Denotamos
dicha forma como

F ∈ C∞ (M, g) ,

Como g =
√
−1R en el caso G = U(1), entonces F es una 2−forma imaginaria, es decir

FA := −
√
−1F ∈ C∞

(
M,Λ2T ∗M

)
es una 2−forma real, a la que llamamos 2−forma (real) de curvatura de la conexión ϕ. El
supeŕındice A hace énfasis en que FA depende de la colección de potenciales locales de gauge,

A = {Aα}.

Además localmente se tiene
FAα = −

√
−1dAα,

por lo que las 2−formas de curvatura son cerradas.
La clase de cohomoloǵıa de De Rham, es un invariante del haz principal (p,E,M) con fibra

U(1), ver [N]. En efecto, para dos conexiones ϕA
1
,ϕA

2
, se tiene

FA
1

α − FA
2

α = −
√
−1d

(
A1
α −A2

α

)
,

debido a los cambios de coordenadas (1.8), se tiene que las secciones aα = A1
α − A2

α definen
1−formas a en la base M y por lo tanto FA

1

α − FA2

α = −
√
−1daα. Por lo tanto, se tiene que

e ∈ H2 (M,R), la clase de cohomoloǵıa real con valores en los enteros

e :=
1

2π
[
FA
]
∈ H2 (M,R) .

es un invariante topológico del haz principal. A este invariante se le concoce como clase de
Euler.

Para clasificar las conexiones en un haz principal (pE,M) con fibra U(1). Consideramos el
siguiente teorema.

Teorema 1.18 (Teorema de Clasificación de Conexiones Unitarias, [Moo] página 31). Para un
haz vectorial complejo unitario π : L→M en una variedad compàcta M , existe una biyección

A/G? ↔ U(1)b1 × (Λ2M)e.

donde (Λ2M)e ⊂ C∞
(
M,Λ2T ∗M

)
, es el espacio de las 2−formas cerradas que representan la

clase de Euler e del haz vectorial. El entero positivo b1 es el rango de la 1−homoloǵıa libre
singular de M , H1(M).
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Para ver la definición de conexiones unitarias y clase de Euler en un haz vectorial unitario
π : L → M , ver por ejemplo [Moo] sección 1.5. En particular notamos que tienen los haces
vectoriales complejos unitarios tienen funciones de transición en U(1), por lo que existe una
correspondencia biyectiva entre estos haces y los haces principales con grupo U(1). También al
comparar los potenciales locales Aα, notamos que existe una correspondencia biyectiva entre
conexiones untitarias en el haz vectorial unitario y las conexiones en el haz principal con fibra
U(1).

Por lo tanto, para un haz principal (E, p,M), sobre una variedad compacta M , con grupo
de Lie G = U(1), existe una biyección

A/G? ↔ U(1)b1 × (Λ2M)e.

donde (Λ2M)e ⊂ C∞
(
M,Λ2T ∗M

)
, son las 2−formas que representan la clase de Euler e del

haz principal. El entero positivo b1 es el rango de la 1−homoloǵıa singular de M , H1(M).
Para construir la aplicación biyectiva A/G? → U(1)b1 × (Λ2M)e, se considera una colección

fija de trayectorias lineales a pedazos cerradas fijas l1, . . . , lb1 . Suponemos que las clases de
homoloǵıa [l1], . . . , [lb1 ] ∈ H1(M) son generadoras de la parte libre. Entonces para cada conexión
módulo Gauge [ϕ] ∈ A/G?, se consideran las holonomı́as holϕ,y?(l1), . . . , holϕ,y?(lb1), a lo largo
de todas las trayectorias lk.

Por otro lado se considera se considera para cada [ϕ], su 2−forma de curvatura FA. En
particular si el haz principal es trivial, e = 0 y en este caso la colección de potenciales locales
de gauge, Aα, define una 1−forma imaginaria global

A ∈ C∞ (M, g) ,

cuya derivada sirve para definir la 2−forma de curvatura mediante,

FA = −
√
−1dA.

También en el caso abeliano se tiene una simplificación para la descripción de A/G, ver [Moo]
página 29, pues se tiene una biyección,

A/G ↔ A/G?.

Supondremos que G es un grupo de Lie compacto y conexo.

Lema 1.19. 1. Para trayectorias l′, l′′ ∈ L?, se tiene holϕ,y?(l′ · l′′) = holϕ,y?(l′) · holϕ,y?(l′′).

2. Para cualquier trayectoria l ∈ L?, holϕ,y?(l−1) = holϕ,y?(l)−1.

Demostración. 1. Consideremos una conexión fija ϕ ∈ A. Consideremos dos trayectorias l′, l′′

con puntos inicial y final ? y sus respectivos levantamientos
∼
l′y? ,

∼
l′′z? donde tomamos punto

fijo y? ∈ p−1(?) y el punto z? =
∼
l′y? (1) = y? · g′.

Entonces para los puntos finales se tiene
∼
l′y? (1) = y? · g′,

∼
l′′z? (1) = z? · g′′ donde g′, g′′ ∈ G.

Con esto podemos considerar el levantamiento de l = l′′ · l′,
∼
ly?=

∼
l′′z? ·

∼
l′y? para el cual se

tiene punto final
∼
ly? (1) =

∼
l′′z? ·

∼
l′y? (1) = z? · g′′ =

(
y? · g′

)
· g′′ = y? ·

(
g′g′′

)
.

Por lo tanto holϕ,y?(l′ · l′′) = holϕ,y?(l′) · holϕ,y?(l′′).



1.4. APÉNDICE: K−FORMAS DISCRETAS EN COMPLEJOS SIMPLICIALES 29

2. Consideramos el levantamiento
∼
l−1
z? de l−1, donde z? es el punto final del levantamiento

∼
ly? . Entonces

∼
l−1
z? =

∼
ly?
−1

. Si
∼
ly? (1)y? · g, entonces

∼
l−1
z? (1) = y? = z? · g−1. Por lo tanto,

holϕ,y?(l−1) = holϕ,y?(l)−1.

Proposición 1.20. Dos lazos lineales a pedazos l, l′ ∈ L? definen la misma holonomı́a si son
equivalentes módulo retrazo y/o reparametrización, [l] = [l′] ∈ P?. Por lo tanto, está bien definida
la aplicación

holy? : A/G? → hom (P?, G)
[ϕ] 7→ holϕ,y?

Demostración. La prueba en la categoŕıa suave está contenida en el teorema de representación
de [Ba2] pág. 1178, y [Le] teorema 4.4. En el la categoŕıa anaĺıtica dentro de [AL] sección A.1
página 2182.

En la categoŕıa lineal a pedazos que es la que nosotros consideramos, podemos seguir los
mismos argumentos de [Ba2] sección 2.1.2. Supongamos que l1 ∼ l2, con [l1] = [l2] ∈ P? entonces
l1 · l−1

2 es equivalente módulo retrazo a la trayectoria constante l? = ?. Un ejercicio de ecuaciones
diferenciales verifica que dos trayectorias l, l′ ∈ L? equivalentes bajo reparametrización, definen
la misma holonomı́a. Consideremos una secuencia finita l0, l1, . . . , lN donde l1 · l−1

2 = lN , l0 = l?
y donde cada pareja lk, lk+1 es equivalente módulo reparametrización y/o retrazo simple para
k = 0, . . . , N−1. Gracias a que según el lema 1.19, holϕ,y?(l′ ·l′′) = holϕ,y?(l′) ·holϕ,y?(l′′) y a que
holϕ,y?(l−1) = holϕ,y?(l)−1 para l, l′, l′′ ∈ L, se tiene que idG = holϕ,y?(l1 · l−1

2 ). En consecuencia

idG = holϕ,y?(l1 · l−1
2 ) = holϕ,y?(l1) · holϕ,y?(l−1

2 ) = holϕ,y?(l1) · holϕ,y?(l2)−1,

de donde holϕ,y?(l1) = holϕ,y?(l2).

Se verifica que dos trayectorias l, l′ ∈ L?, equivalentes módulo retrazo, definen la misma
holonomı́a, ver [Ba2].

Notación. en los sucesivo fijamos el punto y? sobre la fibra de ? y abreviamos la notación
haciendo hol := holy? . De esta manera escribimos:

hol : A/G? → hom (P?, G)
[ϕ] 7→ holϕ

(1.10)

Observación. En el caso abeliano holy? no depende del punto en la fibra y?.

1.4. Apéndice: k−formas discretas en complejos simpliciales

Como referencias para esta sección, ver por ejemplo [So], [DLM], [Ar] caṕıtulo 7. Considera-
mos la realización geométrica de un complejo simplicial |K| y un homeomorfismo H : |K| →M
dondeM es una variedad. Denotamos la imagen de un simplejo de dimensión k por σ := H(|σ|) ⊂
M , donde |σ| ⊂ |K| es un simplejo de dimensión k. Denotamos Kk la colección de simplejos
σ ⊂M de dimensión k,

Kk := {σ ⊂M | dimσ = k} .
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Denotamos |K|(k) ⊂ |K| el k−esqueleto formado por los simplejos de dimensión a lo más k,
es decir

|K|(k) = ∪{|σ| | |σ| ⊂ |K| es simplejo dimσ ≤ k} ⊂ |K|.

El grupo de k−cadenas simpliciales de dimensión k, Sk|K| consta de la colección de sumas
formales

Nk∑
n=1

rnσ
n

donde Kk = {σ1, . . . , σNk}, y rn ∈ Z, es decir,

Sk|K| :=

{
Nk∑
n=1

rnσ
n | rj ∈ Z

}
.

Definición 1.21. Definimos las k−formas discreta ó k−cocadena, como las funciones ω :
Sk|K| → R. Denotamos el conjunto de k−cocadenas discretas por

ΛkdM := hom (Sk|K|,R) .

Una k−forma discreta ω evaluada en una k−cadena simplicial, tiene valor

ω

(
Nk∑
n=1

rnσ
n

)
=

Nk∑
n=1

rnω (σn) ;

por lo que basta definir los valores ω(σj) de ω en el conjunto Kk.
Observamos que una k−forma suave ω ∈ C∞(M,ΛkT ∗M) tiene asociada una k−forma dis-

creta ωd, definida a partir de la función

ωd(σ) :=
∫
σ
ω, σ ∈ Kk.

El operador borde ∂ : Sk|K| → Sk−1|K| está bien definido para cadenas simpliciales ya que para
simplejos abstractos σ = [v0v1 . . . vk] el borde se define como

∂[v0v1 . . . vk] =
∑
j

(−1)j [v0, . . . , v̂j , . . . , vk].

∂ induce un operador de coborde para las formas discretas, (dω)(σ) := ω(∂ω).

d : ΛkdM → Λk+1
d M.

Una k−forma discreta cerrada ω es aquella que satisface dω = 0, la condición ∂ ◦∂ = 0 implica
d ◦ d = 0. Si una k−forma suave ω es cerrada, se verifica que la forma discreta ωd ∈ ΛkdM
también es cerrada.

Se tiene el siguiente resultado, ver por ejemplo [DLM] corolario 25.
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Teorema 1.22 (Lema de Poincaré discreto). Sea M homeomorfa a una bola, dimM = N con
borde ∂M homeomorfo a una (N−1)−esfera. Sea H : |K| →M , una estructura lineal a pedazos,
y ω ∈ ΛkdM una k−forma discreta cerrada. Supongamos que existe un vértice x ∈ K0 tal que

∀∆ ∈ K simplejo dim ∆ = N, x ∈ ∆.

Entonces existe una (k − 1)−forma discreta η ∈ Λk−1
d M tal que dη = ω.

Definición 1.23. El espacio de k−cadenas con coeficientes reales o k−corrientes dis-
cretas, es el espacio dual de funciones lineales,

(ΛkdM)′ := hom
(

ΛkdM,R
)

el cual se puede generar a partir de las funciones

Fn(ω) := ω(σn), donde n = 1, . . . , Nk, con Kk = {σ1, . . . , σNk}.

1.5. Apéndice: Ĺımites inyectivos y proyectivos

Una referencia básica para ĺımites proyectivos en el contexto de espacios de probabilidad es
por ejemplo [Da], sección 1.3. En el caso de ĺımites proyectivos e inyectivos de espacios vectoriales
topológicos que será de nuestro interés se puede consultar [Sc], [Ko].

Consideremos una familia Xi, i ∈ I, de grupos topológicos Hausdorff localmente compactos,
donde (I,�) es un conjunto parcialmente ordenado, y una colección πji : Xj → Xi epimorfismos
continuos para todo j � i. El ĺımite proyectivo lim←−πXi es el subconjunto del producto car-
tesiano

∏
iXi, formado por las colecciones π−compatibles. Es decir, consta de las colecciones

{xi}i∈I ∈
∏
iXi, tales que πji(xj) = xi para todo j � i. La topoloǵıa proyectiva es la topo-

loǵıa como subespacios del espacio
∏
iXi. Es la topoloǵıa más débil tal que son continuas las

proyecciones πi : lim←−πXi → Xi.

Lema 1.24. lim←−πXi hereda las propiedades de la familia Xi, es Hausdorff, en el caso de grupos
compactos Xi, es compacto (Tychonoff). Si Y es otro grupo topológico que satisface ti : Y → Xi

son homomorfismos continuos, con ti = πji ◦ tj, entonces existe un homomorfismo continuo
t : Y → lim←−πXi, y diagramas conmutativos

Yti

~~

tj

��
t
��

Xi Xjπji
oo lim←−πXi

πj

ff

πi

bb

Sea Xi una familia de grupos topológicos Hausdorff, localmente compactos, i ∈ I un conjunto
parcialmente ordenado. Para una colección de monomorfismos ιij : Xi → Xj , para todo i � j,
el grupo ĺımite inyectivo, lim−→ι

Xi, es
tiXi/ ∼,
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donde la relación de equivalencia es xi ∼ xj si ιij(xi) = xj . El ĺımite inyectivo tiene la topoloǵıa
más gruesa tal que al tomar clase, las aplicaciones ιi : Xi → lim−→ι

Xi son continuas.
En el caso de que Xi sean espacios vectoriales topológicos podemos identificar lim−→ι

Xi como
un subespacio de ⊕iXi. En general no tiene la estructura de grupo topológico.

Lema 1.25. Si existen monomorfismos continuos ti : Xi → Y , tales que ti = tj ◦ ιij, entonces
existe un monomorfismo continuo t : lim−→ι

→ Y y diagramas conmutativos

Y

Xi
ιij //

ti
//

ιi

<<
Xj

tj
55

ιj

66
lim−→ι

Xi

t

OO .

1.6. Apéndice: Medidas

Referencias básicas para los conceptos de teoŕıa de la medida empleados en esta tesis son
por ejemplo [CD], [Bi], [Ru], [KF], [HL], [Da].

Consideremos un espacio topológico X Hausdorff, localmente compacto. Una medida bo-
reliana (positiva), es una función numerablemente aditiva, µ : B → [0,∞], en la σ−álgebra de
borelianos provenientes de la topoloǵıa B. Si µ(X) <∞, decimos que es una medida finita.

Se define el soporte de µ como un conjunto cerrado sop µ ⊂ X que satisface

1. µ(X − sop µ) = 0.

2. µ(G ∩ sop µ) > 0, para todo abierto G, tal que G ∩ sop µ 6= ∅.

El soporte es único módulo conjuntos de medida 0.
No toda medida tiene soporte. Sin embargo, si X es segundo numerable entonces toda medida

tiene soporte.
Consideramos medidas borelianas con signo en X, µ : B → R∪{∞}. µ admite una descompo-

sición µ = µ+−µ− donde µ± son medidas positivas, [CD] D.7. La medida positiva |µ| = µ+ +µ−

se llama variación total de µ.
De manera análoga las medidas complejas, µ, toman valores en R∪{+∞}+

√
−1(R∪{+∞}),

se descomponen como µ = (µ+
< − µ

−
<) +

√
−1(µ+

= − µ
−
=).

Se suele añadir más estructura al espacio de medidas. Una medida boreliana (positiva) µ, de
un espacio topológico Hausdorff, localmente compacto, X, se llama regular si

1. µ(U) = sup {µ(K) | K ⊂ U, K es compacto} .

2. µ(U) = ı́nf {µ(A) | U ⊂ A, A es abierto} .

3. µ(K) <∞ para todo compacto K ⊂ X.

En una variedad toda medida boreliana se puede regularizar tiene una medida exterior
regular. Ver [Fe] para el caso Rn.
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Los mismas definiciones aplican para medidas con signo (resp. complejas) usando las condi-
ciones sobre las componentes µ± (resp. µ±< , µ

±
=).

Una medida de Radon (real) en un espacio Hausdorff localmente compacto X es una función
lineal continua en el espacio de funciones continuas con soporte compacto Cc(X,R), provisto de
la topoloǵıa inductiva de las normas del supremo en los espacios de funciones continuas en
compactos C(K,R), K ⊂ X, más detalles por ejemplo en [CD] página 430. A una medida
boreliana regular con signo µ se le asigna una medida de Radon µ̂ mediante

µ̂(f) :=
∫
X
fdµ, f ∈ Cc(X,R).

El rećıproco también es cierto, ver por ejemplo [CD] página 48 o [HL].

Teorema 1.26 (Riesz). Sea X un espacio Hausdorff, localmente compacto, dada una medida
de Radon

µ̂ : Cc(X,R)→ R

en las funciones (complejas) de soporte compacto Cc(X,R), continuo en la restricción a C(K,R)
para todo compacto K ⊂ X. Entonces existe una medida boreliana regular con signo µ ∈M±(X)
tal que

µ̂(Ψ) =
∫
X

Ψdµ, para todo Ψ ∈ Cc(X,R).

Además, si el funcional es positivo µ̂(Ψ) ≥ 0, para toda Ψ ≥ 0, entonces la medida es positiva,
µ ∈M+(X).
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Caṕıtulo 2

Escalas y conexiones C−planas

En el caṕıtulo anterior hemos definido el grupo de lazos lineales a pedazos de holonomı́a
P? de clases módulo retrazo y reparametrización de lazos lineales a pedazos en M basados
en un punto fijo ? ∈ M, (definición 1.12). También hemos definido una conexión generalizada
como la holonomı́as definidas a lo largo de clases en P?, es decir como un punto de hom (P?, G).
Hemos visto como las conexiones módulo gauge A/G? de un haz principal dan lugar a conexiones
generailzadas.

En este caṕıtulo describiremos el concepto de escalas empleado en [MMZ], el cual nos per-
mitrá definir conexiones C−planas. Los resultados de este caṕıtulo no son originales sino que
para conveniencia del lector conforman un compendio del formalismo esbozado en [MMZ]. La
única parte novedosa es la sección 2.5 en donde se describe el grupo de lazos de holonomı́a PCi,?
a una escala fija como el grupo fundamental de una gráfica.

1. Definiremos una sucesión de escalas E , etiquetadas por i ∈ N. Cada escala tiene asociada
una estructura lineal a pedazos pedazos en M, φi : |Ci| → M , donde |Ci| es un poliedro,
y también un homeomorfismo hi : Sd |Ci| →M de cierto complejo simplicial Sd |Ci|. Para
dos escalas distintas tendremos que h−1

i ◦hj : Sd |Cj | → Sd |Ci| es una aplicación simplicial
con j ≥ i.

2. El grupo de lazos de holonomı́a a una escala fija, PCi,?, descrito en [MMZ], se correspon-
derá con el grupo fundamental del 1−esqueleto hi(Sd |Ci|(1)). El espacio de las conexiones
Ci−planas, será hom (PCi,?, G). Esto lo demostramos en la sección 2.5.

3. Empleando la inclusión de 1−esqueletos hi(Sd |Ci|(1)) ⊂ hj(Sd |Cj |(1)), tendremos la in-
clusión PCi,? en PCj ,? y entonces obtendremos las aplicaciones de engrosamiento definidas
en [MMZ],

πji : hom
(
PCj ,?, G

)
→ hom (PCi,?, G) , i ≤ j.

Aśı obtendremos el ĺımite proyectivo

A/G?←−−−
= lim←− hom (PCi,?, G)

de conexiones Ci−planas.

4. Describiremos la relación de este espacioA/G?←−−−
con las conexiones generalizada en hom (P?, G).

35
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5. Aunque no será necesario en el resto de la tesis, al final del caṕıtulo describiremos una
colección de generadores y una presentación para PCi,?.

2.1. Descomposiciones celulares y escalas

En esta sección nos interesa definir el concepto de ”escalas” en una variedad M a partir de
estructuras lineales a pedazos en M .

Consideramos una variedad suave M , provista de una estructura lineal a pedazos (P, φ)
compatible con la estructura suave, φ : P →M donde P = ti∈Iτi/ ∼P es un poliedro, recordar
definición 1.10.

Definición 2.1. Definimos la descomposición celular C de M , asociadas al poliedro P . Como
el conjunto de imágenes c = φ(a) ⊂M , de células del poliedro a ⊂ P . Recordemos la definición
de células de un poliedro 1.5.

Notación. Para hacer énfasis en el papel que jugarán las descomposiciones celulares, denota-
remos los poliedros P :

|C| = P

de tal manera que la estructura lineal a pedazos se puede escribir como

φ : |C| →M, donde |C| es poliedro. (2.1)

Proposición 2.2. Se tiene una descomposición como unión disjunta de células de C,

M =
⊔
c∈C

c.

Demostración. Por la sobreyectividad de η|C| : ti∈Iτi → |C|, para todo punto x ∈ |C| existe
un punto en la unión disjunta y ∈ ti∈Iτi, y está contenido en el interior de un poĺıtopo τi
o bien en el interior de una cara τp,i ⊂ τi (recordemos que el interior de un poĺıtopo es el
complemento de sus caras propias). Esto prueba que |C| es unión de células de poĺıtopos, por
tanto M es unión de sus imágenes en M . Para verificar que se trata de una unión disjunta,
consideremos dos células a, a′ ⊂ |C|. Consideremos la familia F de todos los poĺıtopos τi y
todas sus caras. Supongamos que a = η|C|(intτp,i) y a′ = η|C|(intτq,j), donde τp,i, τq,j ∈ F . Si
a ∩ a′ 6= ∅ entonces (τp,i, τq,j) están en la relación RP que define el poliedro P = |C|. Por tanto
τ ′′i ⊂ τp,i, τ

′′
j ⊂ τq,j , η|C|(τ ′′i ) ∩ η|C|(τ ′′j ) 6= ∅, y una biyección af́ın fτ ′′i ,τ ′′j : τ ′′i → τ ′′j . Por lo tanto

η|C|(τ ′′j ) = η|C|(τ ′′i ) ⊂ |C|. De hecho como η(intτp,i)∩η(intτq,j) 6= ∅ entonces podemos considerar
τ ′′i = τp,i y τ ′′j = τq,j , por tanto η|C|(τq,j) = η|C|(τp,i) y entonces a = a′ = η|C|(intτp,i).

Definición 2.3. Consideremos un poliedro |C| con descomposición celular C y una elección de
puntos {xc ∈ c | c ∈ C} a los que llamaremos baricentros del poliedro. Si consideramos el
complejo simplicial Sd |C| como en la proposición 1.2, diremos que una aplicación af́ın biyectiva
T : Sd |C| → |C|, es una triangulación baricéntrica. Denotamos

h := φ ◦ T : Sd |C| →M

Las imágenes de los vértices de Sd |C| corresponden al conjunto de baricentros {xc ∈ c | c ∈ C}
Si |Kσ| ⊂ Sd |C| es un simplejo entonces la colección de células h(|Kσ| − ∂|Kσ|) ⊂ M forman
una descomposición celular baricéntrica de M .
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Notación. Denotamos el k−esqueleto de la triangulación baricéntrica Sd |C|, como Sd |C|(k),
es decir Sd |C|(k) es la realización geométrica de un subcomplejo simplicial de dimensión k de
Sd |C|,

Sd |C|(k) ⊂ Sd |C|.

Denotamos la colección de k−simplejos de Sd |C| como

Sd |C|k := {|Kσ| ⊂ Sd |C| | |Kσ| es un simplejo, dim |Kσ| = k} .

Por otro lado al conjunto h(|Kσ|) ⊂ M de imágenes de simplejos orientados de dimensión k en
Sd |C|, lo denotaremos por SdCk.(

Sd |C|k, h
)

:= {h(|Kσ|) ⊂M | |Kσ| es simplejo de Sd |C|, dim |Kσ| = k} .

Además adoptaremos la notación

σ := h(|Kσ|) ∈ (Sd |C|k, h),

para las imágenes de los simplejos de Sd |C| en M .

Figura 2.1: Una porción de un poliedro |Ci| y su triangulación baricéntrica Sd |Ci| en dimensión
2

Definición 2.4. Diremos que una sucesión

E = {(|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti)}i∈N,

de estructuras lineales a pedazos φi : |Ci| → M compatibles con la estructura suave de M , y
triangulaciones baricéntricas Ti : Sd |Ci| → |Ci|, constituyen una sucesión de escalas si:

1. |Cj | es subpoliedro de |Ci| y φ−1
i ◦ φj : |Cj | → |Ci| es una biyección af́ın. En particular,

ambas estructuras lineal a pedazos sobre M son isomorfas según la definición 1.10, pues
toda subtriangulación rectiĺınea H : |K| → |Cj | del poliedro |Cj | induce una triangulación
rectiĺınea φ−1

i ◦ φj ◦H : |K| → |Ci| del poliedro |Ci|.
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2. Tiene propiedad de refinamiento en las triangulaciones baricéntricas: El complejo simplicial
Sd |Cj | es subtriangulación del poliedro Sd |Ci| con aplicación af́ın h−1

i ◦ hj : Sd |Cj | →
Sd |Ci|, donde hi = φi ◦ Ti.

3. Es una sucesión exhaustiva: Para todo abierto U ⊂M , existe una escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti)
y una célula c ∈ Ci, dim c = dimM , tal que c ⊂ U .

Por la primera condición cada célula en Ci se descompone en unión finita de células de Cj . Por
la segunda condición cada k−simplejo σ ∈ (Sd |Ci|k, hi) es unión de k−simplejos, σ = σ1 ∪ · · · ∪
σn, σn ∈ (Sd |Cj |k, hj) para toda j ≥ i. En este caso diremos que la escala (|Cj |, φj ;Sd |Cj |, Tj)
es más fina que la escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti). Esta es una relación en E que se corresponde
con el buen orden de los naturales.

Figura 2.2: Un poliedro Ci y su triangulación baricéntrica Sd |Ci+1| en una escala más fina

Ejemplo. Consideramos un complejos simplicial |K| y un homeomorfismo h : |K| →M donde
para cada coordenada baricéntrica φσ : |Kσ| → Rk+1, la composición h ◦ φ−1

σ : |Kσ| → M ,
es suave. Entonces es posible considerar el complejo simplicial |K| como poliedro y h como
una estrutura lineal a pedazos compatible con la estructura suave de M . Definimos el complejo
simplicial Sd |K| como las subdivisión baricéntrica del poliedro |K| que corresponde a la elección
de los baricentros geométricos xσ = φ−1

σ ( 1
k+1 , . . . ,

1
k+1) en cada simplejo |Kσ| ⊂ |K|, según se

construyó en la proposicón1.2. Se define inductivamente Sdi|K| = Sd(Sdi−1|K|). Consideremos
la sucesión de poliedros |C0| = |K| y |Ci| como la i−ésima subdivisión baricéntrica sucesiva
Sdi|K| de |K|. Notemos que Sd |Ci| = Sdi+1|K|. Consideremos las inclusiones afines Ti+1,i :
Sdi+1|K| → Sdi|K|, y definemos las estructuras lineales a pedazos

φi = T1,0 ◦ · · · ◦ Ti+1,i : Sdi+1|K| →M.

Verifiquemos que
(
Sdi|K|, φi;Sdi+1|K|, Ti+1,i

)
es en efecto una sucesión de escalas:

1. El poliedro Sdj |K| es subpoliedro de Sdi|K| con aplicación af́ın φ−1
i ◦φj = Ti+1,i◦· · ·◦Tj,j−1.

2. Para ver la propiedad de refinamiento para triangulaciones baricéntricas vemos que Sdj+1|K|
es subtriangulación de Sdi+1|K| con aplicación af́ın hi ◦ h−1

j = Ti+1,i ◦ · · · ◦ Tj+1,j .
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3. Para garantizar que se trata de una sucesión exhaustiva consideramos una distancia distσ ≤√
2, en cada simplejo |Kσ| ⊂ |K| de dimensión máxima dim |Kσ| = dim |K|, dicha distancia

está definida en (1.1). Entonces todo simplejo de la subdivisión baricéntrica |Kσ′ | ⊂ Sd |Kσ|
tiene diámetro

diamσ(|Kσ′ |) ≤ máx distσ(xσ1 , xσ2)

donde xσ1 , xσ2 ∈ |Kσ|, recorre los baricentros de los subsimplejos de |Kσ| (incluyendo los
vértices de |Kσ|). Por argumentos geométricos, para todo subsimplejo |Kσ′ | ⊂ Sd |Kσ|,

diamσ(|Kσ′ |) ≤
N − 1
N

diamσ(|Kσ|).

Entonces por compacidad de M para ε > 0 existe una escala (Sdi|K|, φi;Sdi+1|K|, Ti+1,i)
suficientemente fina tal que

máx
σ,dimσ=N

{
máx
σ′⊂σ
{diamσ(|Kσ′ |)}

}
≤
(
N − 1
N

)i
máx

σ,dimσ=N
diamσ(|Kσ|) < ε,

donde |Kσ′ | recorre todos los simplejos de Sdi|K|, y donde |Kσ| es cada simplejo de |K|.

En particular para toda distσ−bola B contenida en h−1
i (U) ∩ |Kσ|, donde U ⊂ M es

un abierto cualquiera, existe un simplejo |Kσ′ | ⊂ Sdi|K|, dim |Kσ′ | = N, contenido en
B ⊂ h−1

i (U). Por lo tanto en cualquier abierto U ⊂ M , existe un N−simplejo σ′ ⊂
M,σ′ ∈ (Sdi+1|K|N , hi), tal que σ′ ⊂ U .

2.2. Conexiones C−planas

En esta sección definiremos la noción de conexiones C−planas asociadas a una descomposi-
ción celular C, según [MMZ].

Consideremos una escala fija (|C|, φ;Sd |C|, h). Definiremos una relación de equivalencia ∼C
en la colección de trayectorias lineales a pedazos

L = {l : [0, 1]→M | l es lineal a pedazos} .

Lema 2.5. Dada una trayectoria lineal a pedazos l ∈ L existe una única colección de células
ck ∈ C, k = 1, . . . ,m tal que

1. La unión disjunta tmk=1ck cubre la imagen l([0, 1]).

2. tmk=1ck es cubierta mı́nima, es decir, deja de ser cubierta si no consideramos alguna célula.

3. Las células se pueden ordenar como una secuencia de células (no necesariamente distintas)

(c1, . . . , cn)

tal que cj 6= cj+1, con c̄j ∩ cj+1 = cj+1 ó bien cj ∩ cj+1 = cj, para j = 1, . . . , n−1. Diremos
ésta es una secuencia de células disjuntas adyacentes.



40 CAPÍTULO 2. ESCALAS Y CONEXIONES C−PLANAS

Demostración. Como vimos en la proposición 2.2 la unión disjunta de todas las células cubre
M por lo que la imagen de l es cubierta por células c1, . . . , cm, elegimos esta cubierta tal que
l([0, 1])∩ ck 6= ∅ para k = 1, . . . , n. Claramente es mı́nima ya que es unión disjunta y si quitamos
una célula, deja de estar cubierta la imagen en l([0, 1])∩ ck. Para ver que es única consideremos
otra cubierta trk=1c

′
k, entonces para toda ck de la primera cubierta elegimos c′k en la segunda

cubierta que cubre l([0, 1]) ∩ ck. Entonces ck ∩ c′k 6= ∅ en consecuencia ck = c′k, aśı concluimos
que la cubierta trk=1c

′
k es la misma cubierta que tmk=1ck.

Como l : [0, 1]→ M es lineal a pedazos, existe una partición t0 = 0 < · · · < tN = 1 de [0, 1]
tal que l([tk, tk+1]) está contenida en la imagen φ(ρk) ⊂M correspondiente a un poĺıtopo ρk del
poliedro |C|, φ : |C| → M , y tal que la aplicación φ−1 ◦ l : [tk, tk+1] → ρk ⊂ |C| es inyectiva
y af́ın, por lo tanto la imagen es un segmento de recta. Consideremos una cara c de φi(ρk) tal
que intersecta el segmento de recta l([tk, tk+1]). Entonces l([tk, tk+1])∩ c = l([tk, tk+1]) ∩ c es un
compacto conexo (es un segmento cerrado de recta), de donde por inyectividad y continuidad

Jk(c) := l−1 (l([tk, tk+1]) ∩ c) ⊂ [0, 1],

es un intervalo de [0, 1]. Entonces l−1(c) consta de una unión finita disjunta de intervalos

t{Jk(c) : l ([tk, tk+1]) ∩ c 6= ∅}

Si Jk(c), Jk+1(c) son dos intervalos adyacentes, es decir si,

Jk(c) ∩ Jk+1(c) 6= ∅ ó Jk(c) ∩ Jk+1(c) 6= ∅,

entonces su unión es otro intervalo. Uniendo intervalos adyacentes Jx(c), hasta un intervalo
maximal

Ls(c) = Jk(c) ∪ Jk+1(c) ∪ · · · ∪ Jk+r(c),

podemos considerar una unión finita y disjunta de intervalos no consecutivos Ls(c) ⊂ [0, 1] tales
que

l−1(c) = tms=1Ls(c).

Finalmente reetiquetando todos los intervalos tctrLr(c) como tnj=1Ij , tenemos una colección
de intervalos adyacentes disjuntos de [0, 1], Ij , j = 1, . . . , n tales que tnj=1Ij = [0, 1]. Esto lo
escribimos como

I1 < · · · < In.

Consideramos la secuencia de células no necesariamente distintas c1, . . . , cn donde l(Ij) ⊂ cj ∩
l([0, 1]). Notemos que cj 6= cj+1. Además por continuidad ó bien cj∩cj+1 6= ∅, ó bien cj∩cj+1 6= ∅.
Es decir, ó bien cj es cara de cj+1 ó bien cj+1 es cara de cj .

Definición 2.6. De la demostración anterior tenemos que para toda trayectoria lineal a pedazos
l : [0, 1]→M , existe una secuencia de intervalos adyacentes consecutivos

I1 < · · · < In,

tal que para todo x ∈ Ik, el intervalo Ik es el intervalo maximal conteniendo x, tal que l(Ik)
está contenido en alguna célula ck ∈ C.
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Decimos que la trayectoria lineal a pedazos l : [0, 1]→M recorre la secuencia de células
adyacentes

(c1, . . . , cn).

Las células cj son en general de de dimensiones distintas.

Definición 2.7. Consideremos dos trayectorias l, l′ ∈ L, decimos que son equivalentes módulo
la descomposición celular C, l ∼C l′ si recorren la misma secuencia de células disjuntas,
descrita en la definición 2.6.

La relación ∼C es una relación de equivalencia.

Proposición 2.8. Existe una correspondencia biuńıvoca entre clases [l]C ∈ L/ ∼C y colecciones
ordenadas de células disjuntas adyacentes

↔ (c1, . . . , cn), donde o bien cj ∩ cj+1 = cj+1 ó bien cj ∩ cj+1 = cj , j = 1, . . . , n− 1.

Demostración. La asignación [l]C 7→ (c1, . . . , cn) es inyectiva pues si l, l′ recorren la misma
secuencia de células adyacentes entonces por definición [l]C = [l′]C . Es sobreyectiva: dada una
secuencia de células adyacentes (c1, . . . , cn) consideramos una trayectoria l ∈ L de la forma

l = txn,xn−1 · · · · · tx2,x1

donde txk,xk−1
es una aplicación af́ın que tiene por imágen una arista τk ∈ (Sd |C|1, h). Dicha

arista tiene vértices xk, xk−1 los cuales corresponden a los puntos final e inicial de txk,xk−1

respectivamente, es decir,

txk,xk−1
(0) = xk−1, txk,xk−1

(1) = xk.

Por tratarse de células adyacentes podemos hacer la composición de trayectorias l. Notemos que
si la imagen de txk,xk−1

es una arista entonces podemos asociarle una pareja ordenada de células
adyacentes (ck−1, ck) dentro de la secuencia de céluas adyacentes (c1, . . . , cn). El punto inicial
xk−1, de tk coincide con el baricentro xk−1 de ck−1, mientras que el punto final xk coincide con el
baricentro de ck. De esta manera, la cubierta disjunta de células tnj=1cj está asociada a [l]C .

Proposición 2.9. 1. Si (c1, ..., cn) es la secuencia de células adyacentes asociadas a la tra-
yectoria lineal a pedazos l : [0, 1] → M entonces (cn, . . . , c1) es la secuencia de células
adyacentes asociada a la trayectoria l−1(t) = l(1− t).

2. Si (c1, ..., cn) es la secuencia de células adyacentes asociadas a la trayectoria lineal a pe-
dazos l : [0, 1] → M y si s : [0, 1] → [0, 1] es una función continua lineal a pedazos
creciente, s(0) = 0, s(1) = 1, entonces la trayectoria lineal a pedazos que se obtiene de la
reparametrización l′(t) := l(s(t)) tiene asociada la misma secuencia de células adyacentes
(c1, . . . , cn).

Demostración. Para la primera afirmación consideremos la secuencia de intervalos adyacentes
consecutivos I1, . . . , In tales que l(Ik) es el intervalo maximal contenido en una célula ck, entonces
los intervalos I ′k = {1− t : t ∈ Ik} son intervalos maximales tales que l−1(I ′k) está contenida en
una célula ck.
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Figura 2.3: Una trayectoria l ∈ L? y la secuencia de células correspondiente [l]C =
(c0, c1, . . . , c9, c0) ∈ L?/ ∼C

Para la segunda afirmación consideremos los intervalos adyacentes consecutivos I1 < · · · < In
tales que tienen imagen maximal l(Ik) contenida en células ck. Entonces I ′k := s−1(Ik) es una
secuencia de intervalos adyacentes consecutivos con imagen maximal l ◦ s(I ′k) contenida en una
célula ck. Por tratarse de una función creciente y biyectiva [0, 1] = I1 t · · · t In y también
I1 < · · · < In.

Lema 2.10. Definimos

Lh(Sd |C|(1)) :=
{
l : [0, 1]→ h(Sd |C|(1)) | l es lineal a pedazos

}
.

Consideremos la relación de equivalencia ≈ de reparametrización en Lh(Sd |C|(1)), entonces existe
una biyección (

Lh(Sd |C|(1))/ ≈
)
↔ L/ ∼C .

Demostración. Consideramos la aplicación l 7→ [l]C , con dominio Lh(Sd |C|(1)) y codominio L/ ∼C
. Supongamos que l′ es reparametrización de l entonces l = l ◦ s donde s : [0, 1] → [0, 1] es una
función creciente con s(0) = 0, s(1) = 1. Entonces l′ = l ◦ s y l tienen la misma imagen y
recorren la misma secuencia de células, según la proposición 2.9. Por tanto definen la misma
clase [l′]C = [l]C . Esto prueba que está bien definida la aplicación(

Lh(Sd |C|(1))/ ≈
)
→ L/ ∼C .

Esta es una aplicación inyectiva: Si dos trayectorias l, l′ recorren la misma secuencia de células
[l]C = [l′]C , entonces recorren los mismos vértices de h(Sd |C|(1)), y corresponden a la misma
trayectoria

tn,n−1 · · · · · t2,1, con tk,k−1(0) = xk−1, tk,k−1(1) = xk.

Es sobreyectiva: Esto se probó en la proposición 2.9.
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Definición 2.11. Dadas dos clases de reparametrización [l]≈, [l′]≈ ∈ Lh(Sd |C|(1))/ ≈, decimos
que son equivalentes módulo retrazo

[l]≈ � [l′]≈,

si tienen representantes l, l′ ∈ Lh(Sd |C|(1)) equivalentes módulo retrazo y reparametrización, es
decir si l ∼ l′.

Notemos que l ≈ l′ implica l ∼ l′ por lo que están bien definidas las clases de � −equivalencia
y el cociente (

Lh(Sd |C|(1))/ ≈
)
/ � .

y además como ∼ es la clase de equivalencia módulo reparametrización y retrazo, entonces se
tiene la biyección (

Lh(Sd |C|(1))/ ≈
)
/ � ↔ Lh(Sd |C|(1))/ ∼ .

Definición 2.12. Por la biyección del lema 2.10, tendremos una relación de equivalencia
módulo retrazo en L/ ∼C que también denotamos por �. Aśı tautológicamente tendremos la
biyección (

Lh(Sd |C|(1)),?/ ≈
)
/ � ↔ (L?/ ∼C) / � .

Para trayectorias cerradas basadas en ? también se tiene las clases de equivalencia y la biyección,(
Lh(Sd |C|(1)),?/ ≈

)
/ � ↔ (L?/ ∼C)/ � . (2.2)

Las trayectorias cerradas

L? = {l : [0, 1]→M | l es lineal a pedazos, l(0) = l(1) = ?} ,

no constituyen un grupo con la composición de trayectorias ya que no es asociativa la composi-
ción.

El conjunto L?/ ∼C tampoco tiene estructura de grupo con la composición de trayectorias
ya que no hay un inverso por ejemplo de l · l−1 con la composición de trayectorias de células
como operador y con neutro la trayectoria constante ?.

Por otro lado, śı es posible es definir una estructura de grupo en

(L?/ ∼C)/ � =
(
Lh(Sd |C|(1)),?/ ≈

)
/ � .

Por ejemplo la clase de las trayectorias l · l−1 es el neutro del grupo.

Definición 2.13. Definimos el grupo de C-lazos de holonomı́a, como

PC,? := (L?/ ∼C)/ � . (2.3)

Dado un grupo de Lie compacto G, reconocemos las conexiones C-planas como el conjunto
de holonomı́as

hom (PC,?, G) .
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Lema 2.14. Se tiene el isomorfismo

PC,? ' Lh(Sd |C|(1)),?/ ∼, (2.4)

donde la equivalencia ∼ es módulo retrazo y reparametrización en Sd |C|(1), recordar la definición
1.11.

Demostración. Se tiene la biyección[(
Lh(Sd |C|(1)),?/ ≈

)
/ �
]
↔ PC,?.

Por otro lado existe una biyección[(
Lh(Sd |C|(1)),?/ ≈

)
/ �
]
↔
(
Lh(Sd |C|(1)),?/ ∼

)
,

Por lo tanto, se tiene una biyección

PC,? ↔ Lh(Sd |C|(1)),?/ ∼ .

Usando la estructura de grupo dada por la composición de trayectorias, se verifica que es un
homomorfismo de grupos.

El siguiente lema nos da una descripción precisa de la relación de equivalencia módulo retrazo
� defina según el lema 2.10 por la biyección (2.2) para las trayectorias de células L?/ ∼C .

Usando esta caracterización de las clases módulo retrazo en secuencias de células L?/ ∼C ,
podemos probar la siguiente afirmación.

Teorema 2.15. Existe un epimorfismo de grupos

p̂rC : P? → PC,? = PC,?. (2.5)

Denotamos dicho homomorfismo por

p̂rC(γ) = [γ]C para γ ∈ P? (2.6)

Demostración. Tenemos la aplicación sobreyectiva

L? → (L?/ ∼C)→ (L?/ ∼C) / �↔ PC,?

Consideremos dos trayectorias l, l′ ∈ L? equivalentes módulo retrazo, l ∼ l′, consideremos las
secuencias de células que definen [l]C , [l′]C . Entonces las trayectorias

l1 = txn,xn−1 · · · · · tx2,x1 , l′1 = txn,xn−1 · · · · · tx2,x1 , txk,xk−1
(0) = xk−1, txk,xk−1

(1) = xk,

descritas en la proposición 2.9, con l1 ∈ [l]C , l′1 ∈ [l′]C , coinciden. Por lo tanto, se tiene la
equivalencia módulo retrazo de células [l]C � [l′]C , según la definición 2.12. Es decir está bien
definida la aplicación

[L?/ ∼]→ [(L?/ ∼C) / �] = PC,?.

Se verifica que es homomorfismo. La sobreyectividad es inmediata por la propiedad de que las
células cubren todo M , tc∈Cc = M .
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Figura 2.4: Una secuencia [l]C = (c0, c1 . . . , c9, c0) representante de una secuencia de células
γ ∈ PC,? y la trayectoria representante de bar(γ) ∈ P?.

Sea
LSd |C|(1),? :=

{
l : [0, 1]→ Sd |C|(1)

}
el conjunto de lazos en el uno esqueleto Sd |C|(1). Notemos que

PCi,? ' Lh(Sd |C|(1)),? ' LSd |C|(1),?

Como observamos en la demostración de la proposición 2.14,

h∗ : LSd |C|(1),? → L?

env́ıa trayectorias equivalentes módulo retrazo en LSd |C|(1),? en trayectorias equivalentes módulo
retrazo en L?. Entonces está bien definido el homomorfismo inducido en

PC,? ' LSd |C|(1),?/ ∼

las clases módulo retrazo y reparametrización, aśı h∗ definen el homomorfismo

barC : PC,? → P?; (2.7)

Éste es una sección de la relación de equivalencia ∼C , descrita en la proposición 2.15 como un
homomorfismo p̂ri : P? → PC,?. Es decir p̂rC ◦ barC = id.

2.3. Engrosamiento y ĺımite proyectivo de conexiones C−planas

En esta sección definiremos la aplicación de ”engrosamiento”,

πji : hom
(
PCj ,?, G

)
→ hom (PCi,?, G) ,

las cuales definirán conexiones Ci−planas de una escala gruesa (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti) a partir de
conexiones Cj−planas a una escala más fina (|Cj |, φj ;Sd |Cj |, Tj), j ≥ i. Vemos también que la
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sucesión de conexiones Ci−planas de todas las escalas junto con los engrosamientos definirán un
ĺımite proyectivo

A/G?←−−−
.

Denotamos la clase descrita en la proposición 2.15 como

p̂ri(γ) = [γ]Ci , γ ∈ P?.

Tomemos dos escalas (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti), (|Cj |, φj ;Sd |Cj |, hj), i ≤ j, existe entonces un epi-
morfismo que consiste en considerar la clase ∼Ci de γ, para cada representante γ se tiene
[γ]Cj ∈ PCj ,?, y está bien definido el homomorfismo de grupos

prji : PCj ,? −→ PCi,?. (2.8)

Se tienen los siguientes diagramas conmutativos para i ≤ j ≤ k:

PCj ,?
prji

{{wwwwwwww

PCi,? PCk,?prki
oo

prkj
ccGGGGGGGGG

,

los cuales inducen una colección de monomorfismos ιij := hom
(
prji, G

)
, con diagramas conmu-

tativos
hom

(
PCj ,?, G

)
ιjk

((QQQQQQQQQQQQQ

hom (PCi,?, G) ιik
//

ιij
66mmmmmmmmmmmmm

hom (PCk,?, G)

. (2.9)

También están bien definidas las aplicaciones:

ι̂i : hom (PCi,?, G)→ hom (P?, G) = A/G?. (2.10)

Aśı es posible tomar los ĺımites inyectivos y proyectivos:

lim−→
ι

hom (PC,?, G) , y lim←−
pr

PC,?.

Además si consideramos las proyecciones del grupo de lazos lineales a pedazos, P?; a cada
PCi,? definidos en (2.6), tendremos las aplicaciones

P? → lim←−
pr

PC,?,

lim−→
ι

hom (PC,?, G)→ hom (P?, G) .

El ingrediente esencial para definir las aplicaciones de engrosamiento, son monomorfismos
de PCi,? en PCj ,?.
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Proposición 2.16. Consideremos una pareja de escalas (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti), (|Cj |, φj ;Sd |Cj |, Tj)
con i ≤ j. Entonces:

1. Los monomorfismos
encij : PCi,? → PCj ,?,

definidos como
encij = p̂rj ◦ bari

(ver la definición (2.7)) satisfacen, prji ◦ encij = idPCi,? .

2. Además se tienen los diagramas conmutativos

PCj ,?
encjk

##HHHHHHHHH

PCi,? encik
//

encij
;;wwwwwwww

PCk,?.

(2.11)

Demostración. La verificación es un cálculo. Para la primera afirmación se tiene:

prji ◦ encij = prji ◦
(
p̂rj ◦ bari

)
= p̂ri ◦ bari = id,

ya que bari es sección de p̂ri, es decir, p̂ri ◦ bari = id. Para la segunda afirmación se tiene:

encjk ◦ encij = p̂rk ◦ barj ◦ p̂rj ◦ bari

dado que Sd |Cj |(1) ⊂ Sd |Ci|(1) se tiene barj ◦ p̂rj ◦ bari = bari, ver definición (2.7). Por tanto
encjk ◦ encij = p̂rk ◦ bari = encik.

Definición 2.17. Con las aplicaciones encij es posible definir aplicaciones de engrosamiento
de conexiones Cj−planas

πji := hom(encij) : hom
(
PCj ,?, G

)
→ hom (PCi,?, G) . (2.12)

Proposición 2.18. La aplicación πji es sobreyectiva.

Demostración. Como encij es sección de p̂rji se tiene que, prji ◦ encij = id, es decir,

πji ◦ ιij = id .

Dado ϕ ∈ hom (PCi,?, G) consideramos

ϕ′ := ιij(ϕ) ∈ hom
(
PCj ,?, G

)
,

y claramente πji(ϕ′) = ϕ.

El hecho importante es que también se pueden considerar ĺımites proyectivos de conexiones
C-planas.
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Definición 2.19. Denotamos el ĺımite proyectivo de conexiones Ci−planas como

A/G?←−−−
:= lim←−

π

hom (PC,?, G) . (2.13)

El siguiente teorema se sigue de la proposición 2.16

Teorema 2.20. Sea E = {(|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti)}i∈N una sucesión de escalas (definidas en 2.4),
consideremos los monomorfismos encij : PCi,? → PCj ,? de acuerdo al lema 2.16. Se tienen las
siguientes afirmaciones:

1. Conmutan los diagramas
P?

PCi,? encij
//

bari
<<zzzzzzzz

PCj ,?

barj
bbDDDDDDDD

.

2. En consecuencia tendremos lo diagramas conmutativos,

hom (P?, G)
βi

((QQQQQQQQQQQQ

βjvvnnnnnnnnnnnnn

hom (PCi,?, G) hom
(
PCj ,?, G

)
πji

oo

,

donde βi := hom (bari, G).

3. Por la segunda afirmación existe una aplicación β, tal que conmutan los diagramas

A/G? � � hol // A/G? hom (P?, G)

βi

��

β // A/G?←−−−

πi
xxqqqqqqqqqqq

hom (PCi,?, G)

. (2.14)

Demostración. La primera afirmación se sigue de

barj ◦ encij = barj ◦ p̂rj ◦ bari.

Como Sd |Ci|(1) ⊂ Sd |Cj |(1) entonces se tiene barj ◦ p̂rj ◦ bari = bari.
La segunda afirmación se sigue de la primera. La tercera es el paso al ĺımite.

2.4. Aproximaciones simpliciales

Para esta sección consideramos como referencias básicas [Md] y [Ha].

Definición 2.21. Dada una aplicación continua entre dos complejos simpliciales f : |K| → |L|,
decimos que una aplicación simplicial g : |K| → |L| es una aproximación simplicial de f si
g(a) = f(a) para cada vértice a ∈ |K|, y además la unión stK(a) de los simplejos con vértice a,
es tal que f(stK(a)) ⊂ stL(g(a)). De acuerdo a [Md] teorema 2.5.3 toda aproximación simplicial
g de f es homotópica a f relativa a los vértices de |K|.
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Teorema 2.22 ([Md] Teorema 2.5.20). Sean K,L complejos simpliciales y M subcomplejo de K
y f : |K| → |L| una aplicación continua tal que f ||M | es simplicial. Entonces existe una subdivi-
sión baricéntrica restringida Sdr(|K|, |M |), y una aplicación simplicial g : Sdr(|K|, |M |) → |L|
homotópica a f tal que f = g en |M |, es decir g ' f rel |M |.

Para describir los simplejos del complejo simplicial Sdr(|K|, |M |), consideremos los vértices
los baricentros de los simplejos de K−L, junto con los vértices de M . Si x1, . . . , xr son baricentros
de σ1 ⊂ σ2 · · · ⊂ σr con dimσr ≥ dimσr−1, y si a0, . . . , as son vértices de un simplejo en L,
entonces x1, . . . , xr, a0, . . . , as son vértices de un simplejo en Sd(|K|, |M |), ver (proposición 2.5.10
en [Md]).

Como corolario del teorema de aproximación simplicial cuando M es vaćıo, se tiene la si-
guiente.

Proposición 2.23 ([Ha] Teorema 2C.1). Si K es un complejo simplicial finito y si L es un
complejo simplicial arbitrario, entonces toda aplicación continua f : |K| → |L| es homotópica a
una aplicación simplicial g : Sdr|K| → |L|, donde Sdr|K| es una subdivisión baricéntrica iterada
de |K|.

2.5. El grupo PCi,? como grupo fundamental

Teorema Principal 2.24 (Teorema 3.3.9 en [Md].). Consideremos una escala (|C|, φ;Sd |C|, T )
en M . Entonces PC,? es isomorfo al grupo de clases de homotoṕıa de trayectorias basadas en ?,
en la gráfica o 1−esqueleto Sd |C|(1). Es decir

PC,? ' π1

(
Sd |C|(1), ?

)
.

Demostración. La demostración sigue argumentos del teorema 3.3.9 en [Md].
Recordemos que por definición

PC,? ' (L?/ ∼C)/ �

Al elegir los baricentros xk de cada célula ck, las trayectorias de células asyacentes (c1, . . . , cn)
están en correspondencia con trayectorias de baricentros (x1, . . . , xn) donde xk, xk+1 son
vértices de una arista en Sd |C|. Dos trayectorias de células son equivalentes módulo retrazo �
si y sólo si sus trayectorias de baricentros se pueden obtener una a partir de la otra mediante
una secuencia finita de operaciones de la forma

1. Reemplaza (. . . , xk, xk+1, . . . ) por (. . . , xk, . . . ) si xk = xk+1, o conversamente (. . . , xk, . . . )
por (. . . , xk, xk, . . . ).

2. Reemplaza (. . . xk−1, xk, xk+1, . . . ) por (. . . xk−1, xk+1, . . . ), si xk−1 = xk+1, o conversa-
mente (. . . xk, xk, . . . ) por (. . . xk, x, xk, . . . ).

Decimos entonces que dos secuencias de baricentros son equivalentes módulo retrazo.
Según la demostración de la proposición ??, para toda secuencia de células disjuntas adya-

centes (c1, . . . , cn) ∈ L?/ ∼C , c1 = cn = ?, hay una trayectoria l ∈ Lh(Sd |C|(1)),?, tal que l recorre
sucesivamente los baricentros de las células c1, . . . , cn = c1; es decir,

l = txn,xn−1 · · · · · tx2,x1
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donde si xk son los baricentros de las células ck,

txk,xk−1
(0) = xk−1, txk,xk−1

(1) = xk, k = 2, . . . , n.

y donde la imagen txk,xk−1
([0, 1]) ⊂ h(Sd |C|(1)) es una arista τk en Sd |C|(1). Consideremos la

secuencia (c′1, . . . , c
′
r) ∈ L?/ ∼C , y la trayectoria l′ con descomposición análoga:

l′ = tx′r,x′r−1
· · · · · tx′2,x′1 ,

donde si x′k son los baricentros de las células c′k,

tx′k,x
′
k−1

(0) = x′k−1, tx′k,x
′
k−1

(1) = x′k, k = 2, . . . , r.

Si dos trayectorias de células cerradas [l]C , [l′]C ∈ L?/ ∼C son equivalentes según �, entonces,
según el lema 2.14, l es equivalente módulo retrazo/reparametrización a l′. Por lo tanto, l =
l1, l′ = lm, donde l1, . . . , lm es una secuencia de trayectorias de la forma

la = taxn,xn−1
· · · · · taxk+2,xk+1

· taxk+1,xk
· taxk,xk−1

· taxk−1,xk−2
· · · · · tax2,x1

con taxk,xk−1
(1) = xk, t

a
xk,xk−1

(0) = xk−1. Notamos que la es homotópica a la+1,

la+1 = ta+1
n,n−1 · · · · · t

a+1
xk+2,xk+1

· taxk−1,xk−2
· · · · · ta+1

x2,x1

cuando xk+1 = xk−1. Por lo tanto l es homotópica a l′.
Esto prueba que existe el homomorfismo

PC,? → π1

(
Sd |C|(1), ?

)
.

La sobreyectividad se sigue del teorema de aproximación simplicial 2.23 aplicado a trayecto-
rias cerradas l : [0, 1]→ h(Sd |C|(1)).

Para la inyectividad consideremos una trayectoria contraible

l = txn,xn−1 · · · · · txk,xk−1
· · · · · tx2,x1 , xn = x1 = ?

entonces existe una partición a1 = 0 < a2 < · · · < an+1 = 1 de [0, 1] tal que l(ak) = xk y
l |[ak,ak+1] es simplicial. También existe una homotoṕıa

H : [0, 1]× [0, 1]→ h(Sd |C|(1)), H(·, 0) = l(·), H(·, 1) = H(0, 1) = H(1, 1) = ?.

Consideremos el complejo simplicial |K| = [0, 1]2 con vértices,

vk = (ak, 0), k = 1, . . . , n, v0 = (0, 1), vn+1 = (1, 1)

Definimos los 2−simplejos

σk := (v0, vk, vk+1), k = 1, . . . , n.

Consideremos el subsimplejo 1−dimensional |M | = ∂|K| ⊂ |K| con vértices v1, . . . , vn, vn+1, v0.
Por el teorema de aproximación simplicial 2.22 (ver también [Md] corolario 2.5.22) existe un
complejo simplicial Sdr(|K|, |M |) que es subcomplejo de |M |, tal que H ' G rel |M |, tal que

G : Sdr(|K|, |M |)→ Sd |C|(1),
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que es una aplicación simplicial

G(·, 0) = l(·), G(·, 1) = H(0, 1) = H(1, 1) = ?.

Notemos que tenemos

xk = G(vk), k = 1, . . . , n; ? = G(v1) = G(vn) = G(v0) = G(vn+1).

Denotemos los baricentros de los 2−simplejos σk ⊂ |K| como bk y los 2−subsimplejos correspon-
dientes a la subdivisión baricéntrica Sd (|K|, |M |) como σk,1, . . . , σk,m. Por su parte denotamos
los baricentros bk,1, . . . , bk,m de σk,1, . . . , σk,m respectivamente. De manera recursiva podemos
denotar los 2−simplejos de Sdr(|K|, |M |) y sus respectivos baricentros como

σk,k1,k2,...,kr ⊂ Sdr(|K|, |M |), bk,k1,k2,...,kr ∈ intσk,k1,k2,...,kr

Tomemos un 2−simplejo σ ⊂ Sdr(|K|, |M |), hay dos casos:
CASO I. Si σ no tiene aristas en |M |, entonces σ es de la forma σ = σk,k1,k2,...,kr ⊂

Sdr(|K|, |M |) elegimos la trayectoria lineal a pedazos

tσ := tbkr−1,...,k1,k
,bkr,...,k1,k

· · · · · tbk,k1 ,bk · t
′
bk,v0

(2.15)

las cuales se obtienen como composición de trayectorias simpliciales tbkr−1,...,k1,k
,bkr,...,k1,k

, . . . , tbk,v0 ,
cuyos puntos iniciales y finales son respectivamente bkr,...,k1,k, bkr−1,...,k1,k, . . . , v0, bk. Notemos que
tσ tiene punto inicial en v0 y punto final en bkr,...,k1,k, el cual es vértice de σ.

CASO II. Si σ tiene aristas en |M |, entonces tiene vértices b, vk, vk+1 donde b es algún
baricentro. Entonces elegimos la trayectoria con imagen contenida en |M |,

tσ := tvk,vk−1
· · · · · tv1,v0 .

Por otro lado consideramos los vértices a0, a1, a2 de σ = (a0, a1, a2), donde a0 es el punto
final de tσ, y también la trayectoria lineal a pedazos cerrada

lσ := ta0,a2 · ta2,a1 · ta1,a0 . (2.16)

Entonces podemos considerar la trayectoria cerrada con punto inicial y final v0,

t−1
σ · lσ · tσ,

la cual se asocia a la 1−cadena simplicial ∂σ.
De esta manera la trayectoria lineal a pedazos cerrada tv0,vn+1 · tvn+1,vn · tvn,v1 · tv1,v0 que da

lugar a la 1−cadena ∂|K|, es también la composición

tv0,vn+1 · tvn+1,vn · tvn,v1 · tv1,v0 =
∏

σ⊂Sdr(|K|,|M |)

t−1
σ · lσ · tσ

Pero l = G ◦ tv0,vn+1 · tvn+1,vn · tvn,v1 · tv1,v0 , es simplicial, entonces

l =
∏

σ⊂Sdr(|K|,|M |)

G ◦
(
t−1
σ · lσ · tσ

)
: [0, 1]→ Sd |C|(1).
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Por lo tanto para cada 2−simplejo σ, la imagen G◦
(
t−1
σ · lσ · tσ

)
está contenida en un 1−simplejo

τ de Sd |C|(1). Si por ejemplo G env́ıa la arista (a0, a1) en la arista τ, entonces o bien la imagen
de (a1, a2) es −τ ó bien la imagen de (a2, a0) es −τ . Esto significa que l es de la forma

l = ls · · · · · ·ld ·m−1 ·m · ld−1 · . . . l1,

donde m−1 · m = G ◦ lσ . Entonces l es equivalente módulo retrazo a ls · · · · · ·ld · ld−1 · . . . l1.
Procediendo de manera análoga con ls · · · · · ·ld · ld−1 · . . . l1, podemos verificar que l es equivalente
módulo retrazo a la trayectoria constante l? = ?.

Lema 2.25. Conmutan los diagramas

PCi,?OO

��

encij // PCj ,?OO

��
π1(Sd |Ci|(1), ?)

π1(λij ,?)// π1(Sd |Cj |(1), ?)

Donde λij : Sd |Ci|(1) → Sd |Cj |(1) es la inclusión de 1−esqueletos Sd |Ci|(1) ⊂ Sd |Cj |(1).

Demostración. Consideremos el isomorfismo PCi,? ' LSd |Ci|(1),?/ ∼ donde se consideran las
clases de equivalencia ∼ módulo retrazo y reparametrización de trayectorias en el 1−esqueleto
Sd |Ci|(1).

Consideremos una trayectoria l ∈ LSd |Ci|(1),?, se tiene

barCi [l] = [(hi)∗l]

donde [(hi)∗l] ∈ L?/ ∼, es la clase módulo retrazo y reparametrización de una trayectoria lineal
a pedazos (hi)∗l ∈ L?. Sabemos que l puede considerarse una trayectoria simplicial

l = txn,xn−1 · . . . tx3,x2 · tx2,x1 , x1 = xn = ?,

donde txk+1,xk : [0, 1] → Sd |Ci| es una trayectoria simplicial con punto inicial y final, en los
baricentros xk, xk+1 de células adyacentes ck, ck+1 ∈ Ci. Entonces

p̂rCj ◦ barCi [l] = prCj [(hi)∗l] =

= prCj [(hj)∗ ◦ (λij)∗l] .

Como Sd |Ci| es subcomplejo de Sd |Cj |(1), entonces (λij)∗l es una trayectoria simplicial en
Sd |Cj |(1), es decir

(λij)∗
(
txn,xn−1 · . . . tx3,x2 · tx2,x1

)
= tym,ym−1 . . . ty3,y2 · ty2,y1

de donde
p̂rCj

[
tym,ym−1 . . . ty3,y2 · ty2,y1

]
= [c′1, . . . , c

′
m], c′r ∈ Cj .

y donde yk son os baricentros de c′k ∈ Cj . Por lo tanto

encij [c1, . . . , cn] = [c′1, . . . , c
′
m].

Por otro lado [c1, . . . , cn] ∈ PCi,? corresponde a la clase de homotoṕıa blc ∈ π1(Sd |Ci|, ?).
Mientras que b(λij)∗lc ∈ π1(Sd |Cj |(1), ?) corresponde a [c′1, . . . , c

′
m] ∈ PCj ,?.
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Notemos que la aplicación (hi)∗ : LSd |Ci|(1),? → L? en clases de homotoṕıa define un homo-
morfismo

(hi)∗ : π1

(
Sd |Ci|(1), ?

)
→ π1(M,?) (2.17)

por tanto, gracias a la proposición 2.24, se tiene un homomorfismo Φi : PCi,? → π1(M,?).
También se verifica el diagrama conmutativo

PCi,?
encij //

Φi

%%JJJJJJJJJJ
PCj ,?

Φjyyttttttttt

π1(M,?).

El homomorfismo (hi)∗ es sobreyectivo: consideremos una trayectoria cerrada continua l : [0, 1]→
M , entonces por el teorema de la aproximación simplicial [Ha], h−1

i ◦ l : [0, 1] → Sd |Ci| es
homotópica a una aplicación simplicial m1 : [0, 1] → Sd |Ci|. Claramente Φi también es sobre-
yectivo.

Al dualizar se tiene

Φ′i : hom (π1(M,?), G)→ hom (PCi,?, G) , Φ′i = hom (Φi, G) .

Consideremos familia de trayectorias {l1i , . . . , lni }, lki : [0, 1] → hi(Sd |Ci|(1)), tales que las
clases de homotoṕıa

blki c

generan π1(M,?). Entonces

blki c = Φi

(
[lki ]Ci

)
, [lki ]Ci ∈ PCi,?.

Las trayectorias con l : [0, 1]→ hi(Sd |Ci|(1)), también son trayectorias de la forma l : [0, 1]→
hj(Sd |Cj |(1)) para j ≥ i. Entonces, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que

lk := lki

no depende de la escala Ci.

Definición 2.26. Para la presentación del grupo PCi,? consideraremos como generadores las
clases [·]Ci de trayectorias,

A ∪ Γi, A =
{
α1, . . . , αn

}
; Γi =

{
γ
σik
t

}
(2.18)

Dichas trayectorias se dividen en dos tipos:

1. Por un lado tenemos los generadores αr = [lk]Ci , r = 1, 2, . . . , n, , que corresponden a los
generadores blkc del grupo fundamental, π1 (M,?).

2. Por otro lado tendremos los γσ
i
k
t dados por las clases

γ
σik
t =

[
t−1 · lσki · t

]
,
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donde consideramos ciertas trayectorias lσki : [0, 1] → hi(Sd |Ci|(1)), construidas como en
la demostración del teorema 2.24, y son tales que las imágenes de lσki se corresponden con
el borde ∂σki para cada 2−simplejo σki ∈ (Sd |Ci|2, hi), es decir,

∂σki = lσki
([0, 1]).

También se consideran ciertas trayectorias no cerradas t ∈ L teniendo como punto inicial
t(0) = ? y como punto final un vértice de σ,

t(1) = lσik
(0) = lσik

(1).

Suponemos en nuestra notación que la colección de 2−simplejos es

(Sd |Ci|2, hi) =
{
σ1
i , . . . , σ

Ni
i

}
.

Lema 2.27. El 1−esqueleto Sd |C|(1) es homotópico a una unión de ćırculos identificados en
un punto, por lo que tiene grupo fundamental libre.

Demostración. Consideramos un 1−simplejo L ⊂ Sd |C|(1) que es un árbol maximal. Entonces
L tiene una arista por cada 2−simplejo de Sd |C|(2), ver [Md]. Consideramos todas las aristas
τ ⊂ Sd |C|(1) que no están contenidas en L. Consideramos un ćırculo S1

τ , por cada arista τ . La
homotoṕıa H de L a un punto, permite construir una homotoṕıa G de Sd |C|(1) a tS1

τ/ ∼L
donde la relación de equivalencia ∼L identifica un punto de cada ćırculo S1

τ (que corresponde a
los extremos de la arista τ los cuales están en L.

Proposición 2.28. Supongamos que el grupo fundamental π1(M,?) está generado por {bl1c, . . . , blnc},
entonces para cada escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti), el grupo PCi,? está generado por la colección
(2.18).

Demostración. Como π1(Sd |C|(1), ?) es un grupo libre podemos considerar generadores libres.
Supongamos que f es un generador libre en el núcleo ker(hi)∗. Entonces f es la clase de homo-
toṕıa de una trayectoria l : [0, 1]→ Sd |C|(1), contráıble en Sd |C|.

Para cada generador libre fa : [0, 1]→ Sd |C|(1), a = 1, . . . ,m, contraible en M consideramos
la homotoṕıa simplicial Ga : Sdr(|K|, |M |) → Sd |C|(2), que se obtiene como aproximación
simplicial de la homotoṕıa H : |K| → Sd |C|, ver demostración del teorema 2.24. Entonces
podemos escribir

f =
∏

σ⊂Sdr(|K|,|M |)

G ◦
(
t−1
σ · lσ · tσ

)
: [0, 1]→ Sd |C|(1),

Para estos generadores tomamos las trayectorias lσ que se definieron en (2.16) y las trayectorias
tσ que se definieron en (2.15).

Al tomar clase módulo retrazo tendremos

[f ] =
∏

σ⊂Ga([0,1]2)

γσ, con γσ = [t−1
σ · lσ · tσ].

Por lo tanto [l] ∈ PCi,? se expresa en términos de las clases de trayectorias (2.18).



2.5. EL GRUPO PCI ,? COMO GRUPO FUNDAMENTAL 55

Figura 2.5: Un generador de PCi,? de la forma γσ
i
k
t en torno al simplejo σki ∈ SdC2 marcado.

Para el resto de los generadores γσ que se proponen en la presentación, tales que σ no
está presente en la unión de las imágenes ∪ma=1Ga([0, 1]2), a = 1, . . . ,m, consideramos cualquier
elección de trayectorias tσ, lσ tales que γσ = [t−1

σ · lσ · tσ].

Afirmamos que en la presentación de PCj ,? se tiene que

encij(αk) = αk, k = 1, . . . , n.
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Caṕıtulo 3

Formas de curvatura generalizadas

En el caṕıtulo anterior describimos una sucesión de escalas E , definición 2.4, y vimos como
a partir de una escala consideramos un complejo simplicial Sd |Ci| y un homeomorfismo hi :
Sd |Ci| →M .

Los resultados de éste caṕıtulo son aportaciones originales y están resumidas en [DZ2]. Dada
la clase cohomoloǵıa fija e ∈ H2(M,R), correspondiente a la clase de Euler del haz principal
(p,E,M) con fibra G = U(1):

1. Describiremos el espacio af́ın Ωi como las 2−cocadenas cerradas de Sd |Ci|, con clase de
cohomoloǵıa h∗i e.

2. Mediante la inclusión de 2−esqueletos hi(Sd |Ci|(2)) ⊂ hj(Sd|, Cj |(2)), daremos aplicaciones
de ”engrosamiento” de escalas, πji : Ωj → Ωi.

3. Obtendremos el ĺımite proyectivo Ω←− de formas de curvatura generalizadas. Este espacio
extiende las 2−formas de curvatura FA asociadas a clases módulo gauge [ϕA] ∈ A/G?.

4. Finalmente mostraremos la relación del espacio Ω←− con el ĺımite proyectivo A/G?←−−−
de cone-

xiones C−planas de [MMZ] y con espacio de conexiones generalizadas hom (P?, U(1)) de
a teoŕıa de lazos [AL].

A diferencia de la cuantización a la lazos, nuestra propuesta no se limita a describir [ϕA]
empleando solamente las holonomı́as a lo largo de gráficas hi(Sd |Ci|(1)), sino que considera la
evaluación de la forma de curvatura FA a lo largo de el 2−esqueleto hi(Sd |Ci|(2)).

3.1. 2−cocadenas cerradas de curvatura

Definimos el grupo libre abeliano de k−cadenas simpliciales en Sd |Ci| con coeficientes
enteros como

Sk (Sd |Ci|, hi) :=
{
r1σ

1
i + · · ·+ rNk,iσ

Nk,i
i | rl ∈ Z

}
donde (Sd |Ci|k, hi) = {σ1

i , . . . , σ
Nk,i
i }.

En particular, para las 2−cadenas simpliciales,

S2 (Sd |Ci|, hi) :=
{
r1σ

1
i + · · ·+ rN2,iσ

N2,i

i | rl ∈ Z
}

donde (Sd |Ci|2, hi) = {σ1
i , . . . σ

N2,i

i }.

57
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Consideremos el conjunto de funciones lineales en las 2−cocadenas

Vi := hom
(
S2(Sd |Ci|2, hi),R

)
el cual está en correspondencia biyectiva con RN2,i mediante la biyección

w ∈ Vi ↔
(
w(σ1

i ), . . . , w(σN2,i

i )
)
∈ RN2,i .

Las 2−cocadenas cerradas w ∈ Vi satisfacen dw = 0, es decir, w(∂V ) = 0 para las 2−cadenas
que son borde de una 3−cadena V ∈ S3(Sd |Ci|, hi). Por lo tanto definen aplicaciones

w :
S2(Sd |Ci|, hi)

∂ (S3(Sd |Ci|, hi))
→ R.

Al restringir a las 2−cadenas cerradas se tiene

w |ker ∂ :
ker [∂ : S2(Sd |Ci|, hi)→ S1(Sd |Ci|, hi)]

∂ (S3(Sd |Ci|, hi))
→ R,

es decir
w : H2(Sd |Ci|)→ R.

Como vimos en la sección 1.3, dada una conexión ϕA en un haz principal (p,E,M) con fibra
U(1), tiene asociada una 2−forma cerrada de curvatura FA cuya clase se cohomoloǵıa de De
Rham e ∈ H2 (M,R) es un invariante topológico conocido como clase de Euler.

Cada clase de cohomoloǵıa α ∈ H2 (M,R) determina un a función lineal sobre el grupo de
homoloǵıas simpliciales [S] ∈ H2 (Sd |Ci|),

αi [S] = αi(S) :=
N2,i∑
k=1

rk

∫
σki

α.

donde α es una 2−forma representante de α ∈ H2(M,R) y S =
∑N2,i

k=1 rkσ
k
i es una 2−cadena

representante de la clase de homoloǵıa [S] ∈ H2 (Sd |Ci|). Por el teorema de Stokes, dα(c) =
αi(∂c), de donde αi : H2 (Sd |Ci|)→ R está bien definida.

Por el isomorfismo H2(Sd |Ci|) ' H2(Sd |Cj |) ' H2(M), se tiene que αi se corresponde con
αj . Por lo tanto podemos denotar ambas funciones lineales como α. En el caso particular de la
clase Euler e tendremos la función lineal

e : H2(Sd |Ci|)→ R

la cual resulta tener valores enteros.Por lo que podemos considerar la función lineal

e : H2(Sd |Ci|)→ Z.

Para un grupo G se define el grupo cohomoloǵıa Hk(Sd |Ci|, G) se define como el cociente del
grupo de cociclos por el grupo de cociclos equivalentes a 0. Una k−cocadena es una función
lineal sobre las k−cadenas de coeficientes enteros con valores en el grupo G. En general se tiene
una sucesión exacta

0 // Ext (Hk−1 (Sd |Ci|) , G) // Hk (Sd |Ci|, G) // hom (Hk (Sd |Ci|) , G) // 0.
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Para un campo G = k toda función lineal α : Hk(Sd |Ci|, k) → k corresponde con una única
clase de cohomoloǵıa en Hk(Sd |Ci|,k), ver [DNF] página 33. Además Hk(Sd |Ci|,R) es isomorfo
al grupo de cohomoloǵıas de de Rham, Hk(M,R), ver [DNF] página 35 y §14. En resumen se
tienen los isomorfismos

Hk(M,R) ' Hk(Sd |Ci|,R) ' hom (Hk(Sd |Ci|,R),R) .

Definición 3.1. Consideremos un haz principal (p,E,M) con fibra U(1), supongamos que la
clase de cohomoloǵıa de la clase de Euler es e ∈ H2(M,R). Definimos Ωi = Ωe

i , como el conjunto
de 2−cocadenas cerradas que tienen clase de cohomoloǵıa e. Es decir,

Ωi :=
{
ω ∈ hom

(
S2(Sd |Ci|2, hi),R

)
| ω = e

}
⊂ Vi (3.1)

donde ω es la aplicación inducida en las 2−cadenas cerradas, ω[U ] = ω(U), para U ∈ ker ∂,
[U ] ∈ H2(Sd |Ci|),

ω |ker ∂= e :
ker [∂ : S2(Sd |Ci|, hi)→ S1(Sd |Ci|, hi)]

∂ (S3(Sd |Ci|, hi))
→ R.

Para la clase de cohomoloǵıa nula e = 0 definimos

Ω0
i :=

{
ω ∈ hom

(
S2(Sd |Ci|2, hi),R

)
| ω = 0

}
⊂ Vi

Se verifica inmediatamente que Vi,Ω0
i tienen estructura de espacios vectoriales sobre R, con

Ω0
i subespacio de Vi. Gracias al refinamiento de escalas es posible definir aplicaciones lineales

entre ellos.
Consideremos dos escalas distintas etiquetadas con i, j ∈ N, i ≤ j, existen inclusiones de lss

k−cadenas a escala i como k−cadenas a escala j,

ι
(k)
ij : Sk(Sd |Ci|, hi)

� � // Sk(Sd |Cj |, hj), k ∈ N. (3.2)

donde cada 2−simplejo σli ∈ (Sd |Ci|2, hi), l = 1, 2, . . . , N2,i, se corresponde con una 2−cadena
a escala más fina

∑N2,j

l=1 δl(σki )σlj ,

δl(σki ) :=
{

1, si σlj ⊂ σki
0, en otro caso.

(3.3)

Es decir

ι
(2)
ij (σki ) =

N2,j∑
l=1

δl(σki )σlj ∈ S2(Sd |Cj |, hj).

Se pueden considerar aplicaciones lineales duales de las 2−cocadenas

πji = hom
(
ι
(2)
ij ,R

)
: hom

(
S2(Sd |Ci|2, hj),R

)
→ hom

(
S2(Sd |Ci|2, hi),R

)
.
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Definición 3.2. Para dos escalas (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti), (|Cj |, φj ;Sd |Cj |, Tj), i ≤ j, existe una
colección de aplicaciones πji : Vj → Vi,

πji : Vj // Vi (3.4)

definidas por

πji(w)(σki ) =
N2,j∑
l=1

δl(σki )w(σlj)

Con estas definiciones obtenemos el ĺımite proyectivo de espacios vectoriales

lim←−Vi.

el cual es un espacio vectorial.

3.2. Espacios afines y espacios vectoriales

Un espacio af́ın A correspondiente a un espacio vectorial V es un conjunto A provisto de
una aplicación A×A→ V , que a cada pareja (a, b) le asigna un vector

−→
ab ∈ V , con las siguientes

propiedades: (a) para cada a0 ∈ A fijo la asignación
−→
a0a es una biyección de A en V ; (b) para

cualesquiera a, b, c ∈ A se tiene
−→
ab+

−→
bc +−→ca = 0. La dimensión de A es la dimensión del espacio

vectorial correspondiente.
Para cada vector v ∈ V y cada a ∈ A se define la traslación por v, como a + v = a′, donde

a′ ∈ A es el único punto tal que
−→
aa′ = v. Es decir, V actúa libremente en A.

Un espacio vectorial V da lugar a un espacio af́ın correspondiente a śı mismo. Un subconjunto
A′ ⊂ A es un subespacio af́ın de A si

−→
ab con a, b ∈ A′ forman un subespacio vectorial de V . Una

aplicación entre espacios afines f : A1 → A2 es una aplicación af́ın si existe una aplicación lineal
φ : V1 → V2 entre los espacios vectoriales correspondientes tal que

f

(
a0 +

−→
a0a

)
= f(a0) + φ

(−→
a0a

)
En particular si φ : V1 → V2 es una aplicación lineal y A1 ⊂ V1, A2 ⊂ V2 son subespacios

afines lates que φ(A1) ⊂ A2 entonces φ |A1 define una aplicación af́ın entre A1 y A2.

Proposición 3.3. 1. El conjunto Ωi es un subespacio af́ın de Vi correspondiente al espacio
vectorial Ω0

i definido en 3.1;

2. La aplicación lineal πji : Vj → Vi induce una aplicación lineal πji : Ω0
j → Ω0

i ;

3. También induce una aplicación af́ın πji : Ωi → Ωj .

Demostración. Sea ω0
i ∈ Ωi ⊂ Vi, entonces para cualquier otro ωi ∈ Ωi se tiene

ωi(S)− ω0
i (S) = 0, S ∈ S2(Sd |Ci|), ∂S = 0

es decir
−−→
ω0
i ωi := ωi − ω0

i ∈ Ω0
i . Para ω0

i fijo la aplicación ωi 7→
−−→
ω0
i ωi es una biyección. Además

−−−→
ω0
i ω

1
i +
−−−→
ω1
i ω

2
i +
−−−→
ω2
i ω

0
i = 0. Esto prueba la primera afirmación.
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Para la segunda afirmación notemos la conmutación de los diagramas

Sk(Sd |Ci|, hi)
ι
(k)
ij //

∂
��

Sk(Sd |Cj |, hj)

∂
��

Sk−1(Sd |Ci|, hi)
ι
(k−1)
ij // Sk−1(Sd |Cj |, hj)

(3.5)

Por lo tanto, las aplicaciones ι(k)
ij , env́ıan cadenas cerradas S ∈ Sk(Sd |Ci|, hi) en cadenas cerradas

ι
(k)
ij (S) ∈ Sk(Sd |Cj |, hj). Es decir, para una 2−cadena cerrada ∂S = 0 se tiene πji(ω)(S) =
ω(S′) = 0. Por lo tanto πji define aplicaciones lineales

πji :
S2(Sd |Cj |, hj)
∂(S3(Sd |Cj |hj))

→ S2(Sd |Ci|, hi)
∂(S3(Sd |Ci|hi))

y también
πji : H2(Sd |Cj |)→ H2(Sd |Ci|).

Por tratarse de aplicaciones lineales, si ω = 0 ∈ H2(Sd |Cj |,R), entonces πji(ω) = 0 ∈
H2(Sd |Ci|,R). Por lo tanto πji(Ω0

j ) ⊂ Ω0
i .

Para la tercera afirmación consideramos ω0
j ∈ Ωj y ω0

i = πji(ω0
j ) ∈ Ωi. Se verifica de la

definición que

πji (ωj) = πji(ω0
j ) + πji

(−−−→
ω0
jωj

)
=

= πji(ω0
j ) + πji(ωj)− πji(ω0

j ) =
−−→
ω0
i ωi

es decir la aplicación lineal πji |Ω0
j
: Ω0

j → Ω0
i induce la aplicación af́ın

πji : Ωj → Ωi,

la cual de hecho coincide con πji |Ωj .

Definición 3.4. Las aplicaciones lineales

πji : Ω0
j → Ω0

i .

inducen un ĺımite proyectivo de espacios vectoriales que a su vez es un espacio vectorial

Ω0
←− := lim←−Ω0

i

Este a su vez es subespacio vectorial de

V←− := lim←−Vi.

Por otro lado, las aplicaciones afines πji : Ωj → Ωi inducen el ĺımite proyectivo

Ω←− := lim←−Ωi.
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Proposición 3.5. El limite Ω←− tiene estructura de espacio af́ın correspondiente al espacio vec-
torial Ω0

←−. El espacio af́ın Ω←− es subespacio af́ın del espacio vectorial V←−.

Demostración. Elegimos ω0 ∈ Ω←− fijo, y consideramos para cada escala ω0
i := πi(ω0) ∈ Ωi fijo.

Consideramos las biyecciones correspondientes

ωi ∈ Ωi ↔
−−→
ω0
i ωi ∈ Ω0

i

Estas biyecciones inducen la biyección

ω ∈ Ω←−↔
−−→
ω0ω ∈ Ω0

←−

Se verifica que Ω←− es un espacio af́ın correspondiente al espacio vectorial Ω0
←−.

Para ver que Ω←− es un subespacio af́ın del espacio vectorial V←− basta considerar las aplicaciones
afines Ω←− → Ωi → Vi y recordar que las aplicaciones afines πji : Ωj → Ωi coinciden con las
restricciones πji |Ωj de las apliaciones lineales πji : Vi → Vi.

A partir de las definiciones se tiene que Ωi = Ω0
i + ω0 ⊂ RN2,i para un vector fijo ω0 ∈ Vi,

tal que ω0(S) = e[S] para 2−cadenas cerradas ∂S = 0. Por ende es un subespacio af́ın de Vi.
Notemos que usando la terminoloǵıa de la sección 1.4, Vi se puede describir como el espacio

de 2−formas discretas

Vi = Λ2
iM := hom (S2(Sd |Ci|),R) = RN2,i .

3.3. Grupos de homoloǵıa y escisiones

Consideramos el homeomorfismo hi : Sd |Ci|(1) → M y el homomorfismo inducido en
1−homoloǵıa

(hi)∗ : H1

(
Sd |Ci|(1)

)
→ H1(M).

Se tiene la sucesión exacta de grupos abelianos

0 // ker(hi)∗ // H1(Sd |Ci|(1))
(hi)∗ // H1(M) // 0. (3.6)

Al considerar hom (·, G) para un grupo abeliano G se tiene la sucesión exacta

hom (ker(hi)∗, G) hom
(
H1

(
Sd |Ci|(1)

)
, G
)

oo hom (H1(M), G)
(hi)

∗
oo 0Goo (3.7)

Lema 3.6. Si G es un grupo abeliano divisible, entonces se tiene la sucesión exacta

0G // hom (H1(M), G)
(hi)

∗
// hom

(
H1

(
Sd |Ci|(1)

)
, G
)

// hom (ker(hi)∗, G) // 0G .

Demostración. El grupo fundamental π1(Sd |Ci|(1), ?) es el grupo fundamental de una gráfica
por lo tanto es libre. El grupo H1(Sd |Ci|(1)) es el abelianizado de un grupo libre, por lo tanto es
un grupo abeliano libre. El subgrupo ker(hi)∗ de un abeliano libre, también es un grupo abeliano
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libre. En particular, si g1 . . . , gn son generadores libres de ker(hi)∗, entonces existe una colección
de generadores libres f1, . . . , fN de H1(Sd |Ci|(1)), con N ≥ n, tales que

g1 = d1f1, . . . , gn = dnfn,

para una colección de enteros d1, . . . , dn ∈ Z.
Tomemos un homomorfismo ϕ ∈ hom (ker(hi)∗, G) definido en los generadores gk como

ϕ(gk) = ek ∈ G. Como G es divisible existen e′k ∈ G tales que dke′k = ek. Si definimos

ϕ′(fk) := e′k, para 1 ≤ k ≤ n; ϕ′(fk) = 0G, para n < k ≤ N

entonces
ϕ′(gk) = dkϕ

′(fk) = dke
′
k = ek, 1 ≤ k ≤ n.

Por lo tanto ϕ′ ∈ hom (H1(Sd |Ci|), G), pues basta definirlo en los generadores. Además ϕ′ es
preimagen de ϕ ∈ hom (ker(hi)∗), G).

En particular para G = U(1) y G = R se tienen las sucesiones exactas:

1 // hom (H1(M), U(1))
(hi)

∗
// hom

(
H1

(
Sd |Ci|(1)

)
, U(1)

)
// hom (ker(hi)∗, U(1)) // 1 .

0 // hom (H1(M),R)
(hi)

∗
// hom

(
H1

(
Sd |Ci|(1)

)
,R
)

// hom (ker(hi)∗,R) // 0 .

Lema 3.7. Si G es un grupo abeliano divisible y libre de torsión, entonces la sucesión exacta

0G // hom (H1(M), G)
(hi)∗// hom

(
H1

(
Sd |Ci|(1)

)
, G
)

// hom (ker(hi)∗, G) // 0G

se escinde. Por lo tanto se tiene la descomposición en suma directa

hom
(
H1

(
Sd |Ci|(1)

)
, G
)

= hom (H1(M), G)⊕ hom (ker(hi)∗, G) .

Demostración. De la demostración del lema anterior tenemos que hay una base g1 . . . , gn de
generadores libres de ker(hi)∗, y una colección de generadores libres f1, . . . , fN de H1(Sd |Ci|(1)),
con N ≥ n, tales que

g1 = d1f1, . . . , gn = dnfn,

para una colección de enteros d1, . . . , dn ∈ Z. Para un homomorfismo ϕ ∈ hom (ker(hi)∗, G)
definido en los generadores gk como ϕ(gk) = ek ∈ G, existen e′k ∈ G tales que dke′k = ek, y
definimos

ϕ′(fk) := e′k, para 1 ≤ k ≤ n; ϕ′(fk) := 0G, para n < k ≤ N

de donde
ϕ′(gk) = dkϕ

′(fk) = dke
′
k = ek.

Para un grupo libre de torsión G la solución e′k = 1
dk
ek de la ecuación

dk · x = ek ∈ G
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es única. Entonces se verifica que la aplicación ψ(ϕ) := ϕ′ es un homomorfismo

ψ : hom
(
ker(hi)′∗, G

)
→ hom

(
H1(Sd |Ci|(1)), G

)
.

En efecto, al considerar las soluciones xd,g =: 1
dg, de la ecuación d ·x = g, se tiene que xd,g+xd,g′

es la solución de d · x = g + g′. Por lo tanto,

[ψ(ϕ1) + ψ(ϕ2)] (fk) =
1
dk
ϕ1(gk) +

1
dk
ϕ2(gk) =

=
1
dk

((ϕ1 + ϕ2)(gk)) = ψ(ϕ1 + ϕ2)(fk), 1 ≤ k ≤ n.

Es decir,
ψ(ϕ1) + ψ(ϕ2) = ψ(ϕ1 + ϕ2).

De manera análoga se puede probar que ψ(0) = 0. Por otro lado se verifica que ψ escinde por la
derecha la sucesión exacta

0G // hom (H1(M), G)
(hi)

′
∗// hom

(
H1

(
Sd |Ci|(1)

)
, G
)

// hom (ker(hi)∗, G) //

ψoo ]_
0G .

En particular para R se tiene la suma directa

hom
(
H1(Sd |Ci|(1)),R

)
= hom (ker(hi∗),R)⊕ hom (H1(M),R) (3.8)

Usando la descomposición de
H1(M) = Zb1 ⊕ T,

donde T ⊂ H1(M) es subgrupo de torsión, se tiene una expresión equivalente de la descompo-
sición (3.8) dada por:

hom
(
H1(Sd |Ci|(1)),R

)
= hom (ker(hi∗),R)⊕ Rb1 . (3.9)

3.4. Evaluación de la curvatura y de la holonomı́a

En esta sección describiremos las relaciones que hay entre Ωi y las conexiones Ci−planas
hom (PCi,?, G), definidas en la sección 2.2. Concluiremos con la definición de e : Ω←−× U(1)b1 →
hom (PCi,?, U(1)) donde b1 es el rango libre de la 1−homoloǵıa de la variedad base M . Esta
aplicación permite obtener la evaluación de la holonomı́a a partir de la evaluación de la curvatura.

Lema 3.8. Usando la exponencial exp 2π
√
−1(·) : R→ U(1) :

1. Se tienen homomorfismos

hom
(
H1(Sd |Ci|(1)),R

)
oo //

exp 2π
√
−1(·)

��

hom (ker(hi)∗,R)⊕ Rb1

exp 2π
√
−1(·)⊕exp 2π

√
−1(·)

��
hom

(
H1(Sd |Ci|(1)), U(1)

)
hom (ker(hi)∗, U(1))⊕ hom (H1(M), U(1)) .
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2. También se tienen diagramas conmutativos

hom
(
H1(Sd |Ci|(1)),R

)
exp 2π

√
−1(·)

��

// hom (ker(hi)∗,R)

exp 2π
√
−1(·)

��
hom

(
H1(Sd |Ci|(1)), U(1)

)
// hom (ker(hi)∗, U(1)) .

3. Finalmente se tienen diagramas conmutativos

hom
(
H1(Sd |Ci|(1)),R

)
exp 2π

√
−1(·)

��

hom (ker(hi)∗,R)

exp 2π
√
−1(·)

��

ψ
oo

hom
(
H1(Sd |Ci|(1)), U(1)

)
// hom (ker(hi)∗, U(1)) .

donde ψ es el homomorfismo que escinde por la derecha la sucesión exacta correspondiente
descrita en el lema 3.7.

Demostración. Sólo tenemos que probar la tercera parte: Sea ϕ ∈ hom (ker(hi)∗,R), entonces

exp 2π
√
−1(ψ(ϕ)) ∈ hom

(
H1(Sd |Ci|(1)), U(1)

)
,

define un homomorfismo en el subgrupo ker(hi)∗ ⊂ H1(Sd |Ci|(1)). También se tiene el homo-
morfismo

exp 2π
√
−1ϕ ∈ hom (ker(hi)∗, U(1)) ,

Por la escisión, ψ(ϕ) restringido a ker(hi)∗ coincide con ϕ, por lo tanto

exp 2π
√
−1(ψ(ϕ)) |ker(hi)∗= exp 2π

√
−1ϕ.

Tenemos la siguiente identificación.

Lema 3.9. El espacio af́ın Ωi es isomorfo al espacio vectorial hom (ker(hi)∗,R).

Demostración. En lugar del espacio af́ın consideramos el espacio vectorial correspondiente Ω0
i ⊂

Vi, que consta de todas las 2−cocadenas cerradas ω ∈ Vi tales que la aplicación inducida en
homoloǵıa ω : H2(Sd |Ci|)→ R es nula.

Consideremos un ω ∈ Ω0
i fijo. Consideremos una 1−cadena cerrada τ ∈ S1(Sd |Ci|(1)) cuya

clase de homoloǵıa pertenece a ker(hi)∗; entonces τ es el borde de una 2−cadena,

U =
N2,i∑
k=1

rkσ
k ∈ S2(Sd |Ci|), τ = ∂U.

Definamos

ϕ(τ) := ω(U) =
N2,i∑
k=1

rkω(σk).
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Si U ′ es otra 2− cadena ta que ∂U ′ = τ entonces ∂(U − U ′) = 0, por lo que ω(U − U ′) = 0
pues ω ∈ Ω0

i , es decir, ω(U) = ω(U ′). Por lo tanto ϕ(τ) ∈ R está bien definida. Si τ1, τ2 son dos
1−cadenas cerradas con clases de 1−homoloǵıa en ker(hi)∗ entonces τ1 = ∂U1, τ2 = ∂U2, por lo
que ϕ(τ1 + τ2) = ω(U1 + U2) = ω(U1) + ω(U2) = ϕ(τ1) + ϕ(τ2).

Por lo tanto, ϕ ∈ hom (ker(hi)∗,R). Con esto concluimos que está bien definido el homomor-
fismo ω 7→ ϕ de Ω0

i en hom (ker(hi)∗,R).
La aplicación ω 7→ ϕ es inyectiva: Supongamos que ϕ(τ) = 0 para toda 1−cadena en ker(hi)∗,

entonces ω(U) = τ(∂U) = 0 para toda 2−cadena U .
La aplicación ω 7→ ϕ es sobreyectiva: Para una 1−cocadena ϕ ∈ hom (ker(hi)∗,R). Para cada

2−cadena U , consideramos la 1−cadena cerrada ∂U ∈ ker(hi)∗ y definimos

ω(U) := ϕ(∂U).

Entonces ω es un a 2−cocadena cerrada pues ϕ(∂∂V ) = 0 para una 3−cadena V . Al evaluar ω
en las 2−cadenas cerradas U , ∂U = 0, se tiene ω(U) = τ(0) = 0 por lo tanto ω ∈ Ω0

i .

Al componer este isomorfismo con la exponencial

exp 2π
√
−1 : hom (ker(hi)∗,R)→ hom (ker(hi)∗, U(1)) ,

se tiene el siguiente

Corolario 3.10. Existen una aplicación cubriente

e0
i : Ωi → hom (ker(hi)∗, U(1)) .

El siguiente teorema resume los lemas 3.7, 3.9, 3.8, al aplicarlos al abelianizado H1(Sd |Ci|(1))
del grupo PCi,? = π1(Sd |Ci|(1), ?).

Teorema Principal 3.11. 1. Se tiene la factorización

hom (PCi,?,R) ' hom (ker(hi)∗,R)⊕ hom (H1(Sd |Ci|),R) ∼= Ωi × Rb1 .

2. Se tiene la aplicación continua ei tal que conmuta el diagrama3

Ωi × Rb1

ei ((QQQQQQ
oo // hom (PCi,?,R)

exp 2π
√
−1

��
hom (PCi,?, U(1))

3.5. El ĺımite proyectivo

Recordemos que por la conmutación del diagrama (3.5), ι(k)
ij ◦ ∂ = ∂ ◦ ι(k−1)

ij . En particular
si ω ∈ Vj es una 2−cocadena cerrada, entonces πji(ω) también lo es, es decir:

πji(ω)(∂V ) = ω
(
∂
(
ι
(3)
ij (V )

))
= 0;
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donde V es una 3−cadena V ∈ S3(Sd |Ci|, hi). Por otro lado, ι(2)
ij (env́ıa cadenas cerradas en

cadenas cerradas y bordes de 3−cadenas en bordes de 3−cadenas), por lo tanto induce una
aplicación en homoloǵıa

ι
(2)
ij : H2(Sd |Ci|)→ H2(Sd |Cj |).

Como h−1
j ◦ hi : Sd |Ci| → Sd |Cj | es un homeomorfismo, entonces ι(2)

ij es un isomorfismo.
De acuerdo a la proposición 3.3, dada una 2−cocadena cerrada ω : S2(Sd |Cj |2, hj) → R

que induce la aplicación ω nula en 2−homoloǵıa 0 ∈ H2(Sd |Cj |2,R) entonces también es nu-
la πji(ω) ∈ H2(Sd |Ci|). Por lo tanto la restricción de aplicación lineal πji |Ω0

j
tiene imagen

contenida en Ω0
i . Es decir, está bien definida la aplicación lineal inducida

πji : Ω0
j → Ω0

i . (3.10)

Tomemos clases de cohomoloǵıa ej ∈ H2(Sd |Ci|,R), tales que son compatibles,

(ι(2)
ij )∗ei = ej ,

y las cuales corresponden a la clase de Euler e ∈ H2(M,R) Entonces tendremos las aplicaciones
afines correspondientes

πji : Ωej
j → Ωei

i .

Consideremos ahora inclusiones en de los 1−esqueletos

λij : Sd(1)|Ci| → Sd(1)|Cj |.

Se tienen inclusiones en las k−cadenas

λ
(k)
ij : Sk(Sd(1)|Ci|)→ Sk(Sd(1)|Cj |) (3.11)

dadas por

λ
(k)
ij (τ ri ) =

Nk,j∑
l=1

δr(τ lj) · τ lj , k = 0, 1.

donde Sd(1)|Ci|k = {τ1
i , . . . , τ

Nk,i
i }, y

δr(τ lj) :=
{

1, si τ lj ⊂ τ ri
0, otro caso.

Notemos que los bordes de 2−cadenas son nulos por lo que λ(k)
ij es nula para k ≥ 2, y además,

λ
(0)
ij ◦ ∂ = ∂ ◦ λ(1)

ij .

Por lo tanto, definen aplicaciones en homoloǵıa

λ
(1)
ij : H1(Sd |Ci|(1))→ H1(Sd |Cj |(1)).

Podemos considerar la inclusión de complejos simpliciales

hi : Sd |Ci|(1) → hi(Sd |Ci|)

dadas por inclusiones de k−simplejos hi(τ) = hi(τ) ∈ (Sd |Ci|k, hi) para cada τ ∈ (Sd |Ci|(1))k ⊂
(Sd |Ci|)k, con k = 0, 1. Por lo tanto se tiene el siguiente resultado:
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Lema 3.12. Se tienen diagramas conmutativos

ker(hi)∗ //

λ
(1)
ij
��

H1(Sd |Ci|(1))
(hi)∗ //

λ
(1)
ij
��

H1(Sd |Ci|)

ι
(1)
ij

��
ker(hj)∗ // H1(Sd |Cj |(1))

(hj)∗ // H1(Sd |Cj |)

Demostración. Se tiene el diagrama conmutativo,

S1(Sd |Ci|(1))
hi //

λ
(1)
ij
��

S1(Sd |Ci|, hi)

ι
(1)
ij

��
S1(Sd |Cj |(1))

hj // S1(Sd |Cj |, hj)

Como vimos anteriormente. el homeomorfismo h−1
j ◦hi : Sd |Ci| → Sd |Cj | induce el isomorfismo

ι
(1)
ij : H1(Sd |Ci|)→ H1(Sd |Cj |)

, de hecho se tienen isomorfismos

H1(Sd |Ci|) ' H1(Sd |Cj |) ' H1(M).

Por lo tanto λ(1)
ij (ker(hi)∗) ⊂ ker(hj)∗.

Al dualizar y recordando el isomorfismo descrito en 3.9, se tiene el siguiente resultado

Lema 3.13. Se tienen aplicaciones lineales

Ω0
i hom

(
H1(Sd |Ci|(1),R

)
oo hom (H1(M),R)

(hi)
∗

oo

Ω0
j

πji

OO

hom
(
H1(Sd |Cj |(1),R

)(λ
(1)
ij )∗

OO

oo hom (H1(M),R)

(ι
(1)
ij )∗

OO

(hj)
∗

oo

Demostración. Notemos que ker(hi)∗ = ker(hi)∗. Entonces basta mostrar la conmutatividad de
los diagramas

Ω0
i
oo // hom (ker(hi)∗,R)

Ω0
j
oo //

πji

OO

hom (ker(hj)∗,R)

(λ
(1)
ij )∗

OO

Recordemos el isomorfismo Ω0
j ↔ hom (ker(hj)∗,R). Consideremos un ω ∈ Ω0

j y una 1−cadena
cerrada τ ∈ S1(Sd |Cj |(1)) cuya clase de homoloǵıa pertenece a ker(hj)∗; entonces τ es el borde
∂Uj de una 2−cadena, Uj ∈ S2(Sd |Cj |). Definimos ϕ ∈ hom (ker(hi)∗,R) , como ϕ(τ) = ω(Uj).
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Para una 1−cadena τ ′ ∈ ker(hi)∗ ⊂ S1(Sd |Ci|(1)), existe una 2−cadena Ui ∈ S2(Sd |Ci|) tal que
τ ′ = ∂Ui. De donde,(

(λ(1)
ij )∗ϕ

) (
τ ′
)

= ϕ
(
λ

(1)
ij ◦ ∂(Ui)

)
= ϕ

(
∂ ◦ ι(2)

ij (Ui)
)

= ω
(
ι
(2)
ij (Ui)

)
= (πji(ω)) (Ui).

En esta última ecuación hemos empleado el diagrama conmutativo

S1(Sd |Ci|(1))

��

λ
(1)
ij // S1(Sd |Cj |(1))

��
S1(Sd |Ci|)

ι
(1)
ij // S1(Sd |Cj |)

donde consideramos las inclusiones del 1−esqueleto Sd |Ca|(1) en el complejo simplicial Sd |Ca|,
para a = i, j.

Usando las escisiones referidas en el teorema 3.11, se puede probar el siguiente resultado.

Teorema Principal 3.14. Se tiene la aplicación continua de ĺımites proyectivos

e : Ω←−× R
b1 → A/G?←−−−

. (3.12)

Demostración. Consideramos la escisión

hom (ker(hi)∗,R)⊕ hom (H1(Sd |Ci|),R) ' hom
(
H1(Sd |Ci|(1)),R

)
;

Al considerar la escisión a dos escalas distintas, se tienen los diagramas conmutativos

hom (ker(hi)∗,R)⊕ hom (H1(Sd |Ci|),R) oo // hom
(
H1(Sd |Ci|(1)),R

)

hom (ker(hj)∗,R)⊕ hom (H1(Sd |Cj |),R) oo //

(λ
(1)
ij )∗⊕(ιij)

∗

OO

hom
(
H1(Sd |Cj |(1)),R

)
.

(λ
(1)
ij )∗

OO
(3.13)

Recordemos el primer grupo de homoloǵıa H1(Sd |Ci|(1)) es el abelianizado del grupo funda-
mental π1(Sd |Ci|(1), ?) ' PCi,?. Además recordemos que ker(hi)∗ ↔ Ωi, y que H1(Sd |Ci|(1)) '
H1(M). Entonces los diagramas (3.13) a su vez dan lugar a diagramas conmutativos de aplica-
ciones continuas

Ωi × hom (H1(M),R) oo // hom (PCi,?,R)

Ωj × hom (H1(M),R) oo //

πji×id

OO

hom (PCi,?,R)

(λ
(1)
ij )∗

OO
.

Por otro lado, al considerar las exponenciales, obtenemos los diagramas conmutativos

hom (PCi,?,R)
exp 2π

√
−1// hom (PCi,?, U(1))

hom
(
PCj ,?,R

)
exp 2π

√
−1
//

(λ
(1)
ij )∗

OO

hom
(
PCj ,?, U(1)

)
.

(λ
(1)
ij )∗

OO



70 CAPÍTULO 3. FORMAS DE CURVATURA GENERALIZADAS

Consideremos los diagramas

hom (PCi,?, U(1)) oo // hom (PCi,?, U(1))

hom
(
PCj ,?, U(1)

)
oo //

(λ
(1)
ij )∗

OO

hom
(
PCj ,?, U(1)

)πji

OO
(3.14)

donde πji = hom (encij , U(1)) son las aplicaciones de engrosamiento de holonomı́as, dadas en la
definición 2.17.

Recordemos el isomorfismo
PCi,? ' π1(Sd |Ci|(1), ?).

Según el lema 2.25, conmutan los diagramas

PCi,?OO

��

encij // PCj ,?OO

��
π1(Sd |Ci|(1), ?)

π1(λij ,?)// π1(Sd |Cj |(1), ?)

Es decir, las inclusiones

encij : π1

(
Sd |Ci|(1), ?

)
→ π1

(
Sd |Cj |(1), ?

)
corresponden a

encij = π1(λij , ?),

las inclusiones inducidas en grupos fundamentales por las inclusiones continuas λij : Sd |Ci|(1) →
Sd |Cj |(1); pues Por lo tanto, las inclusiones en los grupos abelianizados

encij : H1

(
Sd |Ci|(1)

)
→ H1

(
Sd |Cj |(1)

)
coinciden con las aplicaciones encij , inducidas en homoloǵıa por las mismas aplicaciones conti-
nuas λij . Es decir,

encij = (λ(1)
ij )∗.

Por lo tanto, al dualizar empleando el funtor hom (·, U(1)), se tiene que los diagramas (3.14)
conmutan.

Finalmente podemos afirmar que conmutan los diagramas

Ωi × Rb1
ei// hom (PCi,?, U(1))

Ωj × Rb1
ej//

πji×id

OO

hom (PCi,?, U(1))

πji

OO
.

Por lo tanto está bien definida la aplicación cont́ınua en los ĺımites proyectivos

e : Ω←−× R
b1 → A/G?←−−−

.
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3.6. Curvatura y holonomı́a de conexiones suaves

Consideremos un haz principal (p,E,M) con fibra U(1) y clase de Euler e ∈ H2(M,R). En
esta sección describiremos las relaciones entre los espacios de conexiones suaves módulo gauge
A/G?, en un haz principal de fibra U(1) y el espacio af́ın Ω←−. También describiremos la relación
con las conexiones generalizadas hom (P?, U(1)).

Lema 3.15. 1. Se tiene una aplicación Curv : A/G? → Ω←−, inducida por aplicaciones

Curvi : A/G? → Ωi.

2. Si dos conexiones ϕ,ϕ′ ∈ A, definen la misma forma de curvatura, es decir, FA = FA
′
,

entonces,
Curv(ϕ) = Curv(ϕ′).

Demostración. Se construye utilizando la curvatura usual FA de una conexión ϕ. Expĺıcitamente
se tiene que para la escala Ci,

Curvi(ϕ)(σ) :=
1

2π

∫
σ
FA, σ ∈ (Sd |Ci|2, hi) (3.15)

donde empleamos la 2−forma de curvatura FA. Como los 2−simplejos en (Sd |Ci|2, hi) se desom-
ponen como unión de 2−simplejos en (Sd |Cj |, hj);∫

σ
FA =

N2,j∑
l=1

δl(σ) ·
∫
σlj

FA, σ ∈ (Sd |Ci|2, hi),

donde δl se definió en (3.3). Entonces conmutan los diagramas

Ωi Ωjπji
oo

A
Curvi

__@@@@@@@@ Curvj

>>~~~~~~~

lo cual permite definir la aplicación Curv : A → Ω←−.
Para la segunda parte, ver [DZ] teorema 7. Supongamos que ϕ 6= ϕ′, con formas de curvatura

respectivas FA 6= FA
′
. Consideremos un abierto V ⊂ M tal que FAx 6= FA

′
x , para todo x ∈ V .

Supongamos que x ∈ V es un vértice de Sd |Ci| para alguna escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, hi). Por
la condición de hi es un homeomorfismo, el conjunto de vectores tangentes al 1− esqueleto
hi
(
Sd |Ci|(1)

)
, genera el espacio tangente TxM . Por lo tanto∣∣∣FAx (v ∧ v′)− FA′x (v ∧ v′)

∣∣∣ = ε > 0

para un par de vectores v, v′ ∈ TxM tangentes a hi(Sd |Ci|(1)) en x. Por la condición de refina-
miento de 2.4, existe una escala suficientemente fina j ≥ i tal que(

FAy − FA
′

y

)
(v ∧ v′) > ε
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para todo y ∈ σ y para vectores independientes v, v′ tangentes una 2−cadena σ ∈ hj
(
Sd |Cj |(2)

)
.

Por lo tanto, ∫
σ

(
FA − FA′

)
6= 0.

Observación. Notemos que Curv(ϕ) coincide con la discretización de la 2−forma de curvatura
FA, es decir

ωi = Curvi(ϕ) =
1

2π
FAd

utilizando el complejo simplicial Sd |Ci| según la terminoloǵıa de las sección 1.4.

Teorema Principal 3.16. 1. La aplicación

∼
Curv: A/G? // Ω←−× U(1)b1

[ϕ] � //
(
Curv(ϕ);holϕ(α1), . . . , holϕ(αb1)

)
(3.16)

es inyectiva. La holonomı́a de la conexión ϕ, holϕ, ver (1.10), es evaluada en los genera-
dores libres α1, . . . , αb1 , de H1(M) = Zb1 ⊕ T .

2. Consideremos una rama del logaritmo log = ln −
√
−1

2π : U(1)b1 → Rb1. Entonces conmuta
el diagrama

Ω←−× U(1)b1id× log // Ω←−× R
b1

e
��

A/G? � �

β◦hol
//

?�

∼
Curv

OO

A/G?←−−−
.

(3.17)

donde hol : A/G? → A/G? se definió en (1.10), y β : A/G? → A/G?−−−→
de definió en el

teorema 2.20.

Demostración. Se conoce el teorema 1.18. Según este resultado una clase [ϕ] ∈ A/G? está com-
pletamente determinada por la 2−forma de curvatura FA y por la holonomı́a a lo largo de
α1, . . . , αb1 , generadores fijos de la parte libre de H1(M). Por la parte 2 del lema 3.15 se tiene
la inyectividad de la primera parte.

Para la segunda parte consideramos a escala Ci la aplicación(
ei ◦ log◦

∼
Curv ([ϕ])

)
(αk) = holϕ(αk), k = 1, . . . , b1;

(
ei◦

∼
Curv ([ϕ])

)
(γik) = exp

(
2π
√
−1Curvi([ϕ])(σk)

)
, k = 1, . . . , N2,i.

Recordemos que el grupo PCi,? tiene un subconjunto de generadores γσ
k
i
t descitos en (2.18) y en

la proposición 2.28. Recordemos que en una escala fija (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti), cada generador γσ
k
i
t
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se asocia con el borde ∂σki , de tal manera que la holonomı́a a lo largo de γσ
k
i
t es la exponencial

de la curvatura complexificada en σki , es decir.

(βi ◦ hol([ϕ]))
(
γ
σki
t

)
= holϕ

(
bari

(
γ
σki
t

))
= exp

(
2π
√
−1

2π

∫
σki

FA

)
=

= exp
(

2π
√
−1Curvi(ϕ)(σki )

)
=
(

ei◦
∼

Curv ([ϕ])
)

(γσ
k
i
t ).

Se procede análogamente con los generadores α1, . . . , αb1 . Al considerar diferentes escalas con-
mutan los diagramas respectivos

Ωi × Rb1
ei// hom (PCi,?, U(1))

A/G?

id× log ◦Curvi
99ttttttttt

id× log ◦Curvj $$JJJJJJJJJ

βi◦hol

77

βj◦hol
''

Ωj × Rb1
ej//

πji

OO

hom
(
PCj ,?, U(1)

)
πji

OO

Pasando al ĺımie proyectivo se tiene el resultado.
Resta verificar que en los elementos de torsión γ ∈ T ⊂ H1(M), γ + · · · + γ = sγ = 0,

la holonomı́a es constante. Esto es cierto porque el espacio de 1−formas de conexión ϕ es
conexo por trayectorias: Tomemos una trayectoria ϕt, tal que ϕ0 = 0,ϕ1 = ϕ, por ser holϕt
un homomorfismo para todo t ∈ [0, 1], entonces tendremos que holϕ(γ)s = 1. Es decir, holϕt(γ)
es una ráız s de la unidad para todo t ∈ [0, 1]. Por otro lado, la asignación del intervalo [0, 1]
en el ćırculo U(1), t 7→ holϕt(γ), es continua. Además ζ0 = holϕ0

(γ) también es una ráız de la
unidad. Como el conjunto de ráıces s de la unidad es discreto, entonces holϕt(γ) necesariamente
es ζ0, y holϕ(γ) = holϕ1

(γ) = ζ0.
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Caṕıtulo 4

Medidas gaussianas

En el caṕıtulo anterior a partir de una sucesión de escalas E , definidas en 2.4, construimos el
espacio af́ın Ω←−, según la definición 3.4. Dicho espacio se obtiene como ĺımite proyectivo de espa-
cios afines Ωi, que consisten en 2−cocadenas cerradas de clase de cohomoloǵıa correspondiente
a la clase de Euler e ∈ H2(M,R), del haz principal en consideración.

Ω←− extiende el espacio de 2−formas de curvatura FA de conexiones módulo gauge [ϕA] ∈ A/G?
y tiene la ventaja de que en él es posible construir medidas a partir de medidas ciĺındricas.

En este punto introducimos el tercer ingrediente de nuestra construcción, a saber, una métrica
riemanniana g en M , la cuál permite definir una medida de probabilidad gaussiana ρ, centrada
en cualquier punto ω0 del espacio af́ın Ω←−.

4.1. Espacios vectoriales topológicos

Consideraremos topoloǵıas en los espacios vectoriales y afines Ω←−,Ω
0
←−, V←−. Referencias básicas

para los conceptos utilizados son por ejemplo [Da], [Sc], [Ko], [DFL], [DS].

El espacio Ω0
←−, ver proposición 3.3, es un espacio vectorial topológico con la topoloǵıa pro-

yectiva inducida por el producto
∏
i Ω0

i . Para ver propiedades de espacios vectoriales topológicos
que son limite proyectivo, ver por ejemplo [Sc]. En particular se conocen las propiedades:

Lema 4.1. Ω0
←− es localmente convexo y Hausdorff.

Notación. Dado un espacio vectorial topológico E, denotamos su dual algebraico como

E∗ := hom (E,R) ,

y su dual topológico como E′, E′ ⊂ E∗. En particular denotemos Ω∗i el dual algebraico de Ω0
i ,

Ω∗i := hom
(
Ω0
i ,R

)
,

En este espacio consideramos la topoloǵıa ∗−débil que hace las evaluaciones continuas.

Definición 4.2. Al considerar las aplicaciones lineales inyectivas πji : Ω0
j → Ω0

i , definidas en
(3.10), tenemos aplicaciones continuas

π∗ij : Ω∗i → Ω∗j . (4.1)

75



76 CAPÍTULO 4. MEDIDAS GAUSSIANAS

Con el correspondiente ĺımite inyectivo de espacios topológicos,

Ω∗−→ := lim−→
π∗

Ω∗i . (4.2)

Recordemos que los elementos de lim−→π∗
Ω∗i , son clases de equivalencia en ∪Ω∗i . Denotamos la

clase de equivalencia de fi ∈ Ω∗i como

π∗i (fi) = [fi] ∈ Ω∗−→.

Al considerar la proyección πi : Ω0
−→→ Ω0

i . Se tienen las inclusiones lineales π∗i : Ω∗i → ( Ω←−
0)∗.

Estas inclusiones inducen la inclusión

π∗ : Ω∗−→→
(

Ω0
←−
)∗
,

la cual induce una estructura de espacio vectorial en Ω∗−→.
El conjunto Ω∗−→ es un espacio vectorial y tiene a lo más tres topoloǵıas las cuales en general

son diferentes:

1. La topoloǵıa más fina tal que las inclusiones π∗i : Ω∗i → Ω∗−→ son continuas (la topoloǵıa
usual de ĺımites inyectivos de espacios vectoriales).

2. La topoloǵıa más fina compatible con la estructuras de espacio vectorial que hace de Ω∗−→
un espacio vectorial topológico (la suma le hace grupo topológico abeliano y producto por
escalar es una aplicación continua), y que también hace las inclusiones π∗i continuas.

3. La topoloǵıa más fina localmente convexa que hace que las inclusiones π∗i sean continuas
y tal que Ω∗−→ sea espacio vectorial topológico.

En nuestro caso las tres topoloǵıas coinciden.

Proposición 4.3 (Corolario 3.4 y ejemplo 3.5 [Gl]). Si Ω∗i , i ∈ N es una familia numerable de
espacios de dimensión finita con inclusiones π∗ij : Ω∗i → Ω∗j , i ≤ j, lineales, entonces la topoloǵıa
del ĺımite inyectivo lim−→Ω∗ de espacios topológicos, también es la más fina compatible con la
estructura de espacio vectorial y también es la más fina que es localmente convexa.

Los abiertos de esta topoloǵıa son los conjuntos A ⊂ Ω∗−→ tales que (π∗i )
−1(A) ⊂ Ω∗i es un

abierto para toda i ∈ N.
Ahora consideremos la aplicación continua

π∗∗ :
((

Ω0
←−
)∗)∗

→
(

Ω∗−→
)∗

y la evaluación

ev : Ω0
←−→

((
Ω0
←−
)∗)∗

.

Con esto construimos la aplicación lineal continua

π∗∗ ◦ ev : Ω0
←−→

(
Ω∗−→
)∗
.
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Por otro lado, la inclusión π∗i : Ω∗i → Ω∗−→ induce, π∗∗i : Ω∗−→
∗ → (Ω∗i )

∗, y en el ĺımite proyectivo

π∗∗ : Ω∗−→
∗ → lim←−(Ω∗i )

∗.

Como Ω0
i es de dimensión finita Ω0

i con la topoloǵıa débil es isomorfo a (Ω∗i )
∗. Por lo tanto

π∗∗i : Ω∗−→
∗ → Ω0

i , induce

π∗∗ :
(

Ω∗−→
)∗
→ Ω0
←−.

El cual tiene como función inversa π∗∗ ◦ ev. Con esto se prueba el siguiente lema.

Lema 4.4 ([Sc], pág. 140). Consideremos el ĺımite proyectivo Ω0
←− con la topoloǵıa proyectiva y el

dual algebraico
(

Ω∗−→
)∗

, con la topoloǵıa ∗−débil. Se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales
que es continuo:

π∗∗ :
(

Ω∗−→
)∗
→ Ω0
←−.

Además es un isomorfismo de espacios vectoriales topológicos.

4.2. Medidas gaussianas para formas de área

El interés principal en esta sección será definir medidas de probabilidad gaussianas ρ en Ω0
←−,

asociadas a una métrica riemanniana g en M .

Definición 4.5. Consideremos el espacio vectorial real de 2−cocadenas Vi = {ω : (Sd |Ci|2, hi)→
R}, el cual contiene al espacio af́ın Ωi. Definamos la base independiente

Fσ1
i
, . . . , F

σ
N2,i
i

∈ V∗i ,

definidas como la evaluación de la 2−cocadena en cada simplejo σki ∈
{
σ1
i , . . . , σ

N2,i

i

}
=

(Sd |Ci|2, hi),
Fσki

(ω) := ω(σki ), ω ∈ Vi. (4.3)

La restricción de estas funciones al subespacio af́ın Ωi ⊂ Vi, dan lugar a funciones afines

Fσki
: Ωi → R.

Por otro lado las funciones lineales correspondientes con dominio Ω0
i , son F̌σki

∈ Ω∗i ,

F̌σki

(−−→
ω0ω

)
:= Fσki

(ω)− Fσki (ω0),
−−→
ω0ω ∈ Ω0

i . (4.4)

Notemos que V∗i es isomorfo al espacio de 2−cadenas con coeficientes reales

V∗i ' S2(Sd |Ci|)⊗ R (4.5)

y que existen inclusiones lineales π∗ij : V∗i → V∗j definidas por

π∗ij

(
Fσki

)
=

N2,j∑
l=1

δl(σki ) · Fσlj , (4.6)
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donde

ι
(2)
ij (σki ) =

N2,j∑
l=1

δl(σik) · σlj ∈ S2(Sd |Cj |);

y según (3.3),

δl(σik) =
{

1, σlj ⊂ σki
0.

Notemos que si identificamos V∗i con las 2−cadenas reales S2(Sd |Ci|) ⊗ R tendremos que π∗ij
coincide con la inclusión ι

(2)
ij definida en (3.2).

Sea Ni ⊂ V∗i el subespacio generado por los vectores provenientes de 2−cadenas cerradas:

Ni :=

r1Fσ1
i

+ · · ·+ rN2,iFσ
N2,i
i

∈ V∗i | ∂

N2,i∑
k=1

rjσ
k
i

 = 0, rk ∈ Z

 .

Usando el isomorfismo (4.5) tendremos la sucesiones exactas cortas isomorfas

0 // Ni //
OO

��

V∗i
ϑi //

OO

��

Ω∗i //
OO

��

0

0 // (ker ∂)⊗ R // S2(Sd |Ci|)⊗ R // (S2(Sd |Ci|)/ ker ∂)⊗ R // 0

;

donde ϑi(Fσki )(ω) = Fσki
(ω) para todo ω ∈ Ω0

i .
Consideraremos a partir de ahora una estructura métrica adicional sobre M , dada por una

métrica riemanniana g. Nos interesa introducir porque nos permite para todas las escalas medir
longitudes, áreas, volúmnes de aristas, 2−simplejos y 3−simplejos σ ∈ SdCi respectivamente,
mediante las integrales

µki (σ) :=
∫
ψ(σ)

√∣∣det
(
(ψ−1

σ )∗φ∗i g
)∣∣ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

donde |σ| es un k−simplejo que tiene coordenadas ψσ : |σ| → Rk, y donde (ψ−1
σ )∗φ∗i g es la forma

bilineal inducida en el espacio tangente de Rk (recordemos que un ejercicio de rutina prueba que
el valor de la integral no depende del sistema de las coordenadas elegidas ψσ). Las funciones

µki : SdCki → R+

son tales que si σ es un k−simplejo a escala gruesa, σ ∈ SdCki , que se descompone en escalas
finas como

σ = σ1 ∪ · · · ∪ σr, σl ∈ SdCkj ;

entonces
µki (σ) = µkj

(
σ1
)

+ · · ·+ µkj (σr) .

Denotamos area := µ2
i .

Lema 4.6. Dada una forma de área en M , asociada a una métrica riemanniana, g, existe:
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1. Una forma bilineal positiva definida Q en V∗−→.

2. Una inclusión g : Ω∗−→→ V∗−→ := lim−→V∗i .

3. Una forma bilineal positiva definida g∗Q en Ω∗−→ asociada a la inclusión g.

Demostración. De manera expĺıcita podemos construir una forma bilineal Qi en V∗i . Para ello
consideremos el área positiva

ai,k =
∣∣∣area

(
σki

)∣∣∣ , (Sd |Ci|2, hi) =
{
σ1
i , . . . , σ

N2,i

i

}
,

donde estamos considerando todos los 2−simplejos orientados.
Consideramos la forma bilineal positiva definida en V∗i , con la base Fσ1

i
, . . . , F

σ
N2,i
i

, por la

matriz diagonal positiva definida,

Qi :=

ai,1 · · · 0
...

. . .
...

0 . . . ai,N2,i

 , ‖ · ‖2Qi := Qi(·, ·). (4.7)

Al considerar una escala fija (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti) y escalas más finas, j ≥ i, se puede probar
la siguiente relación

ai,k =
N2,j∑
l=1

δl(σki ) · aj,l,

Donde cada 2−simplejo a escala gruesa, σki ∈ (Sd |Ci|2, hi) se descompone 2−cadena a escala
fina

ι
(2)
ij (σki ) =

N2,j∑
l=1

δl(σki ) · σlj , σlj ∈ (Sd |Cj |2, hj).

Los coeficientes δl(σki ) se definen en (3.3). Se verifica entonces que las inclusiones π∗ij son iso-
metŕıas, ∥∥∥π∗

ij

(
Fσki

)∥∥∥
Qj

=
∥∥∥Fσki ∥∥∥Qi , Fσki ∈ V∗i .

Por lo tanto está bien definida una forma bilineal positivo definida en lim−→V∗i . Esto prueba la
primera parte.

Para la segunda parte, como ιkij ◦ ∂ = ∂ ◦ ι(k+1)
ij , se tiene que π∗ij(Ni) ⊂ Nj , por lo tanto

π∗ij : Vi → Vj induce una aplicación dual de πji : Ω0
j → Ω0

i ,

π∗ij : Ω∗i → Ω∗j .

Además se tienen los diagramas conmutativos,

0 // Ni //

π∗ji
��

V∗i
ϑi //

π∗ji
��

Ω∗i //

π∗ji
��

0

0 // Nj // V∗j
ϑj // Ω∗j // 0

.
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Aśı podemos obtener aplicaciones en el cociente V∗i /Ni → V∗j/Nj , y diagramas conmutativos

V∗i /Ni
π∗ij //

OO

ϑi
��

V∗j/NjOO

ϑj
��

Ω∗i
π∗ij // Ω∗j

donde ϑi : V∗i /Ni → Ω∗i es el isomorfismo inducido por la aplicación ϑi : V∗i → Ω∗i dada por la
evaluación cuyo núcleo es Ni.

Consideramos el isomorfismo
αi : V∗i /Ni → N⊥i

está especificado por

αi

N2,i∑
k=1

akFσki
+ Ni

 = ProyN⊥i

N2,i∑
k=1

akFσki

 ,

N2,i∑
k=1

akFσki
∈ V∗i ,

donde ProyN⊥i
: Vi → N⊥i consiste en tomar la proyección ortogonal respecto a Qi; y donde

N⊥i ⊂ V∗i es el complemento orthogonal de Ni. Con esto definimos las inclusiones

gi = αi ◦ ϑi
−1 : Ω∗i → V∗i .

Afirmamos que
π∗ij (Ni) = π∗ij (V∗i ) ∩ Nj . (4.8)

Para la inclusión π∗ij (Ni) ⊂ π∗ij(V∗i ) ∩ Nj , consideremos una 2−cadena cerrada
∑N2,i

k=1 akσ
k
i ∈

S2(Sd |Ci|, hi), ∂
∑N2,i

k=1 akσ
k
i = 0. Entonces la 2−cadena

ι
(2)
ij

N2,i∑
k=1

akσ
k
i

 =
N2,j∑
l=1

blσ
l
j ∈ S2(Sd |Cj |, hj),

es cerrada ya que

∂

ι(2)
ij

N2,i∑
k=1

akσ
k
i

 = ι
(1)
ij ◦ ∂

N2,i∑
k=1

akσ
k
i

 = ι
(1)
ij (0) = 0.

Por lo tanto,

π∗ij

N2,i∑
k=1

akFσki

 =
N2,j∑
l=1

blFσlj
,

donde ∂
(∑N2,j

l=1 blσ
l
j

)
= 0.
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Rećıprocamente, para la inclusión π∗ij(V
∗
i ) ∩ Nj ⊂ π∗ij (Ni) , consideremos

∑N2,j

l=1 blFσlj
∈

π∗ij(V
∗
i ), el cuál tiene asociada una 2−cadena cerrada

∑N2,j

l=1 blσ
l
j . Entonces existe una 2−cadena∑N2,i

k=1 akσ
k
i ∈ S2(Sd |Ci|, hi), tal que

ι
(2)
ij

N2,i∑
k=1

akσ
k
i

 =
N2,j∑
l=1

blσ
l
j .

Entonces se tiene que

ι
(1)
ij ◦ ∂

N2,i∑
k=1

akσ
k
i

 = ∂ ◦ ι(2)
ij

N2,i∑
k=1

akσ
k
i

 = ∂

N2,j∑
l=1

blσ
l
j

 = 0.

Como ι(·)ij son inclusiones, ∂
(∑N2,i

k=1 akσ
k
i

)
= 0 y por lo tanto

∑N2,i

k=1 akσ
k
i ∈ Ni. Esto prueba 4.8.

Notemos que

Nj = π∗ij(V
∗
i ) ∩ Nj ⊕ π∗ij(V∗i )⊥ ∩ Nj = π∗ij(Ni)⊕ π∗ij(V∗i )⊥ ∩ Nj . (4.9)

La aplicación π∗ij es una que env́ıa vectores ortogonales en vectores ortogonales. Si Qi(v, u) =
0 para todo u ∈ Ni, entonces

Qj
(
π∗ij(v), π∗ij(u)

)
= 0.

También si u′ ∈ π∗ij(V∗i )⊥ ∩ Nj , entonces Qj
(
π∗ij(v), u′

)
= 0. Por lo tanto, gracias a (4.9)

π∗ij(N
⊥
i ) ⊂ N⊥j

Entonces conmuta el diagrama

V∗i
π∗ij // V∗j

N⊥i
?�

OO

π∗ij // N⊥j
?�

OO

V∗i /Ni

αi

OO

π∗ij //
OO

ϑi
��

V∗j/NjOO
ϑj
��

αj

OO

Ω∗i
π∗ij // Ω∗j

Consideremos un v ∈ N⊥i , entonces π∗ij(v) ∈ N⊥j . Recordemos que la aplicación αi : V∗i /Ni →
N⊥i consiste en tomar la proyección ortogonal de un vector en Vi, que sea representante de la
clase correspondiente en V∗i /Ni. Entonces conmutan los diagramas

V∗i
π∗ij // V∗j

Ω∗i
π∗ij //

gi

OO

Ω∗j

gj

OO
. (4.10)
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Por lo tanto se tiene la inclusión

g : Ω∗−→→ lim−→V∗i .

Aśı que Qi induce formas bilineales g∗iQi en Ω∗i , para las cuales las aplicaciones lineales π∗ij :
Ω∗i → Ω∗j , i < j son isometŕıas. Obtendremos entonces una forma bilineal positiva definida g∗Q
en Ω∗−→.

4.3. Medidas ciĺındricas

En esta sección definiremos lo que son medidas ciĺındricas en espacios topológicos construidos
como ĺımites proyectivos. Nuestra finalidad será describir medidas gaussianas ciĺındricas, las
cuales a su vez darán lugar a medidas numerablemente aditivas en Ω0

←−. Para la conveniencia del
lector, referencias básicas serán [Gr2], [St], [Bi], [Da], [DFL].

Definición 4.7. Consideremos un espacio vectorial topológico E y un subespacio de dimen-
sión finita F del dual topológico E′. La σ−álgebra de conjuntos F−ciĺındricos, CF , es la
σ−álgebra generada por la colección de conjuntos de la forma{

f−1(B) |B ⊂ R es boreliano, f ∈ F
}
.

Sea F = {Fi}i∈I , una colección de subespacios finitos de E′, con un orden parcial en F , dado
por la inclusión, Fi → Fj . Definimos un orden parcial ≺ en I como i ≺ j si Fi ⊂ Fj . Se define el
álgebra de conjuntos F−ciĺındricos, como la unión de todas las σ−álgebras Fi− ciĺındricas

CF =
⋃
i∈I

CFi .

La compatibilidad con las inclusiones asegura que esta unión en efecto es un álgebra.
Una medida ciĺındrica ρ en E, respecto a F , será una función finitamente aditiva, no

negativa en el álgebra de conjuntos F−ciĺındricos,

ρ : CF → R.

Se tienen los espacios

EF := E/{ω ∈ E | f(ω) = 0, f ∈ F}.

los cuales tienen aplicaciones, πji : EFj → EFi , inducidas por las inclusiones Fi ⊂ Fj , para i ≺ j.

Lema 4.8 ([Da], lema I.3.1). Una colección ρi de medidas borelianas en EFi, compatibles,
(πji)∗ρj = ρi, define una medida ciĺındrica en E respecto a F .

Una medida ciĺındrica ρ en E no siempre hará de E un espacio de medida. Sin embargo ρ
define una función finitamente aditiva, en la σ−álgebra de los borelianos del espacio vectorial
topológico que se obtiene como el ĺımite proyectivo,

E←− := lim←−
i

EFi .
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Podemos considerar

E = Ω0
←− '

(
Ω∗−→
)∗
, E′ = E∗ = (Ω0

←−)∗ = Ω∗−→, F = {π∗i (Ω∗i )}i∈N .

entonces por definición

EΩ∗i
= Ω0
←−/{ω ∈ Ω0

←− | f(πi(ω)) = 0, para todo f ∈ Ω∗i }.

Como las funciones lineales f ∈ Ω∗i separan puntos, si f(πi(ω)) = 0, para todo f ∈ Ω∗i , entonces
πi(ω) = 0, es decir,

EΩ∗i
= Ω0
←−/π

−1
i (0).

Además se tiene la sucesión exacta

0→ π−1
i (0)→ Ω0

←−→ Ω0
i → 0.

Por lo tanto se tiene el isomorfismo
EΩ∗i

' Ω0
i .

Además, Si ω ∈ π−1
j (0), entonces ω ∈ π−1

i (0), es decir, π−1
j (0) ⊂ π−1

i (0). De donde se obtienen
aplicaciones

πji : EΩ∗j
→ EΩ∗i

,

y diagramas conmutativos
EΩ∗j

πji //
OO

��

EΩ∗iOO

��
Ω0
j

πji // Ω0
i

.

Finalmente se tiene el isomorfismo de ĺımites proyectivos

lim←−EΩ∗i
' Ω0
←− = E (4.11)

Lema 4.9. Sea B∗ el álgebra boreliana débil de Ω0
←−. Entonces

BF = B∗.

donde BF es la σ−álgebra de los ciĺındricos CF .

Demostración. Dado que según el lema 4.4, los abiertos de la topoloǵıa débil son los mismos
que los de la topoloǵıa producto, se sigue que el álgebra de ciĺındricos coincide con el álgebra de
borelianos y por tanto B∗ = BF .

Corolario 4.10. Toda función lineal real, f : Ω0
←−→ R es medible respecto a la σ−álgebra BF .

Demostración. El corolario es otra manera de decir que la sigma álgebra BF coincide con la
sigma álgebra B∗. Esta última σ−álgebra tiene como medibles los generados por los abiertos
usando funciones lineales.
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4.4. Medidas gaussianas en espacios topológicos

Para que una medida ciĺındrica defina una función numerablemente aditiva y en efecto defina
una medida en el ĺımite proyectivo lim←−iEFi , es necesario verificar el teorema de Kolmogorov, ver
[Da] sección 1.3, [St], el teorema de Prohokorov [Bi] sección 5, [Sk] pág. 49.

Teorema 4.11 (Kolmogorov). [Corolario I.3.5 [Da]] Sea B un conjunto arbitrario y sea G el
conjunto de todos los subconjuntos finitos no vaćıos de B con el orden parcial inducido por la
inclusión. Para cada F ∈ G de cardinalidad |F |, sea R|F | un espacio euclidiano con la σ−álgebra,
BF de borelianos en R|F |.

Para cada F ∈ G , sea µF una medida de probabilidad en
(
R|F |,BF

)
, y supongamos que dichas

medidas de probabilidad son consistentes, es decir, para F =
{
ω1, . . . , ω|F |

}
, F ′ =

{
ω′1, . . . , ω

′
|F ′|

}
∈

G con F ⊂ F ′, se tiene
µF ′

(
p−1
F ′F (E)

)
= µF (E),

donde pF ′F : R|F ′| → R|F | es la proyección pF ′F

(
xω′1 , . . . , xω′|F ′|

)
=
(
xω1 , . . . , xω|F |

)
.

Sea Γ =
∏
ω∈B Rω con la σ−álgebra BG =

∏
ω∈B Bω, donde Bω son los borelianos en el

factor Rω. Entonces hay una única medida de probabilidad µ en Γ tal que se satisface la siguiente
condición

µ
(
p−1
F (E)

)
= µF (E)

donde pF : Γ→ R|F | es la proyección pF ((xω)ω∈ X) =
(
xω1 , . . . , xω|F |

)
.

Esta versión del teorema de Kolmogorov nos resultara útil para definir medidas en Ω←− a partir
de medidas ciĺındricas. Primero recordemos que la transformada de Fourier de una medida µ en
Rn, se define como

Fµ(f) =
∫

Rn
exp

(√
–1f(ω)

)
dµ,

F : S ′ → S ′ tiene dominio y codominio en el espacio de distribuciones temperadas f ∈ S ′, que
es el dual del espacio S de las funciones que decaen rápidamente en Ωi, ver definiciones por
ejemplo en [Ru]. En particular para una medida gaussiana ρ en Rn la transformada de Fourier
de una función lineal f : Rn → R es

Fρ(f) =
∫

Rn
exp

(√
–1f(ω)

)
dρ = exp

(
−1

2
Q(f, f)

)
,

donde Q es una forma bilineal positivo definida llamada la covarianza de la gaussiana.

Lema 4.12. Supongamos que πji : Ω0
j → Ω0

i es una aplicación lineal entre espacios vectoriales de
dimensión finita. Sean ρi, ρj medidas gassianas centradas en Ω0

i ,Ω
0
j respectivamente con formas

de covarianza Qi y Qj. La aplicación dual π∗ij : Ω∗i → Ω∗j es una isometŕıa con los productos
internos definidos por Qi y Qj, si y sólo si (πji)∗ρj = ρi.

Para la demostración ver por ejemplo, [Ga] proposición III.59 y proposición III.64, también
[Su] teorema 3.1. Usando el lema 4.12 y el teorema de Kolmogorov se sigue el siguiente
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Teorema Principal 4.13. Una familia de medidas de probabilidad, ρi en Ωi, que satisfacen
(πji)∗ ρj = ρi, para cualesquiera i < j, definen una medida de probabilidad, ρ, en Ω0

←−.
En particular consideremos una colección de formas biliniales positivo definidas Qi en Ω∗i

definidas en el lema 4.6, con la colección de gaussianas asociadas ρi cuyas transformadas de
Fourier son: ∫

Ωi

exp
(√
−1f(ω)

)
dρi = exp

(
−1

2
Qi(f, f)

)
, f ∈ Ω∗i .

Si π∗ji : Ω∗i → Ω∗j son isometŕıas con respecto a Qi y Qj, entonces existe una medida de proba-
bilidad ρ en Ω0

←−, definida por las gaussianas ρi.

Demostración. Debido a que π∗ij : Ω∗i → Ω∗j son isometŕıas se tiene que las gaussianas ρi son com-
patibles con el engrosamiento, es decir,(πji)∗ρj = ρi por lo tanto definen una medida ciĺındrica
ρ en Ω0

←− tal como se vio en el lema 4.8.
Verifiquemos que se satisfacen las condiciones del teorema de Kolmogorov, 4.11, y que la

medida ciĺındrica
ρ : CF → R, F = {Ω∗i }i∈N ,

define una medida numerablemente aditiva en la σ−álgebra BF = B∗ de borelianos de Ω0
←−.

Por inducción es posible construir una base de Hammel de Ω0
←−,

B =
{
ωi,k | k = 1, . . . ,dim Ω0

i ; i ∈ N
}

tal que πi(ωi,1), . . . ,πi(ωi,ni), es una base de Ω0
i , con ni = dim Ω0

i , y tal que πji (πj(ωj,k)) =
ωi,k, k = 1, . . . , ni; y πji(πj(ωi,k)) = 0, para k = ni+1, . . . , nj . Consideramos G la colección
de todos los subconjuntos finitos de B, y para cada F ∈ G consideramos el subespacio vectorial
generado por los vectores de F = {ωi1,k1 , . . . , ωin,kn},

{x1ωi1,k1 + · · ·+ xnωin,kn | xk ∈ R} ↔ R|F | = {(x1, . . . , xn)}.

Entonces existen proyecciones pF ′,F : R|F ′| → R|F | cuando F ⊂ F ′. Para

Fi := {ωi,1, . . . , ωi,|Fi|},

se tiene R|Fi| ' Ω0
i , y conmutan los diagramas

R|Fj |
pFj,Fi //

OO

��

R|Fi|OO

��
Ω0
j

πji // Ω0
i .

Supongamos que {i1 ≤ · · · ≤ in} es una secuencia, entonces existe una proyección

pFin ,F : Ω0
in → R|F |, pFin ,F

|Fin |∑
k=1

xkπi(ωi,k)

 =
(
xi1 , . . . , xi|F |

)
,

donde F = {ωi1 , . . . , ωi|F |}.
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Al considerar las medidas de probabilidad ρF :=
(
pFin ,F

)
∗ ρin , tendremos una colección

de medidas de probabilidad consistentes. Aśı se verifican todas las condiciones del teorema de
Kolmogorov 4.11, y por lo tanto existe una única medida de probabilidad ρ en Γ =

∏
ω∈B Rω.

Además se tienen los diagramas conmutativos

Γ

pFi~~}}}}}}}}
pFj
��

Ω0
i Ω0

jπji
oo

y también
Ω0
←−
πF

��
πF ′||zzzzzzzzz

R|F | R|F ′|pF ′,F
oo

donde πF = pFi,F ◦ πin . Por lo tanto, el ĺımite proyectivo de espacios euclidianos Ω0
←− es homeo-

morfo a Γ y ρ es una medida de probabilidad para los borelianos euclidianos BG . En particular
también es una medida de probabilidad para la σ−álgebra de la topoloǵıa débil B∗.

Definición 4.14 (ver [Ya] pág. 151). Consideremos un espacio vectorial topológico E tal que
su dual algebraico E∗ con la topoloǵıa ∗−débil es localmente convexo y Hausdorff. Una medida
ρ de probabilidad en E∗, con σ−álgebra los borelianos de la topoloǵıa ∗−débil, B∗, se llama
gaussiana si para toda función lineal f ∈ E, f∗ρ es una medida gaussiana en R, denotamos su
media con E(f) y su varianza V(f). Se llamará centrada si E(f) = 0 para todo f .

Teorema 4.15 (Teorema 8.1 [Ya]). Para una medida ρ en E∗ para la σ−álgebra B∗, son
equivalentes:

1. Para toda f ∈ E, f∗ρ es una gaussiana 1−dimensional, es decir, ρ es una medida gaussiana
en E∗.

2. Existe un producto interno Q(·, ·) en E tal que la función caracteŕıstica o transformada de
Fourier evaluada en f ∈ E, es

Fρ(f) =
∫
E∗

exp
(√
−1f(ω)

)
dρ(ω) = exp

(
−1

2
Q(f, f)

)
.

En consecuencia basta definir una forma bilineal postivo definidaQ en Ω∗−→, como en el teorema
4.13, para poder definir una medida de probabilidad gaussiana centrada en Ω0

←−.

4.5. Isometŕıa de las normas ‖ · ‖Q y L2 para funciones lineales.

Lema 4.16. Sea Q la forma bilineal en Ω∗−→ definida en el lema 4.6 a partir de una forma de área
en M y sea ρ la gaussiana correspondiente definida en el teorema 4.13. Existe una isometŕıa
lineal I,

Ω∗−→
I // L2

(
Ω0
←−, ρ

)
,
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donde ρ es la medida gaussiana descrita en el teorema 4.13.

Demostración. I resulta ser el ĺımite inyectivo de

Ii : Ω∗i → L1
(

Ω0
←−, ρ

)
,

definidas por [Ii(fi)] (ω) = fi(πi (ω)), para cada f ∈ Ω∗i , tomando ω ∈ Ω0
←−.

Haciendo cálculos
‖Ii(fi)‖2L2 =

∫
Ωi

[fi(ωi)]2dρi(ωi),

El producto interno en Ω∗i , 〈fi, fi〉Qi = Qi(fi, fi), induce un producto interno en Ω0
i . Considere-

mos ωfi ∈ Ω0
i tal que fi(ωfi) = 1 y f ′i(ωfi) = 0 para f ′i ortogonal a fi. Y consideremos en seguida

una descomposición ortogonal de Ω0
i como R · ωfi × Rni−1, ni = dim Ωi. Entonces

‖Ii(fi)‖2L2 =
∫

Rωfi×Rni−1⊂Ω0
i

[fi(ωi)]
2 dρ1(r)⊗ dρni−1

Donde descomponemos la gaussiana dρi en Ω0
i = Rni , como producto de gaussianas dρ1 ⊗

dρni−1 en R y Rni−1, respectivamente. Luego usando el teorema de Fubini

‖Ii(fi)‖2L2 =
∫

Rωfi
[fi(ωi)]

2 dρ1

∫
Rni−1 dρni−1

=
∫

Rωfi
[fi(rωfi)]

2 dρ1(r)
=

∫
R r

2dρ1(r)
= Qi(fi, fi)
= ‖fi‖2Qi .

En la igualdad
∫

R r
2dρ1(r) = Qi(fi, fi) utilizamos que∫
R
e
√
−1kxdρ1(x) = (2π)−1

∫
R
e
√
−1kxe−x

2/2σ2
dx = e−k

2σ2/2

donde σ = Qi(fi, fi).
Por otro lado se verifica la conmutación de los diagramas

Ω∗i
Ii

��

π∗ij

��

L2
(

Ω0
←−, ρ

)

Ω∗j

Ij
@@

Como la colección {Ii} preserva la norma del producto interno, también lo hace I.

Definición 4.17. El espacio de Hilbert

Hρ ⊂ L2
(

Ω0
←−, ρ

)
consiste de la cerradura de las funciones lineales contenidas Ω∗−→, como elementos de L2

(
Ω0
←−, ρ

)
.
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Mientras que toda f ∈ Ω∗−→ define una función lineal medible definida en todo Ω0
←−, en general

las funciones lineales en el espacio extendido Hρ están definidas para casi todo ω ∈ Ω0
←−. Ver por

ejemplo (9.6) en [Ya].



Caṕıtulo 5

Evaluación de la curvatura

En el caṕıtulo anterior hemos descrito un espacio af́ın Ω←− y hemos descrito medidas de
probabilidad gaussianas ρ en Ω←−. Dichas medidas están centradas en ω0, están asociadas a una
forma de área en M .

En este caṕıtulo abordaremos los siguientes objetivos:

1. Definiremos para cada superficie lineal a pedazos U ⊂M una función af́ın FU definida casi
dondequiera en Ω←− la cual extiende la noción de evaluación de las 2−formas de curvatura
FA de conexiones suaves ϕ en U , es decir,

FU (Curv[ϕ]) =
1

2π

∫
U
FA.

2. Usaremos dicha función af́ın para construir un operador multiplicativo F̂U en el espacio
de Hilbert L2

(
Ω←−, ρ

)
.

3. Mostraremos que la representación de la curvatura definida mediante este operador y
espacio de Hilbert es independiente de la elección de escalas E .

5.1. Curvatura en superficies simpliciales

Comenzamos con la siguiente definición.
Consideremos una sucesión E de escalas {(|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti) | i ∈ N}, como en la definición

2.4. Recordemos que (|Ci|, φi) son estructuras lineales a pedazos en M , ver definición 1.10, las
cuales son isomorfas para cualquier i ∈ N. Recordemos también que cada escala escala tiene
asociada una descomposición celular Ci de M , ver proposición 2.2.

Definición 5.1. Consideremos una escala fija (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti) y un 2−poliedro PU orienta-
ble, con borde. Supongamos que la aplicación continua

HU : PU →M,

es tal que φ−1
i ◦ HU : PU → |Ci| es una aplicación lineal a pedazos entre poliedros, según la

definición 1.4. Entonces diremos que su imagen

U := HU (PU ) ⊂M,

89
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es una superficie lineal a pedazos de M .
En particular, si U es una superficie cerrada orientable con borde formada por 2−simplejos

del 2−esqueleto de la triangulación baricéntrica,

U ⊂ hi
(
Sd |Ci|(2)

)
⊂M, U = ∪nk=1σ

k, σk ∈ (Sd |Ci|2, hi)

Entonces diremos que U es una superficie simplicial. Dicha superficie U tiene asociada una
cadena simplicial

n∑
k=1

σk, para algunos σk ∈ (Sd |Ci|2, hi).

Además el borde ∂U está contenido en la imagen del 1−esqueleto, hi(Sd |Ci|(1)).

Recordemos las funciones lineales Fσki : Ωi → R, definidas en 4.3.

Lema 5.2. Si U ⊂ M es una superficie simplicial que es unión (finita) de 2−simplejos σki0 ∈
(Sd |Ci0 |2, hi0), en alguna escala, (|Ci0 |, φi;Sd |Ci0 |, Ti0), para ω ∈ Ω←−, sea πi0(ω) = ωi0. Consi-
deremos las funciones afines, FU,i0 : Ωi0 → R,

FU,i0(ωi0) :=
n∑
k=1

Fσki0
(ωi0) . (5.1)

donde U = ∪nk=1σ
k
i0

tiene asociada la cadena simplicial
∑n

k=1 σ
k
i0

a escala (|Ci0 |, φi0 ;Sd |Ci0 |, Ti0).
Entonces:

1. Para una escala más fina j ≥ i0 se tiene que

FU,i0(ωi0) = FU,j(ωj)

2. Existe una función af́ın
FU : Ω←−→ R.

tal que
FU = FU,j ◦ πj : Ω←−→ R (5.2)

para j ≥ i0.

Demostración. Sea
∑n

k=1 σ
k
i la cadena asociada a U a escala i. Por la hipótesis de refinamiento

a una escala más fina j > i, cada σki se descompone como una cadena σki =
∑nk

l=1 σ
l
j,k a escala

j. De esta manera
n∑
k=1

σki =
n∑
k=1

nk∑
l=1

σlj,k =
m∑
r=1

σrj

donde
∑m

r=1 σ
r
j es la cadena a escala j asociada a U . Es decir

n∑
k=1

Fσki
=

m∑
r=1

Fσri .
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Esto prueba la primera parte ya que para ı́ndices j ≥ i, se tienen los diagramas conmutativos

Ωi0

FU,i0
��

Ωj

FU,j}}||||||||πji
oo

R

.

Para la segunda parte definimos

FU := FU,i0 ◦ πi0 : Ω←−→ R.

5.2. Aproximación simplicial de superficies lineales a pedazos

Consideremos una escala fija (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti) y una superficie lineal a pedazos U ⊂ M .
Según la definición 1.4, para definir la aplicación lineal a pedazos HU : PU → U ⊂ M , se
tienen complejos simpliciales |KU |, y |K ′| los cuales son triangulaciones rectiĺıneas de PU y |Ci|
respectivamente, con el diagrama conmutativo

PU
HU //M

φ−1
i // |Ci|

|KU |

OO

η //_______ |K ′|

OO
, (5.3)

donde η : |KU | → |K ′| es una aplicación simplicial. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que |K ′| es una subtriangulación de la traingulación baricéntrica Sd |Ci| dada en la definición
1.3. Es decir, que la inclusión de la triangulación rectiĺınea |K ′| → |Ci|, se obtiene de una
subtriangulación |K ′| → Sd |Ci| compuesta con la subtriangulación rectiĺınea Ti : Sd |Ci| → |Ci|.
Es decir que se tiene un diagrama conmutativotiene el diagrama

PU
HU //M

φ−1
i // |Ci| Sd |Ci|

Ti
oo

|KU |

OO

η //_______ |K ′|

;;wwwwwwwww

,

Por la proposición 2.2 la imagen U = HU (PU ) está cubierta por una cantidad finita de células
ck ∈ Ci,

U ⊂ c1 t · · · t cn, con ck ∈ Ci.

Supongamos que es una colección minimal en el sentido de que si quitamos una célula deja de
ser cubierta. Por esta propiedad es una cubierta única.

Consideremos simplejo |σ| ⊂ |KU |, entonces η(|σ|) es un simplejo de |K ′| que está contenido
en un poĺıtopo ρ de |Ci|. Consideremos una célula c ∈ Ci tal que φ−1

i (c) ∩ η(|σ|) 6= ∅. Notemos
que la cerradura

τ = φ−1
i (c)
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es una cara del poĺıtopo ρ ⊂ |Ci| con interior

e = int τ = φ−1
i (c).

El lema 5.3 nos será de utilidad para probar la proposición 5.4.

Lema 5.3. Sea η : |K1| → |K2| una aplicación simplicial y sea |σ′| ⊂ |K2| un simplejo.

η−1(e) = η−1(e)

para la célula e = int |σ′|.

Demostración. Por continuidad se tiene

η−1 (e) ⊂ η−1 (e)

Bajo una aplicación af́ın θ : Rm → Rn, la imagen inversa de un semiespacio abierto L es un
semiespacio abierto θ−1(L), por lo tanto θ−1(L) = θ−1(L).

Al considerar el simplejo |σ′| = e tendremos que int |σ′| se corresponde en coordenadas
baricéntricas φσ′ , con intersección de simiespacios abiertos L1 ∩ · · · ∩Ln+1 ⊂ Rn. Consideremos
un simplejo |σ| ⊂ |K1| que intersecta la imagen inversa η−1(|σ′|), entonces η−1(int |σ′|) ∩ |σ| se
corresponde en coordenadas baricéntricas con una intersección de semiespacios abiertos:

η−1(int |σ′|) ∩ |σ|
η //

φσ
��

int |σ′|

φσ′

��
θ−1(L1) ∩ · · · ∩ θ−1(Ln) θ // L1 ∩ · · · ∩ Ln+1

con θ = φσ′ ◦ η ◦ φ−1
σ . Por lo tanto

φσ (η−1(int |σ′|))∩|σ| = θ−1(L1)∩· · ·∩θ−1(Ln) = θ−1
(
L1

)
∩· · ·∩θ−1

(
Ln
)

= θ−1
(
L1 ∩ · · · ∩ Ln+1

)
es decir

η
(
φσ (η−1(int |σ′|)) ∩ |σ|

)
= φ−1

σ′ (L1) ∩ · · · ∩ φ−1
σ′ (Ln+1) = |σ′′| ⊂ |σ′|

donde |σ′′| ⊂ |σ′| es un subsimplejo. Esto prueba que

η
(
η−1(e)

)
⊂ e

es un subsimplejo que intersecta el interior e por lo tanto coindciden, es decir

η
(
η−1(e)

)
= e.

Proposición 5.4. La cerradura

η−1 (e ∩ η(|σ|)) ⊂ |KU |, e = φ−1
i (c),

es un subcomplejo simplicial.
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Demostración. Gracias a que |K ′| es una triangulación rectiĺınea del poliedro |Ci|, podemos
afirmar que

e ∩ η(|σ|) ⊂ τ ∩ η(|σ|) ⊂ |K ′|

es un simplejo. Por lo tanto,
η−1

(
e ∩ η(|σ|)

)
⊂ |KU |

es un subcomplejo simplicial. Por el lema 5.3

η−1 (e ∩ η(|σ|)) = η−1
(
e ∩ η(|σ|)

)
⊂ |KU |.

Es un subcomplejo simplicial.

Notemos que
HU (|σ|) ∩ c ⊂ c

es un compacto conexo y
H−1
U (HU (|σ|) ∩ c) ⊂ PU ,

se corresponde con el conexo

η−1
(
φ−1
i (c) ∩ η(|σ|)

)
⊂ |KU |.

Como φ−1
i (U) = η(|KU |) consta de simplejos de |K ′| entonces φ−1

i (c∩U) consta de simplejos.
Por lo tanto η−1(φ−1

i (c)) consta de una unión finita y disjunta de conexos Jk(c) ⊂ |KU |, k =
1, ... , n, cuyas cerraduras

Jk(c)

son subcomplejos de |KU |, con dimensión dim Jk(c) que puede ser 0, 1 ó 2. Es decir,

η−1(φ−1
i (c)) = J1(c) t · · · t Jn(c) ⊂ |KU |, η−1(φ−1

i (c)) = Jk(c) ∪ · · · ∪ Jk(c) ⊂ |KU |.

Consideremos dos células no necesariamente distintas c, c′ ∈ Ci, decimos que dos conexos
Jk(c), Jm(c′) son adyacentes si

Jk(c) ∩ Jm(c′) 6= ∅, ó Jk(c) ∩ Jm(c′) 6= ∅.

Proposición 5.5. Jk(c), Jm(c′) son adyacentes si y sólo si Jm(c′) ⊂ Jk(c), ó Jk(c) ⊂ Jm(c′).

Demostración. Supongamos que Jk(c), Jm(c′) son adyacentes, con Jk(c) ∩ Jm(c′) 6= ∅, Conside-
remos un simplejo |σ′| ⊂ |K ′| ⊂ |Ci| tal que int |σ′| ⊂ φ−1

i (c′), y

η−1
(
int
∣∣σ′∣∣) = int η−1(|σ′|) ⊂ Jm

(
c′
)
.

Como c′ ⊂ c, entonces int |σ′| ⊂ φ−1
i (c′) ⊂ φ−1

i (c), de donde

int η−1(|σ′|) ⊂ η−1
(
φ−1
i (c)

)
.

Es decir, int η−1(|σ′|) ⊂ Jk(c), como Jm(c′) es una unión de interiores de simplejos int η−1(|σ′|),
entonces Jm(c′) ⊂ Jk(c).

La afirmación rećıproca es inmediata.
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Consideremos dos puntos x, y ∈ η−1(φ−1
i (c)) con x ∈ Ja(c) y y ∈ Jb(c), decimos que son

c−equivalentes si existe una secuencia de conexos

Ja(c) = Jk1(cl1), . . . , Jkr(clr) = Jb(c).

Tales que:

1. Jki(cli), Jki+1
(cli+1

) son adyacentes para i = 1, . . . , r − 1,

2. cl1 , . . . , clr ⊂ c.

Se puede verificar que ésta es una relación de equivalencia en η−1(φ−1
i (c)). También se puede

definir una clase de equivalencia análoga en η−1
(
φ−1
i (c)

)
= η−1

(
φ−1
i (c)

)
. Denotamos las clases

de equivalencia en c como Mν , ν = 1, . . . , n. Entonces tendremos la descomposición

η−1
(
φ−1
i (c)

)
= M1 t · · · tMm ⊂ |KU |, (5.4)

Al considerar las cerraduras tendremos

η−1
(
φ−1
i (c)

)
= M1 ∪ · · · ∪Mm ⊂ |KU |.

Mν ⊂ |KU | son subcomplejos. En efecto, por la propiedad 2 de la proposición 5.5, se tiene que
que Mν es unión de cerraduras Jk(cl) ⊂ c, por lo tanto unión de simplejos. Al considerar las
componentes conexas Nν del complejo M1 ∪ · · · ∪Mm, tendremos

η−1
(
φ−1
i (c)

)
= η−1

(
φ−1
i (c)

)
= N1 t · · · tNm ⊂ |KU |.

Esto prueba la siguiente afirmación.

Proposición 5.6. En la descomposición (5.4), las clases Nν son complejos simpliciales cone-
xos |Kν(c)| ⊂ c, disjuntos por pares, |Kν(c)| ∩ |Kµ(c)| = ∅, ν 6= µ. Por lo tanto se tiene la
descomposición en subcomplejos simpliciales conexos

η−1
(
φ−1
i (c)

)
= |K1(c)| t · · · t |Km(c)|. (5.5)

Resumiendo tendremos el siguiente corolario.

Corolario 5.7. Se tienen subcomplejos simpliciales |Kν(c)| tales que

|KU | = η−1(U) =
⋃

c∩U 6=∅

m⊔
s=1

|Ks(c)|. (5.6)

De tal manera que si η(x) ∈ U ∩ φ−1
i (c) para una célula c ∈ Ci, con x ∈ |Kν(c)|, entonces

|Kν(c)| ⊂ |KU | es el subcomplejo conexo maximal que contiene a η(x) cuya imagen η(|Kν(c)|),
está contenida en el poĺıtopo φ−1

i (c).
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Consideremos todas las células c ∈ Ci que intersectan U ⊂ M y definamos el conjunto de
vértices

A0
U := {Kν(c) | c ∩ U 6= ∅, ν = 1, . . . ,m} ;

definamos también el conjunto de aristas como

A1
U :=

{(
Kν(c),Kν′(c′)

)
| |Kν(c)| ⊂ |Kν′(c′)|, dimKν(c) < dimKν′(c′)

}
,

y el conjunto de 2−simplejos como

A2
U :=

{
(Kν0(c0),Kν1(c1),Kν2(c2)) | |Kνi(ci)| ⊂ |Kνj (cj)| 6= ∅, j > i, dimKνi(ci) = i

}
,

Los conjuntosA0
U , A

1
U , A

2
U de vértices, aristas y 2−simplejos respectivamente definen un 2−simplejo

abstracto AU .
Notemos que cada vértice z ∈ |KU | está contenido en una célula c y en una clase de equi-

valencia Mµ asociada a una única componente conexa |Kν(c)|, con z ∈ |Kν(c)|. Es decir, cada
vértice z ∈ |KU | tiene asociado un único subcomplejo |Kν(c)|.

Lema 5.8. Consideremos dos vértices z, z′ ∈ |KU | con z ∈ |Kν(c)|, z′ ∈ |Kν′(c′)|, los cuales son
extremos de una arista e ⊂ |KU |. Si la triangulación |K ′|, en (5.3), es subtriangulación de la
triangulación baricéntrica Sd |Ci|, ver definición 1.3, entonces

1. ó bien
|Kν(c)| ⊂ |Kν′(c′)|,

ó bien
|Kν′(c′)| ⊂ |Kν(c)|.

2. Si |Kν(c)| = |Kν′(c′)|, entonces c = c′.

3. Si |Kν(c)|  |Kν′(c′)| entonces c ⊂ c′ y por lo tanto c, c′ son células adyacentes.

Demostración. Los vértices y = η(z), y′ = η(z′) ∈ |K ′| están contenidos en un simplejo de
|K ′| contenido en un simplejo |σ| ⊂ Sd |Ci| de la triangulación baricéntrica. Para el simplejo
|σ| sus vértices xc0 , . . . , xck son baricentros de células c0, c1, . . . , ck, con dim cn < dim cm, para
n < m. Según la construcción de la proposición 1.2, estas células son adyacentes por parejas,
más precisamente se tiene cn ⊂ cm para n < m.

Por lo tanto podemos suponer que HU (z) ∈ c, HU (z′) ∈ c′ con c, c′ células adyacentes, c ⊂ c′.
Supongamos que z ∈ |Kν(c)| y z′ ∈ |Kν′(c′)|. Recordemos que |Kν(c)| es el máximo subsimplejo
conexo que contiene z y cuya imagen está contenida en c ⊂ c′. Entonces |Kν(c)| ⊂ |Kν′(c′)|.
Esto prueba la primera afirmación.

La segunda afirmación se sigue de c ⊂ c′, c′ ⊂ c implican que c = c′.
La tercera afirmación se sigue de la primera considerando puntos z ∈ H−1

U (c), z′ ∈ H−1
U (c′).

Definimos la aplicación simplicial en las realizaciones geométricas

tU : |AU | → Sd |Ci|

mediante las aplicaciones simpliciales en los complejos simpliciales abstractos, de la siguiente
manera:
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1. Para cada vértice Ks(c) ∈ A0
U definimos

tU (Kν(c)) := xc,

donde xc ∈ SdCi es tal que φi(xc), es el baricentro de la célula c ∈ Ci.

2. Para las aristas (Kν(c),Kν′(c′)) ∈ A1
U se tiene

tU
(
Kν(c),Kν′(c′)

)
:= (xc, xc′) .

La pareja (xc, xc′) es en efecto una arista de SdCi, baste notar que según el lema 5.8,
|Kν(c)|  |Kν′(c′)| implica c ⊂ c′ y por lo tanto c, c′ son células adyacentes.

3. Para los 2−simplejos (Kν0(c0),Kν1(c1),Kν2(c2)) ∈ A2
U , se define,

tU (Kν0(c0),Kν1(c1),Kν2(c2)) := (xc0 , xc1 , xc2).

La terna (xc0 , xc1 , xc2) es en efecto un 2−simplejo de SdCi, ya que |Kνk(ck)|  |Kνl(cl)|,
k < l implica ck ⊂ cl para k < l, es decir ck, cl son adyacentes y (xck , xcl) es una arista.

Definición 5.9. Dada la superficie lineal a pedazos U , con inmersión lineal a pedazos HU :
PU →M , decimos que el 2−complejo simplicial |AU | junto con la aplicación continua

hi ◦ tU = φi ◦ Ti ◦ tU : |AU | →M,

es la superficie de aproximación simplicial de U a escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti). Denotamos
la imagen por

Ui := hi ◦ tU (|AU |) .

Definición 5.10. Adicionalmente podemos definir una aplicación simplicial

f : |KU | → |AU |,

en los complejos simpliciales abstractos de la siguiente manera:

1. Para los vértices z ∈ |KU | contenidos en el subcomplejo |Kν(c)| ⊂ |KU | de la descomposi-
ción (5.6),

f(z) := Kν(c) ∈ A0
U .

2. Para las aristas e = (z, z′) ∈ K1
U , por el lema 5.8 se tiene Kν(c) ⊂ Kν′(c′) ó Kν′(c′) ⊂

Kν(c); donde Kν(c) es la componente que corresponde al vértice z y Kν′(c′) es la compo-
nente correspondiente a z′. Tenemos dos casos:

a) Caso Kν(c) = Kν′(c′). Entonces definimos:

f(e) = f(z, z′) := f(z) = f(z′) = Kν(c) = Kν′(c′),

es decir la arista e se colapsa al vértice Kν(c).
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b) Caso Kν(c)  Kν′(c′). Entonces

f(e) = f(z, z′) :=
(
Kν(c),Kν′(c′)

)
.

Se verifica inmediatamente que (Kν(c),Kν′(c′)) es en efecto una arista de AU .

3. Para los 2−simplejos (z0, z1, z2) ∈ K2
U , se tiene zk ∈ Kνk(ck), con los siguientes casos:

a) Caso Kν0(c0)  Kν1(c1)  Kν2(c2), con dimKνk(ck) = k. Aqúı se puede definir:

f(z0, z1, z2) := (Kν0(c0),Kν1(c1),Kν2(c2)) .

Por el lema se tiene que

b) Caso Kν0(c0)  Kν1(c1) = Kν2(c2). Entonces

f(z0, z1, z2) := (f(z0), f(z1, z2)) = (Kν0(c0),Kν1(c1)) ;

es decir, el 2−simplejo se colapsa en una arista.

c) Caso Kν0(c0) = Kν1(c1)  Kν2(c2). Entonces

f(z0, z1, z2) := (f(z0, z1), f(z2)) = (Kν0(c0),Kν2(c2)) ;

es decir, el 2−simplejo se colapsa en una arista.

d) Caso Kν0(c0) = Kν1(c1) = Kν2(c2). Entonces definimos

f(z0, z1, z2) := f(z0) = f(z1) = f(z2) = Kν0(c0)

es decir el 2−simplejo se colapsa a un vértice

Teorema 5.11. Una superficie lineal a pedazos U es homotópica a Ui, su superficie de aproxima-
ción simplicial a escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti). Es decir, existe una homotoṕıa H : [0, 1]× |KU | →
M , y una aplicación simplicial

f : |KU | → |AU |,

tales que
H(0, ·) = HU : |KU | →M,

y también conmuta el diagrama,

|KU |
H(1,·) //

f
��

M

|AU |
tU // Sd |Ci|

φi◦Ti

OO

Demostración. Consideremos un poĺıtopo ρ ⊂ |Ci| y un simplejo |σ| ⊂ H−1
U (φi(ρ)). Considere-

mos una célula c con cerradura c = φi(ρ) y su baricentro φi(xc) ∈ c, correspondiente a un vértice
xc ∈ Sd |Ci|.

Consideramos las coordenadas baricéntricas φσ : |σ| → Rn, del simplejo |σ| ⊂ |KU | y las
coordenadas afines φρ del poĺıtopo ρ ⊂ |Ci|, tal que HU (|σ|) ⊂ φi(ρ). Las coordenadas φρ se
definen como

φρ = η−1
|Ci| |ρ: ρ→ τ ⊂ Rk
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donde η|Ci| : tiτi → |Ci| define el poliedro |Ci| a partir de los poĺıtopos τi, ver definición 1.1.
Consideremos las aplicaciones

Gσρ (0, ·) := φ−1
i ◦HU ||σ|

tales que la composición

|σ|
φ−1
i ◦HU ||σ| // ρ

φρ
��

∆3 = φσ(|σ|) ⊂ R3

φ−1
σ

OO

//___ τ = φρ(ρ) ⊂ Rk

entre el 2−simplejo canónico ∆ ⊂ R3 y el poĺıtopo τ ⊂ Rk, es una aplicación af́ın.
La idea es perturbar estas funciones de forma af́ın, para definir la homotoṕıa. Para cada

vértice z ∈ |σ| ⊂ |KU | contenido en H−1
U (c), definimos

Gσρ (t, z) := φ−1
ρ

[
tφρ (xc) + (1− t)φρ

(
φ−1
i ◦HU (z)

)]
∈ ρ ⊂ |Ci|, 0 ≤ t ≤ 1,

Notemos que en particular como φρ (xc) , φρ
(
φ−1
i ◦HU (z)

)
, son dos punto del poĺıtopo τ , por

convexidad se tiene que
tφρ (xc) + (1− t)φρ

(
φ−1
i ◦HU (z)

)
∈ τ

y esta bien definida Gσρ (t, z).
De esta manera, para cada t ∈ [0, 1] fijo, se puede definir la aplicación af́ın Gσρ (t, ·) : |σ|(0) → ρ

la cual extiende a una aplicación af́ın

Gσρ (t, ·) : |σ| → ρ.

Supongamos que tenemos un HU (|σ|) ⊂ ρ ∩ ρ′ 6= ∅. Entonces tenemos aplicaciones afines fτ,τ ′ :
τ → τ ′, tales que conmuta e diagrama

ρ ∩ ρ′

φρzzuuuuuuuuu φρ′

%%JJJJJJJJJ

τ ⊂ Rk
fτ,τ ′ //_________ τ ′ ⊂ Rk′

.

De donde
Gσρ′ (t, z) = φ−1

ρ′
[
tφρ′ (xc) + (1− t)φρ′

(
φ−1
i ◦HU (z)

)]
=

=
(
fτ,τ ′ ◦ φρ

)−1 [
t
(
fτ,τ ′ ◦ φρ

)
(xc) + (1− t)

(
fτ,τ ′ ◦ φρ

) (
φ−1
i ◦HU (z)

)]
=

= φ−1
ρ ◦ f−1

τ,τ ′
[
tfτ,τ ′ (φρ (xc)) + (1− t)fτ,τ ′

(
φρ
(
φ−1
i ◦HU (z)

))]
=

Como fτ,τ ′ es una aplicación af́ın, tenemos

Gσρ′ (t, z) = φ−1
ρ ◦ f−1

τ,τ ′ ◦ fτ,τ ′
[
t (φρ (xc)) + (1− t)

(
φρ
(
φ−1
i ◦HU (z)

))]
=

= φ−1
ρ

[
tφρ (xc) + (1− t)φρ

(
φ−1
i ◦HU (z)

)]
.
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Por lo tanto, se tiene Gσρ (t, ·) = Gσρ′(t, ·). Consideranod todos los simplejos |σ ⊂ |KU |, se
puede definir una homotoṕıa af́ın

G : [0, 1]× |KU | → Sd |Ci|.

Notemos que G(0, ·) = φ−1
i ◦HU : |KU | → Sd |Ci|.

Ahora consideramos una aplicación simplicial f y verifiquemos que conmuta el diagrama

|KU |
G(1,·)

$$HHHHHHHHH

f

���
�
�

|AU |
tU // Sd |Ci|

. (5.7)

En efecto, notemos que G(1, z) = xc. Además se tiene la identificación de vértices,

tU ◦ f(zk) = tU (Kνk(ck)) = (xck) ∈ SdC0
i , k = 0, 1, 2;

de aristas,
tU ◦ f(zk, zl) = tU (Kνk(ck),Kνl(cl)) = (xck , xcl) ∈ SdC

1
i , k 6= l;

y de 2−simplejos,

tU ◦ f(z0, z1, z2) = tU (Kν0(c0),Kν1(c1),Kν2(c2)) = (xc0 , xc1 , xc2) ∈ SdC2
i .

Esto permite concluir la conmutación del diagrama (5.7).
Finalmente si definimos H(t, x) := φi ◦G(t, x) entonces tenemos la homotoṕıa deseada.

Ver también el teorema de aproximación simplicial, ver [Ha].

5.3. Aproximación simplicial de trayectorias lineales a pedazos

Tomemos una trayectoria l : [0, 1]→M tal que φ−1
i ◦ l : [0, 1]→ |Ci| es lineal a pedazos, con-

sideremos [0, 1] con una partición como un 1−complejo simplicial, entonces se tiene el diagrama
conmutativo

[0, 1]
φ−1
i ◦l // |Ci|

|Kl|
η //

OO

|K ′|

OO
(5.8)

donde |K ′| es subtriangulación de Sd |Ci| y |Kl| = [0, 1] es subtriangulación de [0, 1] es decir,
consta del intervalo [0, 1] provisto de un refinamiento {z0 < z1 < · · · < zr}, de la partición
original. La trayectoria η : [0, 1]→ |K ′| es simplicial. Denotamos la imagen de la trayectoria por

l := l[0, 1] ⊂M.

Tendremos el siguiente corolario cuya demostración es ibidem la demostración del corolario 5.7
con |Kl| en lugar de |KU |, es decir, consideramos la partición {z0 < z1 < · · · < zr} ⊂ [0, 1] de
[0, 1] en lugar de |KU |:

|Kl|0 = {z0 < z1 < · · · < zr}, |Kl|1 = {[zk, zk+1] | k = 0, . . . , r − 1}
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Corolario 5.12. Se tienen subcomplejos simpliciales Iν(c) ⊂ [0, 1] tales que

[0, 1] =
⋃
c∩l6=∅

m⊔
ν=1

Iν(c). (5.9)

De hecho Iν(c) ⊂ [0, 1] son intervalos cerrados, tales que para cada célula c ∈ Ci, y para cada
x ∈ Iν(c), Iν(c) ⊂ [0, 1] es el intervalo (cerrado) maximal que contiene a x cuya imagen l(Iν(c)),
está contenida en el poĺıtopo c.

Notemos que
Lν(c) = l−1 (l(Iν(c)) ∩ c)

Forman una colección de intervalos disjuntos (no necesaramente cerrados), tales que para cada
x ∈ Lν(c), Lν(c) ⊂ [0, 1] es el intervalo maximal cuya imagen l(Lν(c)) está contenido en una
célula c ∈ Ci. Además [0, 1] = ∪ν,cLν(c). Ordenando estos intervalos, tendremos una sucesión
de intervalos (no necesariamente cerrados) consecutivos tales que

I0 < I1 < · · · < In (5.10)

y [0, 1] = I0t· · ·tIn, tal como se vio en la definición 2.6. Por tratarse de una trayectoria cerrada
l(I0) ∪ l(In) es el 1−subcomplejo maximal contenido en la célula c0 que contiene al punto base
l(0) = l(1).

Definamos el conjunto de vértices

A0
l := {Iν(c) | c ∩ l 6= ∅, } ;

al de la trayectoria. Como es una trayectoria cerrada identificaomos los dos intervalos Iν(c) de
la forma [0, b], [a, 1]. Definamos también el conjunto de aristas como

A1
l :=

{(
Iν(c), Iν′(c′)

)
| Iν(c)  Iν′(c′)

}
.

donde identificamos los dos intervalos que contienen el punto inicial y fin
Ibidem a la demostración del lema 5.8, cada vértice zk ∈ {z0, . . . , zr} tiene asociado un único

intervalo Iν(c). También se repite ibidem tiene la demostración de aquel lema para probar la
siguiente afirmación.

Lema 5.13. Consideremos dos vértices z, z′ ∈ {z0, . . . , zn} con z ∈ Iν(c), z′ ∈ Iν′(c′), los cuales
son extremos de una arista [z, z′] ⊂ [0, 1]. Si la triangulación |K ′|, en (5.8), es subtriangulación
de la triangulación baricéntrica Sd |Ci|, ver definición 1.3, entonces

1. ó bien
Iν(c) ⊂ Iν′(c′),

ó bien
Iν′(c′) ⊂ Iν(c).

2. Si Iν(c) = Iν′(c′), entonces c = c′.

3. Si Iν(c)  Iν′(c′) entonces c ⊂ c′ y por lo tanto c, c′ son células adyacentes.
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Notemos que como l(0) = l(1), entonces

A0
l = {I1, . . . , In}

ya que se identifica I0 con In, y también

A1
l = {(In, I1)} ∪ {(Ik, Ik+1) | k = 1, . . . , n− 1} .

ya que para cada Iν(c)  Iν′(c′), empleando los intervalos consecutivos (5.10) se tiene una única
pareja de intervalos

Ik = l−1 (Iν(c) ∩ c) , Ik+1 = l−1
(
c′ ∩ Iν′(c′)

)
ó

Ik+1 = l−1 (Iν(c) ∩ c) , Ik = l−1
(
c′ ∩ Iν′(c′)

)
con Ik ∩ Ik+1 6= ∅ ó Ik ∩ Ik+1 6= ∅.

Por lo tanto, la realización geométrica |A1|, es un 1−simplejo homeomorfo a un ćırculo.
Definimos la aplicación simplicial en las realizaciones geométricas

l′i : |Al| → Sd |Ci|

mediante las aplicaciones simpliciales en los complejos simpliciales abstractos, Al, SdCi, de la
siguiente manera:

1. Para cada vértice Iν(c) ∈ A0
l definimos

l′i(Iν(c)) := xc,

donde φi(xc), es el baricentro de la célula c ∈ Ci.

2. Para las aristas (Iν(c), Iν′(c′)) ∈ A1
l se tiene

l′i
(
Iν(c), Iν′(c′)

)
:= (xc, xc′)) .

La pareja (xc, xc′) es en efecto una arista de SdCi, baste notar que según el lema 5.8,
|Iν(c)|  |Iν′(c′)| implica c ⊂ c′ y por lo tanto c, c′ son células adyacentes.

Definición 5.14. Adicionalmente podemos definir una aplicación simplicial como en 5.10,

fl : [0, 1]→ |Al|,

en los complejos simpliciales abstractos de la siguiente manera:

1. Para los vértices z ∈ |Kl|0 = {z0 < · · · < zr} contenidos en el intervalo Iν(c) ⊂ [0, 1] de la
descomposición (5.9),

fl(z) := Iν(c) ∈ A0
l .

2. Para las aristas (intervalos) e = [z, z′], por el lema 5.13 se tiene Iν(c) ⊂ Iν′(c′) ó Iν′(c′) ⊂
Iν(c); donde Iν(c) es la componente que corresponde al vértice z y Iν′(c′) es la componente
correspondiente a z′. Tenemos dos casos:
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a) Caso Iν(c) = Iν′(c′). Entonces definimos:

fl(e) = fl(z, z′) := fl(z) = fl(z′) = Iν(c) = Iν′(c′),

es decir la arista e se colapsa al vértice Iν(c).

b) Caso Iν(c)  Iν′(c′). Entonces

fl(e) = fl(z, z′) :=
(
Iν(c), Iν′(c′)

)
.

Se verifica inmediatamente que (Iν(c), Iν′(c′)) es en efecto una arista de Al.

Definición 5.15. Definimos la trayectoria de aproximación simplical li como

[0, 1]

fl
��

li //____ M

|Al|
l′i // Sd |Ci|

φi◦Ti

OO

La demostración del teorema 5.11 se puede adoptar ibidem, para probar el siguiente

Teorema 5.16. Una trayectoria lineal a pedazos l es homotópica a su trayectoria de apro-
ximación simplicial li, con escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti). Es decir, existe una homotoṕıa H :
[0, 1]× [0, 1]→M , y una aplicación simplicial

fl : [0, 1]→ |Al|,

tales que
H(0, ·) = l : [0, 1]→M,

y también conmuta el diagrama,

[0, 1]
H(1,·) //

fl
��

M

|Al|
l′i // Sd |Ci|

φi◦Ti

OO

Ver también el teorema de aproximación simplicial, ver [Ha].
La siguiente afirmación muestra la correspondencia entre los bordes de aproximaciones sim-

pliciales y las aproximaciones simpliciales de los bordes.

Corolario 5.17. Consideremos una superficie lineal a pedazos U con superficie de aproximación
simplicial Ui, sea l : [0, 1] → M una trayectoria cerrada tal que φi ◦ l es lineal a pedazos, con
imagen l ⊂ ∂U , que se corresponde con una componente de ∂U . Sea li : [0, 1]→M la trayectoria
de aproximación simplicial. Entonces su imagen li es una componente conexa de

∂(Ui) := φi ◦ tU (∂AU ) ⊂M

Aśı podemos escribir
(∂U)i = ∂(Ui). (5.11)
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Demostración. Consideremos la homotoṕıa dada en el teorema 5.11

|KU |
H(1,·) //

f
��

M

|AU |
tU // Sd |Ci|

φi◦Ti

OO

tal que H(0, ·) = HU : |KU | →M. Como f es simplicial f(∂σ) = ∂f(σ), por lo tanto f(∂|KU |) ⊂
∂|AU |, con el diagrama conmutativo

∂|KU |
H(1,·) //

f |∂|KU |
��

M

∂|AU |
tU // Sd |Ci|

φi◦Ti

OO

Como cada H−1
U (l(Iν(c))) ⊂ |Kν(c)| ⊂ |KU |, entonces por construcción de los complejos

simpliciales abstractos se tiene |Al| ⊂ |AU |. Notemos que |Al| ⊂ ∂|AU | ⊂ |AU | por lo que
podemos escribir el siguiente diagrama conmutativo

[0, 1]
li

))TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

fl

��-
-

-
-

-
-

-
-

-
-

-
-

∂|KU |
H(1,·)

//

f |∂|KU |
��

M

∂|AU |
tU // Sd |Ci|

φi◦Ti

OO

|Al|
?�

OO

l′i

::uuuuuuuuu

Por lo que
li = li[0, 1] = φi ◦ tU ◦ fl[0, 1]

es una componente de ∂(Ui).

5.4. Regularidad de las escalas respecto la métrica

Ahora recordemos el espacio af́ın Ω←− referido en la proposición 3.5 y el espacio de Hilbert

L2
(

Ω←−, ρ
)

asociado a una medida gaussiana ρ descrita en el teorema 4.13.
Esta sección describe una condición técnica necesaria en dimensión superior, sobre la sucesión

de escalas E y la métrica riemanniana en M que permiten establecer la convergencia

FU = ĺım
i→∞

FUi , (5.12)

en L2
(

Ω←−, ρ
)

, donde UCi son las aproximaciones simpliciales de U y donde FUi : Ω←− → R
está definida por (5.2)
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Consideraremos a partir de ahora una estructura métrica adicional sobre M , dada por una
métrica riemanniana g. Nos interesa introducir porque nos permite para todas las escalas medir
longitudes, áreas, volúmnes de aristas, 2−simplejos y 3−simplejos σ ∈ SdCi respectivamente,
mediante las integrales

µki (σ) :=
∫
ψ(σ)

√∣∣det
(
(ψ−1

σ )∗φ∗i g
)∣∣ dx1 ∧ · · · ∧ dxk

donde |σ| es un k−simplejo que tiene coordenadas ψσ : |σ| → Rk, k = 1, 2, 3, y donde (ψ−1
σ )∗φ∗i g

es la forma bilineal inducida en el espacio tangente de Rk (recordemos que un ejercicio de rutina
prueba que el valor de la integral no depende del sistema de las coordenadas elegidas ψσ). Las
funciones

µki : SdCki → R+

son tales que si σ es un k−simplejo a escala gruesa, σ ∈ SdCki , que se descompone en escalas
finas como

σ = σ1 ∪ · · · ∪ σr, σl ∈ SdCkj ;

entonces
µki (σ) = µkj

(
σ1
)

+ · · ·+ µkj (σr) .

Denotamos long := µ1
i , area := µ2

i , vol := µ3
i .

Para la métrica riemannian supondremos la siguiente hipótesis de regularidad:

Definición 5.18. Diremos que una colección de escalas E = {(|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti)}i∈N cons-
tituye una sucesión de escalas regular respecto a una métrica riemanniana g en M , si
para toda trayectoria cerrada lineal a pedazos l : [0, 1] → M , y para toda ε > 0 con apro-
ximaciones simpliciales li a escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti), existe una escala suficientemente fina
(|Ci0 |, φi0 ;Sd |Ci0 |, Ti0), tal que:

1. Existe escala más fina (|Cj |, φj ;Sd |Cj |, Tj), j ≥ i0, hay una superficie simplicial Si0j ⊂
hj(Sd |Cj |(2)) con bordes simpiciales

∂Si0j = li0 − lj ,

correspondientes a las imágenes de las trayectorias cerradas li0 , lj : [0, 1]→M , que son las
aproximaciones simpliciales de l; tal que

area(Si0j) < ε.

2. Existe una superficie lineal a pedazos Si0 ⊂M con borde (lineal a pedazos)

∂Si0 = l− li0

y área
area(Si0) < ε.

La condición de regularidad de las escalas será relevante en el caso dimM = N > 2. La
condición 1 será utilizada en el teorema 5.19 para probar que la sucesión (5.12) es de Cauchy.
La condición 2 será utlizada en el teorema 5.22 para probar que el ĺımite FU = ĺımi→∞ FUi
efectivamente extiende la evaluación de la curvatura en conexioes suaves FU (Curv(ϕ)) =

∫
U F

A.
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Figura 5.1: Descomposiciones celulares C0, C1, C2 de R3/Z3

Figura 5.2: Triangulación baricéntrica Sd |C0| de R3/Z3
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Ejemplo Consideremos M = R3/Z3, con la métrica riemanniana plana g. Consideramos C0

la descomposición celular que consiste en tomar el cubo (0, 1)d con la longitud de sus lados
igual a 2L0, como única 3−célula. Las descomposiciones celulares subsecuentes Ci, i = 1, 2, . . .
consisten en subdividir el cubo original en 23i ”cubitos” isométricos de lado 2Li, donde Li =
L0/2i (ver figura 5.1). Las triangulaciones baricéntricas Sd |Ci| consisten en tomar el baricentro
geométrico de cada cubo, cara y arista, y considerar las triangulaciones rectiĺıneas (ver figura
5.2 para observar la triangulación baricéntrica Sd |C0|). Todo 3−simplejo ∆ ∈ (Sd |Ci|3, hi),
se descompone en 8 simplejos a escala más fina, los cuales tienen el mismo volumen y son
isométricos, de donde,

vol(∆) = 23 · vol(∆′), (5.13)

con ∆′ ∈ (SdC3
i+1, hi+1). Todos los 3−simplejos a cada escala tienen el mismo volumen y son

todos isométricos entre śı.
Consideramos la imagen l := l([0, 1]) ⊂ M de una trayectoria lineal a pedazos l : [0, 1] →

M . Recordemos también que según lo discutido en el lema 2.5, existe una descomposición en
intervalos adyacentes disjuntos de [0, 1], Ij , j = 1, . . . , n tales que tnj=1Ij = [0, 1], tal que para
todo x ∈ Ik, el intervalo Ik es el intervalo maximal conteniendo x y tal que l(Ik) está contenido
en alguna célula ck ∈ C.

l consta de una cantidad finita N de segmentos rectiĺıneos l = l1 � · · · � lN ; con long(l) =
long(l1) + · · ·+ long(lN ). Como Di → 0, entonces existe un escala suficientemente fina |Ci0 | tal
que

min{long(ls)} >
√

3Li0 =: Di ≥ diam c (5.14)

Es decir, l |Ik consta de a lo más 2 segmentos rectiĺıneos en una célula c ∈ Ci, cada uno de
longitud a lo más Di.

Consideremos un segmento rectiĺıneo ls, sea ls,i0 su aproximación simplicial a escala Ci0 .
Como ls,i0 intersecta a cada célula ck en un segmento rectiĺıneo, entonces tendremos la descom-
posición

ls,i0 = τ1 · · · · · τr,

donde τk, k = 1, . . . , r son trayectorias contenidas en células c ∈ Ci0 , cuyo trazo corresponde
con 1−simplejos en (Sd |Ci0 |1, hi0). Sea mk la proyección ortogonal de τk sobre ls,i0 .

Como la colección de 1−simplejos τk, k = 1, . . . , r, de (Sd |Ci|1, hi) tiene una cantidad fi-
nita de pendientes y longitudes posibles respecto a ls,i0 , entonces existe la mı́nima longitud,
mı́n {long(mk) | k = 1, . . . , r} > 0; y también el máximo que no depende de la escala,

Ms := máx
{

long(τ1)
long(m1)

, . . . ,
long(τr)
long(mr)

}
.

Para la longitud de ls,i0 se tiene,

long(ls,i0) =
r∑

k=1

long(τk) ≤Ms ·
r∑

k=1

long(mk).

Además se tiene que ∣∣∣∣∣
(

r∑
k=1

long(mk)

)
− long(ls)

∣∣∣∣∣ < 2Di
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Como Di → 0, para una escala suficientemente fina se tiene:∣∣∣∣∣
(

r∑
k=1

long(mk)

)
− long(ls)

∣∣∣∣∣ < ε/3NM, (5.15)

donde M = máxs{Ms}.
Procediendo de manera análoga con los demás segmentos rectiĺıneos ls, s = 1, . . . , N, que

conforman l y sus aproximaciones simpliciales, tendremos

|long(l)− long(li0)| ≤

∣∣∣∣∣
N∑
s=1

long(ls)− long (ls,i0)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
N∑
s=1

[
long(ls)−

(
r∑

k=1

long(mk)

)]
+

N∑
s=1

[(
r∑

k=1

long(mk)

)
− long (ls,i0)

]∣∣∣∣∣
≤ ε/3 + (M + 1)

N∑
s=1

(
r∑

k=1

long(mk)

)
≤ ε/3 + (M + 1)

[
N∑
s=1

long(ls) + ε/3M

]
Por lo tanto

|long(l)− long(li0)| ≤ ε/3 + (M + 1)long(l) + ε(M + 1)/3M ;

es decir, existe una constante Kl > 0, tal que

long(li) ≤ Kl · long(l). (5.16)

Ahora consideremos la intersección de l |Ik con las caras de la célula c,dim c ≥ 1 que contiene
l |Ik . l |Ik consta de a lo más dos segmentos rectiĺıneos l1, l2 que intersectan ∂c e a lo más dos
caras. La intersección l3 de la aproximación simplicial li con c, pasa por los dos baricentros
de esas dos caras. Al agregar segmentos rectiĺıneos l′, l′′ que unen estas intersecciones sobre las
caras, es posible formar una trayectoria cerrada poligonal en el espacio (pentagonal o hexagonal)

lc = l1 · l2 · l′ · l3 · l′′

contraible en c, ver firgura 5.3.
Es posible considerar un poliedro formado por tres triángulos, Sc ⊂ c con borde lc; tendremos

l ∩ c, li0 ∩ c ⊂ ∂Sc. Definimos
Si0 = ∪c∩l 6=∅Sc

como la unión de los poliedros Sc considerando todas las células que intersectan l. Sc consta de
5 ó 6 triángulos de diámetro a lo más Di, y con alguno de sus lados en l o en li0 . Consideremos
la ecuación (5.16), el área de Sc está acotada por

area(Si0) ≤ (long(l) + long(li)) ·Di0/2 ≤ long(l) · (1 +Kl)Di0/2

donde Di0 es el máximo diámetro de los simplejos de dimensión máxima ∆ ∈ SdC3
i .

Como Di0 → 0 cuando i0 →∞, entonces para todo ε > 0 existe una escala i0 suficientemente
fina, tal que

area(Si0) < ε. (5.17)
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l’

l_
i_

0

l

S_
c

l’

Figura 5.3: Poliedro Sc

Esto prueba la segunda parte de la afirmación.
Para probar la primera afirmación consideremos la superficie lineal a pedazos Si0 con una

parametrizaciónHSi : |KSi0
| → Si0 , donde |Ki0 | es un complejo simplicial. Según la demostración

de la proposición 5.6, existen |Ks(c)| ⊂ |KSi0
| subcomplejos tales que HSi0

(|Ks(c)|) ⊂ Si0 es el
máximo subcomplejo conexo contenido en c, dim c ≥ 2, es decir

Sc = HSi0
(|Ks(c)|).

Consideremos un 2−simplejo |σ| ⊂ |Ks(c)| con imagen σ = HSi0
(|σ|) ⊂ Si0 . Tomemos la

aproximación simplicial σj ⊂ hj(Sd |Cj |(2)), a escala (|Cj |, φj ;Sd |Cj |, Tj) de σ. Denotemos los
2−simplejos de σj , como σ′1, . . . , σ

′
r ⊂ (Sd |Cj |2, hj). Sea tk la proyección ortogonal de σ′k en (el

plano determinado por) σ. Como existe un número finito de orientaciones de los 2−simplejos σ′k
en el espacio y una cantidad finita de áreas distintas a escala fija de éstos simplejos, entonces
existe un mı́nimo de {area(tk), | k = 1, . . . , r} y también un máximo

Aσ := máx
{

area(σ′1)
area(t1)

, . . . ,
area(σ′r)
area(tr)

}
Por lo tanto, si consideramos la aproximación simplicial Si0,j de Si0 tendremos que

area(Si0j) =
∑
σ⊂Si0

r∑
k=1

area(σ′k) ≤
∑

σ⊂Si0j

Aσ ·
r∑

k=1

area(tk)

Por otro lado, como σ, ∪ktk son poĺıgonos planos contenidos en una célula cúbica c de diámetro
Di, entonces ∣∣∣∣∣area(σ)−

r∑
k=1

area(tk)

∣∣∣∣∣ ≤ D2
i

De donde

area(Si0j) ≤
∑
σ⊂Si0

Aσ
(
area(σ) +D2

i

)
≤ ASi0 ·

(
area(Si0) +NSi0

·D2
i

)
;
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donde definimos las constantes ASi0 := máx{Aσ | σ ⊂ Si0}, y NSi0
:= |{σ | σ ⊂ Si0}| la

cardinalidad de los simplejos σ ∈ (Sd |Ci0 |2, hi0), de Si0 . Como D2
i /area(σ) está acotada por una

constante, entonces NSi0
·D2

i está acotada por area(Si0).
Por lo tanto, igual que deducimos la cota (5.16) para las longitudes, podemos deducir una

desigualdad correspondiente para las áreas

area(Si0j) ≤ LSi0 · area(Si0). (5.18)

para cierta constante LSi0 > 0.
Usando ε = ε′/LSi0 , en la cota (5.17) podemos concluir que para toda ε′ > 0 existe una

escala suficientemente fina (|Ci0 |, φi0 ;Sd |Ci0 |, Ti0), tal que

area(Si0j) < ε′

para toda j > i0.

5.5. Curvatura en superficies lineales a pedazos

Como mencionamos la regularidad es una condición técnica sobre la elección de escalas E
que garantiza la convergencia (5.12). Dicha convergencia será necesaria para poder obtener una
función af́ın FU (en algún dominio adecuado), la cual generalice la noción de evaluación de la
2−forma de curvatura FA en una superficie lineal a pedazos U ⊂M .

Teorema Principal 5.19. Sea U ⊂ M una superficie lineal a pedazos encajada en M , sean
Ui las aproximaciones simpliciales según la definición 5.9. Si la elección de escalas E es regular
respecto a la métrica riemanniana g en M , según la definición 5.18, entonces la sucesión de
funciones afines

FUi := FUi,i ◦ πi : Ω←−→ R

dadas por (5.2), constituye una sucesión de Cauchy en L2
(

Ω←−, ρ
)

. Por lo tanto existe el ĺımite

FU := ĺım
i→∞

FUi ∈ L2
(

Ω←−, ρ
)
.

Demostración. En lugar de funciones afines consideremos las funciones lineales

F̌Ui,i

(−−→
ω0ω

)
= FUi,i(ω)− FUi,i(ω0

i ),
−−→
ω0ω = ω − ω0

i ∈ Ω0
i .

Notemos que

π∗ij
(
F̌Ui,i

)
− F̌Uj ,j =

n∑
k=1

F̌σkj

donde
∑n

k=1 F̌σkj
es una cadena simplicial con coeficientes unitarios la cual representa una su-

perficie simplicial
Sij = ∪nk=1σ

k
j , σ

k
j ∈ (Sd |Cj |2, hj)
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Además recordemos que la norma L2 de funciones lineales se corresponde con la norma g∗Q
en Ω∗−→, inducida mediante la inclusión g : Ω∗−→→ lim−→V∗ definida en (4.10). Dicha correspondencia
se obtiene mediante mediante la isometŕıa (4.16),∥∥π∗i (F̌Ui,i)− π∗j (F̌Uj ,j)∥∥g∗Q =

∥∥π∗ij (F̌Ui)− F̌Uj∥∥g∗jQj =

∥∥gj (π∗ij (F̌Ui))− gj (F̌Uj)∥∥Qj ≤ ∥∥π∗ij (F̌Ui)− F̌Uj∥∥Qj =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

F̌σkj

∥∥∥∥∥
Qj

≤ |area (Sij)| .

Suponiendo que las escalas son regulares respecto a una métrica riemanniana en M , existe
una escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti) suficientemente fina tal que para escalas más finas existe una
superficie simplicial Sij , j ≥ i, tal que,

area(Sij) < ε.

Notemos que mientras que FUi son funciones afines con dominio Ω←−, el ĺımite FU está definida

casi dondequiera en Ω←− según la medida gaussiana ρ. Además como 1 ∈ L2
(

Ω←−, ρ
)

, entonces FUi

están en L1
(

Ω←−, ρ
)

, ver Teorem 3.8 [Ru2]. Además FUi convergen en L1 a FU , por lo tanto

FU ∈ L1
(

Ω←−, ρ
)

.
En particular FU es una función medible, por lo tanto define un operador multiplicativo

cerrado y densamente definido en L2
(

Ω←−, ρ
)

, ver [Tha] caṕıtulo IV ejemplo 1.

Definición 5.20. Se define el operador multiplicativo, F̂U en L2
(

Ω←−, ρ
)

, como(
F̂Uψ

)
(ω) := FU (ω) · ψ(ω), ω ∈ Ωρ. (5.19)

Aqúı Ωρ ⊂ Ω←− es el soporte de ρ.

Como cualquier operador multiplicativo en un espacio de medida, se verifica que es un
operador cerrado y densamente definido en un dominio dom F̂U ⊂ L2

(
Ω←−, ρ

)
.

Definición 5.21. Para cada ψ ∈ dom F̂U ⊂ L2
(

Ω←−, ρ
)

, en un dominio adecuado el valor
esperado de la curvatura en el estado ψ, para el boreliano U ⊂M , se define como〈

F̂U

〉
ψ

:=
〈
ψ, F̂Uψ

〉
ρ
, ‖ψ‖ρ = 1,

donde 〈·, ·〉ρ es el producto interno en el espacio de Hilbert L2
(

Ω0
←−, ρ

)
.

Teorema Principal 5.22. Sea ϕ0 ∈ A una conexión fija de un haz principal sobre M con
número de Euler e ∈ Z. Sea ρ una medida de probabilidad en Ω←−, centrada en

ω0 = Curv
(
ϕ0
)
,
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ver definición de Curv en (3.15). Sea ρ la medida de probabilidad gaussiana en Ω←−, según el
teorema 4.13.

Entonces para cada región lineal apedazos U ⊂ M , existe un operador multiplicativo F̂U en
L2
(

Ω←−, ρ
)

, tal que el valor esperado en el vaćıo (o el estado ćıclico de la representación), ψρ = 1
es 〈

F̂U

〉
ψρ

=
∫

Ω←−

FU (ω)dρ(ω) =
1

2π

∫
U
FA0 = FU

(
ω0
)

donde FA0 es la 2−forma de curvatura asociada a la conexión suave ϕA0 ∈ A, tal que Curv
(
ϕA0

)
=

ω0 ∈ Ω←−, es el centro de la gaussiana ρ.

Demostración. Basta considerar la función af́ın FU : Ωρ → R, definida casi dondequiera en Ω←−
que ya hemos descrito en el lema 5.19. Como todo operador multiplicativo tiene dominio denso.
Por tratarse de una función af́ın, le corresponde una función lineal F̌U definida casi dondequiera
en el espacio vectorial Ω0

←−, con la correspondencia

F̌U

(−−→
ω0ω

)
= FU (ω)− FU (ω0),

−−→
ω0ω = ω − ω0 ∈ lim←−V′i,

recordemos la definición 4.5 de los espacios Vi. Entonces∫
Ω←−

FU (ω)dρ(ω) =
∫

Ω0
←−

F̌U

(−−→
ω0ω

)
+ FU (ω0)dρ

(−−→
ω0ω

)
=

=
∫

Ω0
←−

F̌U

(−−→
ω0ω

)
dρ

(−−→
ω0ω

)
+ FU (ω0).

Como la gaussiana está centrada en el origen de Ω0
←− que corresponde ω0 en Ω←− tenemos

∫
Ω0
←−

F̌U

(−−→
ω0ω

)
dρ(
−−→
ω0ω) = 0.

Por lo tanto ∫
Ω←−

FU (ω)dρ(ω) = FU (ω0).

La afirmación 1
2π

∫
U F

A0 = FU
(
ω0
)

se sigue de

ĺım
i→∞

∣∣∣∣∫
Ui

FA0 −
∫
U
FA0

∣∣∣∣ ≤ ĺım
i→∞

area(Si0) ·MA0 = 0;

donde Si0 se definió en 5.18; y donde por compacidad existe la constante MA0 := supu,v FA0(u∧
v), con u, v vectores tangentes con |u ∧ v| = 1.
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5.6. Independencia de la representación

En el teorema 5.22 hemos construido una representación de la evaluación de la curvatura
en una región lineal a pedazos U ⊂ M , como un operador multiplicativo F̂U en el espacio de
Hilbert L2

(
Ω←−, ρ

)
. Nuestro objetivo en esta sección es mostrar que la representación depende

exclusivamente de la estructura de la variedad lineal a pedazos y no de la elección de escalas E .
Consideremos dos sucesiones de escalas

E1 = {(|Ci,1|, φi,1;Sd |Ci,1|, Ti,1)}i∈N , E2 = {(|Ci,2|, φi,2;Sd |Ci,2|, Ti,2)}i∈N ,

que satisfacen las condiciones 2.4. Denotemos los ĺımites proyectivos que inducen por

Ω←−E1 , Ω←−E2 ; respectivamente.

Adicionalmente supongamos que las estructuras lineales a pedazos inducidas por las dos
escalas son isomorfas. Recordemos que según la proposición 1.9, para la pareja de estructuras
lineales a pedazos, h0,1 : Sd |C0,1| → M, h0,2 : Sd |C0,2| → M , existe una subtriangulación
común |L0|. Aśı obtenemos el diagrama conmutativo

|L0|
r0,1

zzuuuuuuuuu
r0,2

$$IIIIIIIII

���
�
�
�
�
�
�

Sd |C0,1|

h0,1 $$JJJJJJJJJ
Sd |C0,2|

g−1
0 ◦h0,2zzttttttttt

M

Donde denotamos g0 como el homeomorfismo h0,2◦r0,2◦r−1
0,1◦h

−1
0,1. Se verifica que |L0|, Sd |C0,1|, Sd |C0,2|

son poliedros isomorfos.
Procediendo de manera análoga a cada escala (|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti), se obtienen complejos

simpliciales |Li| que son subtriangulaciones de Sd |Ci,1|, Sd |Ci,2|.

|Li|
ri,1

zzvvvvvvvvv
ri,2

$$HHHHHHHHH

���
�
�
�
�
�
�

Sd |Ci,1|

hi,1 $$IIIIIIIII
Sd |Ci,2|

g−1
i ◦hi,2zzuuuuuuuuu

M

Consideremos el complejo simplicial |C0| := |L0| y la estructura lineal a pedazos (|C0|, h0)
con homeomorfismo h0 : |L0| → M dado por g−1

0 ◦ h0,2 ◦ r0,2 = h0,1 ◦ r0,1. Consideremos un
complejo simplicial |C1| que es una triangulación que sea refinamiento común de Sd |C0| y de
|L1|. Inductivamente se define |Ci+1| como subtriangulación de Sd |Ci| y de |Li|. De esta manera
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obtenemos los diagramas

Sd |Ci+1,1|

��

Sd |Ci,1|

&&MMMMMMMMMMMM

Sd |Ci|
hi

//____________

ri,1 77

{
w

s p

ri,2

!!

1
3

6
9

<
?

M

|Ci+1|

eeK
K

K
K

K

ri+1,2 &&M
M

M
M

M

ri+1,1

EE�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

Sd |Ci,2|

EE

Sd |Ci+1,2|

OO

de esta manera obtenemos una sucesión de escalas {(|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti)}. La sucesión de escalas
E = {(|Ci|, φi;Sd |Ci|, Ti)} es refinamiento de ambas escalas. Es decir, se tienen diagramas
conmutativos de homeomorfismos y homeomorfismos afines

Sd |Ci,1|
hi,1

##GGGGGGGGG
Sd |Cj,1|

hj,1{{wwwwwwwww

Sd |Ci|

ri,1

OO

ri,2

��

hi //M Sd |Cj |

rj,1

OO

rj,2

��

hj
oo

Sd |Ci,2|

hi,2
;;wwwwwwwww

Sd |Cj,2|
hj,2

ccGGGGGGGGG

Recordemos las aplicaciones ιij , y los diagramas conmutativos (3.5)

Sk(Sd |Ci|, hi)
ι
(k)
ij //

∂
��

Sk(Sd |Cj |, hj)

∂
��

Sk−1(Sd |Ci|, hi)
ι
(k−1)
ij // Sk−1(Sd |Cj |, hj)

Como todo 2−simplejos σ ∈ (Sd |Ci,a|2, hi,a), a = 1, 2, se descompone como 2−cadena (ri,1)∗(σ) ∈
S2(Sd |Ci|, hi); se tienen diagramas conmutativos

S2(Sd |Ci,1|, hi,1)
ι
(2)
ij,1 //

(ri,1)∗
��

S2(Sd |Cj,1|, hj,1)

(rj,1)∗
��

S2(Sd |Ci|, hi)
ι
(2)
ij // S2(Sd |Cj |, hj)

S2(Sd |Ci,2|, hi,2)
ι
(2)
ij,2 //

(ri,2)∗

OO

S2(Sd |Cj,2|, hj,2)

(rj,2)∗

OO
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es decir, en las cocadenas se tiene

hom (S2(Sd |Ci,1|, hi,1),R) hom (S2(Sd |Cj,1|, hj,1),R)
πij,1
oo

hom (S2(Sd |Ci|, hi),R)

(ri,1)∗

OO

(ri,2)∗

��

hom (S2(Sd |Cj |, hj),R)

(rj,1)∗

OO

πij
oo

(rj,2)∗
��

hom (S2(Sd |Ci,2|, hi,2),R) hom (S2(Sd |Cj,2|, hj,2),R)
πij,2
oo

Por ser SD |Ci| un refinamiento de Sd 1Ci,a|, a = 1, 2, se tiene que para una 2−cadena cerrada
∂S = 0 se tiene ∂ ((ri,1)∗(S)) = (ri,a)∗(∂S) = 0, es decir, (ri,a)∗(ω)(S) = ω((ri,a)∗(S)) = 0. Por
lo tanto (ri,a)∗ define aplicaciones lineales

(ri,a)∗ :
S2(Sd |Ci,a|, hi,a)

∂(S3(Sd |Ci,a, |hi,a))
→ S2(Sd |Ci|, hi)

∂(S3(Sd |Ci|hi))
, a = 1, 2

y también
(ri,a)∗ : H2(Sd |Cj |)→ H2(Sd |Ci|).

Por tratarse de aplicaciones lineales, si ω = 0 ∈ H2(Sd |Ci|,R), entonces (ri,a)∗(ω) = 0 ∈
H2(Sd |Ci,a|,R). Por lo tanto (ri,a)∗(Ω0

i ) ⊂ Ω0
i,a; según la definición 3.1.

Se tienen diagramas conmutativos similares para los espacios afines Ωi,a es decir,

Ωi,1 Ωj,1πji,1
oo

Ωi

$i,1

>>||||||||

$i,2   BBBBBBBB
Ωj

$j,1

==zzzzzzzz

$j,2

!!DDDDDDDDπji
oo

Ωi,2 Ωj,2
πji,2oo

(5.20)

donde $i,a := (ri,a)∗. De esta manera se tienen aplicaciones sobreyectivas de ĺımites proyectivos

Ω←−E1

Ω←−

$1

>>}}}}}}}}

$2

  AAAAAAAA

Ω←−E2

. (5.21)

Consideremos las cerraduras

Hρ1 =
(

Ω∗−→E1 , ‖ · ‖Q1

)
, Hρ2 =

(
Ω∗−→E2 , ‖ · ‖Q2

)
, Hρ =

(
Ω∗−→E , ‖ · ‖Q

)
,

de las normas ‖ · ‖Q1 , ‖ · ‖Q2 y ‖ · ‖Q, respectivamente, inducidas por una misma forma de área
en M según (4.7). Donde Ω∗−→Ea es el ĺımite inyectivo construido usando la sucesión Ea, a = 1, 2.
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Recordemos que según la definición 4.17, el espacio Hρ consiste de la cerradura de las fun-

ciones lineales contenidas Ω∗−→, como elementos de L2
(

Ω0
←−, ρ

)
. Es posible describir para cada

f ∈ Ω←−
I(f)(ω)

para todo ω ∈ Ω←−. Según el lema 4.16, la inclusión Hρ → L2
(

Ω0
←−, ρ

)
, está definida para cada

f ∈ Hρ,
I(f)(ω)

para casi todo ω ∈ Ω0
←−, ver [Ya] enseguida de (9.6).

Lema 5.23. Existe un isomorfismo de espacios de Hilbert Hρ1 ' Hρ2.

Demostración. Consideremos el diagrama conmutativo de aplicaciones lineales de espacios vec-
toriales de dimensión finita,

Ω0
i,1 Ω0

j,1πji,1
oo

Ω0
i

$i,1

>>~~~~~~~~

$i,2   @@@@@@@@
Ω0
j

$j,1

>>||||||||

$j,2   BBBBBBBBπij
oo

Ω0
i,2 Ω0

j,2πji,2
oo

inducido por el diagrama (5.20) para espacios y aplicaciones afines. Al considerar las normas
‖ · ‖Q1

i
, ‖ · ‖Q2

i
y ‖ · ‖Qi en Ω∗i,1,Ω

∗
i,2 y Ω∗i respectivamente tendremos diagramas conmutativos de

inclusiones isométricas

Ω∗i,1
π∗ij,1 //

$∗i,1

~~}}}}}}}}
Ω∗j,1

$∗j,1

}}{{{{{{{{

Ω∗i
π∗ij // Ω∗j

Ω∗i,2
π∗ij,2

//
$∗i,2

``AAAAAAAA

Ω∗j,2

$∗j,2
aaCCCCCCCC

los cuales inducen las inclusiones isométricas

Ω∗−→E1

$∗1}}zzzzzzzz

Ω∗−→E

Ω∗−→E2

$∗2

aaDDDDDDDD

dichas inclusiones isométricas se pueden extender a inclusiones isométricas

$∗1 : Hρ1 → Hρ, $∗2 : Hρ2 → Hρ.
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Para verificar la sobreyectividad de estas últimas inclusiones isométricas mostremos que todo
vector en el denso f ∈ Ω∗−→E está en la imagen $∗a

(
Ω∗−→Ea

)
.

Recordemos que Ω∗i está generado por las clases de funciones lineales F̌σ : Ω0
i → R definidas

a partir de las funciones afines Fσ : Ωi → R, Fσ(ω) = ω(σ), recorriendo los dos simplejos
σ ∈ (Sd |Ci|2, hi). Consideramos un 2−simplejo σ ∈ (Sd |Ci|2, hi) como región simplicial U = σ
para la cual definimos aproximaciones simpliciales Uj,2 ⊂ hj,2(Sd |Cj,2|(2)). Entonces tenemos la
función af́ın FUj,2 . De acuerdo al lema 5.19, existe el ĺımite

Fσ,2 := ĺım
j→∞

FUj,2 ∈ Hρ2 .

Por otro lado, al tomar ĺımites en los espacios de Hilbert Hρ1 ,Hρ2 , se tiene

$∗1
(
F̌σ
)

= $∗2
(
F̌σ,2

)
.

Procediendo análogamente con las escalas E2, se tiene una función af́ın F̌σ,2 ∈ Hρ2 , con$∗2
(
F̌σ,2

)
=

F̌σ. De esta manera se define una inclusión isométrica ($∗2)−1 ◦$∗1 : Hρ1 → Hρ2 . Por simetŕıa,
ahora considerando los 2−simplejos σ ∈ (Sd |Cj,2|2, hj,2) y aproximándolos con superficies sim-
pliciales Ui,1 de las escalas E1 se tiene la inversa

($∗1)−1 ◦$∗2 : Hρ2 → Hρ1 .

Lema 5.24. 1. Consideremos las medidas de probabilidad gaussianas ρ, ρ1, ρ2 inducidas en
Ω←−, Ω←−E1 , Ω←−E2 por una forma de área en M . Entonces ($a)∗ρ = ρa.

2. Si Ωρ, Ωρa ⊂ Ω←−Ea son los soportes de ρ y ρa, a = 1, 2, respectivamente, entonces la
restricción $a : Ωρ → Ωρa es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostración. La afirmación 1 se sigue del hecho de la conmutación del diagrama y de que
$∗1 : Ω∗−→E1 → Ω∗−→E , y $∗2 : Ω∗−→E2 → Ω∗−→E , son isometŕıas con la forma bilineal de covarianza
Q1,Q2,Q. Ver por ejemplo teorema 3.1 [Su], y su versión finito dimensional en el lema 4.12.

Recordemos que se tienen los siguientes diagramas de inclusiones isométricas de espacios de
Hilbert,

L2
(

Ω←−E1 , ρ
1
)

$∗1xxqqqqqqqqqq

Hρ1? _
I1oo

$∗1
zzvvvvvvvvvvvv

L2
(

Ω←−E , ρ
)

Hρ? _

I
oo

L2
(

Ω←−E2 , ρ
2
)$∗2

ffMMMMMMMMMM

Hρ2? _

I2
oo

$∗2

ddHHHHHHHHHHHH

. (5.22)

donde según el lema 4.16, las aplicaciones lineales I, I1, I2 son inclusiones isométricas de espacios
de Hilbert, es decir

‖Ia(·)‖ρa = ‖ · ‖Qa , a = 1, 2.
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El diagrama (5.22) es conmutativo pues $∗i,1 : Ωi,1 → Ω∗i coincide con la aplicación $∗i,1(f) =
f ◦$i,1.

Para probar la segunda afirmación, consideramos el subsespacio

I (Hρ) = I ◦$∗1
(
Hρ1

)
⊂ L2

(
Ω0
←−E , ρ

)
,

consta de la cerradura (definida casi dondequiera) de las funciones lineales dadas por Ω∗−→E , ver
[Ya] (9.6) y (12.2). Dichas funciones lineales en I(Hρ) están definidas casi dondequiera en el
soporte Ωρ ⊂ Ω0

←−E .
Entonces si consideramos los subsespacios vectoriales soportes de las medidas gaussianas

Ωρ ⊂ Ω0
←−E , Ωρa ⊂ Ω←−Ea , $1 : Ωρ → Ωρ1 debe ser inyectiva casi dondequiera (ya es sobreyectiva

casi dondequiera por la afirmación 1).
Supongamos que existe un subespacio L ⊂ Ωρ tal que L ⊂ ker$1, y dimL = 1. Sea f : Ωρ :→

R una función lineal continua tal que f(v) = 1 para algún v ∈ L. Entonces la transformada de
Fourier o función caracteŕıstica de ρ evaluada en f es

exp
(
−1

2
Q(f, f)

)
6= 0

es decir, f ∈ Hρ−{0}. Pero f no pertenece a la imagen $∗1
(
Hρ1

)
⊂ Hρ, pues todos los elementos

g ∈ $∗1
(
Hρ1

)
satisfacen g(v) = 0.

Esto significaŕıa que $∗1 : Hρ1 → Hρ no es sobreyectiva lo que contradice el lema 5.23.

Corolario 5.25. El isomorfismo ($∗2)−1 ◦ $∗1 : Hρ1 → Hρ2 del lema 5.23, extiende a un iso-
morfismo

V : L2
(

Ω←−E1 , ρ
1
)
→ L2

(
Ω←−E2 , ρ

2
)
.

Teorema Principal 5.26. Sean E1,E2 dos elecciones de sucesiones de escalas en M , sea E una
elección como en (5.21); sean ρ1, ρ2, ρ medidas de probabilidad gaussianas en Ω←−E1 , Ω←−E2 , Ω←−E ,
respectivamente, inducidas por la misma forma de área asociada a una métrica riemanniana g
en M . Entonces:

1. Existe un isomorfismo de espacios de Hilbert

V : L2
(

Ω←−E1 , ρ
1
)
→ L2

(
Ω←−E2 , ρ

2
)
.

2. Se tiene la conjugación de los operadores de curvatura en un boreliano F̂ 1
U en L2

(
Ω←−E1 , ρ

1
)

,

y la representación F̂ 2
U en L2

(
Ω←−E2 , ρ

2
)

,

F̂ 1
U = V−1 ◦ F̂ 2

U ◦ V.

3. La representación del flujo de curvatura en un boreliano F̂U en L2
(

Ω←−E1 , ρ
1
)

, tiene los

mismos valores esperados que la representación F̂ 2
U en L2

(
Ω←−E2 , ρ

2
)

, es decir,〈
F̂ 1
U

〉
ψ

=
〈
F̂ 2
U

〉
V(ψ)

.
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Demostración. La primera afirmación se sigue de definir V := ($∗2)−1 ◦$∗1.
Probemos la afirmación 3. Consideremos los ĺımites

F 1
U = ĺım

i1→∞
FUi1 ,1, F

2
U = ĺım

i2→∞
FUi2 ,2, FU = ĺım

i→∞
FUi

como funciones afines definidas casi dondequiera en Ω←−E1 , Ω←−E2 , y Ω←−E respectivamente.
Por otro lado, por la condición de refinamiento, la sucesión FUj ◦$1 se corresponde con una

subsucesión de la sucesión FUi1 en Hρ1 entonces

F 1
U ◦$1 = ĺım

i1→∞
FUi1 ,1 ◦$1 = ĺım

i→∞
FUi = FU .

Análogamente se prueba que F 2
U ◦$2 = FU . Es decir ($∗a)

−1F̂U ◦$∗a = F̂ aU , a = 1, 2.
Por tanto, F 2

U ◦$2 = F 1
U ◦$1, y

V ◦ F̂ 1
U = ($∗2)−1 ◦$∗1 ◦ F̂ 1

U = ($∗2)−1 ◦$∗1 ◦ ($∗1)−1F̂U ◦$∗1 =

= ($∗2)−1 ◦ F̂U ◦$∗1 = ($∗2)−1 ◦$∗2 ◦ F̂ 2
U ◦ ($∗2)−1 ◦$∗1 = F̂ 2

U ◦ V.

La última afirmación es consecuencia inmediata.

5.7. Apéndice: El soporte de la gaussiana en el caso dim M = 2

En esta sección es describir con más detalle cual es el soporte, Ωρ ⊂ Ω←− de la medida gaussiana
descrita en el caṕıtulo anterior en el caso de una superficie M . En este caso ni + 1 = N2,i es
el número de 2−simplejos (Sd |Ci|2, hi) = {σ1

i , . . . , σ
ni+1
i }, y el espacio ∂S3(Sd |Ci|, hi), es de

dimenisión 1, generado por σ1
i + · · ·+ σni+1

i . Por lo tanto dim Ω0
i = ni.

Definición 5.27. Dado ω0 ∈ Ω←−, tal que supi
{∑ni+1

k=1

∣∣ω0
i (σ

i
k)
∣∣} < ∞, donde πi(ω0) = ω0

i , se
define el espacio normado

Ωva :=
{−→ω ∈ Ω0

←− | ‖
−→ω ‖ <∞

}
⊂ Ω0
←−,

donde la norma de variación se define como

‖~ω‖ := sup
i
{‖~ωi‖i} = sup

i

{
ni+1∑
k=1

∣∣∣Fσki (ωi)− Fσki (ω0
i )
∣∣∣}

Aqúı simplificamos la notación escribiendo ~ω =
−−→
ω0ω.

Teorema 5.28. Sea ρ la medida gaussiana descrita en 4.13 en el espacio af́ın Ω←− centrada en
ω0. El soporte Ωρ de la media gaussiana está contenido en Ωva ⊂ Ω0

←−.
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Proof of theorem 5.28. De acuerdo a [Gr] para probar que Ωva contiene el soporte de ρ, es
necesario probar que la norma ‖ · ‖ es medible, es decir para ε > 0 existe una escala, tal que

ρ
({
~ω ∈ Ω0
←− | ‖πi(~ω)‖i > ε

})
= ρi ({~ωi ∈ Ωi | ‖ωi‖i > ε}) < ε.

Consideremos la densidad de la gaussiana ρi = (πi)∗ρ, que tiene la forma

dρi =

√∣∣Q−1
i

∣∣(√
2π
)ni exp

(
−1

2
Q−1
i (~ω, ~ω)

)
dLeb, ni = dim Ω0

i . (5.23)

donde elegimos una medida de Lebesgue conveniente Leb, en Ω0
i de tal manera que√∣∣Q−1

i

∣∣ :=
dLebQ−1

i

dLeb
. (5.24)

donde LebQ−1
i

es la medida usual de Lebesgue asociada al producto interno Q−1
i (·, ·) en Ω0

i es
dual al producto interno Qi in Ω∗i .

Entonces tendremos
ki‖ · ‖′i ≤ ‖ · ‖Qi ≤ Ki‖ · ‖′i, (5.25)

donde
Ki := amáx,i, ki := amı́n,i

con amáx,i, amı́n,i son las áreas máximas y mı́nimas de 2−simplejos en (Sd |∆i|2, φi). Por lo tanto
tenemos

ki‖ · ‖Q−1
i
≤ ‖ · ‖i ≤ Ki‖ · ‖Q−1

i
. (5.26)

Luego entonces, para la medida de Lebesgue Leb que le da medida 1 al cubo Q−1
i −ortogonal

con aristas de longitud 1 respecto a la norma ‖ · ‖i, tendremos√∣∣Q−1
i

∣∣ ≤ k−nii ,

De esta manera tendremos la siguiente cota para la densidad

dρi ≤
1(√

2πki
)ni exp

(
−‖~ω‖

2
i

2K2
i

)
dLeb. (5.27)

Recordemos que Ω0
i es un subespacio de codimensión 1 de Rni+1 = Vi. La norma ‖ · ‖i en Ω0

i

es inducida por la norma
∑ni+1

k=1

∣∣∣Fσki (·)
∣∣∣ en Rni+1. El borde de la bola de radio r > 0 para esta

norma consiste de 2ni+1 simplejos de dimensión ni y aristas de longitud
√

2r. Por lo tanto la
bola de radio r > 0 en la norma inducida de Ω0

i , tiene un borde que consiste de 2ni −2 simplejos
σr ⊂ Ω0

i de dimensión ni− 1 y aristas de longitud
√

2r/2 = r/
√

2, con respecto a la norma ‖ · ‖i.
Descomponemos la integral ρi ({~ωi ∈ Ωi | ‖~ωi‖i > ε}) en 2ni − 2 en integrales de la forma∫

[ε,∞)×σr dρi. Cada uno de los simplejos σr tiene medida de Lebesgue Leb,

(r/
√

2)ni−1

(ni − 1)!

√
ni

2ni−1
.
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Por lo tanto tenemos,
ρi
({
~ωi ∈ Ω0

i | ‖~ωi‖i > ε
})
≤

≤ (2ni − 2) · 1(√
2πki

)ni · 1
(ni − 1)!

√
ni

2ni−1
·
∫ ∞
ε

(
r√
2

)ni−1

exp
(
− r2

2K2
i

)
dr

≤
√

2

(
Ki

ki

√
2
π

)ni
·

n
1/2
i

(ni − 1)!
· 1

2
· Γ
(
ε2/2K2

i , ni/2− 1
)
,

donde
Γ(x, s) =

∫ ∞
x

τ s−1e−τdτ ≤ xs−1e−x.

Luego,

ρi
(
~ωi ∈ Ω0

i | ‖~ωi‖i > ε
)
≤
√

2

(
Ki

ki

√
2
π

)ni
·

n
1/2
i

(ni − 1)!
· 1

2

(
ε2

2K2
i

)ni/2−1

e−ε
2/2K2

i ≤

≤
√

2K2
i ·

1
(ki
√
π)ni

·
n

1/2
i

(ni − 1)!
εni−2e−ε

2/2K2
i .

Además, ya que ki < 1, se tiene,

ρi
(
~ωi ∈ Ω0

i | ‖~ωi‖i > ε
)
≤ ρi

(
~ωi ∈ Ω0

i | ‖~ωi‖i > kiε
)
.

Entonces

ρi
(
~ωi ∈ Ω0

i | ‖~ωi‖i > ε
)
≤
√

2 · 1
√
π
ni/2
·

n
1/2
i

(ni − 1)!
· εni−2 · e

−ε2k2
i /2K

2
i

K2
i /k

2
i

(5.28)

Notemos que e−ε
2k2
i /2K

2
i /K2

i /k
2
i permanece acotado, cuando i → ∞. Por otro lado, mientras

i→∞ tenemos ni →∞. Resumiendo tendremos que cuando i→∞ tenemos

ρi
({
~ωi ∈ Ω0

i | ‖~ωi‖i > ε
})
→ 0.

Y esta es la condición requerida al inicio de la prueba.

Lema 5.29. Ωva es un espacio normado completo y reflexivo.

Demostración. Completez: Se verifica que ‖πi(~ω)‖i ≤ ‖~ω‖ por lo tanto una sucesión de Cauchy
−→
ω1, . . . ,

−→
ωn, .. ∈ Ωva, da lugar a una sucesión de Cauchy

πi

(−→
ω1

)
, . . . ,πi

(−→
ωn
)
, ... ∈ Ω0

i .

Como Ω0
i es un espacio vectorial normado de dimensión finita, es completo, por lo tanto, esta

última sucesión converge a un ~ωi ∈ Ω0
i . se verifica que πji( ~ωj) = ~ωi. Por lo tanto existe ~ω ∈ Ωva

tal que πi(~ω) = ~ωi para cada i ∈ N. Además

ĺım
n→∞

∥∥ ~ωn − ~ω∥∥ = ĺım
n→∞

sup
i

∥∥πi ( ~ωn)− πi (~ω)
∥∥ =
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= sup
i

∥∥∥ ĺım
n→∞

πi
(
~ωn
)
− πi (~ω)

∥∥∥ = 0

Reflexividad: Denotamos Ω′i como el dual topológico de Ω0
i con la norma de variación ‖ · ‖i.

Notemos que existen inclusiones naturales π′i : Ω′i → Ω′va por lo que se tiene una inclusión lineal

π′ : lim−→Ω′i → Ω′va,

El ĺımite directo Ω′−→ = lim−→Ω′i es además es un espacio vectorial normado con la norma de Ω′va.
Se verifica que π′i es una isometŕıa con las normas duales consideradas. Entonces al tomar el

dual, y usando que Ω0
i es reflexivo (es de dimensión finita), se tendrán las proyecciones lineales:

π′′i :
(
Ω′va

)′ → Ω0
i

Las cuales inducen
π′′ :

(
Ω′va

)′ → Ω0
←−.

Además se tiene la evaluación
ev : Ωva → (Ω′va)

′,

la cual verifica los diagramas conmutativos

Ωva
ev //

πi

""FFFFFFFFF (Ω′va)
′

π′i
��

Ω0
i

y por lo tanto
Ωva

ev //
� q

""EEEEEEEEE (Ω′va)
′

π′′

��
Ω0
←−

donde Ωva
� � // Ω0

←− es la inclusión. Esto verifica que π′′
[
(Ω′va)

′] ⊂ Ω0
←−, está de hecho contenida

en Ωva. Como Ω′−→ ⊂ Ω′va entonces (Ω′va)
′ ⊂ (Ω′va)

∗. Por lo tanto,

(Ω′va)
′ ⊂ (Ω′−→)∗ = (Ω∗−→)∗ ' Ω0

←−.

Donde Ω′i el dual topológico es isomorfo como espacio vectorial al dual algebraico Ω∗i por tratarse
de espacios de dimensión finita. Lo mismo ocurre con los ĺımites directos Ω′−→ ' Ω∗−→. Al tomar π′′

compuesta con el isomorfismo lineal Ω0
←−→ (Ω′−→)∗, tendremos

(Ω′va)
′ ' Ωva.

Con estos posibles resultados es posible aplicr la eoŕıa de espacios abstractos de Wiener en
nuestro contexto, ver la definición de dichos espacios en [St].
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

6.1. Resumen de resultados

Estudiamos conexiones en haces principales sobre variedades compactas M en el caso abe-
liano.

La tesis que sustenta nuestro trabajo es que es posible dar una noción de escala (caṕıtulo 2),
de tal manera que un punto de un espacio de configuraciones, Ωi, a cada escala (|Ci|, φi;Sd |Ci1, Ti),
corresponde a la colección de los valores de las integrales de la curvatura a través de la colec-
ción de superficies definidas para dicha escala. También llamamos dichas integrales, ”flujos” a
través de la superficie. Los flujos son por decreto, las observables básicas. Además, al incluir
las superficies de una escala Ci en las superficies a escala Cj , se pueden obtener flujos a escalas
gruesas, a partir de escalas finas; de esta manera podemos definir submersiones de ”engrosa-
miento” πji : Ωj → Ωi, (2.12). A fin de construir una teoŕıa cuántica nos interesa representar las
observables asociadas a los flujos FUi en superficies simpliciales Ui ⊂ M , ver (5.1), y también
los flujos FU , en superficies lineales a pedazos, U ⊂ M . El conjunto que nos permite describir
puntos de configuración a todas las posibles escalas es el ĺımite proyectivo

Ω←− = lim←−Ωi

En un espacio topológico de dimensión infinita Ω←− no es posible definir medidas invariantes de
traslación a manera a de las medidas de Lebesgue en Rn. Por otro lado, las medidas gaussianas
en Ω←−, consisten en medidas gaussianas a cada escala en Ωi compatibles con el engrosamiento
πj,i. Hay medidas gaussianas ρ en Ω←− que pueden construirse expĺıcitamente a partir de formas
de área en la variedad base (ver sección 4.2). Resultan medidas idóneas para representar los
flujos de curvatura (ver teorema 5.22).

La terna formada por el espacio de configuraciones, Ω←−, las variables asociadas a los flujos
en superficies, FU , y las medidas gaussianas que permiten su representación, ρ, constituyen una
”estructura cinemática” dentro de nuestro trabajo que se enmarca en las teoŕıas cuánticas de
campos de gauge abelianos. La representación de los flujos como operadores multiplicativos en
el espacio de Hilbert L2

(
Ω←−, ρ

)
considera la curvatura como una 2−forma distribucional, ver

sección 5.1. Dichas representaciones no dependen de la elección de escalas.
Mientras que en la cuantización de lazos se considera un punto del espacio de configuración

como una colección de holonomı́as, para nosotros, consiste en flujos de curvatura a través de

123
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superficies. A diferencia de la cuantización a la lazos y de las teoŕıas de gauge en la red, en nuestro
contexto no se pierde información acerca de la topoloǵıa del haz en cuestión. Por ejemplo en el
espacio de configuraciones Ω←− está bien definida la noción de clase de Euler del haz, mientras

que en A/G? no es posible definirla.

6.2. Problemas no resueltos

Caso no abeliano Se podŕıan explorar las dificultades para construir el formalismo que hici-
mos para G = U(1) al caso de un grupo no abeliano y obtener representaciones de la curvatura.
En este caso podemos considerar también el espacio de conexiones Ci−planas hom (PCi,?, G).
Buscaŕıamos un espacio af́ın de configuraciones Ωi obtenido a partir de una potencia del álgebra
de Lie y de restricciones dadas por las identidades de Bianchi. Se puede exhibir también una
aplicación Ωi → hom (PCi,?, G).

Estados no gaussianos Nos preguntamos si es posible describir otras medidas de probabi-
lidad en Ω←− que no sean gaussianas, que tengan las mismas propiedades que necesitamos para
representar la curvatura y que correspondan a modelos f́ısicos. Un ejemplo sencillo son las me-
didas de Dirac.
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2008

[Ku] Kucuk, A.The fundamental group of an oriented surface of genus n with k boundary
surfaces, Applied Mathematics and Computation 160 (2005) 141–145



128 BIBLIOGRAFÍA
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