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Capitulo 0

Introduccion

Mathematicians really understand what mathematics is.
Theoretical physicists really understand what physics is...
...the deep intersection of these two understandings seems to me to be quite modest.".

Los ingredientes basicos de esta tesis son:

1. Un haz principal (p, E, M) donde el fibrado es p : E — M y la fibra es el grupo de Lie
G=UQ).

2. Una sucesién & de escalas, cada una de las cuales consiste de: a) un complejo simplicial
Sd|C|, i € N; b) una estructura lineal a pedazos dada por homeomorfismos h; : Sd |C;| —
M. La coleccion de las estructuras lineales a pedazos en M son todas isomorfas; ademds
hay una relacién de ”engrosamiento” que permite describir los simplejos de Sd |C;| a una
escala escala ¢ € N, como subcomplejos de Sd|C}| en cualquier escala mas fina j > i.

3. Una métrica riemanniana g en M. La sucesién & satisface cierta condicién técnica de
regularidad respecto a la métrica g.

A. Conexiones y curvatura en haces principales El estudio de la geometria de las co-
nexiones en un haz principal (p, E, M) es una herramienta fundamental para la modelacién de
sistemas fisicos clasicos. El espacio \A/G consiste de las conexiones .4 mddulo la accién del grupo
de gauge G, las conexiones sélo son fisicamente distinguibles mdédulo la acciéon de gauge. Los
puntos de .4/G hacen las veces de ”configuraciones” de una teoria de gauge clésica.

En el caso abeliano, G = U(1) que es el que nos ocupa, A/G = A/G,, donde G, C G es el
grupo de gauge que deja univariante la fibra sobre x € M.

Clésicamente, cada clase [p“] € A/G, en el caso abeliano, G = U(1), se caracteriza comple-
tamente por dos tipos de parametros:

La forma de curvatura: En el caso més general de un haz principal con fibra un grupo de
Lie G, la curvatura de una conexién suave es una 2—forma valuada en E con valores en
el algebra de Lie. Mas atn, dicha 2—forma estd bien definida, médulo conjugacién, en las
orbitas del grupo de gauge G, sobre A. Por lo tanto, la curvatura estd bien definida, médulo

'D. Sullivan, Prélogo de [dFdM]



2 CAPITULO 0. INTRODUCCION

conjugacién en cada clase A/G,. en el caso abeliano que es el que nos ocupa G = U(1), la
curvatura estd determinada por una 2—forma cerrada real, F4, en la base M. La clase de
cohomologia [F4] que coincide con la clase de Euler del haz e € H?(M,Z). La curvatura
de una conexion, se emplea para construir diversas ”observables” de modelos fisicos.

La holonomia en representantes de la 1-homologia libre: Es decir, la asignacion hola (1) e
G, para un representante [ de cada clase que es generador libre de la 1—homologia Hy(M).

B. Conexiones generalizadas Para construir una teoria cudntica de campos de gauge, seria
deseable poder definir una medida p sobre A/G,, para luego considerar ”estados cudnticos”
como vectores en el espacio de Hilbert L? (A/G,, ). Sin embargo no es posible definir medidas
no triviales en este espacio A/G,. Para sortear esta dificultad la cuantizacion de lazos, ver
[AL], propone considerar una extensién del espacio de conexiones. Una ”configuracién”, ¢, de
dicha extensién se define como la coleccién de las holonomias o transportes paralelos, ¢(v) € G,
a lo largo de todos los lazos de holonomia v € P,. Los lazos de holonomia v son las clases
de equivalencia [l] de trayectorias cerradas [ en la variedad base M, donde dos trayectorias
seran equivalentes si definen las mismas holonomias para todas las conexiones suaves. El espacio
de configuraciones que se obtiene se llama espacio de ”conexiones generalizadas”, consiste del
conjunto de todos homomorfismos algebraicos del grupo P, en el grupo G.

A/G, = hom (P,,G).

En lo sucesivo llamaremos a los homomorfismos algebraicos mencionados, conexiones generali-
zadas u holonomias.

La ventaja de extender A/G, al espacio A/G, es que: a) A/G, estd contenido densamente en
A/G, mediante una aplicacién de holonomia,

hol : A/G, — A/G,,

donde hol(¢?)(v) = hol,a(l), v = [l]. Adicionalmente .A/G, contiene otros homomorfismos
algebraicos que varfan discontinuamente al perturbar trayectorias en la variedad base M. b)
A/G, es compacto. ¢) Admite medidas no triviales, por ejemplo una medida g 744, inducida por

la medida de Haar en G. Esto hace posible considerar el espacio de Hilbert L? (.A/ Gu, 14 Hamn) .

El espacio m se puede considerar como un limite proyectivo de espacios de holonomias,
A/G.r, de lazos contenidos en graficas encajadas I' C M. Si bien una conexién en A/G, puede
reconstruirse a partir de sus holonomias, esto no ocurre cuando se consideran sélo las holonomias
de lazos contenidos en I'. En A/ G.r se puede almacenar la informacién sobre las holonomias
hol,a(7y) € U(1), de los lazos v que caben en I', pero la curvatura integrada en superficies,
fU FA € R, con frontera OU C I sélo se conoce médulo 27. Esta incapacidad de determinar la

magnitud del campo se hereda hasta A/G,, esto representa una desventaja para las conexiones
generalizadas.

C. Formas de curvatura generalizadas Nuestra propuesta, siguiendo [MMZ], [DZ], consi-
dera una sucesién de escalas &. Cada escala etiquetada con ¢ € N tiene asignada un complejo
simplicial Sd|C;| y un homeomorfismo h; : Sd|C;| — M. Ademds para escalas més finas, j > 1,
hj : Sd|Cj| — M es una subtriangulacién rectilinea con inclusién afin h;1oh; : Sd|C;| — Sd|C;l.



A cada escala i describimos parcialmente la informacién correspondiente a la 2—forma de
curvatura de conexiones moédulo gauge mediante:

La forma discreta de curvatura: Es decir mediante espacios afines €2; de las 2—cocadenas
cerradas w; en el complejo simplicial Sd |C;], con clase de cohomologfa hie € H? (Sd|C;|,Z).

La ventaja es que estan bien definidas las evaluaciones de w; € €2;, en superficies simpliciales,

U C M, contenidas en el 2—esqueleto h;(Sd \Ci(z)). Para j > 4 las inclusiones de 2—esqueletos
hj(Sd|C;|®) C h;i(Sd|C;|?) inducen aplicaciones de ”engrosamiento”

7Tji . Qj HQi,

las cuales permiten definir 2—cocadenas a escala ¢ a partir de 2—cocadenas w; a escala mas fina
J = i. En el limite proyectivo {} = @Qi, se puede definir

Curv: A/G, — 0

tal que a dos formas de curvatura distintas F4 # F4' le asigna secuencias de 2—cocadenas
distintas Curv(F4) # Curv(F4"). Por ello podemos considerar a §2 como un espacio de 2—formas
de curvatura generalizadas.

D. Evaluaciéon de la curvatura El espacio afin () tiene ademds la cualidad de admitir
medidas positivas. De hecho, al considerar una métrica riemanniana g en M podemos definir
medidas gaussianas p. Tanto las leyes de la fisica como los invariantes de la geometria en el
contexto de las conexiones de un haz principal, se construyen a partir la evaluacion de las
2—formas de curvatura, fU FA. Con esta intencién, para cada superficie lineal a pedazos U C M,
podremos definir una funcién afin Fy; definida casi dondequiera en {2, para la cual

Fy (Curv(FA)) = /UFA.

La funcién afin, Fy; € L? ( (Q , p) es la observable asociada a la evaluacién de la curvatura en la

superficie U. La representacién de esta observable requiere una eleccion de escalas. Sin embargo,
la representacién no depende de la elecciéon de escalas, sino de la clase de isomorfismo de la
estructura lineal a pedazos. La construccién sélo es posible con la condicion técnica regularidad
respecto a la métrica riemanniana.

E. Nuestra aportacién Primero describiremos el contexto en el que se insertan nuestros
resultados. En una primera instancia, se introdujeron observables importantes en las teorias
cudnticas de campos de gauge en la red, correspondientes a los lazos de Wilson, [Wi]. Estas ob-
servables emplean el hecho de que las holonomias describen completamente las conexiones, ver
[Ba2]. Posteriormente, en la cuantizacién de lazos, Ashtekar y Lewandowski, en [AL], introduje-
ron una estructura de limite proyectivo en continuo, correspondiente a un espacio de conexiones
generalizadas A/G,. Por otro lado, un elemento central de la teoria cudntica de campos es el
proceso de renormalizacién de Wilson [Wi], pero este proceso se formula en términos de escalas
de medicién que se definen usando un fondo métrico. La estructura del limite continuo que re-
sulta cuando se considera el limite de la escala de medicién mas fina posible, es también la de un
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limite proyectivo. Siguiendo esta linea de pensamiento, Zapata et. al. [MMZ], [MOWZ], emplea
una nocién de escala asociada a descomposiciones celulares C; de poliedros, para luego describir
holonomfas hom (P, «, G) donde P, , es un grupo de lazos en 1—esqueletos Sd|C;|(V). El co-
rrespondiente limite proyectivo ./(LQ’*, permite recuperar valores esperados de la teoria cuantica

de lazos. En todo este desarrollo el ingrediente esencial de la descripcién de una conexién a una
escala fija, es la holonomia, pero no es evidente la descripcion de la evaluacién de la curvatura
de una superficie a partir de las holonomias.

En este punto entra en escena nuestra aportacion, la cual se puede desglosar en las siguientes
propuestas:

» Nosotros adoptamos la nocién de escalas & de [MMZ], para proponer el espacio de 2—cocadenas
cerradas de clase de cohomologia e, en el complejo simplicial Sd |C;],

Q;.

De esta manera a cada escala consideramos las evaluaciones de curvatura de w; en super-
ficies simliciales U C M de Sd |C;|, en lugar de la evaluacién de holonomias, como se ha
venido haciendo desde los lazos de Wilson. Aunque es bien conocido el empleo numérico
de formas discretas, creemos que su uso explicito en el contexto de la cuantizacion de lazos
no se ha explotado en la literatura.

= La consideracion de este espacio {); es pertinente porque a diferencia de las propuestas
previas, es posible reconstruir el haz principal (p, E, M) a partir de las evaluaciones de la
curvatura. Cosa que no ocurre con la evaluacién de la holonomia, ver [DZ].

= A partir de la inclusién de 2—esqueletos h;(Sd|C;]®) C h;(Sd|C;|?)), proponemos una
aplicaciéon de ”engrosamiento” de escalas

i * Qj —>Qi.

El engrosamiento permite construir 2—cocadenas cerradas en €2; a partir de 2—cocadenas
cerradas w; € {1; a escala més fina j > i.

= Describimos condiciones generales para construir medidas p en el espacio de medida
O :=1imQ;.
“— P—

Ejemplificamos la construccién de medidas considerando medidas gaussianas p asociadas
a métricas riemannianas g en M.

= Exhibimos como la evaluacién de la curvatura en una superficie U C M es una observable
en este contexto ya que queda descrita como una funcién afin
Fy = lim Fy,,
1—00
definida casi dondequiera en 2. Esta funcién se obtiene como el limite L? de evaluaciones
Fy, en aproximaciones simpliciales U; de la superficie U a escalas cada vez mas finas,

1 — 00. La convergencia queda garantizada por la condicién de regularidad de las escalas
respecto a la métrica riemanniana g.



= La inclusién de 1—esqueletos h;(Sd |C;|(M) C h;(Sd|C;|(M)) permite definir la inclusién de
Pc; «, los lazos en el primero de ellos, dentro de Pg, 4, los lazos en el segundo de ellos, es
decir permiten obtener el ”engrosamiento” de holonomias

Tji : hom (P(jj * G) — hom (7)01-7*7 G)

descrito en [MMZ]. Con ello podemos dar una relacién explicita entre evaluaciones de la

curvatura §2; y holonomias hom (Pc; , G). Asi podemos relacionar nuestro limite proyecti-

vo §2 con el limite proyectivo A/G, de [MMZ], para posteriormente describir una relacién
il

con el espacio de conexiones generalizadas, A/G,, de la cuantizacién de lazos. Asi podre-
mos describir valores esperados en la teoria cuantica de lazos a partir de nuestra teoria,
este procedimiento no lo incluimos en este trabajo.

= Cuando es valida la condicién técnica de regularidad respecto a la métrica riemanniana
g, entonces probamos un resultado de independencia. A saber, la observable asociada a la
evaluacién de la curvatura en una superficie no depende de la sucesion de escalas adoptada
sino exclusivamente de la clase de isomorfismo de la estructura lineal a pedazos considerada
sobre M.

La exposicién resumida de esta tesis aparece en [DZ2]. Algunos resultados preliminares como
la descripcién del espacio 2; ya aparece publicada en [DZ].

F. Descripciéon de capitulos Los capitulo 1 y 2 no contienen resultados originales ya que
consisten en una descripcion concisa del lenguaje bésico que empleamos en los demés capitulos.
Los capitulos 3, 4 y 5, contienen resultados originales y la aportacién descrita en el parrafo
anterior.

En el capitulo 1, describimos el lenguaje basico que empleamos a lo largo de la tesis. No
contiene resultados originales. Principalmente nos ocupamos en definir poliedros y estructuras
lineales a pedazos en una variedad, recordamos algunos conceptos de conexiones suaves en un
haz principal y nos encargamos de definir el espacio de conexiones generalizadas empleado en la
cuantizacién a la lazos. Asimismo recordamos las principales propiedades del espacio de cone-
xiones generalizadas m Damos algunas definiciones y terminologia de teoria de la medida y
también de formas discretas de un complejo simplicial.

En el capitulo 2, tampoco hay resultados originales. Definimos en qué consiste una eleccion
& de escalas, segin 2.4. Siguiendo la seccién 2.2 de [MMZ], describimos para cada escala las
conexiones ”C;—planas”, ver definicién 2.13.

Nuestra aportacion en este contexto es describir el espacio de estas conexiones, hom (P¢; «, G),
mostrando que Pg, . es isomorfo al grupo fundamental del 1—esqueleto h; (Sd|C’i|(1)), ver
teorema 2.24. Debido a la inclusién de 1—esqueletos h;(Sd|C;|(V) < h;(Sd|C;|™M), se tie-
nen inclusiones de P, « en Pc; + y por tanto aplicaciones de ”engrosamiento” de holonomias
mj; - hom (73(;].,*, G) — hom (Pg, «, G), ver (2.12). Ello brinda la estructura necesaria para definir
el limite proyectivo, Jﬁk, ver (2.13). El limite proyectivo de las conexiones C'—planas se yuxta-

pone al espacio de conexiones generalizadas, A/G,. El lema 2.20 exhibe las relaciones entre estos
espacios, en particular existe cierta aplicacién 3 : A/G, — A/G,, ver el diagrama conmutativo
i

(2.14).
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En el capitulo 3, comenzamos a escribir resultados originales. Describimos a detalle los espa-
cios de configuraciones €;, los cuales consisten en todos los posibles flujos de curvatura evaluados
en superficies simpliciales, ver (3.1). En el espacio afin ; estdn bien definidas las observables
asociadas a flujos de curvatura en superficies simpliciales. Estas observables estan dadas por
funciones afines Faf? kE=1,...,dimQ;, ver su definicién en (4.3).

Por otro lado, las aplicaciones de engrosamiento

i - Qj _>Qi7

ver (2.12), consisten en considerar flujos a través de superficies simpliciales a escala fina j, como
flujos a través de superficies simpliciales a escala mas gruesa ¢ < j. De esta manera podemos
considerar el limite proyectivo, (Q . (Q es un espacio afin provisto de una aplicacion en el continuo
de conexiones C'—planas .ﬁ, ver teoremas 3.11, 3.14.

En el capitulo 4 el resultado principal es el teorema 4.13, el cual afirma que es posible
construir medidas gaussianas p, a partir de una forma de area en M asociada a una métrica
riemanniana g.

En el capitulo 5 nos ocupamos de definir funciones afines Fy;, definidas casi dondequiera en
. Estas funciones extienden la evaluacién de la curvatura F4 en una superficie lineal a pedazos
C M, ver definicién 5.1.

Un primer paso es describir a detalle la aproximacién simplicial U; de una superficie lineal a
pedazos U en cada escala i € N, ver definicién 5.9. La evaluacién Fy, : 2; — R en las superficies
simpliciales se extiende a una funcién afin Fy; en {2. El segundo paso es tomar el limite

Q
—
U

FU = lim FU,i
71— 00
en L? <<Q, p), ver lema 5.19. En este punto es de importancia crucial la condicién técnica de
regularidad de las escalas respecto a la métrica, referida en el punto 3 al inicio de esta introduc-
cién. El teorema 5.22 afirma que tal representacién del operador multiplicativo Fyr, (5.19), es
posible en el espacio de L? ( f, p> . Por su parte el teorema 5.26 afirma que la representacion es
independiente de la eleccion de escalas &, siempre y cuando la sucesion de escalas & sea regular

respecto a la métrica. En el caso particular dim M = 2, el soporte de p estd contenido en un
espacio de Banach Q,, C Q, ver teorema 5.28.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo es un compendio de nociones generales y los conceptos basicos que emplearemos
a lo largo de este trabajo. Ninguno de lo resultados presentados en este capitulo son originales.

Siguiendo las ideas de [AL] definimos las conexiones generalizadas en la categoria lineal a
pedazos, para ello procedemos de acuerdo a los siguientes puntos:

1. Definiremos una estructura lineal a pedazos compatible con la estructura suave en una
variedad M .

2. Definiremos la relacion de equivalencia moédulo retrazo y reparametrizacion de trayectorias
cerradas basadas en un punto fijo x € M, lineales a pedazos. El conjunto de dichas clases
de equivalencia constituira el grupo de lazos de holonomia lineales a pedazos

P.

3. Recordaremos las definiciones y propiedades bésicas de conexiones A en un haz principal
(E,p, M) con fibra difeomorfa a un grupo de Lie compacto G y base M. Recordaremos las
definiciones de grupo de gauge G, el grupo de gauge G, que fija la fibra p~!(%), el cociente
de las conexiones médulo gauge A/Gy, asi como la holonomia y la curvatura asociadas a
una conexion.

4. Definiremos una conexion generalizada como una coleccién de holonomias para cada clase
de un trayectoria lineal a pedazos, v € P,. Es decir, el espacio de conexiones generalizadas,
sera el espacio

hom (Py, G)

con una topologia (de Tychonoff). A/G, estd contenida en hom (Py, G).

Finalizaremos este capitulo con una serie de apéndices para completar el lenguaje béasico de
teoria de la medida y formas discretas que requeriremos a lo largo de nuestro trabajo.

1.1. Variedades lineales a pedazos

Recordamos tres conceptos basicos: complejo simplicial, realizaciéon geométrica y poliedro, ver
por ejemplo [Ha|, para nociones de complejos simpliciales. Ver [BY] para nociones de politopos,
y [Li], [Rs] seccién 1.6, para més detalles sobre estructuras lineales a pedazos.

7
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Un complejo simplicial (abstracto) K es un conjunto cuyos elementos se llaman vértices
provisto de una coleccién especial de subconjuntos, llamados simplices o simplejos. Los vértices
son simplejos y cualquier subconjunto de un simplejo es un simplejo.

Un simplejo que consta de n + 1 vértices 0 = {zo,...,x,} es un simplejo de dimensién n.
La dimension del complejo simplicial es la dimensién del simplejo dentro del complejo simplicial
que tiene dimensién maxima. Supondremos que nuestros complejos simpliciales son de dimensién
finita. Una aplicaciéon simplicial es una funcién f : K3 — K, tal que para cada simplejo o
de K1, la imagen f(o), es un simplejo de K.

Consideraremos complejos simpliciales localmente finitos, es decir, aquellos cuyos vértices
pertenecen a un numero finito de simplejos. El d—esqueleto de un complejo simplicial K, consta
de la unién de los simplejos de dimensién menor o igual a d y se denota K%,

Dado un simplejo ¢ C K, la realizacién geométrica de dicho simplejo es el conjunto de

funciones
|Ky| = {s K —[0,1] | Z s(z)=1,s0ps C a}
zeK
donde sop s es el soporte de la funcién. Consideramos la unién disjunta sobre los simplejos
Us|Ko|; dados s,s8" € Us|Ky| decimos que s € |K,| es equivalente a s’ € |Ky|, s ~g s si
son la misma funcién s = s’ : K — R. Definimos la realizacién geométrica del complejo
simplicial K como

K| = | 1Ko/ ~k -

Podemos considerar en cada |K,| la topologia dada por la distancia

disty(s1, s2) Z s1(x) — sa(z))?. (1.1)

reo

Consideramos la unién disjunta U, |K,| con la topologia inducida. Entonces tenemos una topo-
logia en el cociente |K|.
Definimos el simplejo estdndar de dimensién k, como

k
AP = {(to, ... tx) ERFT | Y "t =1,1; > 0} C RM,

i=0
Para un simplejo de dimensién k, 0 = {zo,..., 2}, podemos considerar funciones (no unicas)
de la forma,
. k
o ¢ | Ky — A

dadas por
bo(8) = (s(x0),...,s(zk)) .

La cual es una aplicacién biyectiva; ademas ¢, es homeomorfismo pues dist, (s1, s2) coincide con
la distancia euclidiana entre ¢, (s1), ¥ ¢o(s2) en R¥F!. Decimos que ¢, (s) es la coordenada
baricéntrica de s.

La célula de dimensién k > 0 asociada a un simplejo o C K, dimo = k, es un subconjunto
de | K|, definido por

{s € |K,||s(x)#0Ve €o} C|K,|,
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Definiremos las células de dimension 0 como los vértices. Se sigue inmediatamente que la cerra-
dura de una célula es el simplejo |K,| que la contiene.

Consideremos una aplicacién simplicial f : K1 — K>, es decir, tal que la imagen de un
simplejo o = {xo,...,zr} C K1 es otro simplejo o' = {yo,...,y} C K. Entonces existe una
aplicacién entre las dos realizaciones geométricas, |Ki| y |Ksl, |f| : |Ki| — |K2|, dada por

(1£1(s)) (ya) = Z s(xp), para cada s € |K,|, y para y, € f(0).
€f 1Y)

Diremos que | f| es una aplicacién simplicial entre las realizaciones geométricas. Usando
., . . . . 1
coordenadas baricéntricas, se tiene que la aplicacion ¢q o |f| o (o) : AF — Al

¢0/O’f‘0(¢0)_1 (t()v"'vtk) = Z tioa"'a Z tlk ;

iy €f~(yo0) zi €F 71 (yw)

es una aplicacién afin por tanto es una aplicacién continua. Dos realizaciones geométricas son
isomorfas si existe una aplicacién biyectiva simplicial con inversa simplicial.

Dada una realizacién geométrica |K |, la subdivisién baricéntrica de | K|, es la realizacién
geométrica Sd|K| de otro complejo simplicial Sd K. El complejo simplicial, Sd K tiene como
vértices los simplejos de K, los simplejos de Sd K son familias de simplejos de K, {0g,...,0,},
que satisfacen oy C -+ C o,

Un politopo convexo 7 de dimension k, es la interseccién acotada de interior no vacio

de un nimero finito de semiespacios correspondientes a hiperplanos afines L; C R*.
Una cara & C 7 del politopo 7, es la interseccion con semiplanos

LiyN---NLNT.

Con esta definicién, la interseccion & N& C 7 de dos caras &1, &2 C 7 es otra cara. Notemos que
los vértices corresponden a intersecciones que constan de un sélo punto {z} = L;; N---NL;,. Una
cara de un politopo estd contenida en el espacio afin L;, N---N L;, v mediante una traslaciéon
corresponde a un politopo en un subespacio vectorial de R¥.

Consideremos una unién disjunta de politopos, Ll;cr7;, sea

F={&|ieJ}

el conjunto formado por todos los politopos 7; con i € I, y por todas las caras £ C 7;. Conside-
remos una relacion de equivalencia

RpCFxF
que consista de parejas (&;,§;), tales que:

2. La restriccion Rp N (}'& N ]-'5].) define una biyeccién del conjunto F¢, de las caras de §; en
el conjunto F¢; de las caras de §;
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3. Si &,&; son dos caras de un mismo politopo 7; y si estdn relacionadas, (&;,§;) € Rp,
entonces ambas caras coinciden, es decir, § = &;.

Una relacion de equivalencia, R p, con las caracteristicas mencionadas, permite definir ”pe-
gados” de las caras de la siguiente manera: Supongamos que para cada (§,;) € Rp, existen
funciones afines biyectivas fe, ¢, : & — &j, que satisfacen las siguientes condiciones:

L feg = 1dg,.
-1
2 Jos = Jag

3. Para cada (&,€;), € Rp, y para cada pareja de caras £, C &, 55- C &j, que se corresponden
de tal manera que (§;,&}) € Rp, se tiene que fer o es restriccion de fg, ¢, en &.
1737 IS

4. Para (§;,&;5), (§5,&1) € Rp, se tiene f¢. ¢ o fe, e, = f¢, ¢, donde el dominio de las funciones
consideradas es fg. 15]_ (&)

Definimos * ~p y para z,y € Uier;, si existe (§;,§;) € Rp y fe¢; + & — &, tales que
feig; (@) = y.

La relacién ~p es una relacién de equivalencia. La reflexividad se sigue de la condicién 1 y
la simetria de la condicién 2. Para la transitividad consideremos z ~p y con z € &, y € §; y
(&,&) ERp,yy~pzcony €&, z €&y (&,&) € Rp. Entonces existe una cara & C & que
se corresponde biyectivamente con una cara §{ = {;NE; C &, con (£, €) € Rp. También existe
una cara & C & que se corresponde biyectivamente con la cara £ C &, con (&,&;) € Rp. Como
T ~p Yy, se tiene

fegrofee(x) = fee le <f£i,£j e (SU)) = feoe le (v) = 2.

Por lo tanto
fe g () =z,
es decir, x ~p 2.

Definicién 1.1. Consideramos para cada politopo 7; la topologia heredada del espacio afin R¥
que lo contiene. Un poliedro sera el espacio cociente

P:|_|’7'i/~p.

el
Denotamos la funcion de clase de equivalencia como:
np : Uy — P.

Notemos que no habrd dos caras de un mismo politopo identificadas en el poliedro P. La
dimensién del poliedro es la dimensiéon méxima de un politopo de la cubierta. Supondremos
también que los poliedros son localmente finitos, es decir, solo un nimero finito de politopos
pasa por cada punto. Todo poliedro compacto consta de un nimero finito de politopos.

Consideremos una realizaciéon geométrica de un complejo simplicial | K|, y un homeomorfismo,
f:|K| — P, tal que la imagen de un simplejo |K,| esta contenida en la imagen de un politopo
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np(t) C P, donde np : | J;,c; 7 — P es el paso al cociente. Ademds supongamos que para una
pareja (o, T) existe una aplicacién afin Jom) A¥ — 7 tal que conmuta el diagrama

f
|K0’*>P

¢o’l TTIP
f(U,T)

Ak =TT

cuando tomamos coordenadas baricéntricas ¢, : |K,| — AF C R¥*1. Diremos entonces que la
pareja (| K|, f) del complejo simplicial |K| y el homeomorfismo f : |[K| — P es una triangula-
cién rectilinea de un poliedro P. Si el contexto es claro diremos simplemente que |K| es una
subtriangulaciéon rectilinea del poliedro P.

Notemos que si |K,/| C |K]| es otro simplejo y 7 otro politopo tales que |Ky| N |Ky/| # 0
tiene imagen contenida en 7 N 7" # (), entonces conmuta el diagrama

AF fiot 21y T,
¢ V
|Ko| N |Ka'| T> 77P(7' N T’) f(T,T/)
% ‘%
foT
A (@.7) i

Como f(47), f(r,7) son afines, entonces f,r 1) = f(r7) 0 f(57) © Po © gf);,l, también es afin.

Reciprocamente, supongamos que para cada simplejo |K,| de una triangulacién |K| existe
un politopo 7 de un poliedro P y una funcién afin f, ;) : |K,| — 7. Supongamos que si
|Ko| N [Kq| # 0, entonces np(1) Nnp(7') y ademds fior ) = fr.) © fior) © o © ¢ Entonces
estd bien definida una funcién f : |[K| — Py ademés esta funcién es una triangulacién rectilinea
del poliedro P.

Proposiciéon 1.2. Todo poliedro tiene al menos una triangulacion rectilinea.
Demostracion. Consideremos el poliedro P = U;cr7;/ ~p, sea
n:Uiermi — P

la proyeccién en clases de equivalencia. Definamos la familia de politopos J formado por los
7i, © € I y todas sus caras £ € 7;. Para cada politopo { € J, dim{ > 0 consideremos un punto x¢
al interior de § de tal manera que ¢ ~p ¢ si (§,¢') € Rp. Si € es un vértice definimos z¢ = &.
Diremos que z¢ es un baricentro de §.

Consideremos el complejo simplicial Kr asociado al conjunto F formado por las imagenes
pe de los politopos de § € J.

F=A{pe CP|pe=n(), €T}

Un k—simplejo 0 C Kr es una coleccién ordenada por la inclusién {pg, C --- C pg, } C Kr, con
pe, =n(&), 1 =0,..., k. Para cada simplejo o definamos

fo’vék : ’Ka" - {]{,‘
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por la féormula
k

foe(s ZS pe) Ty € Thy pg = n(81)-
=0

La aplicacién f,¢, esta bien definida ya que Ef 08(pg) =1, s(pe,) € 10,1].
La aphcac10n fo.e, €s inyectiva. En efecto supongamos que fo¢, (5) = foeg, ('), v sea t; :=
s(&) — s (&), entonces tenemos la ecuacién

k
Zx&tl =0¢€ Rk, (1.2)
=0
que se traduce en k ecuaciones para {tg,...,t;}. Ademds se tiene la condicién Zf:o s(pg,) =
1= Zf:o s'(pe,), la cual implica que
k
Y t=0,t€[-1,1]. (1.3)
=0

Entonces de las ecuaciones (1.2) y (1.3) obtenemos k ecuaciones dadas por

k
Zx& 33&) tl—OERk
=1

Como dim &, > k, entonces x¢, — x¢, € R* son vectores independientes, por lo tanto ¢; = --- =
t = 0. Luego también ¢y = 0. Esto prueba la inyectividad de fs, .

Ahora probemos que f,¢, define una inclusién f,¢, : |Ky;| — P. Supongamos que (&;,§&;) €
Rp entonces existe una aplicacion afin f¢, ¢, + & — &;. Consideremos todas las caras de &,
={& | k=0,...,7}, y sean & = f¢¢(§) la coleccion F¢, de todas las caras de &;.

Consideremos s € |K,|. Para los baricentros tendremos Ter = fé_z ,lgj (:ngu) paratodak =0,...,r,
de donde:
T T
frgy(5) =Y s (&) 2y = D5 (0 (&) fers, (7) =
k=0 k=0
T
= ffi»&j (Z s (77(512/)) xﬁfc) .
k=0

Como n(&},) = n(&}), entonces tendremos

r

fog;(s) = feig; (ZS (n(&) xg;) = fe&; (forei(s)) -

k=0

Es decir, estd bien definida la aplicacién fo(x) =no fy¢ (x),

fo : |Kys| — P.
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Consideremos dos simplejos 0,0' € Kz, 0 = {pg, C--- C pg, },0’ = {'056 c---C pg;}. Sean
s~gy 8, cons € |Ky| s € |Ky|, dos representantes del mismo punto en | K| = Uy | Ko |/ ~k -
Entonces como s, s’ definen la misma funcién extendida sg, = S/Kf : Kr — R,. Si consideramos
el los soportes coinciden ¢’ = sops = sop s’ C o N o’. Por lo que

fo(s) =0 (foer) =1 (forr lix,01) =1 (foren) = (forer) =0 (forer) = fo(s).

Con esto concluimos que estd bien definida la aplicacién continua en el cociente f ([s]k,) =
0 (foz,), donde []k, es la clase de equivalencia de ~g

I |Kel = |IKol/ ~ip— P
g
es continua pues f,¢, son afines y continuas (con inversa continua).

Es inyectiva porque dada f,¢,, y dados dos puntos s,s" € Us|Ky|, s,s" estdn en la misma
clase s ~g, 8" siy s6lo si 9(fo,(5)) = n(for¢(5)). En efecto ya hemos visto s ~g, " implica
foe.(8) ~p for g, (s). Para la otra implicacién supongamos que fy¢,(s) ~p for . (5), entonces
tomemos ¢’ =o' No y & =& NE,, entonces

fo6.(8) ~p for,(5) ~p fore(s)

esto implica que tiene una tnica imagen inversa de la forma s € |K,~| que a su vez extiende a
una tUnica funcién s, : Kr — R que da lugar a una unica clase [s]x, € |Kr|.

Es sobreyectiva: Consideremos un politopo &; y sea z € n(&) C P, con x = n~1(2) € &.
Queremos probar que z tiene imagen inversa f~!(z).

Caso 1. Si & es un vértice de & 6 el baricentro x¢, del politopo. Entonces para el simplejo
o =1z}, foe.(2) = foe,(|Ks|) = 2, y por tanto z esta en la imagen de f.

Caso 2. El punto z € & no es un vértice ni tampoco x # wx¢,. Haremos la prueba por
induccién sobre la dimensién del politopo &;. La base de inducciéon dim &; = 0 estd contenida en
e caso 1. Supongamos que la afirmacién de sobreyectividad es cierta para todo £ de dimension
dim¢ < m = dimé;.

Consideremos la recta

¢ =A{z;, +rz,| re R} CR™.

El conjunto convexo £ N¢§; C &, es acotado, por que es un segmento x¢, + 7z, a < r < b, donde
Toq = Tg;, + ax,Tp = T¢, + bx estdn en las caras &, §, respectivamente de &;. Por lo tanto, 6 bien
x estd en el intervalo que une x, con x¢;, 6 bien = estd en el intervalo que une z¢, con . Es
decir, 6 bien

r = Axg, + (1 — N, (1.4)
6 bien

r = Axg, + (1 — Ny,
con 0 < X < 1. Por hipétesis de induccién aplicada a alguna de las caras £ C ¢ de dimensién
dim¢ < dim¢;, se tiene que z, 6 xp estd en la imagen de f. Supongamos que =’ € {x,,xp}
estd en la cara ¢’ de &;. Entonces para cierto simplejo o’ = {pg C -+ C pg, } C K, con §, caras
de &, tendremos fye(s') = ', con s" € [Ky|. Es decir, haciendo Ay := s'(pg; ) tendremos:

n
i )\nx& + )\n,lx&_l + -+ )\13353 + )\ox%, Z A = 1;dimo =n < dimé; (1.5)
k=0
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donde se tienen las caras {{ C & C --- C &,_; C &, C &;, con baricentros T € £ k=0,...,n.
Sustituyendo en (1.4) tendremos

=X r+(1-)) ()\nx& + )\n,w%_l +o Mg + )‘03656)

= )\l‘&. + (1 — )\)Anxgi —+ -4 (1 — )\))\0:1:50.

Si definimos ,
=2 =(1-X = 1
T
y—xﬁi

donde o = 0’ U¢;, entonces tendremos fy ¢, (s) = . Esto prueba la sobreyectividad.
Finalmente es homeomorfismo pues la inversa se construye a partir de las inversas continuas

-1
fog,

)

O]

Definicién 1.3. El complejo simplicial |[K x| y la aplicacién afin fxF — P descritos en la pro-
posicion 1.2 anterior definen una triangulaciéon rectilinea llamada triangulaciéon baricéntrica
del poliedro P. Denotamos el complejo simplicial |K#| por

Sd P.

Notemos que si P es un poliedro isomorfo a un complejo simplicial |K|, la triangulacién
baricéntrica del poliedro Sd P es isomorfa como poliedro a la triangulacién baricéntrica del
complejo simplicial Sd |K|.

Definicion 1.4. Una aplicaciéon continua entre dos poliedros, f : P — @, es una aplicacién
lineal a pedazos, si existen triangulaciones rectilineas (|Kp|,hp : |[Kp| — P)y (|Kgl|, hg :
|Kg| — Q), de Py @ respectivamente; tales que la aplicacién entre realizaciones geométricas

hélofohp :|Kp| — |Kg|

es una aplicacion simplicial. Dos poliedros son isomorfos si existe un homeomorfismo que es una
aplicacién lineal a pedazos entre ellos.

En particular todo complejo simplicial es un poliedro y una aplicacién simplicial entre ellos,
también es una aplicacién lineal a pedazos.

Consideremos dos poliedros P = U;er7;, Q = Uje JT]’-, y un homeomorfismo f : P — Q.
Supongamos que para todo politopo 7; que define P existe un politopo 7']’- que constituye @), tal
que f(np(7i)) C ng(7}), y ademds se tienen diagramas conmutativos

donde f,. . son aplicaciones afines. Supongamos que 7g (T]/) es union de imégenes de politopos
1 J

en Q; es decir,
= (n(r))) = np(rsy) U+ Unp(7i,).
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Diremos que P es subpoliedro de Q.
Observemos que una triangulacién baricéntrica Sd P del poliedro P, dada en la definicién
1.3, es un subpoliedro de P.

Definicién 1.5. Una célula ¢ de un poliedro P= U;c;7;/ ~p, es la imagen bajo la proyeccién
n: Uiermi — P,

1. 6 bien del interior de un politopo convexo 7;, ¢ = n(7;),
2. 6 bien del interior de alguna de sus caras & C 73, ¢ = 1(&;),
3. 6 bien de un vértice x € 7;, ¢ = n(x).

La dimensién de la célula es 6 la dimensién del politopo, 6 de la cara correspondiente, é 0 segtin
el caso.

Teorema 1.6. La relacion definida por el isomorfismo es una relacion de equivalencia para el
conjunto de todos los poliedros.

Para ello verifiquemos las propiedades de reflexividad, simetria y transitividad de la relacién.

1. Reflexividad: La identidad trivialmente es lineal a pedazos.

2. Simetria: Dado un homeomorfismo lineal a pedazos f : P — @, consideremos una trian-
gulacion hp : |Kp| — P tal que hél ofohp:|Kp| — |Kg| es una aplicacién simplicial en
cada simplejo de | K p|, entonces la imagen de cada k—simplejo o de |Kp| es un k—simplejo
o' de |Kg|. La funcién inversa hp' o f~1 o hg es una aplicacién simplicial, la imagen de o’
es o.

3. Transitividad: Consideremos dos homeomorfismos lineales a pedazos f,g y el diagrama

conmutativo
! g
P Q R
h
hPT 74 \ hRT
hpq "o /| horr
|Kp| — |Kq |Ko| —— |KR|

Para demostrar la transitividad recurrimos a la proposicién 1.9, més adelante cuya prueba
requiere de la siguiente defnicién.

Definicién 1.7. Dada una triangulacién h : |K| — P decimos que un complejo simplicial | K|
y un homeomorfismo f : |K;| — |K| es una subtriangulacién o un refinamiento de la
triangulacién h : |K| — P si para todo simplejo |K,, | C | K| existe otro simplejo |K,| C |K,|,
tal que f(|K,,|) C |K,| y diagramas conmutativos

f
‘K01| - ‘Ko|

\LQSo‘l \L¢o’
f ,0)

le k
A A

donde f(4, ) son aplicaciones afines, y donde ¢, ¢, son coordenadas baricéntricas.
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Lema 1.8. Dado un refinamiento f : |Ki| — |K|, de una triangulacion rectilinea h : |K| — P,
el homeomorfismo ho f : |Ki| — P es a su vez una triangulacion rectilinea de P.

Demostracion. En efecto, ya que para cada simplejo |K,,| C | K| se tienen simplejos | K| C | K|
y un politopo 7; para P, con aplicaciones

Ko | L || > P
iqb(fl \L(ﬁa np
o o hO' T;
Ak fo1,0) Ak (1:m) o

como la composicion h(y, -y = Nsy ) © f(o1,0) € afin, y entonces se tienen diagramas conmuta-

tivos

ho
Ky 2Ls p

J/¢01 nPT

-

Akl (o1,73) T

Es decir ho f : |K1| — P es una triangulacién rectilinea de P. O

Proposicién 1.9. Dadas dos triangulaciones rectilineas hq : |[Kg| — Q y h’Q : |Ké2| — Q de
un poliedro Q, existe una triangulacion rectilinea h : |Kr| — @Q que es refinamiento comin de
ambas. Es decir, existe un complejo simplicial |Kr| y subtriangulaciones fC,Q | Kr| — |Ké2| Yy
fo  |Kr| — |Kq| tales que conmuta el siguiente diagrama

Q .
V w
K5 Kol

PN

K7
Por el lema 1.8, h = hg o fg = hb o fé;2 es un homeomorfismo que define una triangulacion
rectilinea de Q).
Demostracion. Consideramos |Kq| y |Kg| como dos triangulaciones del poliedro
Q=1|]7/~q-
Jj€J
Consideremos la familia de intersecciones no vacias de imagenes de simplejos,
F = {poory = hg(Ko|) Nhq(|Kql) # 0 | |Ko| C [Kql, |Kq| C |Kgl, } -

La aplicaciéon fo : |Kg| — @ es una triangulacién del poliedro @. Para cada simplejo
|K,| C |Kgl, elegimos coordenadas baricéntricas ¢, : |K,| — AF. Entonces para cada politopo
7; C R™ que define el poliedro @ con f(|Ks|) C ng(7;), esté bien definida una aplicacién afin
t AP CRMT 7 C R

(o,75) ~
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tal que 10 hg -y = hq o ¢, ',

Q<2 7

hQT Th(mfj)

K| 22 AR

Aquing : 7; — Q es la aplicacion que toma la clase Uje 7/ ~g= Q. Consideramos la realizacién
geométrica |K x| del complejo Kr en el que los simplejos K, consisten en conjuntos ordenados
por la inclusién

Ks = {P(ol,ag) C--C P(an,a;)} C Kr.
Dado un simplejo |Ky| C |Kx|, como arriba, cada punto s € |K4| define una funcién s : Ko —
[O, ].] con ZZ:I S (p(a.k7o.;€)> =1.
Consideremos 6 bien puntos interiores z(4, » 1) € Plog,al) 6 bien vértices (4, o 1) = Plog,ol) St
P(or,0l,) € UN punto, para k=1,...,n. Entonces por ser hQ un homeomorfismo ex1ste un unico
S(oxot) € |Ko,| C |Kg|, tal que hg (s(gk%)) = Z(g,01), definamos la funcién f(g ) : |Ko| —
|KUn |7 por,

n

Joon(8) =2 s (f)(ak,a;)) RGTAE

k=1
Si consideramos las coordenadas baricéntricas ¢o : |Ko| — A™0, ¢4, : | Ky, | — A™, tendremos
que

Gy © flo.om) © ¢! <t0, . ,tkno) Ztk bo, (s ( (orl) ) .

es afin.
Para cada dos simplejos Kqy, Koy C Kz, tales que Koy, = Koy, N Kg, # 0, se tiene que
f(a&aw) = f(m,anl) || K,,|» POT lo tanto estd bien definida la aplicacién fq : [Krz| — |Kql tal

que conmutan los diagramas

| Ko| — Ko, |

ba'
/ oL

Amo Amk
¢0'n Of(o',rrn)o(z);l

La funcion fq es inyectiva: Supongamos que Y p_; ti¢o, (s(gk,g;c)> =y U bon (s(gkﬂ};))
con Y p_yty = > p_yt, = 1; entonces como en el conjunto de vectores ¢, (s(ok,%)) Lk =
1,...,n, hay n — 1 vectores linealmente independiente (recordemos que S(ok,07,) SON puntos in-
teriores de caras de dimensién k — 1 del simplejo |Ks|). Por lo tanto t;, = tj = 0 (para un

argumento mas detallado ver la demostracién de la inyectividad en la proposicién 1.2).
La funcién fg es sobreyectiva: Todo simplejo |K,| C |Kg| se descompone como unién de

intersecciones
oKD= |J  (hoUEsD) N i(hg (1K)
‘K/|C|KQ|
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Entonces para todo € P, existen simplejos |Kq, | C [Kq| v Ky | C |Kp| tales que

7 € h (1Ko |) N1y 1Koy )

Sea y; = hél(x) y Yy = (h’Q)*l(:B). Si y1 = S(¢,,0/), entonces se define s : Kr — [0,1] dada
por 3(p(01701)) = 1, y nula en otro lado. En este caso fg(s) = y1. Si y1 # S(0y,0}) €ntonces por
convexidad existe un Ay > 0 tal que, 6 bien,

Y2 = My + (1= M1)S(oy,00) € [Koy| C [Ko, |,
6 bien,
=Xy1 + (1= M)S(o1.00) € [ Kot | C K],
donde |Ko,| C Ko, |, [Kqy | C |K | son caras de dimensién menor, y donde $(g1 o) = ho(%(0,,01)) €
|Kgl-
Procediendo por analogfa, tenemos una coleccién de parejas de simplejos (o1, 01), . .., (op, 07,),
con dimensiones decrecientes

min(dimoy,dimo}) > -+ > min(dim o, dim o7, ); Ko, | C - C Koy |5 [Koy| C oo C Ky ;
tales que 6 bien y = S(op,0L) 6 bien y) = S(ol on) 6 bien existe A, > 0 con

Yrt1 = Mtk + (1 = Ak)S(0, 01) € [Koyyr| C [Koyl,

yk—l—l = )‘kyk + (1 - )‘k) S(o4,0%) G |KO';€+1| - |KJ§€’

Por lo tanto podemos suponer que para algin n € N, se tiene que 6 bien y, = $(4, o), 0 bien
!/ z . 7 . s / . , . . / o
Yn = S(ol,,0n) O Dien y, es un vértice de [Kq| 6 de |Kp| (es decir min(dim oy, dimoy,) = 0), en
.7 . _ 7’ . / _ . . . .
cuyo caso también se tiene y, = 5(4, o), 6 bien y;, = s, ). Haciendo sustituciones sucesivas
y despejando y1, ] se tienen coeficientes ay, a) tales que

E aks(ak,ak yl E :aks(ak,ak

Inductivamente se puede probar que y ;_;ar =1 con 0 < aj < 1.

Sea o C K el simplejo {p(an,%) c---C p(gl,ofl)}, entonces si s(p(gkﬁgc)) = ag se tendrd f(5 5,)(s) =
y1. Y también si definimos s'(p(o/ ,)) = aj,, tendremos f(5 41)(s’) =y (notemos que como con-
juntos ps, o1y = Pt oy,)- Esto prueba la sobreyectividad.

La aplicacién fg es biyectiva y es afin por lo tanto es homeomorfismo.

La aplciacién fg : |Kz| — |Kg| es un refinamiento de la triagulacién hq : |Kg| — Q.
Andlogamente se define un refinamiento fg, : [Kz| — |Kg| de la triangulacién hq : |Kg| — @
Finalmente se tiene que hq o fo(s) = hg o f(s') = z. -

Demostracion del teorema 1.6. Considerando |Kz| como subtriangulacién de P con h : |[Kz| —
P dada por hp ohl_gé2 o fo, se verifica que hogo fo h;il : |Kx| — | KR| es un homeomorfismo afin,
considerando la triangulacion inducida en la imagen es un homeomorfismo afin. Esto prueba
finalmente la transitividad de la relacién de isomorfismo de estructuras lineales a pedazos. [
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Ahora consideramos las tres categorias de estructuras inducidas en una variedad: triangula-
cién, estructura simplicial y estructura lineal a pedazos. Consideramos una variedad topoldgica
M. Una triangulaciéon de M, es una descomposicion, M = U,0, donde cada o es homeomorfo a
algiin simplejo canénico, A*¥ € R¥*!: y cada vez que dos simplejos de la descomposicién tienen
interseccién no vacia, do N do’ # (), entonces dicha interseccién es unién de simplejos y cada
simplejo o C do N Qo' pertenece también a la descomposicién. Dos triangulaciones son equiva-
lentes si hay un homeomorfismo h : M — M que lleva los simplejos de una descomposicion en
un simplejo de la otra descomposicion. Una estructura simplicial de M es un complejo simplicial
K y un homeomorfismo f : |K| — M. Dos estructuras simpliciales, f; : |K;| — M, i = 1,2, son
isomorfas; si la aplicacién fao f; L2 |K | — | K3, es una aplicacién simplicial. Serdn equivalentes,
si |K1|, | K2|, son isomorfos como complejos simpliciales.

Definicién 1.10. Una estructura lineal a pedazos (P, f) de una variedad topolégica M
es un poliedro P y un homeomorfismo f : P — M. Dos estructuras lineales a pedazos, f; :
P, — M, i = 1,2, son isomorfas si la aplicaciéon fz o f; L. P — P, es una aplicacién lineal
a pedazos. Dos estructuras lineales a pedazos son equivalentes si Py, P> son isomorfos como
poliedros. Dadas dos variedades M7, Ms, con estructura lineal a pedazos, f; : P; — M;; diremos
que una aplicacién continua f : M7 — My, es una aplicacion lineal a pedazos entre las variedades
My Ma, si fao fofl 1 es una aplicacién lineal a pedazos de poliedros.

Si M tiene estructura C*, ver [KS], diremos que la estructura lineal a pedazos, f : P —
M, es compatible con la estructura C*, si para todo simplejo ¢ de alguna triangulacién
rectilinea del poliedro P, ¢ : |[K| — P, al considerar un simplejo |K,|, la aplicacién en el cerrado
fotogzl : A¥ — M, es una inmersién diferenciable no singular, donde dimo = k y ¢4 : |o| — A
es la coordenada baricéntrica del simplejo |o]|.

NOTACION. Dado un homeomorfismo f : |K| — M, diremos que la imédgen f(|K,|) C M, de la
realizacién de un simplejo |K,| C |K]|, es un simplejo en M. Con un abuso de notacién, en lo
sucesivo denotaremos las imégenes de los simplejos | K| en M como,

o= f(|Ks|) C M.
Andlogamente al considerar una estructura lineal a pedazos f : P — M, diremos que las
imagenes f(e) de células e C P son células en M.
1.2. Conexiones generalizadas

En esta seccion definiremos las conexiones generalizadas en la categoria lineal a pedazos.
Para ver la construccién de conexiones generalizadas ver por ejemplo [AL], [ALMMT], [AMMT],
[Ba2], [Th], [Le], como referencia bésica.

Consideramos M una variedad con una estructura lineal a pedazos (P, f), f : P — M.
Consideramos trayectorias lineales a pedazos, [ : [0,1] — M, es decir suponemos que existe:

1. una particién (estructura lineal a pedazos del intervalo), 0 =ty < t; < --- <ty =1,

2. una triangulacién rectilinea f : |K| — P del polliedro P
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3. para cada intervalo [t;_1,t;] de la particién un simplejo |K,| C |K| de la triangulacién
rectilinea, para el cual ¢, o f~Lol: [t 1,t;] — AF es inyeciva affn o constante para una
coordenada baricéntrica ¢, : |Kq| — AF.

Denotamos como £ al conjunto de trayectorias linales a pedazos inyectivas o constantes.
Decimos que " € L es reparametrizacién de | € L si existe 7 : [0,1] — [0,1], 7(0) =
0,7(1) = 1, lineal a pedazos creciente con inversa lineal a pedazos, tal que I'(t) = I(7(t)).
Se define la composicién de dos trayectorias mi,my € £, cuando mq(1) = ma(0) como
la trayectoria mj - mg, dada por

my (2t), 0<t<1/2

mg(2t—1), 1/2<t<1’ (1.6)

mgy - ’I’)’Ll(t) = {

Para verificar que
mi-mg € ﬁ,

consideramos dos particiones 0 =ty < t;1 < --- <ty =1,0=5s590< 851 < --- < sy =1, y dos
triangulaciones f1 : |Ki| — P, fa:|K2| — P con dos simplejos |K,,| C |K1|, |Kq,| C |K2l.

Supongamos que para las coordenadas ¢q, : |K,,| — AR C RFHL ¢ ¢ |K,,| — AF2 C
RF2+1 ] son tales que ¢g, o f{ ' omy @ [ti1, )] — AR ¢y, 0 fot oma ¢ [sj-1,5;] — AF2 son
afines inyectivas o constantes parai=1,...,N, j =1,..., M. Por la proposicién 1.9 existe una
triangulacion hy : |Kz| — |K1|, ha : |Kz| — |K2|, tal que conmuta el diagrama

2N
N,

|KF|

| K1 | Ko

Para verificar que mq - mo es una trayectoria lineal a pedazos consideramos la triangulacion

fiohy : |Kg| — P,y una particién, 0 = zp < 21 < --- < zr, = 1, la cudl es refinamiento de la

particién . . L .

1 N-1 + 81 + Sm—1

0<5 << <g<—— < <5 —

tal que (fiohy) tomy-ma : [251_1, 2] — |KF| tiene imagen contenida en un simplejo |K,| C |K#|.

El intervalo [z;_1, ;] estd contenido en algun intervalo 6 bien de la forma [t;_1,;], 6 bien de la

forma [s;j_1, s;]. Entonces 6 bien my-ma(z) = m;(22), é bien my-ma(z) = mo(22—1), en cuyo caso

se tiene una funcién afin ¢y, o f; fomy-ma @ [21-1, 1] — AFY, 6 ¢gy0 fi tomy-ma 1 [21_1, 2] — A2
En cualquier caso se tiene una funcién afin

<1,

7

hfloffloml-mgz[zl_l,zl]—>|K]:|, 6 h;lofgloml-mg:[zl_l,zl]—ﬂKﬂ.

Esto prueba que my - mo € L.
También para cada | € £ se define la trayectoria inversa [~! € £ como

7t =11 —t).
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Consideramos un punto fijo x € M y las trayectorias [ que comienzan y terminan en *, es
decir 1(0) = I(1) = %, denotamos dicho conjunto como L,. Este conjunto no es un grupo pues
la operacién de composicién de trayectorias no es asociativa. Si consideramos el conjunto de
clases de L, moédulo reparametrizacion, entonces la composicién de trayectorias si es asociativa.
Definiendo la trayectoria identidad como aquel que tiene imagen constante x, no es posible definir
el inverso de por ejemplo una trayectoria de la forma [ = [} L. 14, por ello tampoco obtenemos
una estructura de grupo.

Decimos que I’ € L es un retrazo simple de | € L, si existen l1,lo,m € Ly 0 <t <1 tales
que

-1

l:l2'l1, l/:lz'm -m-l1

Definicién 1.11. I’ € £ es un retrazo de [l € L, | ~ I, si existe una secuencia finita
l=lo,ly, -, In=1

donde [;11 es reparametrizacion o retrazo simple de [; o viceversa. La relacion ~ es una relacién
de equivalencia.

Definiciéon 1.12. El grupo de lazos de holonomia lineales a pedazos en M basados en
*, es el conjunto de trayectorias lineal a pedazos cerradas, basadas en %, médulo retrazo y/o
reparametrizacién, es decir, consideramos el conjunto

7)* ::L*/N.

La operacién de grupo es la composicién de dos trayectorias, vo - v1 = [l1 - la], 1 = [l1], 72 = [l2],
y el inverso es 7! = [I7!],y = [I]] € P,. Dado un grupo de Lie compacto G, el conjunto de
conexiones generalizadas es el conjunto de todos los homomorfismos algebraicos del grupo
de lazos de holonomia en el grupo G, es decir,

hom (P,, G).
Verifiquemos que la operacién de grupo esté bien definida: supongamos que [l1] = [I}] = 71,
y que [l2] = [I5] = 72, entonces existen dos secuencias

l(l,O) - ll, l(l,l)’ ey l(l,n) - lll, l(Q,O) - lQ, l(2’1), ceey l(2,m) - l/Q,

donde dos trayectorias consecutivas son retrazos simples o reparametrizaciones. Como Iy ~ Iy
entonces también Iy 1) - l2 ~ 1 - l2, y sucesivamente

Uolo=1lany - lo~lgpty lo~-~laggy-la~ o
Y también por analogia se tiene
Vol =1 Ly ~ 1 Lgmeny ~ e~ 1 gy = 1 Lo

Por lo tanto I - lo =1} - 1}.
Verifiquemos las propiedades de grupo:
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1. Asociatividad: Sean v = [l],7 = [I'],¥” = [I"] € Ps. Si l1(t) es una parametrizacién de
(1-1)-1", entonces
1(4t), 0<t<1/4
Lht)y=<¢ U'(4t—1), 1/4<t<1/2

"@2t-2), 1/2<t<1

de donde con una reparametrizacién adecuada

2s, 0<s<1/2
t(s)=¢ s—1/4, 1/2<s<3/4
2s—1/2, 3/4<s<1

Podemos obtener una parametrizacion lo(s) = 11(¢(s)),

[(2s), 0<s<1/2
la(s) =} U'(4s—2), 1/2<s<3/4
"(4s—-3), 3/4<s<1

para - (I' - 1").

2. Definimos la identidad idp, = [I] € P, como la clase de [ donde I = ly, 11, - ,In = i, con
Iy, la trayectoria constante dada por

L) =% 0<t<1.

Entonces para cualquier trayectoria I’, se tiene que I’ - | es equivalente mddulo retrazo a
I'-1,, la cual médulo reparametrizacion es equivalente a ’.

3. Para cada v = [I] € Px, definimos el inverso v~ = [I7!]. Trivialmente verificamos que la
composicién [ - 171 es equivalente médulo retrazo a la trayectoria constante I,.

1.3. Conexiones suaves en un haz principal

La motivacién de considerar el conjunto de conexiones generalizadas hom (Py, G), ha sido
extender el espacio de conexiones diferenciables médulo gauge A /G, en un haz principal (p, E, M)
con grupo G. Esto lo describiremos en la seccién siguiente.

Supongamos que M es una variedad de clase C*°. Supongamos que (p, E, M), es un haz
fibrado principal, p : E — M, con fibra un grupo de Lie compacto p~!(z) = G para todo
x € M. Denotamos g el algebra de Lie de GG. Para mas nociones bésicas sobre conexiones en
haces principales ver por ejemplo [Bl], [Sp] capitulo 8, [CD], [N], y resultados adicionales en
[Moo].

La aplicacién

y-g9=Ry(y),

denota la accién por la derecha de g € G en E. La identificacion de los espacios tangentes a las
fibras Typ~'(z), p(y) = z se hace mediante la derivada DR,,

DRy : Typ_l(x) - y~gp_1(x)7
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Ademas hay un isomorfismo candnico de cada uno de los espacios tangentes a las fibras algebra
de Lie g, que identifica a X € T,p~!(x) con X € g,

X<—>X,

de tal manera que

X= 2 o () o

Una conexién del haz principal (p, E, M), se define como una 1-forma g-valuada, ¢, de F, tal
que

1. Paratodoy € E, y X e g, se tiene

N d A
X=9¢, | (y‘exp(tX)) li=0 | -
dt
2. Son 1—formas invariantes bajo la accion adjunta de G, es decir,

Pyg (DRyg-) = A0g-1 [0y ()]

donde A2, : g — g es la representacién adjunta de G en g, que proviene de tomar la
derivada en la identidad id € G, D(Ady) |iq, de la accién adjunta Ad de G en G,

Adg G =G
g — gdgt

El conjunto de conexiones de un haz principal se denota por A. Denotamos A¥(E, g) como
el conjunto de k—formas g—valuadas, 7, que satisfacen

1. Para todo y € E, y X € g, se tiene Ty(X) = 0.

2. Tgy(DRy) = A0 17y (")
Se tiene la siguiente caracterizacién del conjunto de conexiones suaves de un haz principal.
Teorema 1.13 ([Bl]). Sea ¢° € A una conexion fija, entonces existe una biyeccion A*(E,g) <

A, dada por T — @° 4+ 7. Como A(E,g) es un espacio vectorial, A tiene una estructura afin
bien definida.

Consideremos una trayectoria lineal a pedazos [ : [0, 1] — M, suponiendo que la estructura
lineal a pedazos de M es compatible con la estructura C°°. Consideremos un punto fijo en la
base, € M, y un punto fijo en su fibra, yo € p~'(xg). Consideremos una conexién ¢ € A,

entonces existe una tnica trayectoria l,,: [0,1] — E, tal que

~

1. 1y, es levantamiento de [, es decir
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2. Tiene velocidad horizontal respecto a la conexién A, es decir,

~

d
Sol;()(t) (dt Ly, (t)) =0.

Se define la traslacion paralela alo largo de [, desde xg = [(0) hasta x1 = [(1), como la aplicacién
Hole,yo w021 (1) : 71 (20) — p~1 (1), definida como

~

Holy o w21 (1) =1y, (1) (1.7)

Consideremos una trayectoria cerrada [ basada en un punto fijo x sobre la base, x = 1(0) = I(1).
Consideremos un punto fijo sobre la fibra y, € p~1(x). Al sustituir x = xg = x1 en (1.7) se define
la holonomia de la conexién a lo largo de [, como

Holpy, : Lo —p ' (%),  Holpy, (1) := Holyy, +x(1) =1y, (1).
Como G actia transitivamente en las fibras, entonces existe g € G tal que [, (1) = y, - g.

Entonces la funcién I, (1) — g, permite definir
holgy, : Ly — G

Se verifica que
holyy,.q = g_lhol%y*g

El grupo de gauge G del haz principal (p, E, M) es el grupo de difeomorfismos f : F — E,
que preservan fibras p = po f, y que conmutan con la accién de G, f(y-g) = f(y) - g. Se define
el subgrupo G, C G como el conjunto de transformaciones de gauge f tales que f(y) = y para
todo y € p~!(x). Para todo y € p~!(%) definimos g, € G a partir de la ecuacion, y - g, = f(y).
Consideremos la accion de los grupos G y G, en las 1—formas g—valuadas:

f*‘Py(X) = Lpf(y) (Df<X)) ) X € Typil(*)'
para f € G.
Proposicion 1.14. f*¢ es también una conexion.

Demostracion. 1. Verifiquemos que f*¢ deja invariantes los campos vectorales tangentes a
las fibras que provenientes de vectores en el adlgebra e Lie g:

e, (;t (v exp(tX) Ito>> = L) (Df (jt (v- exple) |t°>>) -

d 5 d . A
=Pty (f(y> T (GXP (tX> \t:O)) =Pt (dt (f(y) -exp(tX) ’t:())) =X, X eg.
2. Verifiquemos que son 1—formas invariantes bajo la accién adjunta:
[Ty g(DRy(X)) = @ (). (DF(DRy(X))) = ). (DRy(Df(X))) =

= A0,1 [0y (DS (X))] = B0, [0, (X)]
Por lo tanto f*¢ € A. O
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Entonces podemos describir la accion en la holonomia como
hole,y = holpp,y.g.

para f € G,; donde f(y) = y - g%, p(y) = *. En particular, para f € G, y para y, € p_'(x) fijo,
tendremos que holy,, = holyy,y, -
Por la identificacién del teorema 1.13, estd bien definida la accién de G y G, en A1(E,g) por
lo que se tiene una biyeccién de las clases A/G, en las clases AL(FE, g)/Gx.
La curvatura de una conexion ¢ € A, es la aplicacion bilineal antisimétrica g-valuada,
we N (B, g),
wy : TyExTyFE — g,

definida como
w:=dp+pAep.

En esta definicién, el producto alternante
aANB=a®B-8a,

de 1—formas g—valuadas, es una 2—forma que toma valores en el haz vectorial A%g de vectores
antisimétricos del espacio vectorial de productos tensoriales g®2. La derivada exterior de una
1—forma g—valuada, «, se define en sus componentes como una 2—forma g—valuada. Explici-
tamente si consideramos una base €1, ..., €,, de g, y si consideramos la descomposicién

n
a= E Qs
k=1

donde «y, son 1—formas en E, aj € C* (E,AlT*E), entonces

n

da = Z (dag) €.

k=1

~

Se demuestra que la en esta definicién da no depende de la eleccion de la base é1, ..., é,.
El grupo de Gauge también actia en las formas de curvatura.

Lema 1.15 (Lema 5.2. en [N]). Si w es la curvatura de una conezion ¢, y si f € G, actia segin
fly)=y-g cong € G, para p(y) =z, x € M,y € p~'(x), entonces

(f*w)y = (legfl o wy.g) o DR,.

Consideremos trivializaciones del haz principal (p, E, M), es decir, consideremos una cubierta
abierta V,, para M, para la cual estdn bien definidas secciones del haz principal

Sa Vo —=p t(Va) 2 VyxG.

Notemos que s} E define un G—haz principal sobre V,. Denominamos a la seccién s, como
gauge local del haz principal.
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Dada una conexién ¢ € A del haz principal, definimos el potencial local de gauge en V,,
como la 1—forma g—valuada,

Aa = SZ;(P € Al (Vaa g)a

La coleccién de 1—formas g valuadas no necesariamente define una 1—forma en la base del haz
principal M. Consideremos un punto en la interseccién de dos abiertos x € V,N V3 # (), entonces
existe un g € G, tal que

sal@) - g = s5(a).

Definimos las funciones de transicién como las aplicaciones,
gag:VaﬂVﬁHG,

tales que so(2) - gap(x) = sp(x).

Teorema 1.16 (Teorema 5.1.1 en [N]). Consideremos el haz principal (p, E, M) con fibra G,
y sea V,, una cubierta abierta de la base M con secciones so : Vo — p~1(Va). Supongamos que
VaNVg #0, y sean gop : Vo NV — G, las funciones de transicion. Entonces

Ag = 2[09,55 o A + 9,30

donde 0, : T,G — g es la forma canénica de Cartan en G definida por

09<X) = [D(Lgfl)(g)] (X)7 Xeg

L, es la accion por traslacion izquierda en G, Ly(g') = g - ¢'. Usando una notacion de grupos
de matrices tendremos

Ag = g;ﬂlAagag + g;ﬁldgag. (1.8)

Para la curvatura w de una conexién ¢, se definen 2—formas g—valuadas F4« en los abiertos
Vo, correspondientes a las trivializaciones s, : Vo, — p~1(Vy),

F,:=s"

(0%
Denominamos campos locales de fuerza a las 2—formas g—valuadas, F2 € C*® (V,, g).

Teorema 1.17 (Teorema 5.2.3 en [N]). Consideremos el haz principal (E,p, M) con fibra G,
y sea Vo, una cubierta abierta de la base M con secciones sq : Vi — p‘l(Va). Supongamos que
VaNVg #0, y sean gag : Vo NV — G, las funciones de transicion. Entonces

Fy = 20,1 0 Fa. (1.9)

Como en grupos de matrices Ady(A) = gAg~", entonces podemos escribir la identidad (1.9)
como

Fﬁ = g;ﬁlFagaﬁ.
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Nos concentramos ahora en el caso de un grupo G abeliano, especificamente en G = U(1).
Entonces, el teorema 1.17 implica que en la interseccién V, M Vg, de dos trivializaciones, se tiene

Fo = Fj.

Es decir, la coleccién de 2—formas locales g—valuadas en M, Fy,, que son los campos de fuerza
locales, define una 2—forma g—valuada global en la base M, ver [Bl], [Moo] pagina 18. Denotamos
dicha forma como

FecC>*(M,g),

Como g =+/—1R en el caso G = U(1), entonces F' es una 2—forma imaginaria, es decir
F4 = —/=1F € C> (M, A\*T* M)

es una 2—forma real, a la que llamamos 2—forma (real) de curvatura de la conexién . El
superindice A hace énfasis en que F4 depende de la coleccién de potenciales locales de gauge,

A={A.}.

Adem3s localmente se tiene

FA = —\/—1dA,,

por lo que las 2—formas de curvatura son cerradas.
La clase de cohomologia de De Rham, es un invariante del haz principal (p, E, M) con fibra
U(1), ver [N]. En efecto, para dos conexiones goAl , goAQ, se tiene

FA - FX = —/—1d (AL - A2),

debido a los cambios de coordenadas (1.8), se tiene que las secciones a, = Al — A2 definen
1—formas a en la base M y por lo tanto F&“l — F&“Q = —+/—1da,. Por lo tanto, se tiene que
e € H? (M,R), la clase de cohomologia real con valores en los enteros

o= — [F4] € H* (M, R).

:271'

es un invariante topoldgico del haz principal. A este invariante se le concoce como clase de
Euler.

Para clasificar las conexiones en un haz principal (pE, M) con fibra U(1). Consideramos el
siguiente teorema.

Teorema 1.18 (Teorema de Clasificacién de Conexiones Unitarias, [Moo| pagina 31). Para un
haz vectorial complejo unitario m: L — M en una variedad compacta M, existe una biyeccion

A/G, = U1L)" x (A2M)e.

donde (A*M)o C C*® (M, AQT*M) , es el espacio de las 2—formas cerradas que representan la

clase de Euler e del haz vectorial. El entero positivo by es el rango de la 1—homologia libre
singular de M, Hy(M).
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Para ver la definicion de conexiones unitarias y clase de Euler en un haz vectorial unitario
m : L — M, ver por ejemplo [Moo| seccién 1.5. En particular notamos que tienen los haces
vectoriales complejos unitarios tienen funciones de transicién en U(1), por lo que existe una
correspondencia biyectiva entre estos haces y los haces principales con grupo U(1). También al
comparar los potenciales locales A,, notamos que existe una correspondencia biyectiva entre
conexiones untitarias en el haz vectorial unitario y las conexiones en el haz principal con fibra
U(1).

Por lo tanto, para un haz principal (E,p, M), sobre una variedad compacta M, con grupo
de Lie G = U(1), existe una biyeccién

A/G. = U1)" x (A2M)e.

donde (A?M)e C C® (M S AN2T*M ) , son las 2—formas que representan la clase de Euler e del
haz principal. El entero positivo by es el rango de la 1—homologia singular de M, Hy(M).

Para construir la aplicacién biyectiva A/G, — U(1)" x (A2M),, se considera una coleccién
fija de trayectorias lineales a pedazos cerradas fijas l1,...,ly,. Suponemos que las clases de
homologia [l1], ..., [ly,] € H1(M) son generadoras de la parte libre. Entonces para cada conexién
moédulo Gauge [p] € A/G,, se consideran las holonomias holyy, (11), ..., holgy, (b, ), a lo largo
de todas las trayectorias .

Por otro lado se considera se considera para cada [¢], su 2—forma de curvatura F4. En
particular si el haz principal es trivial, e = 0 y en este caso la coleccion de potenciales locales
de gauge, A,, define una 1—forma imaginaria global

AeC>®(M,g),
cuya derivada sirve para definir la 2—forma de curvatura mediante,
FA = —\/~1dA.

También en el caso abeliano se tiene una simplificacién para la descripcién de A/G, ver [Moo]
pagina 29, pues se tiene una biyeccidn,

A/G — A/G..
Supondremos que G es un grupo de Lie compacto y conexo.

Lema 1.19. 1. Para trayectorias I',1" € L, se tiene holyy, (I - 1") = holy,y, (I') - holgy, (I").

2. Para cualquier trayectoria l € Ly, holy,, (I71) = holy,,, (1)71.

Demostracion. 1. Consideremos una conexién fija ¢ € A. Consideremos dos trayectorias I, I

~ o~
/ l//

ys: 1z, donde tomamos punto

con puntos inicial y final x y sus respectivos levantamientos [

fijo y. € p~1(») y el punto z, =l (1) =y - g’

Entonces para los puntos finales se tiene I;, (1) = y«-¢’, 17 (1) = z.-¢” donde ¢, ¢" € G.

Con esto podemos considerar el levantamiento de [ = 1" -1', I, =l - I; para el cual se

tiene punto final

/
Y

~ ~

ly* (1) :l’z’* . l;* (1) =2z, - g” _ (y* . g') -g” =y, - (g'g”) .
Por lo tanto holyy, (I - 1") = holgy, (I') - holg y, (7).
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2. Consideramos el levantamiento lg*l de I71, donde z, es el punto final del levantamiento
~ |

ly,. Entonces lz_*lzly* . 1Si ly, (1)y« - g, entonces l;*1 (1) = yx = 2, - g~ . Por lo tanto,

O

Proposicién 1.20. Dos lazos lineales a pedazos 1,1 € L, definen la misma holonomia si son
equivalentes maodulo retrazo y/o reparametrizacion, [l = [I'] € Py. Por lo tanto, estd bien definida
la aplicacion
holy, : A/G, — hom (Py,G)
[p] — holy.y,

Demostracion. La prueba en la categoria suave estd contenida en el teorema de representacion
de [Ba2] pag. 1178, y [Le] teorema 4.4. En el la categoria analitica dentro de [AL] seccién A.1
pagina 2182.

En la categoria lineal a pedazos que es la que nosotros consideramos, podemos seguir los
mismos argumentos de [Ba2] seccién 2.1.2. Supongamos que l; ~ lg, con [l1] = [l2] € P, entonces
li-l5 ! es equivalente médulo retrazo a la trayectoria constante I, = . Un ejercicio de ecuaciones
diferenciales verifica que dos trayectorias [,1’ € L, equivalentes bajo reparametrizacién, definen
la misma holonomia. Consideremos una secuencia finita lo,l1,...,Ixy donde [y - I5 L=y Ny Lo =1
y donde cada pareja li, lp11 es equivalente médulo reparametrizacién y/o retrazo simple para
k=0,...,N—1. Gracias a que segin el lema 1.19, hole, (I'-1") = holyy, (I') - holyy, (I") v & que
holey, (I7Y) = holy.y, (1)7! para 1,1',1" € L, se tiene que idg = holgy, (11 -1;"). En consecuencia

idg = holgy, (11 - 151) = holpy, (1) - holg.y, (I31) = holepy, (11) - holpy, (12) 71,
de donde holy y, (I1) = holy y, (12). O

Se verifica que dos trayectorias [,I’ € L, equivalentes médulo retrazo, definen la misma
holonomia, ver [Ba2].

NOTACION. en los sucesivo fijamos el punto y, sobre la fibra de x y abreviamos la notacién
haciendo hol := hol,,. De esta manera escribimos:

hol : A/G. — hom (Py,G)

o o hol, (1.10)

OBSERVACION. En el caso abeliano hol,, no depende del punto en la fibra y,.

1.4. Apéndice: k—formas discretas en complejos simpliciales

Como referencias para esta seccién, ver por ejemplo [So|, [DLM], [Ar] capitulo 7. Considera-
mos la realizacién geométrica de un complejo simplicial |K| y un homeomorfismo H : |K| — M
donde M es una variedad. Denotamos la imagen de un simplejo de dimensién k por o := H(|o|) C
M, donde |o| C |K| es un simplejo de dimensién k. Denotamos K* la coleccién de simplejos
o C M de dimension k,

K*:={occ M |dimo =k}.
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Denotamos |K|®) C |K| el k—esqueleto formado por los simplejos de dimensién a lo més k,
es decir

IK|®) = U{|o] | |o| C |K| es simplejo dimo < k} C |K].

El grupo de k—cadenas simpliciales de dimensién k, Si|K | consta de la coleccién de sumas
formales

Ny,
> e
n=1
donde K* = {o',..., 0™} y 1, € Z, es decir,
Ny
Sk K| = {Zrnan | rj € Z}.
n=1

Definiciéon 1.21. Definimos las k—formas discreta 6 k—cocadena, como las funciones w :
Sk|K| — R. Denotamos el conjunto de k—cocadenas discretas por

AEM = hom (S| K|, R).
Una k—forma discreta w evaluada en una k—cadena simplicial, tiene valor
Nj, Nj,
w (Z rn0”> = Z rpw (0™);
n=1 n=1

por lo que basta definir los valores w(o?) de w en el conjunto K*.
Observamos que una k—forma suave w € C>®(M, A*T* M) tiene asociada una k—forma dis-
creta wq, definida a partir de la funcién

wq (o) :Z/w, oe K.

El operador borde 0 : Sg|K| — Sk_1|K]| estd bien definido para cadenas simpliciales ya que para
simplejos abstractos o = [vgv; ... vg] el borde se define como

Ovovr ... vx] = > (=1 [vo, ..., Ty, ..., vg]-
J
0 induce un operador de coborde para las formas discretas, (dw)(o) := w(dw).

d: ASM — AR

Una k—forma discreta cerrada w es aquella que satisface dw = 0, la condicién 0o 0 = 0 implica
dod = 0. Si una k—forma suave w es cerrada, se verifica que la forma discreta wy € Ale
también es cerrada.

Se tiene el siguiente resultado, ver por ejemplo [DLM] corolario 25.
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Teorema 1.22 (Lema de Poincaré discreto). Sea M homeomorfa a una bola, dim M = N con
borde OM homeomorfo a una (N —1)—esfera. Sea H : |K| — M, una estructura lineal a pedazos,
Yyw e Aij una k—forma discreta cerrada. Supongamos que existe un vértice v € K° tal que

VA € K simplejo dimA = N, z € A.
Entonces existe una (k — 1)—forma discreta n € AS_IM tal que dn = w.

Definicion 1.23. El espacio de k—cadenas con coeficientes reales o k—corrientes dis-
cretas, es el espacio dual de funciones lineales,

(AEM)" := hom (Ale, R)
el cual se puede generar a partir de las funciones

F™(w) := w(c™), donde n =1,..., Ny, con K* = {o!,... o™},

1.5. Apéndice: Limites inyectivos y proyectivos

Una referencia basica para limites proyectivos en el contexto de espacios de probabilidad es
por ejemplo [Dal, seccién 1.3. En el caso de limites proyectivos e inyectivos de espacios vectoriales
topoldgicos que serd de nuestro interés se puede consultar [Scl, [Ko.

Consideremos una familia X;, ¢ € I, de grupos topolégicos Hausdorff localmente compactos,
donde (1, <) es un conjunto parcialmente ordenado, y una coleccién 7;; : X; — X; epimorfismos
continuos para todo j = ¢. El limite proyectivo lim X; es el subconjunto del producto car-
tesiano [[,; X;, formado por las colecciones m—compatibles. Es decir, consta de las colecciones
{zi}ier € 11; Xi, tales que mji(x;) = x; para todo j > i. La topologia proyectiva es la topo-
logfa como subespacios del espacio [ [, X;. Es la topologia mas débil tal que son continuas las
proyecciones ; : @ﬂ X; — X;.

Lema 1.24. liin7r X, hereda las propiedades de la familia X;, es Hausdorff, en el caso de grupos
compactos X;, es compacto (Tychonoff). Si'Y es otro grupo topolégico que satisface t; : Y — X
son homomorfismos continuos, con t; = mj; ot;, entonces existe un homomorfismo continuo
t:Y — liinﬂ X;, y diagramas conmutativos

Sea X; una familia de grupos topolégicos Hausdortf, localmente compactos, ¢ € I un conjunto
parcialmente ordenado. Para una coleccién de monomorfismos ¢;; : X; — X, para todo i < j,
el grupo limite inyectivo, h_r)nb X, es

Ui X/ ~,
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donde la relacién de equivalencia es x; ~ x; si ¢;;(x;) = x;. El limite inyectivo tiene la topologia
mas gruesa tal que al tomar clase, las aplicaciones ¢; : X; — h_r)nb X, son continuas.

En el caso de que X; sean espacios vectoriales topolégicos podemos identificar h_II)lL X,; como
un subespacio de @;X;. En general no tiene la estructura de grupo topoldgico.

Lema 1.25. Si existen monomorfismos continuos t; : X; — 'Y, tales que t; = t;j o 1;5, entonces
existe un monomorfismo continuo t : limL — Y y diagramas conmutativos

1.6. Apéndice: Medidas

Referencias basicas para los conceptos de teoria de la medida empleados en esta tesis son
por ejemplo [CD], [Bi], [Ru], [KF], [HL], [Da)].

Consideremos un espacio topoldgico X Hausdorff, localmente compacto. Una medida bo-
reliana (positiva), es una funcién numerablemente aditiva, p: Z — [0, 00], en la c—élgebra de
borelianos provenientes de la topologia Z. Si u(X) < oo, decimos que es una medida finita.

Se define el soporte de 1 como un conjunto cerrado sop u C X que satisface

1. (X —sopu) =0.

2. u(G N sopu) > 0, para todo abierto G, tal que G N sop p # 0.

El soporte es tinico médulo conjuntos de medida 0.

No toda medida tiene soporte. Sin embargo, si X es segundo numerable entonces toda medida
tiene soporte.

Consideramos medidas borelianas con signo en X, p : 4 — RU{oo}. u admite una descompo-
sicién g = u+ —p~ donde p* son medidas positivas, [CD] D.7. La medida positiva |p| = ut 4 p~
se llama variacién total de p.

De manera anéloga las medidas complejas, p, toman valores en RU{+00}++v/—1(RU{+00}),
se descomponen como p = (ugh — pz) + vV —1(ud — pg).

Se suele anadir mas estructura al espacio de medidas. Una medida boreliana (positiva) u, de
un espacio topolégico Hausdorff, localmente compacto, X, se llama regular si

1. p(U) =sup{u(K) | K C U, K es compacto} .
2. w(U) =inf {u(A) | U C A, A es abierto}.
3. u(K) < oo para todo compacto K C X.

En una variedad toda medida boreliana se puede regularizar tiene una medida exterior
regular. Ver [Fe] para el caso R™.
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Los mismas definiciones aplican para medidas con signo (resp. complejas) usando las condi-
ciones sobre las componentes p* (resp. ,ui, ,ug)

Una medida de Radon (real) en un espacio Hausdorff localmente compacto X es una funcién
lineal continua en el espacio de funciones continuas con soporte compacto C.(X,R), provisto de
la topologia inductiva de las normas del supremo en los espacios de funciones continuas en
compactos C(K,R), K C X, méds detalles por ejemplo en [CD] pdgina 430. A una medida
boreliana regular con signo p se le asigna una medida de Radon fi mediante

()= [ fdn, f € CXR),

El reciproco también es cierto, ver por ejemplo [CD] pégina 48 o [HL].

Teorema 1.26 (Riesz). Sea X un espacio Hausdorff, localmente compacto, dada una medida
de Radon
f:C(X,R) =R

en las funciones (complejas) de soporte compacto C.(X,R), continuo en la restriccion a C(K,R)
para todo compacto K C X . Entonces existe una medida boreliana reqular con signo pu € 9 (X)
tal que

a(v) = / Wdp, para todo ¥ € C.(X,R).
X

Ademds, si el funcional es positivo (V) > 0, para toda ¥ > 0, entonces la medida es positiva,

e MH(X).
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Capitulo 2

Escalas y conexiones ('—planas

En el capitulo anterior hemos definido el grupo de lazos lineales a pedazos de holonomia
P, de clases médulo retrazo y reparametrizacién de lazos lineales a pedazos en M basados
en un punto fijo x € M, (definicién 1.12). También hemos definido una conexién generalizada
como la holonomias definidas a lo largo de clases en Py, es decir como un punto de hom (Py, G).
Hemos visto como las conexiones médulo gauge A/G, de un haz principal dan lugar a conexiones
generailzadas.

En este capitulo describiremos el concepto de escalas empleado en [MMZ], el cual nos per-
mitra definir conexiones C'—planas. Los resultados de este capitulo no son originales sino que
para conveniencia del lector conforman un compendio del formalismo esbozado en [MMZ]. La
unica parte novedosa es la seccién 2.5 en donde se describe el grupo de lazos de holonomia Pc; .
a una escala fija como el grupo fundamental de una grafica.

1. Definiremos una sucesién de escalas &, etiquetadas por ¢ € N. Cada escala tiene asociada
una estructura lineal a pedazos pedazos en M, ¢; : |C;| — M, donde |C;| es un poliedro,
y también un homeomorfismo h; : Sd|C;| — M de cierto complejo simplicial Sd |C;|. Para
dos escalas distintas tendremos que h; *oh; : Sd|C;| — Sd|C;| es una aplicacién simplicial
con j > 4.

2. El grupo de lazos de holonomia a una escala fija, P¢, ., descrito en [MMZ], se correspon-
dera con el grupo fundamental del 1—esqueleto h;(Sd |C;|™M)). El espacio de las conexiones
C;—planas, serd hom (P¢;, 4, G). Esto lo demostramos en la seccién 2.5.

3. Empleando la inclusién de 1—esqueletos h;(Sd|C;|(M) C h;(Sd|C;|(V), tendremos la in-
clusion Pg; » en P, + y entonces obtendremos las aplicaciones de engrosamiento definidas
en [MMZ],

7j; - hom (ch,*, G) — hom (P¢, ., G), © < j.

Asi obtendremos el limite proyectivo
A/G. = limhom (P, ., G)

de conexiones C;—planas.

4. Describiremos la relacién de este espacio .A/G, con las conexiones generalizada en hom (Py, G).
—

35
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5. Aunque no serd necesario en el resto de la tesis, al final del capitulo describiremos una
coleccion de generadores y una presentacion para Pg; .

2.1. Descomposiciones celulares y escalas

En esta seccion nos interesa definir el concepto de "escalas” en una variedad M a partir de
estructuras lineales a pedazos en M.

Consideramos una variedad suave M, provista de una estructura lineal a pedazos (P, ¢)
compatible con la estructura suave, ¢ : P — M donde P = U;c;7;/ ~p es un poliedro, recordar
definicién 1.10.

Definicidon 2.1. Definimos la descomposicion celular C' de M, asociadas al poliedro P. Como
el conjunto de imégenes ¢ = ¢(a) C M, de células del poliedro a C P. Recordemos la definicién
de células de un poliedro 1.5.

NOTACION. Para hacer énfasis en el papel que jugardn las descomposiciones celulares, denota-
remos los poliedros P:
ICl=P

de tal manera que la estructura lineal a pedazos se puede escribir como
¢:|C|— M, donde |C| es poliedro. (2.1)

Proposicion 2.2. Se tiene una descomposicion como union disjunta de células de C',

M:|_|c.

ceC

Demostracion. Por la sobreyectividad de n¢| : Uier — |C|, para todo punto z € |C] existe
un punto en la unién disjunta y € U;crm, y estd contenido en el interior de un politopo 7;
o bien en el interior de una cara 7,; C 7; (recordemos que el interior de un politopo es el
complemento de sus caras propias). Esto prueba que |C| es unién de células de politopos, por
tanto M es union de sus imagenes en M. Para verificar que se trata de una unién disjunta,
consideremos dos células a,a’ C |C|. Consideremos la familia F de todos los politopos 7; y
todas sus caras. Supongamos que a = n¢|(int7,:) y o’ = n¢(int7y;), donde 7,;,7,; € F. Si
ana’ # 0 entonces (7p,;,7,,;) estan en la relacién Rp que define el poliedro P = |C/|. Por tanto
7 C Tpis Ty C Tqs ey(i) Do (7f) # 0, y una biyeccién afin fTiH’T]/'/ : 7/ — 7. Por lo tanto
nc(7}) = nc|(7{") C |C]. De hecho como n(int7,;) Nn(int7y ;) # @ entonces podemos considerar
7

T =Tpi y T],-/ = Tq,j> Por tanto )¢ (74,5) = 1)c|(7p,i) ¥ entonces a = a = Ny (int7p ;). O

Definicién 2.3. Consideremos un poliedro |C| con descomposicién celular C'y una eleccién de
puntos {z. € ¢ | ¢ € C} a los que llamaremos baricentros del poliedro. Si consideramos el
complejo simplicial Sd |C| como en la proposicién 1.2, diremos que una aplicacién afin biyectiva
T :S8d|C| — |C|, es una triangulacién baricéntrica. Denotamos

h:=¢oT:Sd|C| - M

Las imagenes de los vértices de Sd |C| corresponden al conjunto de baricentros {z. € ¢ | c € C'}
Si |K,| € Sd|C| es un simplejo entonces la coleccién de células h(|Ky| — 0| Ks|) C M forman
una descomposicién celular baricéntrica de M.
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NOTACION. Denotamos el k—esqueleto de la triangulacién baricéntrica Sd|C|, como Sd |C|*),
es decir Sd|C|®) es la realizacién geométrica de un subcomplejo simplicial de dimensién & de
Sd|cy,

Sd|c|® c sd|C|.

Denotamos la coleccién de k—simplejos de Sd |C| como
Sd|C|* == {|K,| € Sd|C| | |K,| es un simplejo, dim |K,| = k}.

Por otro lado al conjunto h(|K,|) C M de imédgenes de simplejos orientados de dimensién k en
Sd|C|, 1o denotaremos por Sd C*.

(Sd|C’|’“,h> = {h(|K,|) € M | |K,| es simplejo de $d|C], dim |K,| = k} .
Ademds adoptaremos la notacion
o= h(|K,|) € (Sd|C|*, h),

para las imdgenes de los simplejos de Sd |C| en M.

Figura 2.1: Una porcién de un poliedro |Cj| y su triangulacién baricéntrica Sd |C;| en dimensién
2

Definicién 2.4. Diremos que una sucesién
& = {(|Cil, ¢i; S |Ci|, Ti) bien,

de estructuras lineales a pedazos ¢; : |C;| — M compatibles con la estructura suave de M, y
triangulaciones baricéntricas T; : Sd |C;| — |Cy|, constituyen una sucesién de escalas si:

1. |C;] es subpoliedro de |C;j| y ¢; ' 0 ¢; : |Cj| — |C;| es una biyeccién afin. En particular,
ambas estructuras lineal a pedazos sobre M son isomorfas segin la definicién 1.10, pues
toda subtriangulacion rectilinea H : [K| — |C;| del poliedro |C}| induce una triangulacion
rectilinea ¢; ' o ¢; o H : |K| — |C;| del poliedro |Cj].
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2. Tiene propiedad de refinamiento en las triangulaciones baricéntricas: El complejo simplicial
Sd|Cj| es subtriangulacién del poliedro Sd|C;| con aplicacién afin hy ' o h; : Sd|C;| —
Sd|C;|, donde h; = ¢; o T;.

3. Es una sucesién exhaustiva: Para todo abierto U C M, existe una escala (|C;|, ¢i; Sd|C;i|, T;)
y una célula ¢ € C;, dimc¢ = dim M, tal que ¢ C U.

Por la primera condicién cada célula en C; se descompone en unién finita de células de Cj. Por
la segunda condicién cada k—simplejo o € (Sd|C;|¥, h;) es unién de k—simplejos, 0 = ol U---U
0", o™ € (Sd|Cj|*, h;) para toda j > i. En este caso diremos que la escala (|Cj|, ¢4; Sd |C;], T;)
es mas fina que la escala (|C;|, ¢;; Sd|C;|, T;). Esta es una relacién en & que se corresponde
con el buen orden de los naturales.

Figura 2.2: Un poliedro C; y su triangulacién baricéntrica Sd|C;y1| en una escala mds fina

EJEMPLO. Consideramos un complejos simplicial |[K| y un homeomorfismo h : |K| — M donde
para cada coordenada baricéntrica ¢, : |K,| — RFT! la composicién h o ¢7! : |K,| — M,
es suave. Entonces es posible considerar el complejo simplicial |K| como poliedro y h como
una estrutura lineal a pedazos compatible con la estructura suave de M. Definimos el complejo
simplicial Sd | K| como las subdivisién baricéntrica del poliedro | K| que corresponde a la eleccién
de los baricentros geométricos z, = ¢;1(k—}r1, e k—}q) en cada simplejo |K,| C | K], segun se
construyé en la proposicénl.2. Se define inductivamente Sd?|K| = Sd(Sd*~!|K|). Consideremos
la sucesién de poliedros |Cy| = |K| y |C;| como la i—ésima subdivisién baricéntrica sucesiva
Sd'|K| de |K|. Notemos que Sd|C;| = Sd"t1|K|. Consideremos las inclusiones afines Tj;1,; :
Sd*Y K| — Sd'|K|, y definemos las estructuras lineales a pedazos

QSi = Tl,O O OTH—Li : SdH—llK’ — M.
Verifiquemos que (Sd’|K|, ¢3; Sd" ™| K|, Ti11,) es en efecto una sucesién de escalas:
1. Elpoliedro Sd’| K| es subpoliedro de Sd*| K| con aplicacién afin ¢;1o¢j = Tjt10--0Tj 1.

2. Para ver la propiedad de refinamiento para triangulaciones baricéntricas vemos que Sd/ 1| K|
es subtriangulacién de Sd“*1|K| con aplicacién afin h; o hj_l =Tit150 -0 Tjp1.
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3.

2.2,

Para garantizar que se trata de una sucesién exhaustiva consideramos una distancia dist, <
V/2, en cada simplejo | K| C |K| de dimensién maxima dim | K| = dim | K|, dicha distancia
estd definida en (1.1). Entonces todo simplejo de la subdivisién baricéntrica |K,/| C Sd |K,|
tiene didmetro

diam, (|K,/|) < max diste (o, , To,)

donde x4, , x4, € |K,|, recorre los baricentros de los subsimplejos de | K| (incluyendo los
vértices de |K,|). Por argumentos geométricos, para todo subsimplejo |K,/| C Sd |K,|,

N -1

i o Ko’ S
diam, (| ) N

diam, (| K |).

Entonces por compacidad de M para £ > 0 existe una escala (Sd*|K|, ¢;; SdT K|, Ti11,)
suficientemente fina tal que

N—-1\°
A ix {di K < | —= 4 i K
%N{m{ iamo (| o'>}}—( N >a,d£?na;;Ndlamo<l o) <e

donde |K,| recorre todos los simplejos de Sd*|K|, y donde |K,| es cada simplejo de |K]|.
En particular para toda dist,—bola B contenida en h; '(U) N |K,|, donde U C M es
un abierto cualquiera, existe un simplejo |K,/| C Sd'|K|, dim|K,| = N, contenido en
B C h; 1(U). Por lo tanto en cualquier abierto U C M, existe un N—simplejo o/ C
M, o' € (SdH KN, k), tal que o/ C U.

Conexiones ('—planas

En esta seccién definiremos la nocién de conexiones C'—planas asociadas a una descomposi-
cién celular C, segin [MMZ].

Consideremos una escala fija (|C/|, ¢; Sd|C|, h). Definiremos una relacién de equivalencia ~¢

en la

coleccién de trayectorias lineales a pedazos

L={1:]0,1] = M | [ es lineal a pedazos} .

Lema 2.5. Dada una trayectoria lineal a pedazos | € L existe una unica coleccion de células
c, € C,k=1,...,m tal que

1.

2.

La union disjunta UJ* ¢ cubre la imagen 1([0,1]).
LIFY ¢k es cubierta minima, es decir, deja de ser cubierta si no consideramos alguna célula.

Las células se pueden ordenar como una secuencia de células (no necesariamente distintas)

(Cly.vyCn)

tal que c; # cjy1, con ¢jNcjp1 = ¢jp1 0 bien ¢;NCj31 = ¢j, para j = 1,...,n—1. Diremos
ésta es una secuencia de células disjuntas adyacentes.
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Demostracion. Como vimos en la proposicién 2.2 la unién disjunta de todas las células cubre
M por lo que la imagen de [ es cubierta por células ci,...,cn, elegimos esta cubierta tal que
1([0,1))Neg # 0 para k = 1,...,n. Claramente es minima ya que es unién disjunta y si quitamos
una célula, deja de estar cubierta la imagen en [([0, 1]) N ¢. Para ver que es dnica consideremos
otra cubierta LIj,_, ¢}, entonces para toda c; de la primera cubierta elegimos ¢j en la segunda
cubierta que cubre ([0, 1]) N ¢;. Entonces ¢; N ¢}, # 0 en consecuencia ¢, = ¢}, asi concluimos
que la cubierta LIj,_, ¢} es la misma cubierta que LIJ* ¢y

Como [ : [0,1] — M es lineal a pedazos, existe una particiéon tg =0 < --- < ty = 1 de [0, 1]
tal que I([tg,tx+1]) estd contenida en la imagen ¢(px) C M correspondiente a un politopo pj del
poliedro |C|, ¢ : |C| — M, y tal que la aplicacién ¢! ol : [tg,txr1] — pr C |C| es inyectiva
y afin, por lo tanto la imagen es un segmento de recta. Consideremos una cara ¢ de ¢;(px) tal
que intersecta el segmento de recta [([ty, tx+1]). Entonces I([tx, tkt1]) N€ = {([tg, tr+1]) N c es un
compacto conexo (es un segmento cerrado de recta), de donde por inyectividad y continuidad

Ji(e) = 7V ([t tiea]) N ) < [0,1],
es un intervalo de [0, 1]. Entonces [~!(c) consta de una unién finita disjunta de intervalos

U{Jk(c) = T([tr, trya]) Ne # 0}

Si Ji(c), Jr+1(c) son dos intervalos adyacentes, es decir si,

Jr(c)N Jk+1(0> #06 Jk(C) N Jk+1(6) # 0,

entonces su unién es otro intervalo. Uniendo intervalos adyacentes J(c), hasta un intervalo
maximal

Ly(c) = Jiu(c) U Jppr () U+ U Jpap (c),

podemos considerar una unién finita y disjunta de intervalos no consecutivos Ls(c) C [0, 1] tales
que

Finalmente reetiquetando todos los intervalos Ll.Ll, L,-(¢) como LI;LZII j, tenemos una coleccion

de intervalos adyacentes disjuntos de [0,1], [;, j = 1,...,n tales que U7_;I; = [0,1]. Esto lo
escribimos como

L << I
Consideramos la secuencia de células no necesariamente distintas ci, ..., ¢, donde I(I;) C ¢; N
1([0,1]). Notemos que ¢; # ¢j4+1. Ademds por continuidad 6 bien ¢jN¢; 41 # 0, 6 bien ¢;Ne1 # 0.
Es decir, 6 bien ¢; es cara de c;j11 6 bien ¢j11 es cara de c;j. O

Definicion 2.6. De la demostracién anterior tenemos que para toda trayectoria lineal a pedazos
[:[0,1] — M, existe una secuencia de intervalos adyacentes consecutivos

L < - <1y,

tal que para todo x € I, el intervalo Ij es el intervalo maximal conteniendo z, tal que I(I)
estd contenido en alguna célula ¢, € C.
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Decimos que la trayectoria lineal a pedazos [ : [0,1] — M recorre la secuencia de células
adyacentes

(Clv' : 'acn)‘

Las células ¢; son en general de de dimensiones distintas.

Definicién 2.7. Consideremos dos trayectorias [,!’ € L, decimos que son equivalentes médulo
la descomposicién celular C, | ~¢ I’ si recorren la misma secuencia de células disjuntas,
descrita en la definicién 2.6.

La relacién ~¢ es una relacion de equivalencia.

Proposicién 2.8. Exziste una correspondencia biunivoca entre clases [l]c € L/ ~¢ y colecciones
ordenadas de células disjuntas adyacentes

—(c1,...,¢pn), donde o bien GjNcjq1 =cjq1 6 bienc;NE1 =¢j, j=1,...,n—1.

Demostracion. La asignacién [lJc — (c1,...,¢,) es inyectiva pues si [,1’ recorren la misma
secuencia de células adyacentes entonces por definicién [l]c = [l']¢. Es sobreyectiva: dada una
secuencia de células adyacentes (cy, ..., ¢,) consideramos una trayectoria [ € £ de la forma

donde t;, ,,_, es una aplicacién afin que tiene por imdgen una arista 7, € (Sd|C|!, h). Dicha
arista tiene vértices xj,xr_1 los cuales corresponden a los puntos final e inicial de ¢
respectivamente, es decir,

Tk, Tk—1

twk,zkﬂ(o) = Tp-1, twk,wkﬂ(l) = Tk-

Por tratarse de células adyacentes podemos hacer la composiciéon de trayectorias [. Notemos que
si la imagen de t,, ,, , es una arista entonces podemos asociarle una pareja ordenada de células
adyacentes (ck_1,cx) dentro de la secuencia de céluas adyacentes (ci,...,¢,). El punto inicial
Tp_1, de t; coincide con el baricentro xp_q de c;_1, mientras que el punto final x; coincide con el
baricentro de c;. De esta manera, la cubierta disjunta de células U’J?Zlcj estd asociada a [l]c. O

Proposiciéon 2.9. 1. Si(c1y...,cn) es la secuencia de células adyacentes asociadas a la tra-
yectoria lineal a pedazos | : [0,1] — M entonces (cp,...,c1) es la secuencia de células
adyacentes asociada a la trayectoria I=(t) = 1(1 —t).

2. Si(c1,...,cn) es la secuencia de células adyacentes asociadas a la trayectoria lineal a pe-
dazos 1 : [0,1] — M y si s : [0,1] — [0,1] es una funcion continua lineal a pedazos
creciente, s(0) = 0,s(1) = 1, entonces la trayectoria lineal a pedazos que se obtiene de la
reparametrizacion U'(t) := 1(s(t)) tiene asociada la misma secuencia de células adyacentes

(C1y..yCn).

Demostracion. Para la primera afirmacién consideremos la secuencia de intervalos adyacentes
consecutivos I, . .., I, tales que [(I}) es el intervalo maximal contenido en una célula ¢, entonces
los intervalos I, = {1 —¢ : t € I;;} son intervalos maximales tales que [~1(I}) estd contenida en
una célula cy.
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Figura 2.3: Una trayectoria [ € L, y la secuencia de células correspondiente [l]c =
(COacla s 709500) € E*/ ~C

Para la segunda afirmacion consideremos los intervalos adyacentes consecutivos I; < - -+ < I,
tales que tienen imagen maximal /(1) contenida en células c. Entonces I}, := s71(I}) es una
secuencia de intervalos adyacentes consecutivos con imagen maximal [ o s(I},) contenida en una
célula ci. Por tratarse de una funcién creciente y biyectiva [0,1] = I; U --- U I, y también
L << 1. |

Lema 2.10. Definimos
Lysajc)m)y = {l :[0,1] — h(Sd|C|M) | I es lineal a pedazos}.

Consideremos la relacion de equivalencia =~ de reparametrizacion en Eh( sd|c|m), entonces existe
una biyeccion

(Lh(Sd|C|(1))/ %) = L] ~c.

Demostracién. Consideramos la aplicacién [ — [l]¢, con dominio Ch( sdjc|m) Y codominio £/ ~¢
. Supongamos que !’ es reparametrizacién de [ entonces | =l o s donde s : [0,1] — [0,1] es una
funcién creciente con s(0) = 0,s(1) = 1. Entonces I’ = o s y [ tienen la misma imagen y
recorren la misma secuencia de células, segin la proposicién 2.9. Por tanto definen la misma
clase [I'|c¢ = [l]¢. Esto prueba que estéd bien definida la aplicacién

(‘Ch(Sd|C|(1))/ %) — L/ ~c.

Esta es una aplicacién inyectiva: Si dos trayectorias [, I’ recorren la misma secuencia de células
[l]c = [I'|c, entonces recorren los mismos vértices de h(Sd|C|(V), y corresponden a la misma
trayectoria

tnn—1-t21, con tyx—1(0) = 1, tpp—1(1) = zp.

Es sobreyectiva: Esto se probé en la proposicién 2.9. O
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Definicién 2.11. Dadas dos clases de reparametrizacion [l]x, [l'|lx € Ly,g4/c1)/ =, decimos
que son equivalentes médulo retrazo

si tienen representantes [,1’ € Eh( Sd|C|() equivalentes modulo retrazo y reparametrizacion, es
decir si I ~I.

Notemos que [ =~ I’ implica [ ~ I’ por lo que estén bien definidas las clases de < —equivalencia
y el cociente

(‘Ch(Sd|C\(1))/ %> /=

vy ademads como ~ es la clase de equivalencia moédulo reparametrizacién y retrazo, entonces se
tiene la biyeccién

(‘Ch(Sd|C\(1>)/ “) /= o Lysacmy/ ~-

Definiciéon 2.12. Por la biyeccién del lema 2.10, tendremos una relacién de equivalencia
moédulo retrazo en £/ ~¢ que también denotamos por <. Asi tautolégicamente tendremos la
biyeccién

(Lasaiorons/ =) /= = (L) ~e)/ =

Para trayectorias cerradas basadas en x también se tiene las clases de equivalencia y la biyeccion,

(Eh(5d|0|(1)),*/ %> /= e (L) ~c)] <. (2:2)
Las trayectorias cerradas
Lo={l:]0,1] — M | [ es lineal a pedazos, [(0) = (1) = x},
no constituyen un grupo con la composicién de trayectorias ya que no es asociativa la composi-
cion.
El conjunto L,/ ~¢ tampoco tiene estructura de grupo con la composicién de trayectorias
ya que no hay un inverso por ejemplo de [ - I~ con la composicién de trayectorias de células

como operador y con neutro la trayectoria constante x.
Por otro lado, si es posible es definir una estructura de grupo en

(Lsf ~0)/ = = (Eh(5d|0|<1)),*/ %) /=
Por ejemplo la clase de las trayectorias [ - [~! es el neutro del grupo.
Definicion 2.13. Definimos el grupo de C-lazos de holonomia, como
Pow i= (Laf ~c)/ = (2.3)

Dado un grupo de Lie compacto G, reconocemos las conexiones C-planas como el conjunto
de holonomias

hom (7)07*, G) .
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Lema 2.14. Se tiene el isomorfismo
Pos = Lysajo|mys/ ~ (2.4)

donde la equivalencia ~ es mddulo retrazo y reparametrizacion en Sd |C’\(1), recordar la definicion
1.11.

Demostracion. Se tiene la biyeccion

| (Lrsarcronad =) 1 =] = Pos.

Por otro lado existe una biyeccion

[(ﬁh(smcﬁl)),*/ “) / x} - <£h(Sd\C|(1)),*/ N):
Por lo tanto, se tiene una biyeccién

Peyw < Lysajcioy/ ~ -

Usando la estructura de grupo dada por la composicién de trayectorias, se verifica que es un
homomorfismo de grupos. O

El siguiente lema nos da una descripcién precisa de la relaciéon de equivalencia médulo retrazo
= defina segun el lema 2.10 por la biyeccién (2.2) para las trayectorias de células Ly/ ~¢.

Usando esta caracterizacién de las clases médulo retrazo en secuencias de células £,/ ~¢,
podemos probar la siguiente afirmacion.

Teorema 2.15. Eziste un epimorfismo de grupos
pre : Pi — Pox = Pex- (2.5)
Denotamos dicho homomorfismo por

pro(y) = [Y]e para v € Py (2.6)

Demostracion. Tenemos la aplicacién sobreyectiva
Lo — (L) ~c) = (Ly/ ~c) | = Pox

Consideremos dos trayectorias [,I’ € L, equivalentes médulo retrazo, [ ~ I’, consideremos las
secuencias de células que definen [l|¢, [I']c. Entonces las trayectorias

/
2 1= t$n7$n71 """ 2 t$k7$k—1 (0) = Tk-1, t$k7$k—1(1) = Tk,

descritas en la proposicién 2.9, con Iy € [l]c, I} € [l']¢, coinciden. Por lo tanto, se tiene la
equivalencia médulo retrazo de células [l]c =< [I']c, segin la definicién 2.12. Es decir estd bien
definida la aplicacion

[L+) ~ = [(£s) ~0) [ =] = Pos

Se verifica que es homomorfismo. La sobreyectividad es inmediata por la propiedad de que las
células cubren todo M, U.ccc= M. ]
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Figura 2.4: Una secuencia [l]c = (cp,c1...,¢9,¢o) representante de una secuencia de células
v € Pc y la trayectoria representante de bar(vy) € Px.

Sea
Lsaieyw, = {1: 0,1 = sajc|®}

el conjunto de lazos en el uno esqueleto Sd |C|™). Notemos que
Peix = Liysajo)m)x = Lsajoo «
Como observamos en la demostracién de la proposicion 2.14,
hy ESd|C|(1>,* — Ly

envia trayectorias equivalentes mddulo retrazo en Lg, |C|() « €N trayectorias equivalentes médulo
retrazo en L£,. Entonces estd bien definido el homomorfismo inducido en

Pey =~ 55d|c|(1),*/ ~

las clases moédulo retrazo y reparametrizacién, asi h, definen el homomorfismo

barc : Pcox — Py (2.7)
Este es una seccién de la relacién de equivalencia ~¢, descrita en la proposicién 2.15 como un
homomorfismo pr; : P, — Pc. Es decir prg o bare = id.
2.3. Engrosamiento y limite proyectivo de conexiones C'—planas

En esta seccién definiremos la aplicaciéon de ”engrosamiento”,
mj; : hom (ch,*, G) — hom (Pg, », G),

las cuales definirdn conexiones C;—planas de una escala gruesa (|C;|, ¢;; Sd|C;|, T;) a partir de
conexiones Cj—planas a una escala mas fina (|C}|, ¢;; Sd |C}|,T}), j > i. Vemos también que la
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sucesion de conexiones C;—planas de todas las escalas junto con los engrosamientos definiran un
limite proyectivo

A/G..

Denotamos la clase descrita en la proposicién 2.15 como

@(7) = [’Y]Cﬂ v € P

Tomemos dos escalas (|Cy|, ¢i; SA|Ci|, T3), (|C;|, @55 Sd|Cj|, hj),i < j, existe entonces un epi-
morfismo que consiste en considerar la clase ~¢, de <, para cada representante vy se tiene
V], € Pc;, y esté bien definido el homomorfismo de grupos

prﬂ- . ch7* — PCZ-7*. (28)

Se tienen los siguientes diagramas conmutativos para i < j < k:

los cuales inducen una coleccién de monomorfismos ¢;; := hom (prji, G) , con diagramas conmu-
tativos
hom (P, «, G . (2.9)

/\

hom (P¢; «, G hom (P¢, «, G)

También estan bien definidas las aplicaciones:
2 - hom (Pg, », G) — hom (P, G) = A/G.. (2.10)
Asi es posible tomar los limites inyectivos y proyectivos:

lim hom (Pe, G), y ImPe.
L pr

Ademss si consideramos las proyecciones del grupo de lazos lineales a pedazos, Py; a cada
Pc, « definidos en (2.6), tendremos las aplicaciones

P* — @PC#(,
pr

lim hom (Pc«, G) — hom (Py, G) .

El ingrediente esencial para definir las aplicaciones de engrosamiento, son monomorfismos
de Pc; » en Pc; -
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Proposicién 2.16. Consideremos una pareja de escalas (|C;|, ¢35 Sd|C;i|, T;), (|Cy, ¢5; Sd|Cy, Tj)
con i < j. Entonces:

1. Los monomorfismos
enc;j : Po,« = Pc; %,

definidos como
enc;; = ﬁr\j o bar;

(ver la definicion (2.7)) satisfacen, prj; oenc;; = idp,, , .

2. Ademds se tienen los diagramas conmutativos

PC]-,* (2.11)
eV W\k
Pci’* enc;g Pck’*

Demostracién. La verificacion es un calculo. Para la primera afirmacion se tiene:
prj; o ency; = pry; o (pr; o bar;) = pr; o bar; = id,
ya que bar; es seccién de pr;, es decir, pr; o bar; = id. Para la segunda afirmacién se tiene:
enc;y © enc;; = pry, o bar; o ﬁr\j o bar;

dado que Sd|C;|M) ¢ Sd|C;|™) se tiene bar; o pr; o bar; = bar;, ver definicién (2.7). Por tanto
encj, o ency; = pry, o bar; = ency. O

Definicién 2.17. Con las aplicaciones enc;; es posible definir aplicaciones de engrosamiento
de conexiones C;—planas

7ji := hom(enc;;) : hom (Pg; +, G) — hom (P, 4, G) . (2.12)
Proposicién 2.18. La aplicacion 7j; es sobreyectiva.
Demostracion. Como enc;; es secciéon de ﬁfj\z se tiene que, prj; oenc;; = id, es decir,
mji 0 Lij = id.
Dado ¢ € hom (Pg; «, G) consideramos
¢ :=135(¢) € hom (P, +,G)
y claramente 7;;(¢’) = ¢. O

El hecho importante es que también se pueden considerar limites proyectivos de conexiones
C-planas.
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Definicion 2.19. Denotamos el limite proyectivo de conexiones C;—planas como

A/G, = limhom (Pc, G) . (2.13)

El siguiente teorema se sigue de la proposicién 2.16

Teorema 2.20. Sea & = {(|Ci|, ¢i; SA|Ci|, T;) bien una sucesion de escalas (definidas en 2.4),
consideremos los monomorfismos enci; : Pc, « — Pc, « de acuerdo al lema 2.16. Se tienen las
siguientes afirmaciones:

1. Conmutan los diagramas

ba/ wy

enc”
2. En consecuencia tendremos lo diagramas conmutativos,

hom P*, 9

/\

hom (P¢; «, G hom (730 > G)

donde 3; := hom (bar;, G).

3. Por la sequnda afirmacion existe una aplicacion 3, tal que conmutan los diagramas

AJG M ATG, —— hom (P, G) 2 A/G (2.14)

o

hom (P¢; «, G)

Demostracion. La primera afirmacién se sigue de
bar; o enc;; = bar; o prjo bar;.

Como Sd|C;|V) < Sd|C;|M) entonces se tiene bar; o pr; o bar; = bar;.
La segunda afirmacion se sigue de la primera. La tercera es el paso al limite. O

2.4. Aproximaciones simpliciales

Para esta seccién consideramos como referencias basicas [Md] y [Hal.

Definicién 2.21. Dada una aplicacién continua entre dos complejos simpliciales f : |K| — |L],
decimos que una aplicacién simplicial g : |[K| — |L| es una aproximacién simplicial de f si
g(a) = f(a) para cada vértice a € |K|, y ademas la unién stx(a) de los simplejos con vértice a,
es tal que f(stx(a)) C str(g(a)). De acuerdo a [Md] teorema 2.5.3 toda aproximacién simplicial
g de f es homotopica a f relativa a los vértices de | K]|.
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Teorema 2.22 ([Md] Teorema 2.5.20). Sean K, L complejos simpliciales y M subcomplejo de K
y [ |K| — |L| una aplicacion continua tal que f |5r es simplicial. Entonces eviste una subdivi-
sion baricéntrica restringida Sd"(| K|, |M|), y una aplicacion simplicial g : Sd"(| K|, |M|) — |L|
homotdpica a f tal que f = g en |M]|, es decir g ~ frel|M]|.

Para describir los simplejos del complejo simplicial Sd" (| K|, |M]), consideremos los vértices

los baricentros de los simplejos de K — L, junto con los vértices de M. Si x4, . .., z, son baricentros
de 01 C 09--- C 0, con dimo, > dimo,_1, y si ag,...,as son vértices de un simplejo en L,
entonces 1, ..., Ty, dg, . . . , as son vértices de un simplejo en Sd(| K|, |M]), ver (proposicién 2.5.10
en [Md]).

Como corolario del teorema de aproximacién simplicial cuando M es vacio, se tiene la si-
guiente.

Proposicién 2.23 ([Ha] Teorema 2C.1). Si K es un complejo simplicial finito y si L es un
complejo simplicial arbitrario, entonces toda aplicacion continua f : |K| — |L| es homotdpica a
una aplicacion simplicial g : Sd"|K| — |L|, donde Sd"|K| es una subdivision baricéntrica iterada
de |K|.

2.5. El grupo Pc, . como grupo fundamental

Teorema Principal 2.24 (Teorema 3.3.9 en [Md].). Consideremos una escala (|C|, ¢; Sd|C|,T)
en M. Entonces Pc . es isomorfo al grupo de clases de homotopia de trayectorias basadas en x,
en la grdfica o 1—esqueleto Sd|C|1). Es decir

Pey =~ (Sd |C’|(1),*) .

Demostracion. La demostracion sigue argumentos del teorema 3.3.9 en [Md].
Recordemos que por definicién

Pox >~ (Ly) ~c)] =

Al elegir los baricentros zj, de cada célula ¢y, las trayectorias de células asyacentes (c1, ..., cy)
estdn en correspondencia con trayectorias de baricentros (zi,...,z,) donde zy,zk 1 son
vértices de una arista en Sd|C|. Dos trayectorias de células son equivalentes médulo retrazo =<
si y sélo si sus trayectorias de baricentros se pueden obtener una a partir de la otra mediante
una secuencia finita de operaciones de la forma

1. Reemplaza (..., Tk, Tkt1,...) POr (..., &, ... ) si Ty = Tg41, 0 conversamente (..., Tk, ...)
por (..., &g, Tk,...).
2. Reemplaza (...xp_1, Tk, Tks1,...) POT (... Zp_1,Thkt1s...), Sl Th—1 = T4y, O conversa-

mente (...Tk, Tk,...) POT (... Tk, T, Ty... ).

Decimos entonces que dos secuencias de baricentros son equivalentes médulo retrazo.

Segun la demostracion de la proposicion 7?7, para toda secuencia de células disjuntas adya-
centes (c1,...,¢p) € Ly/ ~¢c, €1 = ¢ = *, hay una trayectoria [ € L, (sd)c))+» tal que [ recorre
sucesivamente los baricentros de las células cy,...,c, = c1; es decir,
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donde si x; son los baricentros de las células ¢y,
tl’k@k—l(o) = Tk—-1, txk,ﬁk—l(l) = Tk, k = 2, ey

y donde la imagen t,, », ,([0,1]) C h(Sd|C|V) es una arista 73, en Sd|C|M). Consideremos la

/

secuencia (c},...,c.) € L,/ ~¢, y la trayectoria I’ con descomposicién andloga:

/ f— e e e
= t:r:’r,:(:;_l tx’Q,x’la
donde si ), son los baricentros de las células ¢},

tw;wx;c—1(0) = :L’;c_l,t$;€7$;€_1(1) = LU;C, k= 2, e,

Si dos trayectorias de células cerradas [I|c, [l'|c € L+/ ~c son equivalentes segiin <, entonces,
segtin el lema 2.14, [ es equivalente mddulo retrazo/reparametrizaciéon a I’. Por lo tanto, [ =

IY,I' =1™, donde I',...,I"™ es una secuencia de trayectorias de la forma
1@ =& L. ¢ -2 . t¢ e a
T "%n,Tn—1 Th42:Tk4+1  Th41,Tk ThyThk—1 Tk—1,Tk—2 2,71
a _ a _ a T a+1
con ty .. (1) =z, t3, ., (0) =z_1. Notamos que [* es homotépica a %7,
jatl —gatl o patl e a+1
— "n,n—1 Tpy2,Tk4+1  Th—1,Tk—2 2,21

cuando 1 = xi_1. Por lo tanto [ es homotdpica a I’.
Esto prueba que existe el homomorfismo

Pex — T (Sd |0|<1>,*) .

La sobreyectividad se sigue del teorema de aproximacién simplicial 2.23 aplicado a trayecto-
rias cerradas [ : [0,1] — h(Sd|C|M).
Para la inyectividad consideremos una trayectoria contraible

l= binan_y " togap_y 0 lagays Tn = T1 = %

entonces existe una particién a; = 0 < a2 < -+ < apy1 = 1 de [0,1] tal que l(ax) = = y
l ‘[ak,ak L] es simplicial. También existe una homotopia

H :[0,1] x [0,1] — h(Sd|C|M), H(-,0) = I(-),H(-,1) = H(0,1) = H(1,1) = *.
Consideremos el complejo simplicial | K| = [0, 1]? con vértices,
v = (a,0),k=1,...,n,v0=(0,1), vp11 = (1,1)
Definimos los 2—simplejos
oy = (Vo, Vk, Vga1), k=1,...,n.

Consideremos el subsimplejo 1—dimensional |M| = 0|K| C | K| con vértices v, ..., Upn, Unt1, V0.
Por el teorema de aproximacién simplicial 2.22 (ver también [Md] corolario 2.5.22) existe un
complejo simplicial Sd" (| K|, |M]|) que es subcomplejo de |M|, tal que H ~ Grel | M|, tal que

G: Sd"(|K|,|M|) — sd|C|V,
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que es una aplicacién simplicial

Notemos que tenemos
2 =G(vg), k=1,...,n; *=G(v1) = G(vy) = G(vg) = G(vp1).

Denotemos los baricentros de los 2—simplejos o C |K| como by, y los 2—subsimplejos correspon-
dientes a la subdivisién baricéntrica Sd (|K|,|M|) como oy 1, ...,0km. Por su parte denotamos
los baricentros by 1,...,bgm de oy 1,...,0k,;, respectivamente. De manera recursiva podemos
denotar los 2—simplejos de Sd"(|K|,|M]|) y sus respectivos baricentros como

Ok k1,k2,....kr © Sdr(’K|> |MD> bk7k1,/€27-..,kr € int Ok k1,ka,....kr

Tomemos un 2—simplejo o C Sd"(|K |, |M]|), hay dos casos:
CASO 1. Si o no tiene aristas en |M|, entonces o es de la forma o = opk; ky,. k C
Sd"(|K|, |M|) elegimos la trayectoria lineal a pedazos

o /
to = tka_l ,,,,, P N N tbk,klvbk 'tbk,vo (2~15)

.....

las cuales se obtienen como composicion de trayectorias simpliciales t, b, sty g,
cuyos puntos iniciales y finales son respectivamente by, k» bk, ... k1 k> -+ 00, b. Notemos que
i tiene punto inicial en vg y punto final en by, i, k, el cual es vértice de o.

CASO 1II. Si o tiene aristas en |M|, entonces tiene vértices b, vy, vi+1; donde b es algin
baricentro. Entonces elegimos la trayectoria con imagen contenida en |M]|,

lo = togopy = lugup-

Por otro lado consideramos los vértices ag,ay,az de o = (ag, a1, az), donde ag es el punto
final de t,, y también la trayectoria lineal a pedazos cerrada

lo = tag,az * tas,ar ~ laya0- (2'16)
Entonces podemos considerar la trayectoria cerrada con punto inicial y final v,
tol 1y o,

la cual se asocia a la 1—cadena simplicial do.
De esta manera la trayectoria lineal a pedazos cerrada ty v, 1 * tony1,on * Lo - torwe Que da
lugar a la 1—cadena 0|K|, es también la composicién

—1
tU07Un+1 ’ t'Un+17U'n “to,o  torg = H lg - lo -ty
oCSdr(|K|,|M])

Perol =G ot “topston * top,or * Tog g, €8 simplicial, entonces

V0,Un+1

| = [I Go@' io-to):[0,1]— SdiC|™.
oCSdr(|K1,|M])
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Por lo tanto para cada 2—simplejo o, la imagen Go (t;l Ay - tg) esta contenida en un 1—simplejo
7 de Sd|C|M. Si por ejemplo G envia la arista (ag, a;) en la arista 7, entonces o bien la imagen
de (a1, a2) es —7 6 bien la imagen de (a2, ag) es —7. Esto significa que [ es de la forma

1

l:ls......ld.mf ‘m'ldfl"--ll7
donde m™'-m = G ol, . Entonces [ es equivalente médulo retrazo a lg - -« lg-lg_1-...l5.
Procediendo de manera andloga con lg------lg-lg_1-...l1, podemos verificar que [ es equivalente
moédulo retrazo a la trayectoria constante [, = *.
O
Lema 2.25. Conmutan los diagramas
enc;;
PCZ',* i PCj,*

1 71 (Nig %) $

(S |G|V, %) —= 71 (Sd |G|, %)

Donde \;j : Sd|Ci|") — Sd|C;|V) es la inclusion de 1—esqueletos Sd|C;|M) < Sd|C;|™.
Demostracion. Consideremos el isomorfismo Pc; . ~ Lggc,jm ./ ~ donde se consideran las
clases de equivalencia ~ modulo retrazo y reparametrizacion de trayectorias en el 1—esqueleto
Sd|C;| M.

Consideremos una trayectoria [ € £ Sd|C;|(1) > S€ tiene

barc,[l] = [(hi)«l]
donde [(h;)«l] € L./ ~, es la clase médulo retrazo y reparametrizacién de una trayectoria lineal
a pedazos (h;)«l € L. Sabemos que [ puede considerarse una trayectoria simplicial
l=1ts, 21 togas  togz s T1 = Tp = *,
donde ty, 2, : [0,1] — Sd|C;| es una trayectoria simplicial con punto inicial y final, en los
baricentros xy, xx11 de células adyacentes ci, cx11 € C;. Entonces
pre; o barg; [l = pre; [(hi)«l] =
= pre; [(hj)« o (Aij):1] -

Como Sd|C;| es subcomplejo de Sd|C;j|M), entonces (\;;)«l es una trayectoria simplicial en
Sd|C;|V) es decir

()‘ij)* (twn,xn—1 T 'tx?),xz : t$27551) = ty'm:ym—l e 'ty37y2 ’ ty27y1
de donde
T, [t tysn * tyan ] = [ s ¢ € C;
Pro; (Yym,ym—1 « « - Lys,y2 * Lya,n 15+ Cmb Crp J

y donde y;, son os baricentros de ¢}, € C;. Por lo tanto

encijler, ... cn] = [cly ..., ).

Por otro lado [c1,...,¢y] € Pg, » corresponde a la clase de homotopia [1] € 71 (Sd|Cy|, %).
/

Mientras que |(\ij)«l| € 71(Sd|C;j|1), %) corresponde a [¢],...,c,] € Pc; x-
O
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Notemos que la aplicacion (h;). : £ Sd|Cs|() % L, en clases de homotopia define un homo-
morfismo

(hi)e : 1 (Sd |ci|<1>,*) — (M, %) (2.17)

por tanto, gracias a la proposicién 2.24, se tiene un homomorfismo ®; : Pg, . — (M, *).
También se verifica el diagrama conmutativo

'PC“* enc;;
d;
®;
T (M, *).

El homomorfismo (h; ). es sobreyectivo: consideremos una trayectoria cerrada continual : [0, 1] —
M, entonces por el teorema de la aproximacién simplicial [Ha], ;' ol : [0,1] — Sd|Cy| es
homotépica a una aplicacién simplicial m; : [0,1] — Sd|C;|. Claramente ®; también es sobre-
yectivo.

Al dualizar se tiene

PCj ok

@’ : hom (w1 (M, ), G) — hom (P¢, «, G) , @’ = hom (®;,G) .

Consideremos familia de trayectorias {I},...,1%}, I¥ : [0,1] — hy(Sd|C;|(V), tales que las
clases de homotopia

17

generan 71 (M, ). Entonces
1) = @i (e, ) » Wle, € Poy.

Las trayectorias con [ : [0, 1] — h;(Sd |C;|(M)), también son trayectorias de la forma [ : [0,1] —
h;(Sd |C’j](1)) para j > i. Entonces, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que

no depende de la escala C;.

Definicién 2.26. Para la presentacién del grupo P, ., consideraremos como generadores las
clases [-]¢, de trayectorias,

AUFi,A:{al,...,a"};Fi:{fyf’i“} (2.18)

Dichas trayectorias se dividen en dos tipos:

1. Por un lado tenemos los generadores o’ = [lk]ci,r =1,2,...,n,, que corresponden a los
generadores [I¥] del grupo fundamental, ; (M, x).

2. Por otro lado tendremos los W’: £ dados por las clases

,.th;c — |:t*1 . lof . t] ,
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donde consideramos ciertas trayectorias I_x : [0,1] — h;(Sd|C;|(V)), construidas como en
la demostracion del teorema 2.24, y son tales que las imdgenes de [« se corresponden con

el borde do¥ para cada 2—simplejo o € (Sd|Cy|?, hi), es decir,
9ot = 1,,.(0, 1),

También se consideran ciertas trayectorias no cerradas t € £ teniendo como punto inicial
t(0) = * y como punto final un vértice de o,

H(1) = 1,; (0) = L,y (1).

Suponemos en nuestra notaciéon que la coleccién de 2—simplejos es

(Sa|Ci b)) = {ol..... oM}
Lema 2.27. El 1—esqueleto Sd|C|(V es homotdpico a una unidn de circulos identificados en
un punto, por lo que tiene grupo fundamental libre.

Demostracion. Consideramos un 1—simplejo L C Sd |C’|(1) que es un arbol maximal. Entonces
L tiene una arista por cada 2—simplejo de Sd|C|®?), ver [Md]. Consideramos todas las aristas
7 C Sd|C|™M que no estan contenidas en L. Consideramos un circulo S!, por cada arista 7. La
homotopia H de L a un punto, permite construir una homotopfa G de Sd|C|M) a USL/ ~p
donde la relacién de equivalencia ~, identifica un punto de cada circulo S! (que corresponde a
los extremos de la arista 7 los cuales estan en L. O

Proposicién 2.28. Supongamos que el grupo fundamental w1 (M, *) estd generado por {|I*|,..., [I"]},
entonces para cada escala (|Cy, ¢i; Sd|Cy|,T;), el grupo Pc, . estd generado por la coleccion

(2.18).

Demostracién. Como m1(Sd|C|(V, %) es un grupo libre podemos considerar generadores libres.
Supongamos que f es un generador libre en el nicleo ker(h;).. Entonces f es la clase de homo-
topfa de una trayectoria I : [0,1] — Sd|C|™), contraible en Sd |C).

Para cada generador libre f, : [0,1] — Sd|C|"),a = 1,...,m, contraible en M consideramos
la homotopia simplicial G, : Sd"(|K|,|M|) — Sd|C|®, que se obtiene como aproximacién
simplicial de la homotopia H : |K| — Sd|C|, ver demostracién del teorema 2.24. Entonces
podemos escribir

f= I[I Go@®' io-ts):[0,1]— Sd|C|™,
ocCSdr(|K|,|M])

Para estos generadores tomamos las trayectorias I, que se definieron en (2.16) y las trayectorias
ts que se definieron en (2.15).
Al tomar clase médulo retrazo tendremos

= I % conre=[t; lo-to]:
ocCGq([0,1]2)

Por lo tanto [I] € Pc, « se expresa en términos de las clases de trayectorias (2.18).



2.5. EL GRUPO Pg,, COMO GRUPO FUNDAMENTAL 55

i
k

Figura 2.5: Un generador de P¢, . de la forma fyf en torno al simplejo af € Sd C? marcado.

Para el resto de los generadores 7, que se proponen en la presentacién, tales que o no
estd presente en la unién de las imagenes U™ ;G4 ([0,1]?), a = 1,...,m, consideramos cualquier
elecciéon de trayectorias t,, [, tales que v, = [t;1 - 1y - to).

O

Afirmamos que en la presentacién de Pg; . se tiene que

enc;(a®) = oF, kE=1,...,n.
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Capitulo 3

Formas de curvatura generalizadas

En el capitulo anterior describimos una sucesién de escalas &, definicién 2.4, y vimos como
a partir de una escala consideramos un complejo simplicial Sd|C;| y un homeomorfismo h; :
Sd |CZ‘ — M.

Los resultados de éste capitulo son aportaciones originales y estdn resumidas en [DZ2]. Dada
la clase cohomologia fija e € H?(M,R), correspondiente a la clase de Euler del haz principal
(p, E, M) con fibra G = U(1):

1. Describiremos el espacio afin §2; como las 2—cocadenas cerradas de Sd|C;|, con clase de
cohomologia h}e.

2. Mediante la inclusién de 2—esqueletos h;(Sd|C;|?)) € h;(Sd|, C;|?), daremos aplicaciones
de "engrosamiento” de escalas, mj; : ; — €Q;.

3. Obtendremos el limite proyectivo {2 de formas de curvatura generalizadas. Este espacio

extiende las 2—formas de curvatura F4 asociadas a clases médulo gauge [p4] € A/G,.

4. Finalmente mostraremos la relacién del espacio {! con el limite proyectivo A/G, de cone-
7

xiones C'—planas de [MMZ] y con espacio de conexiones generalizadas hom (P,, U(1)) de
a teorfa de lazos [AL].

A diferencia de la cuantizacién a la lazos, nuestra propuesta no se limita a describir [goA]

empleando solamente las holonomias a lo largo de graficas h;(Sd|C;|(")), sino que considera la
evaluacién de la forma de curvatura F*4 a lo largo de el 2—esqueleto h;(Sd |C;|®?).

3.1. 2—cocadenas cerradas de curvatura

Definimos el grupo libre abeliano de k—cadenas simpliciales en Sd|C;| con coeficientes
enteros como
Sk (Sd|Cil, hi) := {7’1‘71'1 + +rNk,io-;Vk,i | 7€ Z} donde (Sd|Ci[*, hy) = {0}, ... aN’“},

L)

En particular, para las 2—cadenas simpliciales,

(R 7

$2(SAIC ha) i= { ol + -, 00 | € Z) donde (SA|CiP, hi) = {al,... o)),

o7
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Consideremos el conjunto de funciones lineales en las 2—cocadenas
V; := hom (S2(5d |C;i|*, h;), R)
el cual estd en correspondencia biyectiva con RN2¢ mediante la biyeccién

w e V; (w(al), . ,w(crNQ’i)> € RNz,

(2 3

Las 2—cocadenas cerradas w € V; satisfacen dw = 0, es decir, w(0V') = 0 para las 2—cadenas
que son borde de una 3—cadena V' € S3(Sd|C;l, h;). Por lo tanto definen aplicaciones

Sa2(Sd|Ci, hi)

: — R.
9 (S3(Sd|Cil, hy))

Al restringir a las 2—cadenas cerradas se tiene

ker - 9 (S3(Sd|C|, 1))

— R,

es decir

w i Hy(Sd|Ci|) — R.

Como vimos en la seccién 1.3, dada una conexién ¢* en un haz principal (p, E, M) con fibra
U(1), tiene asociada una 2—forma cerrada de curvatura F4 cuya clase se cohomologfa de De
Rham e € H? (M, R) es un invariante topolégico conocido como clase de Euler.

Cada clase de cohomologia o € H? (M,R) determina un a funcién lineal sobre el grupo de
homologias simpliciales [S] € Ha (Sd|C;l),

No;

a;[S]=ai(S) =) r a.
- k/
k

donde a es una 2—forma representante de o € H?(M,R) y S = ZkNi{ KO}
representante de la clase de homologia [S] € Ha (Sd|C;|). Por el teorema de Stokes, da(c) =
a;(0c), de donde a; : Ha (Sd|C;|) — R esta bien definida.

Por el isomorfismo Hy(Sd |C;|) ~ Ha(Sd|Cj|) ~ Ha(M), se tiene que o se corresponde con
a;. Por lo tanto podemos denotar ambas funciones lineales como «. En el caso particular de la
clase Euler e tendremos la funcién lineal

es una 2—cadena

e HQ(Sd‘CzD —R
la cual resulta tener valores enteros.Por lo que podemos considerar la funcién lineal
e: Hy(Sd|C;|) — Z.

Para un grupo G se define el grupo cohomologia H*(Sd|C;|, G) se define como el cociente del
grupo de cociclos por el grupo de cociclos equivalentes a 0. Una k—cocadena es una funcion
lineal sobre las k—cadenas de coeficientes enteros con valores en el grupo G. En general se tiene
una sucesién exacta

0 — Ext (Hy_y (8d|Ci|) , G) —= H* (Sd|C;|, G) — hom (Hy, (Sd |Ci]) , G) —= 0.
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Para un campo G = k toda funcién lineal a : Hy(Sd|C;|,k) — k corresponde con una tnica
clase de cohomologia en H*(Sd|C;|, k), ver [DNF] pagina 33. Ademés H*(Sd |C;|,R) es isomorfo
al grupo de cohomologias de de Rham, H*(M,R), ver [DNF] pagina 35 y §14. En resumen se
tienen los isomorfismos

H*(M,R) ~ H*(Sd|Cy|,R) ~ hom (Hy(Sd |C;|,R),R) .

Definicién 3.1. Consideremos un haz principal (p, E, M) con fibra U(1), supongamos que la
clase de cohomologfa de la clase de Euler es e € H?(M, R). Definimos Q; = Q¢, como el conjunto
de 2—cocadenas cerradas que tienen clase de cohomologia e. Es decir,

Q; := {w € hom (S5(5d|Ci|*, h;),R) | w=¢e} CV; (3.1)

donde w es la aplicacién inducida en las 2—cadenas cerradas, w[U] = w(U), para U € ker 0,

[U] € Hy(5d|Ci)),

ker [8 . Sg(Sd |Cl|, hz) — Sl(Sd ‘Cl|, hz)}

ero— € R.
@ ler o= e 8 (S5(Sd|Cy, he)) -

Para la clase de cohomologia nula e = 0 definimos
Q) := {w € hom (S3(5d|C;|*, h;),R) | w =0} CV;

Se verifica inmediatamente que V;, Q? tienen estructura de espacios vectoriales sobre R, con
Q? subespacio de V;. Gracias al refinamiento de escalas es posible definir aplicaciones lineales
entre ellos.

Consideremos dos escalas distintas etiquetadas con i,j € N, i < j, existen inclusiones de lss
k—cadenas a escala i como k—cadenas a escala 7j,

il Sk(Sd|Cyl, hi)— Sk(Sd|Cy], hy), k € N. (3:2)

donde cada 2—simplejo Ué € (Sd|Ci|%, h;), 1 = 1,2,..., Na, se corresponde con una 2—cadena

; Na,j kY
a escala mds fina 7} 0(07 )0,

—

<l k
ky ._ , Sl O'j C ag;
AUCE { 0, en otro caso. (3.3)

Es decir
NZ,J

2
iy (o) = Y dilof)ol € Sh(Sd|Cyl. hy).
I=1
Se pueden considerar aplicaciones lineales duales de las 2—cocadenas

7ji = hom (LZ(?),R)  hom (S2(Sd |Ci[?, h;), R) — hom (S(Sd|Cy|2 hi), R) .
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Definicién 3.2. Para dos escalas (|C;|, ¢i; Sd|Ci|, T;), (|C}l, ¢5; Sd|C4],T}), i < j, existe una
coleccion de aplicaciones 7j; : Vj — V;,

i Vj —V; (34)
definidas por

N2 j

mii(w)(of) = ai(of)w(oh)
=1

Con estas definiciones obtenemos el limite proyectivo de espacios vectoriales
Jm

el cual es un espacio vectorial.

3.2. Espacios afines y espacios vectoriales

Un espacio afin A correspondiente a un espacio vectorial V' es un conjunto A provisto de

—
una aplicaciéon A x A — V', que a cada pareja (a, b) le asigna un vector ab € V', con las siguientes
—

propiedades: (a) para cada a’ € A fijo la asignacién a°

a es una biyeccién de A en V; (b) para
cualesquiera a, b, c € A se tiene a_)b + b—c> +ca = 0. La dimensién de A es la dimensién del espacio
vectorial correspondiente.

Para cada vector v € V' y cadi> a € A se define la traslacién por v, como a + v = da/, donde
a’ € A es el tinico punto tal que aa’ = v. Es decir, V actiia libremente en A.

Un espacio vectorial V' da lugar a un espacio afin correspondiente a si mismo. Un subconjunto
A’ C A es un subespacio afin de A si ab con a,b € A’ forman un subespacio vectorial de V. Una
aplicacién entre espacios afines f : A; — As es una aplicacién afin si existe una aplicacion lineal
¢ : V1 — V5 entre los espacios vectoriales correspondientes tal que

f (ao + Ez) = f(a®) + ¢ (ﬁ)

En particular si ¢ : Vi — V5 es una aplicacion lineal y A1 C Vi, Ay C V5 son subespacios
afines lates que ¢(A;) C Ay entonces ¢ |4, define una aplicacién afin entre A; y As.

Proposicién 3.3. 1. El conjunto 2; es un subespacio afin de V; correspondiente al espacio
vectorial Q? definido en 3.1;

2. La aplicacion lineal wj; : V; — V; induce una aplicacion lineal mj; : Qg — Q?;
3. También induce una aplicacion afin mj; : Q; — ;.
Demostracion. Sea w? € Q; C V,, entonces para cualquier otro w; € §; se tiene

wi(S) —wl(8) =0, S € S5(Sd|C;|),0S =0

— —
es decir w?wi = w; — w? € Q?. Para w? fijo la aplicacién w; +— w?wi es una biyeccién. Ademaés
0 _

0,1 1,2 2
w;w; + w;w; + wjw;

0. Esto prueba la primera afirmacion.
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Para la segunda afirmacion notemos la conmutacion de los diagramas

LR

Sp(Sd|Cil, hi) ——= Sk(Sd|Cj|, hy) (3.5)

=D

Sk-1(8d|Cy|, hi) == Sy—1(Sd|Cy], hy)

(k)
ij
LE?(S) € Si(Sd|Cj|,hj). Es decir, para una 2—cadena cerrada 95 = 0 se tiene mj(w)(S) =
w(S") = 0. Por lo tanto j; define aplicaciones lineales

Por lo tanto, las aplicaciones ¢’ , envian cadenas cerradas S € Si(Sd |C;l, h;) en cadenas cerradas

o 2208d|CG] hy) - 53(Sd|Cil, hi)
7 O(83(Sd|Clhy))  O(S3(Sd|Cilhy))

y también

Por tratarse de aplicaciones lineales, si w = 0 € H?(Sd|Cj|,R), entonces mj;(w) = 0 €
H?(Sd|C;|,R). Por lo tanto ﬂ'ji(Q[;-) c Q9.

Para la tercera afirmacién consideramos w? €Qjyuw = Trji(w?) € ;. Se verifica de la
definicién que

0 0
i (wj) = wji(wy) + 750 | wjws | =
0 0 0
= ﬂ'ji(wj) + Tl'ji(wj) — wji(wj) = W; Wj
es decir la aplicacién lineal 7 j; |qo: Q? — Q? induce la aplicacién afin
J
i - Qj — QZ‘,

la cual de hecho coincide con mj; |Qj. ]

Definicion 3.4. Las aplicaciones lineales
i - Qg — Q?
inducen un limite proyectivo de espacios vectoriales que a su vez es un espacio vectorial
Q(_O = linQ?
Este a su vez es subespacio vectorial de
Por otro lado, las aplicaciones afines 7;; : €2; — €; inducen el limite proyectivo

Q :=1lim ;.
— —
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Proposicién 3.5. FEl limite (Q tiene estructura de espacio afin correspondiente al espacio vec-
torial Q(_O. El espacio afin Q es subespacio afin del espacio vectorial V.

Demostracion. Elegimos w® € § fijo, y consideramos para cada escala w? := m;(w?) € Q; fijo.
— ’ z
Consideramos las biyecciones correspondientes

0 0
w; € Q & wiw; € §);
Estas biyecciones inducen la biyeccion
—_—

we N owe
— —

Se verifica que {2 es un espacio afin correspondiente al espacio vectorial Sl) .

Para ver que Q es un subespacio afin del espacio vectorial V basta considerar las aplicaciones
afines (Q — ; — V; y recordar que las aplicaciones afines mj; : 2; — €Q; coinciden con las
restricciones j; \Qj de las apliaciones lineales mj; : V; — V. ]

A partir de las definiciones se tiene que €; = Q9 + w® € R para un vector fijo w® € V;,
tal que w"(S) = e[S] para 2—cadenas cerradas 9S = 0. Por ende es un subespacio afin de V;.

Notemos que usando la terminologia de la seccién 1.4, V; se puede describir como el espacio
de 2—formas discretas

Vi = A7M :=hom (S5(Sd|Cy]),R) = RN+,

3.3. Grupos de homologia y escisiones

Consideramos el homeomorfismo h; : Sd|C;|") — M y el homomorfismo inducido en
1—homologia
(hi)s : Hy <Sd|0i\(1)> — Hy(M).

Se tiene la sucesién exacta de grupos abelianos

hi)«
00— ker(hi). —— Hy(Sd|C;| V)L Hy (M) — 0. (3.6)

Al considerar hom (-, G) para un grupo abeliano G se tiene la sucesién exacta

hom (ker(h;)., G) <—— hom (H; (Sd|C;|V), G)h? hom (Hy (M), G) <— 0¢ (3.7)

Lema 3.6. Si G es un grupo abeliano divisible, entonces se tiene la sucesion eracta

0¢; —= hom (H (M), G) — 2 hom (Hy (521G M) , G) — hom (kex(hy)s, G) —= 0 .

Demostracién. El grupo fundamental m;(Sd|C;|(V, %) es el grupo fundamental de una grafica
por lo tanto es libre. El grupo Hy(Sd|C;|(V) es el abelianizado de un grupo libre, por lo tanto es
un grupo abeliano libre. El subgrupo ker(h;). de un abeliano libre, también es un grupo abeliano
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libre. En particular, si g .. ., g, son generadores libres de ker(h;)., entonces existe una coleccién
de generadores libres fi,..., fy de Hi(Sd|Cs|™M), con N > n, tales que

g1 =difi1, ce Gn = dn fn,

para una coleccién de enteros di, ..., d, € Z.
Tomemos un homomorfismo ¢ € hom (ker(h;).,G) definido en los generadores g como
©(gr) = er € G. Como G es divisible existen e € G tales que diej, = ej. Si definimos

O (fr) == e, paral <k <n; ¢'(fr) =0q, paran <k <N
entonces
¢ (gr) = di'(fr) = drejy =ex,  1<k<n
Por lo tanto ¢’ € hom (H1(Sd|C;|), G), pues basta definirlo en los generadores. Ademés ¢ es
preimagen de ¢ € hom (ker(h;)«), G). O

En particular para G = U(1) y G = R se tienen las sucesiones exactas:

1 — hom (Hy (M), U(1)) — ' hom (H, (8d|C;|M) ,U(1)) —= hom (ker(hi)*, U(1)) — 1 .

(hq)

0 —hom (H;(M),R) ——= hom (Hy (Sd|C;|™V) ,R) — hom (ker(h;),,R) —=0 .

Lema 3.7. Si G es un grupo abeliano divisible y libre de torsion, entonces la sucesion exacta

h;
0 —— hom (H1(M),G) *(>)Bom (Hi (Sd |CZ-|(1)) , G) — hom (ker(h;)., G) — 0g
se escinde. Por lo tanto se tiene la descomposicion en suma directa
hom <H1 (Sd |CZ-\(1)) ,G) — hom (Hy (M), G) @ hom (ker(hi)s, G) .

Demostracion. De la demostraciéon del lema anterior tenemos que hay una base ¢;...,g, de
generadores libres de ker(h;)y, y una coleccién de generadores libres fi, ..., fy de Hy(Sd|C;|™M),
con N > n, tales que

g1 =difi1, cee Gn = dn fn,

para una coleccién de enteros di,...,d, € Z. Para un homomorfismo ¢ € hom (ker(h;)., G)
definido en los generadores g; como ¢(gi) = e, € G, existen e, € G tales que die), = ey, y
definimos

O (fr) == e}, para 1 <k <n; ¢'(fx) :=0g, paran <k <N

de donde
¢ (gr) = di' (fi) = drey, = ey

Para un grupo libre de torsién G la solucién e = iek de la ecuacion

dp-r=¢e,€G
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es unica. Entonces se verifica que la aplicacion 1(¢) := ¢’ es un homomorfismo
y : hom (ker(h;),, G) — hom (Hl(Sd 1|, G) .

En efecto, al considerar las soluciones z4 4 =: é g, de la ecuacién d-z = g, se tiene que x4+ 4 4
es la solucién de d - x = g + ¢’. Por lo tanto,

[Wwwwwmuw:iwww+;m@w:

1

=i ((p1 + w2)(gr)) = Y(p1 + 92)(fr), 1<k<n

Es decir,
Y1) + ¥(p2) = ¥(p1 + p2).

De manera andloga se puede probar que 1(0) = 0. Por otro lado se verifica que v escinde por la
derecha la sucesion exacta

Y

< —

0¢; ——= hom (H (M), G) — Zhom (Hy (521G M) , G) — hom (kex(hy)s, G) —= 0 .

En particular para R se tiene la suma directa
hom (Hl(Sd C5| D), R) = hom (ker(h;, ), R) @ hom (Hy (M), R) (3.8)

Usando la descomposicién de

Hy(M) = 2" & T,
donde T" C H{(M) es subgrupo de torsién, se tiene una expresiéon equivalente de la descompo-
sicién (3.8) dada por:

hom (Hl(Sd c5| ™), R) = hom (ker(h;, ), R) @ Rb, (3.9)

3.4. Evaluaciéon de la curvatura y de la holonomia

En esta secciéon describiremos las relaciones que hay entre €2; y las conexiones C;—planas
hom (Pc; «, ), definidas en la seccién 2.2. Concluiremos con la definicién de e : Q2 x U (1) —
hom (Pc; «,U(1)) donde by es el rango libre de la 1—homologia de la variedad base M. Esta
aplicacién permite obtener la evaluacién de la holonomia a partir de la evaluacién de la curvatura.

Lema 3.8. Usando la exponencial exp 2my/—1(-) : R — U(1) :

1. Se tienen homomorfismos

hom (Hy(Sd|C;|V), R) hom (ker(h;)«, R) @ R
exp 27r\/—71()i lexp 27/ —1(-)Pexp 27/ —1(+)
hom (H;(Sd |C;|(M),U(1)) hom (ker(h;)«, U(1)) @ hom (Hy (M), U(1)).
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2. También se tienen diagramas conmutativos

hom (H1(Sd|C;|™V),R)

hom (ker(h;)«, R)
exp 27r\/71()i \LGXP 2my/—1(-)
hom (H;(Sd |C;|™M),U(1)) — hom (ker(hs)+, U(1)).

3. Finalmente se tienen diagramas conmutativos

hom (Hy(Sd|C;|™V), R) hom (ker(h;)s, R)
exp QW\/jl()i \Lexp 2m/—1(+)
hom (H;(Sd |C;|™M),U(1)) — hom (ker(hs)«, U(1)).

donde v es el homomorfismo que escinde por la derecha la sucesion exacta correspondiente
descrita en el lema 3.7.

Demostracion. Sélo tenemos que probar la tercera parte: Sea ¢ € hom (ker(h;)«, R), entonces
exp 2mv/—1(4(¢)) € hom (Hl(Sd 05| W), U(l)) ,

define un homomorfismo en el subgrupo ker(h;). C Hi(Sd|C;|")). También se tiene el homo-
morfismo

exp 2mv —1¢ € hom (ker(h;)«, U(1)),

Por la escision, ¥(p) restringido a ker(h;). coincide con ¢, por lo tanto

exp 27V —1(¥(9)) lxer(hy). = exp2mV —1p.

Tenemos la siguiente identificacién.
Lema 3.9. El espacio afin €; es isomorfo al espacio vectorial hom (ker(h;)., R).

Demostracion. En lugar del espacio afin consideramos el espacio vectorial correspondiente Q? -
Vi, que consta de todas las 2—cocadenas cerradas w € V; tales que la aplicacién inducida en
homologia w : Ha(Sd|C;|) — R es nula.

Consideremos un w € QY fijo. Consideremos una 1—cadena cerrada 7 € S1(Sd|C;|(M) cuya
clase de homologia pertenece a ker(h;),; entonces 7 es el borde de una 2—cadena,

No;
U=> rnote8(Sd|Cil), 7=0U.
k=1

Definamos
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Si U’ es otra 2— cadena ta que QU’ = 7 entonces 9(U — U’) = 0, por lo que w(U — U’) =0
pues w € QY es decir, w(U) = w(U’). Por lo tanto (1) € R est4 bien definida. Si 71, 72 son dos
1—cadenas cerradas con clases de 1—homologia en ker(h;), entonces 71 = OUy, 19 = Uy, por lo
que (11 + 72) = w(U1 + U2) = w(U1) + w(U2) = ¢(11) + @(72).

Por lo tanto, ¢ € hom (ker(h;)«, R). Con esto concluimos que esté bien definido el homomor-
fismo w — ¢ de QY en hom (ker(h;)«, R).

La aplicacién w — ¢ es inyectiva: Supongamos que ¢(7) = 0 para toda 1—cadena en ker(h;)x,
entonces w(U) = 7(0U) = 0 para toda 2—cadena U.

La aplicacién w — ¢ es sobreyectiva: Para una 1—cocadena ¢ € hom (ker(h;)., R). Para cada
2—cadena U, consideramos la 1—cadena cerrada OU € ker(h;), y definimos

w(U) := p(0U).

Entonces w es un a 2—cocadena cerrada pues p(00V) = 0 para una 3—cadena V. Al evaluar w
en las 2—cadenas cerradas U, OU = 0, se tiene w(U) = 7(0) = 0 por lo tanto w € Y. O

Al componer este isomorfismo con la exponencial
exp 2mv/—1 : hom (ker(h;)«, R) — hom (ker(h;)«, U(1)),
se tiene el siguiente
Corolario 3.10. Ezisten una aplicacion cubriente
e : Q; — hom (ker(h;)s, U(1)).

El siguiente teorema resume los lemas 3.7, 3.9, 3.8, al aplicarlos al abelianizado H;(Sd ]Ci|(1))
del grupo Pc; » = m1(Sd ’Ci|(1)7*)'

Teorema Principal 3.11. 1. Se tiene la factorizacion

hom (Pg; ., R) = hom (ker(h;)«, R) @ hom (H;(Sd |C;|),R) = ©Q; x R".

2. Se tiene la aplicacion continua ¢; tal que conmuta el diagrama8d

Qi X Rbl -~ hom (PCZ',*7 R)

~
~

€ ~
A

hom (Pc, «, U(1))

DS lexp 2my/—1

3.5. El limite proyectivo

Recordemos que por la conmutacién del diagrama (3.5), Lg?) ocd=20o0 Lg?_l). En particular
si w € Vj es una 2—cocadena cerrada, entonces 7;;(w) también lo es, es decir:

mi(@)@V) =w (0 (1)) =0
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donde V' es una 3—cadena V' € S3(Sd|C;|, h;). Por otro lado, LEJQ-) (envia cadenas cerradas en
cadenas cerradas y bordes de 3—cadenas en bordes de 3—cadenas), por lo tanto induce una
aplicacién en homologia

oY Hy(Sd|Cil) — Ha(Sd|C)).

(2)

Como hj_1 o h; : Sd|C;| — Sd|C;| es un homeomorfismo, entonces ¢;;* es un isomorfismo.

De acuerdo a la proposicién 3.3, dada una 2—cocadena cerrada w : S2(Sd |Cj|% hj) — R
que induce la aplicacién w nula en 2—homologia 0 € H?(Sd |C;|%,R) entonces también es nu-
la 7;;(w) € Ha(Sd|C;]). Por lo tanto la restricciéon de aplicacién lineal 7 j; ]Q;) tiene imagen

contenida en Y. Es decir, est4 bien definida la aplicacién lineal inducida
T4 - Q(]J — Q? (310)
Tomemos clases de cohomologfa e; € H%(Sd |C;|,R), tales que son compatibles,
2)\*
([’1(]')) e; = €y,

y las cuales corresponden a la clase de Euler e € H?(M,R) Entonces tendremos las aplicaciones
afines correspondientes
T Q‘;j — Q.
Consideremos ahora inclusiones en de los 1—esqueletos

Aij + SdW|Cy — SdW|Cy).
Se tienen inclusiones en las k—cadenas
Az(;'c) 0 S(SdW|Cy]) — Sy(SdMV|Cy)) (3.11)
dadas por
Nk
2B () Za 7l k=0,1.
donde Sd(l)\C |k = {7- N’“}7 y

C) T
5(ry:=d LS
0, otro caso.

(k)

Notemos que los bordes de 2—cadenas son nulos por lo que A; ;o es nula para k > 2, y ademas,

M09 =a0al.
Por lo tanto, definen aplicaciones en homologia
1
A H(Sd |G| D) — Hi(Sd |05 D).
Podemos considerar la inclusiéon de complejos simpliciales
R+ Sd|Ci|"V — hi(Sd|Cy))

dadas por inclusiones de k—simplejos h;(7) = hi(1) € (Sd |Cy|¥, h;) para cada T € (Sd|C;|(D)*
(Sd|C;])*, con k = 0,1. Por lo tanto se tiene el siguiente resultado:
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Lema 3.12. Se tienen diagramas conmutativos

_ hi)x
ker(Ry). —— H1(Sd|C5| V) "2 Hy (5d|Cy))

A P
j— hj)s
ker(hy), — Hy(Sd|C;|™) By (sd 1C51)

Demostracion. Se tiene el diagrama conmutativo,

S1(Sd|C;|V) —2= 8y (Sd|Cyl, h)

(1) (1)
i)\i]. lbi].

S1(Sd |C;| ™M) N S1(Sd|Cyl, hy)
Como vimos anteriormente. el homeomorfismo h;l oh; : 8d|C;| — Sd|C;| induce el isomorfismo
j) + Hi(Sd|Cil) — Hi(5d|C)
, de hecho se tienen isomorfismos
Hy(5d|Cs]) ~ Hi(Sd|Cj|) ~ Hi(M).
Por lo tanto AE;)(ker(E)*) C ker(h;).. O
Al dualizar y recordando el isomorfismo descrito en 3.9, se tiene el siguiente resultado

Lema 3.13. Se tienen aplicaciones lineales

Q? <— hom (Hy(Sd|Cy| DV, R)(hi)*— hom (Hi (M), R)

mﬁ (AE-?)*T <L§}>>*T

Qf <— hom (H,(Sd|Cy| DV, ]R)(hi)*— hom (H,(M),R)
J

Demostracion. Notemos que ker(h;). = ker(h;).. Entonces basta mostrar la conmutatividad de
los diagramas

QY < hom (ker(h;)s, R)

WjiT (AI(JD)*T

Q? <— hom (ker(h;)., R)

Recordemos el isomorfismo Q? — hom (ker(h;),,R). Consideremos un w € Q?- y una 1—cadena

cerrada 7 € S1(Sd |C;|(V)) cuya clase de homologfa pertenece a ker(h;); entonces 7 es el borde
0U; de una 2—cadena, U; € S2(Sd|C}|). Definimos ¢ € hom (ker(h;),,R), como ¢(7) = w(Uj).
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Para una 1—cadena 7’ € ker(h;), C S1(Sd|C;|(V), existe una 2—cadena U; € Sy(Sd|C;|) tal que
7! = 0U;. De donde,

(A)0) (1) =2 (W) c0Wn) = @ (9.7 (U)) = w (4 (U) = (i) (U)-
En esta ultima ecuacién hemos empleado el diagrama conmutativo

AL
S1(Sd|C;| M) —= Sy(Sd |C;|D)

e

51(8d|C;|) —— S51(5d|Cy))

donde consideramos las inclusiones del 1—esqueleto Sd|Cy|(") en el complejo simplicial Sd |C,|,
para a =1t,j. ]

Usando las escisiones referidas en el teorema 3.11, se puede probar el siguiente resultado.
Teorema Principal 3.14. Se tiene la aplicacion continua de limites proyectivos
e: O xR — fig* (3.12)
Demostracion. Consideramos la escisién
hom (ker(h;)s, R) @ hom (H;(Sd |Cy]), R) ~ hom (Hl(Sd ]CZ-|(1)),R> :
Al considerar la escisién a dos escalas distintas, se tienen los diagramas conmutativos
hom (ker(h;)s, R) & hom (H,(Sd |C;|), R) <— hom (H;(Sd|C;|1), R) (3.13)
A @ (eis)” (AEJ-))*T
hom (ker(h;),,R) & hom (Hy(Sd |Cj|),R) <—= hom (H;(Sd |C;|M),R) .
Recordemos el primer grupo de homologia H;(Sd|C;|(V)) es el abelianizado del grupo funda-
mental 71 (Sd |C;](V, %) ~ P¢, . Ademds recordemos que ker(h;). < Q;, v que Hy(Sd |Cy|(V) ~

H,(M). Entonces los diagramas (3.13) a su vez dan lugar a diagramas conmutativos de aplica-
ciones continuas

Q; x hom (H;(M),R) <— hom (P¢, ., R) .
] ]
Q; x hom (H{(M),R) <— hom (P, «, R)
Por otro lado, al considerar las exponenciales, obtenemos los diagramas conmutativos

hom (P, », R) ™22 L Tom (P, ., U (1)

(Ag;))*T (AE;))*T
hom (Pc; ., R) —— hom (Pg; ., U(1)) -

exp 2my/—1
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Consideremos los diagramas

hom (P¢; «,U(1)) <—hom (P, ,, U(1)) (3.14)

(AE?)*T WT

hom (Pg; «, U(1)) <— hom (Pc; ., U(1))

donde 7j; = hom (enc;;, U(1)) son las aplicaciones de engrosamiento de holonomias, dadas en la
definicién 2.17.
Recordemos el isomorfismo
Py = m(Sd |G|, ).

Segun el lema 2.25, conmutan los diagramas

enc;;

PCi,* PC]‘,*

I ™1 (>\’L'j7*) $

m1(Sd |G|, %) =711 (Sd |0, %)

Es decir, las inclusiones
encij LT (Sd |Ci|(1),*> — 1 (Sd ’Cj|(1),*>
corresponden a
enc;j = 1 (Aij, %),
las inclusiones inducidas en grupos fundamentales por las inclusiones continuas A;; : Sd |Cs| (D) —
Sd |Cj\(1); pues Por lo tanto, las inclusiones en los grupos abelianizados

enc;; : Hq (Sd |Ci|(1)> — (Sd‘cﬂ(l))

coinciden con las aplicaciones enc;;, inducidas en homologia por las mismas aplicaciones conti-
nuas \;j. Es decir,
1
enc;; = ()\l(j))*.
Por lo tanto, al dualizar empleando el funtor hom (-,U(1)), se tiene que los diagramas (3.14)
conmutan.

Finalmente podemos afirmar que conmutan los diagramas

0, x R™ — Y hom (Pc, «, U(1)) .

ﬁjiXidT TrjiT

e
Q; x R —=hom (Pc, ., U(1))
Por lo tanto esta bien definida la aplicacién continua en los limites proyectivos

e: Q x R — A/G,.
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3.6. Curvatura y holonomia de conexiones suaves

Consideremos un haz principal (p, E, M) con fibra U(1) y clase de Euler e € H?(M,R). En
esta seccién describiremos las relaciones entre los espacios de conexiones suaves médulo gauge
A/G, en un haz principal de fibra U(1) y el espacio afin 2. También describiremos la relacién
con las conexiones generalizadas hom (P, U(1)).

Lema 3.15. 1. Se tiene una aplicacion Curv : A/G, — §2, inducida por aplicaciones

Curv; : A/G, — Q.

2. Si dos conexiones @, @' € A, definen la misma forma de curvatura, es decir, F4 = A
entonces,
Curv(p) = Curv(¢').

Demostracién. Se construye utilizando la curvatura usual F4 de una conexién . Explicitamente
se tiene que para la escala Cj,

Curvi(p)(0) 1= 217T/FA o € (Sd|Ci2, ) (3.15)

donde empleamos la 2—forma de curvatura F4. Como los 2—simplejos en (Sd |C;|?, h;) se desom-
ponen como unién de 2—simplejos en (Sd|Cjl, h;);

N2 j

[Ft =3 ute) [ P ae(saicm,
o =1 7

donde ¢; se defini6 en (3.3). Entonces conmutan los diagramas

0 Q,
Cu Vi

i
k Ar
A

lo cual permite definir la aplicacién Curv : A — .

Para la segunda parte, ver [DZ] teorema 7. Supongamos que ¢ # ¢, con formas de curvatura
respectivas F4 % FA'. Consideremos un abierto V' .C M tal que FA +£ F;‘,, para todo x € V.
Supongamos que x € V es un vértice de Sd|C;| para alguna escala (|C;|, ¢;; Sd|Ci|, h;). Por
la condiciéon de h; es un homeomorfismo, el conjunto de vectores tangentes al 1— esqueleto
h; (Sd ]Ci|(1)) , genera el espacio tangente T, M. Por lo tanto

FAwAY) = FY(wad) =e>0

para un par de vectores v,v’ € T, M tangentes a h;(Sd |C;|")) en z. Por la condicién de refina-
miento de 2.4, existe una escala suficientemente fina j > ¢ tal que

(B =) wnv)>e



72 CAPITULO 3. FORMAS DE CURVATURA GENERALIZADAS

para todo y € ¢ y para vectores independientes v, v’ tangentes una 2—cadena o € h; (Sd |C’j|(2)).

Por lo tanto,
/ (FA - FA’) £ 0.
ag

OBSERVACION. Notemos que Curv(g) coincide con la discretizacion de la 2—forma de curvatura
FA. es decir

O]

1
wi = Curv,(p) = %Fj‘

utilizando el complejo simplicial Sd |C;| segun la terminologia de las seccién 1.4.

Teorema Principal 3.16. 1. La aplicacion

Curv: A/Gx 2% U(1)h (3.16)

[] —— (Curv(e); holy(al), ..., holy(al))

es inyectiva. La holonomia de la conexion @, hol,, ver (1.10), es evaluada en los genera-
dores libres o, ... o, de H{(M)=7" ¢ T.

2. Consideremos una rama del logaritmo log = In _27‘/;71 : U(1)" — R, Entonces conmuta
el diagrama

2 x UQ)PEEE g xR (3.17)

C:rvj\ J/ ¢

AlG— A/G,.

Bohol  +———

donde hol : A/G, — A/G. se definid en (1.10), y B : A/G, — A/Gy de definid en el

teorema 2.20.

Demostracion. Se conoce el teorema 1.18. Segun este resultado una clase [p] € A/G, esta com-
pletamente determinada por la 2—forma de curvatura F4 y por la holonomia a lo largo de
ai, ..., o, generadores fijos de la parte libre de H(M). Por la parte 2 del lema 3.15 se tiene
la inyectividad de la primera parte.

Para la segunda parte consideramos a escala C; la aplicacién

(ei o logo Curv ([<p])> (o) = holy(ag), kE=1,...,b1;

(eio Curv ([cp])) (7L) = exp (2ﬂx/j1Curvi([¢])(ak)) , k=1,...,Na;.

k
Recordemos que el grupo Pg,  tiene un subconjunto de generadores 'yf “ descitos en (2.18) y en
k

la proposicién 2.28. Recordemos que en una escala fija (|C;i|, #;; Sd |Ci|, T;), cada generador 7 *
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k
. ’ g, .
se asocia con el borde 8011?, de tal manera que la holonomia a lo largo de 7,* es la exponencial
de la curvatura complexificada en Jf , es decir.

(Bi o hol([¢])) <’yff) = hol, (bam (’yff>> = exp (27r\/2? /af FA> —

= exp (QWﬁCurvi(¢)(af)) - (eio Curv ([go])) (7).

Se procede andlogamente con los generadores oy, ..., ap,. Al considerar diferentes escalas con-
mutan los diagramas respectivos

Q; x R — S hom (P, «, U(1))

id x logy

A/Gx

id x logm

Qj x Ro1 *ijhom (PC]-,*a U(l))

Pasando al limie proyectivo se tiene el resultado.

Resta verificar que en los elementos de torsion v € T' C Hi (M), v+ -+ = sy = 0,
la holonomia es constante. Esto es cierto porque el espacio de 1—formas de conexién ¢ es
conexo por trayectorias: Tomemos una trayectoria ¢;, tal que ¢y = 0,01 = ¢, por ser holy,
un homomorfismo para todo t € [0, 1], entonces tendremos que holy(7)® = 1. Es decir, holy, (7)
es una raiz s de la unidad para todo t € [0, 1]. Por otro lado, la asignacién del intervalo [0, 1]
en el circulo U(1), t = holy, (), es continua. Ademds (o = hol,,(y) también es una raiz de la
unidad. Como el conjunto de raices s de la unidad es discreto, entonces holy, () necesariamente

es o, y holy(y) = holy, (v) = Co. O
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Capitulo 4

Medidas gaussianas

En el capitulo anterior a partir de una sucesién de escalas &, definidas en 2.4, construimos el
espacio afin {}, segun la definicién 3.4. Dicho espacio se obtiene como limite proyectivo de espa-
cios afines €);, que consisten en 2—cocadenas cerradas de clase de cohomologia correspondiente
a la clase de Euler e € H?(M,R), del haz principal en consideracion.

Q extiende el espacio de 2—formas de curvatura F4 de conexiones médulo gauge [cpA] e A/G,
y tiene la ventaja de que en él es posible construir medidas a partir de medidas cilindricas.

En este punto introducimos el tercer ingrediente de nuestra construccion, a saber, una métrica
riemanniana g en M, la cudl permite definir una medida de probabilidad gaussiana p, centrada
en cualquier punto w? del espacio afin .

4.1. Espacios vectoriales topolégicos

Consideraremos topologias en los espacios vectoriales y afines {2, Q(_O » V.. Referencias bdsicas
para los conceptos utilizados son por ejemplo [Da], [Sc], [Ko], [DFL], [DS].

El espacio Q_O, ver proposicion 3.3, es un espacio vectorial topoldgico con la topologia pro-

yectiva inducida por el producto [, Q?. Para ver propiedades de espacios vectoriales topoldgicos
que son limite proyectivo, ver por ejemplo [Sc]. En particular se conocen las propiedades:

Lema 4.1. Sl’ es localmente convexo y Hausdorff.

NoOTACION. Dado un espacio vectorial topolégico E, denotamos su dual algebraico como
E* :=hom (E,R),

y su dual topoldgico como E’, E' C E*. En particular denotemos 2 el dual algebraico de Q?,
Q7 := hom (Q),R) ,

En este espacio consideramos la topologia x—débil que hace las evaluaciones continuas.

Definicién 4.2. Al considerar las aplicaciones lineales inyectivas j; : Q? — Q?, definidas en
(3.10), tenemos aplicaciones continuas

Q. (4.1)

75
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Con el correspondiente limite inyectivo de espacios topoldgicos,

Q= lim Q. (4.2)
=T

T

rdem u men im ! n uivalencia en *. Denotam
Recordemos que los elementos de 1 - 27, son clases de e alencia en US);. Denotamos la
clase de equivalencia de f; € €27 como

m; (fi) = [fil € 2.

Al considerar la proyeccién 7r; : 20 — QY. Se tienen las inclusiones lineales 7} : QF — (29)*.
i % % 7 Pkl
Estas inclusiones inducen la inclusién

mea e (2)

la cual induce una estructura de espacio vectorial en (7.
El conjunto (f} es un espacio vectorial y tiene a lo méas tres topologias las cuales en general
son diferentes:

1. La topologia mds fina tal que las inclusiones 7 : €27 — (7 son continuas (la topologia
usual de limites inyectivos de espacios vectoriales).

2. La topologia mds fina compatible con la estructuras de espacio vectorial que hace de 27
un espacio vectorial topoldgico (la suma le hace grupo topoldgico abeliano y producto por
escalar es una aplicacién continua), y que también hace las inclusiones 7} continuas.

3. La topologia mas fina localmente convexa que hace que las inclusiones 7} sean continuas
y tal que 27 sea espacio vectorial topoldgico.

En nuestro caso las tres topologias coinciden.

Proposicién 4.3 (Corolario 3.4 y ejemplo 3.5 [Gl]). Si QF,i € N es una familia numerable de
espacios de dimension finita con inclusiones 7r;kj QU — Q;,z' < j, lineales, entonces la topologia
del limite inyectivo h_r)nQ* de espacios topologicos, también es la mds fina compatible con la
estructura de espacio vectorial y también es la mds fina que es localmente convexa.

Los abiertos de esta topologia son los conjuntos A C Q* tales que (7})"1(A) C QF es un
—
abierto para toda ¢ € N.
Ahora consideremos la aplicaciéon continua

s ((2)) = ()

- (@)

Con esto construimos la aplicacién lineal continua

v la evaluacién

*
m*oev: Q0 — (Q*) .
— —
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Por otro lado, la inclusién 7} : €27 — Q7 induce, 7" : 7" — (Q2F)*, y en el limite proyectivo
Q7 — lim (Q))*.
— —

Como Y es de dimensién finita QY con la topologia débil es isomorfo a (QF)*. Por lo tanto

ot — QY. induce
*k | * * 0

El cual tiene como funcién inversa 7w** o ev. Con esto se prueba el siguiente lema.
Lema 4.4 ([Sc], pag. 140). Consideremos el limite proyectivo Q{_O con la topologia proyectiva y el

*
dual algebraico (@) , con la topologia x—débil. Se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales

que es continuo:
*
T (Q*> — 0
— «—

Ademds es un isomorfismo de espacios vectoriales topoldgicos.

4.2. Medidas gaussianas para formas de area

El interés principal en esta seccién sera definir medidas de probabilidad gaussianas p en S(?_O ,
asociadas a una métrica riemanniana g en M.

Definicién 4.5. Consideremos el espacio vectorial real de 2—cocadenas V; = {w : (Sd|C;|?, h;) —
R}, el cual contiene al espacio afin ;. Definamos la base independiente

*
Foiooo Fovy, €V
1

definidas como la evaluacién de la 2—cocadena en cada simplejo of € {a},...,agvg’l} =
(Sd|Cil?, i),
Foi(w) = w(oh), w e V. (4.3)

La restriccién de estas funciones al subespacio afin ; C V;, dan lugar a funciones afines
F ok Q; — R.

Por otro lado las funciones lineales correspondientes con dominio Q?, son I, € QF,
T

gy

. e —
F <w0w> = Fi(w) — Fi(w°), Wl € Q0. (4.4)
Notemos que V' es isomorfo al espacio de 2—cadenas con coeficientes reales
Vi~ S5(Sd|Ci]) ® R (4.5)

y que existen inclusiones lineales 7}, : VI — V7 definidas por

Na ;

) (ngk) =D ailo) - F,, (4.6)
=1
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donde
Na

1 (0h) =Y ailoh) - o} € S8 |Gy )

v
=1

y segun (3.3),
R

Notemos que si identificamos V; con las 2—cadenas reales S3(Sd|C;|) ® R tendremos que 7},
coincide con la inclusién LZ(-?) definida en (3.2).
Sea N; C V7 el subespacio generado por los vectores provenientes de 2—cadenas cerradas:

Na;
N; := 7“1F01—|----+7“N2iF No, EV;k | 0 eraf =0,r, €7Z
[3 > o. 7
¢ k=1

Usando el isomorfismo (4.5) tendremos la sucesiones exactas cortas isomorfas

0 N; Vi . o 0;

| | I

00— (kerd) @R — > S5(Sd|Cy]) @ R — (S2(Sd|C|)/ ker ) @ R — =0

donde 9;(F,k)(w) = F_(w) para todo w € QY.

Consideraremos a plartir de ahora una estructura métrica adicional sobre M, dada por una
métrica riemanniana g. Nos interesa introducir porque nos permite para todas las escalas medir
longitudes, areas, volimnes de aristas, 2—simplejos y 3—simplejos o € Sd C; respectivamente,
mediante las integrales

pk(o) = /w(a) \/’det ((¢;1)*¢;‘g)‘ dxy A --- Ndxy,

donde |o| es un k—simplejo que tiene coordenadas v, : |o| — R¥, y donde (v, 1)*¢!g es la forma
bilineal inducida en el espacio tangente de R¥ (recordemos que un ejercicio de rutina prueba que
el valor de la integral no depende del sistema de las coordenadas elegidas 1,). Las funciones

pk o sdck — R

son tales que si ¢ es un k—simplejo a escala gruesa, o € Sd C’ik , que se descompone en escalas
finas como
oc=0c'U---Uo", O'IGSdC]]-C;

entonces
pi(o) = pk (o) + -+ uk (0").

Denotamos area := ,u?.

Lema 4.6. Dada una forma de drea en M, asociada a una métrica riemanniana, g, existe:
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1. Una forma bilineal positiva definida Q en V7.
2. Una inclusion g : QF — V¥ := lim V.
— — —
3. Una forma bilineal positiva definida g*Q en ¥ asociada a la inclusion g.

Demostracion. De manera explicita podemos construir una forma bilineal Q; en V}. Para ello
consideremos el area positiva

area (af )

donde estamos considerando todos los 2—simplejos orientados.
Consideramos la forma bilineal positiva definida en V7, con la base F,1,...,F n,,, por la
i o;

o (SalCP ) = ol

Q| =

matriz diagonal positiva definida,

IREREE 0

Qi:=|: . |, e =) (4.7)

0 e aLNu

Al considerar una escala fija (|C;|, ¢;; Sd|C;|, T;) y escalas més finas, j > i, se puede probar
la siguiente relacién

P

aix =Y 0i(of) - aj,
=1

Donde cada 2—simplejo a escala gruesa, of € (Sd|C;|?, h;) se descompone 2—cadena a escala

fina
Na j

1(0h) =Y o) ol oh € (Sd |Gy, ).
=1

*. son iso-

Los coeficientes §;(cF) se definen en (3.3). Se verifica entonces que las inclusiones ™

metrias,
* .
|75 (7)o, = |
J

Por lo tanto estd bien definida una forma bilineal positivo definida en h_r)an Esto prueba la
primera parte.

F,

Q.’Faf EV;(.

(k+1)
ij
m;; + Vi — V; induce una aplicacién dual de 7 : Q? — QY

, se tiene que 7} (N;) C Nj, por lo tanto

Para la segunda parte, como ij cd =001 i

* . Ok *

Ademas se tienen los diagramas conmutativos,
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Asi podemos obtener aplicaciones en el cociente V}/N; — V;f /N;, y diagramas conmutativos

Vi /Ny —2 V2N

.
7.r*

o

donde J; : Vi/N; — QF es el isomorfismo inducido por la aplicacién ¥; : Vi — QF dada por la
evaluacién cuyo ntcleo es N;.
Consideramos el isomorfismo
a; : Vi/N; — Ni-

esta especificado por

Na; Na ; Na ;
(o7} E akFgf +N; | = PT‘O@/NZ_L E akFaf R E akFUf S V;-k,
k=1 k=1 k=1

donde Proyy. : V; — Nf consiste en tomar la proyecciéon ortogonal respecto a O;; y donde

Nf C V; es el complemento orthogonal de N;. Con esto definimos las inclusiones
gi:aioﬂﬁfl Q7 — V.

Afirmamos que

i (Ni) = 735 (Vi) NN (4.8)

: . . Nay

Para la inclusién 7f; (N;) C 7;(V;) N Nj, consideremos una 2—cadena cerrada y_, % apol €
Na i

So(Sd|Cil, hi), 03,21 akol = 0. Entonces la 2—cadena

Na; N2 j
2
Lz(j) Zakgf = Zblaé € SQ(Sd|Cj‘7hj)’
k=1 =1
es cerrada ya que
Noi Na ;
) k e El — Mgy =
O\ uy | Dol | | =uj 00| Y _aol | =1;(0) =0.
k=1 k=1
Por lo tanto,
Na ; Na,;
m | 2o aFor | = 2 bk
k=1 1=1 '

donde 0 (Zlel’j blaé) =0.
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Reciprocamente, para la inclusion #7;(VY) N N; C 77 (N;), consideremos Zf\fij bF, €
J
m;;(V7), el cudl tiene asociada una 2—cadena cerrada Zf\fl’j blo'é-. Entonces existe una 2—cadena
gi{ arol € S9(Sd|Cy|, hi), tal que

N2 ; N2 ;

(2) k)l _ !
u | D_akof | =) ol
k=1 =1

Entonces se tiene que

No; Na; N2 j
(1) k| _ (2) El _ 1y _
Lij © 0 E ago; | =00 Lij g ago; | =0 g bio; | =0.

()
ij

Notemos que

Como ¢,/ son inclusiones, 0 ( ivilz akaf) = 0 y por lo tanto Z]kvil‘ arok € N;. Esto prueba 4.8.

N; = 5 (V) AN, @ 7y (VD) AN = ey () @ e, (V) - AN, (4.9)

La aplicacién ﬂ';‘j es una que envia vectores ortogonales en vectores ortogonales. Si Q;(v,u) =

0 para todo u € N;, entonces

Q; (mi;(v), mij(u)) = 0.
También si v’ € 7 (VH)T N N;, entonces Q; (ﬂ';*j(v),u’) = 0. Por lo tanto, gracias a (4.9)
7 (N;) C Ny

Entonces conmuta el diagrama

* 5] *
Vi %
J r. ),
T
(77 a]

Consideremos un v € Ni-, entonces mi;(v) € NjL. Recordemos que la aplicacién o; : V;/N; —
NiL consiste en tomar la proyeccién ortogonal de un vector en V;, que sea representante de la
clase correspondiente en V;/N;. Entonces conmutan los diagramas

Vi —= V7. (4.10)
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Por lo tanto se tiene la inclusién
. O* : *
g: Q2 — limV;y.

Asi que Q; induce formas bilineales g/ Q; en ), para las cuales las aplicaciones lineales ﬂ;‘j :
Q7 — 7, i <j son isometrias. Obtendremos entonces una forma bilineal positiva definida g*Q
en QF.

—

O

4.3. Medidas cilindricas

En esta seccién definiremos lo que son medidas cilindricas en espacios topoldgicos construidos
como limites proyectivos. Nuestra finalidad serd describir medidas gaussianas cilindricas, las
cuales a su vez darén lugar a medidas numerablemente aditivas en Q<_O. Para la conveniencia del
lector, referencias bésicas seran [Gr2|, [St], [Bi], [Da], [DFL].

Definicion 4.7. Consideremos un espacio vectorial topolégico E y un subespacio de dimen-
sién finita F' del dual topolégico E'. La o—élgebra de conjuntos F—cilindricos, ¢r, es la
o—algebra generada por la coleccion de conjuntos de la forma

{f"1(B)| B C R es boreliano, f € F'}.

Sea .# = {F;}icr, una coleccién de subespacios finitos de E’, con un orden parcial en .#, dado
por la inclusién, F; — Fj. Definimos un orden parcial < en I como 7 < j si F; C Fjj. Se define el
algebra de conjuntos .% —cilindricos, como la unién de todas las o —algebras F;— cilindricas

€z =|J%n.
i€l
La compatibilidad con las inclusiones asegura que esta unién en efecto es un dlgebra.
Una medida cilindrica p en E, respecto a %, serd una funcién finitamente aditiva, no
negativa en el algebra de conjuntos .% —cilindricos,

p: €z — R.
Se tienen los espacios
Er =E/{we E|f(w)=0, feF}.
los cuales tienen aplicaciones, 7;; : E; — Ep,, inducidas por las inclusiones F; C Fj, para i < j.

Lema 4.8 ([Dal, lema 1.3.1). Una coleccion p; de medidas borelianas en Ef,, compatibles,
(mji)«pj = pi, define una medida cilindrica en E respecto a F .

Una medida cilindrica p en E no siempre hard de £ un espacio de medida. Sin embargo p
define una funcién finitamente aditiva, en la c—4&lgebra de los borelianos del espacio vectorial
topolégico que se obtiene como el limite proyectivo,

E :=lim Bp,.

)
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Podemos considerar

E-Q0 =~ (), E=E=@) =2, Z={x@)}en-

entonces por definicién

Eor = S{)_O/{w € Q{_O | f(mi(w)) =0, para todo f € Q}.

83

Como las funciones lineales f € QF separan puntos, si f(m;(w)) = 0, para todo f € Q, entonces

mi(w) = 0, es decir,
Eg; = Q/m1(0).

Adems3s se tiene la sucesién exacta
0— 77;1(0) -0 = SZ? — 0.
—

Por lo tanto se tiene el isomorfismo
0
Eqr ~ Q.

(ooQ ~1 —1 B -1 .
Ademds, Siw € 7; (0), entonces w € m; (0), es decir, 7; (0) C m; " (0). De donde se obtienen

aplicaciones
. N
7Tﬂ . EQ; EQ:,

y diagramas conmutativos

o
Eq: —s Eq:

L]

0o T 0
Q; —— O
Finalmente se tiene el isomorfismo de limites proyectivos
limFo: ~ Q"= F
— 7 —
Lema 4.9. Sea $* el dlgebra boreliana débil de S()_O. Entonces
By = RB*.

donde Bg es la o—dlgebra de los cilindricos €.

(4.11)

Demostracién. Dado que segun el lema 4.4, los abiertos de la topologia débil son los mismos
que los de la topologia producto, se sigue que el algebra de cilindricos coincide con el algebra de

borelianos y por tanto #* = £ 4.

O]

Corolario 4.10. Toda funcion lineal real, f : Q_O — R es medible respecto a la o—dlgebra B 4.

Demostracion. El corolario es otra manera de decir que la sigma algebra %4 coincide con la
sigma algebra Z*. Esta ultima o—4&lgebra tiene como medibles los generados por los abiertos

usando funciones lineales.

O]
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4.4. Medidas gaussianas en espacios topoldégicos

Para que una medida cilindrica defina una funcién numerablemente aditiva y en efecto defina
una medida en el limite proyectivo lglz EF,, es necesario verificar el teorema de Kolmogorov, ver
[Da] seccién 1.3, [St], el teorema de Prohokorov [Bi] seccién 5, [Sk] pag. 49.

Teorema 4.11 (Kolmogorov). [Corolario 1.3.5 [Da]] Sea B un conjunto arbitrario y sea 94 el
conjunto de todos los subconjuntos finitos no vacios de B con el orden parcial inducido por la
inclusion. Para cada F € ¢ de cardinalidad | F|, sea RIF un espacio euclidiano con la o—dalgebra,
B de borelianos en RIF!,

Para cada F € 9, sea i una medida de probabilidad en (R|F|, ﬂp), y supongamos que dichas

medidas de probabilidad son consistentes, es decir, para F' = {wl, . ,w‘F‘} S = {wi, . vwa/\} €
4 con F C F', se tiene
-1
e (Ppip(E)) = pr(E),

!/ e
donde ppip : REF'T S RIFI ¢5 g Proyeccion pgrp (:cwzl, . ,xwl/ q) = (wwl, .. 7xw|F\)'
F

Sea T' = [[,cgRu con la o—dlgebra By = [[,cp B, donde B, son los borelianos en el
factor R,,. Entonces hay una inica medida de probabilidad pu en I tal que se satisface la siguiente
condicion

donde pp : T — RIF! es la proyeccion pp ((zw)we X) = (mwl, e 73%‘”)-

Esta version del teorema de Kolmogorov nos resultara 1til para definir medidas en {2 a partir
de medidas cilindricas. Primero recordemos que la transformada de Fourier de una medida p en
R™, se define como

Fu(f) = /n exp (\Ef(w)> dp,

F : 8" — &' tiene dominio y codominio en el espacio de distribuciones temperadas f € S’, que
es el dual del espacio S de las funciones que decaen rdapidamente en €);, ver definiciones por
ejemplo en [Ru]. En particular para una medida gaussiana p en R" la transformada de Fourier
de una funcion lineal f : R®™ — R es

Foi) = [ exo (V1) dp = exp (~5000.5).

donde Q es una forma bilineal positivo definida llamada la covarianza de la gaussiana.

Lema 4.12. Supongamos que T j; : Qg — Q9 es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de

dimension finita. Sean p;, pj medidas gassianas centradas en QY, Qg respectivamente con formas

de covarianza Q; y Q;. La aplicacion dual wF : QF — QF es una isometria con los productos
) ] 1] 1 J

internos definidos por Q; y Q;, si y solo si (7j;)«p; = pi-

Para la demostracién ver por ejemplo, [Ga] proposicién I11.59 y proposicién I11.64, también
[Su] teorema 3.1. Usando el lema 4.12 y el teorema de Kolmogorov se sigue el siguiente
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Teorema Principal 4.13. Una familia de medidas de probabilidad, p; en §;, que satisfacen
(75i), pj = pi, para cualesquiera i < j, definen una medida de probabilidad, p, en Q(_O.

En particular consideremos una coleccion de formas biliniales positivo definidas Q; en €2
definidas en el lema 4.6, con la coleccion de gaussianas asociadas p; cuyas transformadas de
Fourier son:

1 *
[ e (VEis@) dns = exp (50000 ) £
Si T QF — Q;‘ son isometrias con respecto a Q; y Qj, entonces existe una medida de proba-
bilidad p en f{l_o, definida por las gaussianas p;.

Demostracion. Debido a que 77; : 7 — €27 son isometrias se tiene que las gaussianas p; son com-
patibles con el engrosamiento, es decir,(7;;).«p; = p; por lo tanto definen una medida cilindrica
p en ((2_0 tal como se vio en el lema 4.8.
Verifiquemos que se satisfacen las condiciones del teorema de Kolmogorov, 4.11, y que la
medida cilindrica
pi%r =R, F = {0,

define una medida numerablemente aditiva en la o—algebra B2 = %* de borelianos de S(Z_O.
Por induccién es posible construir una base de Hammel de Q(_O,

B={wy | k=1,...,dimQ; i € N}
tal que m;(w;1),...,mi(win,), es una base de QY. con n; = dimQY, y tal que mj; (m;(w;x)) =
Wi ks E=1,...,n5y mji(mwj(wir)) =0, para k =n;+1,...,n;. Consideramos ¢ la coleccién
de todos los subconjuntos finitos de B, y para cada F' € ¢ consideramos el subespacio vectorial
generado por los vectores de F' = {wj, k1, - -+ Wi, kn 1+
(T1wiy oy + -+ Tpwip b, | Tp €ER} o RIF = {(2y,. .. 2,)}.
Entonces existen proyecciones pgr p : Rl — RIFI cuando F C F'. Para

Fi = {wm, ves ,wi7|Fi|},

se tiene RIFil ~ Q?, y conmutan los diagramas

PF;,F;
RIFi| —— RIF]

L]

0_ Ty 0

Supongamos que {7,1 S e S 'ln} €S una SecuenCia, entonces eXiSte una proyeccién
| i |
QO RIFI o — (. )
pFin,F . in - ) pFin,F mkﬂ-z(wl,k) - xlla s 7xZ‘F| )
k=1

donde F' = {wj,, ..., wip }-
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Al considerar las medidas de probabilidad pp := (ppm’F)* pi,, tendremos una coleccion
de medidas de probabilidad consistentes. Asi se verifican todas las condiciones del teorema de
Kolmogorov 4.11, y por lo tanto existe una tinica medida de probabilidad p en I' = [] .5 R

Ademss se tienen los diagramas conmutativos

T
PF
PF l J

0 - 0

Q’i i J

y también

QO
18

F F’

donde mp = pg, F o m;,. Por lo tanto, el limite proyectivo de espacios euclidianos SLO es homeo-
morfo a I" y p es una medida de probabilidad para los borelianos euclidianos %Ay . En particular
también es una medida de probabilidad para la o—algebra de la topologia débil Z*. O

Definicién 4.14 (ver [Ya] pag. 151). Consideremos un espacio vectorial topoldgico E tal que
su dual algebraico E* con la topologia x—débil es localmente convexo y Hausdorff. Una medida
p de probabilidad en E*, con o—algebra los borelianos de la topologia x—débil, *, se llama
gaussiana si para toda funcién lineal f € F, f,p es una medida gaussiana en R, denotamos su
media con E(f) y su varianza V(f). Se llamara centrada si E(f) = 0 para todo f.

Teorema 4.15 (Teorema 8.1 [Ya]). Para una medida p en E* para la o—dlgebra %*, son
equivalentes:

1. Paratoda f € E, fip es una gaussiana 1—dimensional, es decir, p es una medida gaussiana
en E*.

2. Eziste un producto interno Q(-,-) en E tal que la funcion caracteristica o transformada de
Fourier evaluada en f € E, es

Foi) = [ exp (V1) dote) =exp (<5001 )

En consecuencia basta definir una forma bilineal postivo definida Q en {7, como en el teorema
4.13, para poder definir una medida de probabilidad gaussiana centrada en Q(_O.

4.5. Isometria de las normas || - ||g y L? para funciones lineales.

Lema 4.16. Sea Q la forma bilineal en 0 definida en el lema 4.6 a partir de una forma de drea

en M y sea p la gaussiana correspondiente definida en el teorema 4.13. Existe una isometria
lineal T,

* A
&HLQ (Q_O:P) )
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donde p es la medida gaussiana descrita en el teorema 4.185.

Demostracién. 7 resulta ser el limite inyectivo de
1({00
T - 1 (2% p)

definidas por [Z;(f;)] (w) = fi(m; (w)), para cada f € QF, tomando w € Q(_O.
Haciendo célculos

Hmmﬁzémemwx

El producto interno en QF, (f;, fi)o, = Qi(fi, fi), induce un producto interno en Y. Considere-
mos wy, € QY tal que f;(w 7,) =1y fl(wy,) =0 para f/ ortogonal a f;. Y consideremos en seguida
una descomposicién ortogonal de Q? como R - wy, X R™~1 n; = dim ©Q;. Entonces

Hmm@zf (@) dpr(r) © dpn,—1
Rwy, xR ~1CQY

Donde descomponemos la gaussiana dp; en Q2 = R" como producto de gaussianas dp; ®
dpn,—1 en R y R%~1 respectivamente. Luego usando el teorema de Fubini

IZi(fi)ll3. = wafi [fi(wi)]? dp1 fgn,—1 dpn,—1
= wafi [filrwy,))? dpi(r)
= | r2dpy(r)
= Qi(fi, fi)
= |Ifill3,-

En la igualdad [ r%dp1(r) = Qi(f;, fi) utilizamos que

/erkxdpl(x) _ (27T)_1 / eﬁkxe—xz/Qazdx _ e—k202/2
R R

donde g = Qz(fufz)

Por otro lado se verifica la conmutacion de los diagramas

Como la coleccién {Z;} preserva la norma del producto interno, también lo hace Z. ]

Definicion 4.17. El espacio de Hilbert
2 (0
M,C L (Q_ , p)

consiste de la cerradura de las funciones lineales contenidas {7, como elementos de L? <§<2_0 , p).



88 CAPITULO 4. MEDIDAS GAUSSIANAS

Mientras que toda f € 7 define una funcién lineal medible definida en todo ((2_0, en general
las funciones lineales en el espacio extendido H, estdn definidas para casi todo w € @. Ver por
ejemplo (9.6) en [Yal.



Capitulo 5

Evaluacion de la curvatura

En el capitulo anterior hemos descrito un espacio afin £ y hemos descrito medidas de

probabilidad gaussianas p en 2. Dichas medidas estdn centradas en w0, estan asociadas a una
forma de area en M.

En este capitulo abordaremos los siguientes objetivos:

1. Definiremos para cada superficie lineal a pedazos U C M una funcién afin Fy; definida casi
dondequiera en {2 la cual extiende la nocion de evaluacion de las 2—formas de curvatura

F4 de conexiones suaves ¢ en U, es decir,

Fu (Cunv[g]) = — /UFA.

T or

2. Usaremos dicha funcién afin para construir un operador multiplicativo Fyy en el espacio

de Hilbert L2 (Q : p).
—

3. Mostraremos que la representacién de la curvatura definida mediante este operador y
espacio de Hilbert es independiente de la eleccion de escalas &.

5.1. Curvatura en superficies simpliciales

Comenzamos con la siguiente definicion.

Consideremos una sucesion & de escalas {(|C;|, ¢i; Sd|C;|, T;) | i € N}, como en la definicién
2.4. Recordemos que (|C;|, ¢;) son estructuras lineales a pedazos en M, ver definicién 1.10, las
cuales son isomorfas para cualquier i € N. Recordemos también que cada escala escala tiene
asociada una descomposicién celular C; de M, ver proposicién 2.2.

Definicién 5.1. Consideremos una escala fija (|C;l, ¢i; Sd|C;|, T;) y un 2—poliedro Py orienta-
ble, con borde. Supongamos que la aplicaciéon continua

Hy : Py — M,

es tal que gb;l o Hy : Py — |C;| es una aplicacién lineal a pedazos entre poliedros, segun la
definicién 1.4. Entonces diremos que su imagen

U = Hy(Py) C M,

89
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es una superficie lineal a pedazos de M.
En particular, si U es una superficie cerrada orientable con borde formada por 2—simplejos
del 2—esqueleto de la triangulacién baricéntrica,

UChi (Sd yci|<2>) C M, U =Ur_ 0% oF € (Sd|Ci|2, hi)

Entonces diremos que U es una superficie simplicial. Dicha superficie U tiene asociada una
cadena simplicial

Zak, para algunos o* € (Sd|C;|?, hy).
k=1

Ademés el borde OU est4 contenido en la imagen del 1—esqueleto, h;(Sd |C;|™D).

Recordemos las funciones lineales F i« : §}; — R, definidas en 4.3.
Lema 5.2. Si U C M es una superficie simplicial que es union (finita) de 2—simplejos Ufo €

(Sd|Ciy|?, hiy), en alguna escala, (|Ci,l, ¢i; Sd|Ciy|, Ty ), Para w € 2, sea miy(w) = wj,. Consi-
deremos las funciones afines, Fyi, : i, — R,

Fuig(wip) =Y Foi (wio) - (5.1)
k=1

donde U = Uzzlafo tiene asociada la cadena simplicial Y ., aiko a escala (|Ciy |, ¢iy; SA|Ciy |, Ty ) -
Entonces:

1. Para una escala mds fina j > ig se tiene que
Fuig(wig) = Fuj(wj)

2. Eziste una funcion afin

Fy: (Q — R.
tal que
Fy=Fy,om;: 2 =R (5.2)
para j > 1g.

Demostracidn. Sea  _, af la cadena asociada a U a escala . Por la hipétesis de refinamiento
la més fina j > i, cada o* se d dena of = Y3, o 1
a una escala més fina j > i, cada oy’ se descompone como una cadena oy = ) ;*, 0, a escala
- b
j. De esta manera

n n ng m
k _ I _ r
PBLEDIPILIEPIL

k=1 k=1 1=1 r=1

donde 7" | o7 es la cadena a escala j asociada a U. Es decir
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Esto prueba la primera parte ya que para indices j > i, se tienen los diagramas conmutativos
Qi[) T Qj .

FU,io\L FU ]
»J

R

Para la segunda parte definimos

Fy = Fy, omi, : Q — R.

5.2. Aproximacion simplicial de superficies lineales a pedazos

Consideremos una escala fija (|C;|, ¢;; Sd|C;|, T;) y una superficie lineal a pedazos U C M.
Segun la definicién 1.4, para definir la aplicacién lineal a pedazos Hy : Py — U C M, se
tienen complejos simpliciales |Ky|, y |K'| los cuales son triangulaciones rectilineas de Py y |C]
respectivamente, con el diagrama conmutativo

H ot
Py —2= M ——|Cy| , (5.3)
|Ky|- - -1~ ~|K/|

donde 7 : |Ky| — |K’| es una aplicacién simplicial. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que |K'| es una subtriangulacién de la traingulacién baricéntrica Sd|C;| dada en la definicién
1.3. Es decir, que la inclusién de la triangulacién rectilinea |K’| — |Cj|, se obtiene de una
subtriangulacién |K'| — Sd |C;| compuesta con la subtriangulacién rectilinea T; : Sd|C;| — |C;].
Es decir que se tiene un diagrama conmutativotiene el diagrama

Hy ¢; '

Kyl ==~ % =~ |K|

Por la proposicién 2.2 la imagen U = Hy (Py) esta cubierta por una cantidad finita de células
¢, € Gy,
UcCcaU---Ue,, conc € C;.

Supongamos que es una coleccién minimal en el sentido de que si quitamos una célula deja de
ser cubierta. Por esta propiedad es una cubierta tinica.

Consideremos simplejo |o| C | K|, entonces 7(|o|) es un simplejo de |K’| que estd contenido
en un politopo p de |Cy|. Consideremos una célula ¢ € C; tal que ¢; (c) N7n(|o|) # 0. Notemos
que la cerradura
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es una cara del politopo p C |C;| con interior

e=intT = ¢; (c).
El lema 5.3 nos sera de utilidad para probar la proposicién 5.4.
Lema 5.3. Sea n: |Ki| — |Ka| una aplicacion simplicial y sea |o'| C |Ka| un simplejo.
para la célula e = int |o”|.

Demostracion. Por continuidad se tiene

) cn (@)

Bajo una aplicacién afin 6 : R" — R™, la imagen inversa de un semiespacio abierto L es un
semiespacio abierto #~1(L), por lo tanto §=1(L) = =(L).

Al considerar el simplejo |¢'| = € tendremos que int |0’| se corresponde en coordenadas
baricéntricas ¢/, con interseccion de simiespacios abiertos L1 N---N Lyy1 C R™. Consideremos
un simplejo |o| C |K1| que intersecta la imagen inversa n71(|o’|), entonces 7~ (int |o’|) N |o]| se
corresponde en coordenadas baricéntricas con una interseccion de semiespacios abiertos:

n~L(int |o’]) N |o| ——— int |0

- .

0~ (L)N---NO L) LN -NLy

’

con 6 = ¢, oo ¢ L. Por lo tanto

G0 Oy (it [o/N)Nlo| = 0L 08 (L) = 07 (T)n 00 (L) = 07 (T 00 o)

es decir

1 (60 Gr TG o) N lol) = 65 (E0) -+ N6 (B = [o”| € |0
donde |0”] C |¢’| es un subsimplejo. Esto prueba que
n (?7“(6)) Ce
es un subsimplejo que intersecta el interior e por lo tanto coindciden, es decir

7 (ﬁT@) =e.

Proposicion 5.4. La cerradura

= (enn(o])) C [Kul, e = ¢; ' (0),

es un subcomplejo simplicial.
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Demostracion. Gracias a que |K'| es una triangulacién rectilinea del poliedro |C;|, podemos
afirmar que
enn(lel) C TNn(lof) C |K'|

es un simplejo. Por lo tanto,
nt (ennlon) ¢ Kl

es un subcomplejo simplicial. Por el lema 5.3

T (enn(ol) =n~" (enn(ol) € Kol
Es un subcomplejo simplicial. d

Notemos que
Hy(le|)nece

es un compacto conexo y
Hy' (Hy(lo]) ne) € Py,

se corresponde con el conexo
1t (67 (e) (o)) © |Kul.

Como ¢; 1 (U) = n(|Ky|) consta de simplejos de |K’| entonces ¢; ! (¢NU) consta de simplejos.
Por lo tanto 7 (#; '(c)) consta de una unién finita y disjunta de conexos Ji(c) C |Ky|, k =
1, ..., n, cuyas cerraduras

Ji(c)

son subcomplejos de |Kys|, con dimensién dim Ji(c) que puede ser 0, 1 6 2. Es decir,

(7 (0) = Ji(e) U Udn(e) C [Kul, 77 (¢ ' (¢) = Ju(e) U+ U di(e) C |Kul.

K2
Consideremos dos células no necesariamente distintas ¢, € C;, decimos que dos conexos

Ji(¢), Jm () son adyacentes si

Je(e) N Jm(d) #0, 6 Jp(e) N Tn(d) # 0.

Proposicién 5.5. Ji(c), Jn (') son adyacentes si y sélo si Jp, () C Ji(c), ¢ Ji(c) C I ().

Demostracién. Supongamos que Ji(c), Jn, () son adyacentes, con Ji(c) N Jp(c') # 0, Conside-
remos un simplejo |o’| C |K’| C |Cy] tal que int |o'] C ¢; (<), ¥
n~ ! (int |o’]) = intn " (|o’]) C Jim (<)

Como ¢ C ¢, entonces int |o’| C ¢; ' (¢) C ¢; ' (€), de donde

it~ (|o']) € 0~ (771 (0)).

Es decir, int n~*(|o’|) C Ji(c), como Jy,(c') es una unién de interiores de simplejos int =1 (|o’|),
entonces Jy, (<) C Ji(c).
La afirmacion reciproca es inmediata.
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Consideremos dos puntos x,y € 771 (¢;*(c)) con z € J,(c) y y € Jy(c), decimos que son
c—equivalentes si existe una secuencia de conexos

Ja(¢) = Jy(ci)s - T (ar,) = Ju(c).

Tales que:
L. Jy,(c;)s ki (1,4, ) son adyacentes para i = 1,...,r — 1,
2. ¢y,...,¢, CcC.

Se puede verificar que ésta es una relacién de equivalencia en 7~ (¢; *(c)). También se puede

definir una clase de equivalencia andloga en 1! <q§i_1(c)) =n1 ((b;l(c)). Denotamos las clases
de equivalencia en ¢ como M,, v =1,...,n. Entonces tendremos la descomposicién

n ' (¢;'(¢) = MyU--- UM, C|Kyl, (5.4)

)

Al considerar las cerraduras tendremos
n 1t (¢;'(@) =M U-- UM, C |Ky|

M, C |Ky| son subcomplejos. En efecto, por la propiedad 2 de la proposicién 5.5, se tiene que
que M, es unién de cerraduras Ji(¢;) C ¢, por lo tanto unién de simplejos. Al considerar las
componentes conexas N, del complejo My U ---U M,,, tendremos

i~ (671@) =0 (671(0) = MU+ U Ny € |l
Esto prueba la siguiente afirmacién.
Proposicién 5.6. En la descomposicion (5.4), las clases N, son complejos simpliciales cone-

zos |K,(c)| C ¢, disjuntos por pares, |K,(c)| N |K,(c)| = 0, v # p. Por lo tanto se tiene la
descomposicion en subcomplejos simpliciales conexos

17 (67(9) = K1 (@) U+ U [Kn(). (5.5)
Resumiendo tendremos el siguiente corolario.
Corolario 5.7. Se tienen subcomplejos simpliciales |K,(c)| tales que
m
Kul=n"'U)= |J |]IKs()l. (5.6)
cNU#(D s=1
De tal manera que si n(x) € U N ¢;*(c) para una célula ¢ € Ci, con x € |K,(c)|, entonces

|K,(c)| C |Ky| es el subcomplejo conexo mazimal que contiene a n(x) cuya imagen n(|K,(c)|),
estd contenida en el politopo ¢; ' ().
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Consideremos todas las células ¢ € C; que intersectan U C M y definamos el conjunto de
vértices

AY = {K,(c) | cNU#B,v=1,...,m};

definamos también el conjunto de aristas como
Apr = {(E(0), Ky () | |Ku(0)] C |Kp ()], dim K, (¢) < dim K,/ (¢) },
y el conjunto de 2—simplejos como
Afr o= {(Ky(c0), Ku, (c1), Kuy (c2)) | | Ky, ()| C |Ky, ()| # 0, j > i, dim K, (¢;) = i},

Los conjuntos AY,, Al A%] de vértices, aristas y 2—simplejos respectivamente definen un 2—simplejo
abstracto Ay.

Notemos que cada vértice z € |Ky| estd contenido en una célula ¢ y en una clase de equi-
valencia M), asociada a una tinica componente conexa |K,(c)|, con z € |K,(c)|. Es decir, cada
vértice z € |Ky| tiene asociado un tnico subcomplejo |K, (c)|.

Lema 5.8. Consideremos dos vértices z, 2" € |Ky| con z € |[K,(c)|, 2" € |K, ()|, los cuales son
extremos de una arista e C |Ky|. Si la triangulacion |K'|, en (5.3), es subtriangulacion de la
triangulacion baricéntrica Sd|C;|, ver definicion 1.8, entonces

1. ¢ bien
Ky (c)] C |Ky ()],
0 bien

Ky ()] C Ky (0)].
2. Si|K,(c)| = |K, ()|, entonces ¢ = .
3. Si|K,(c)| & |K, ()| entonces ¢ C ¢ y por lo tanto c,c’ son células adyacentes.

Demostracion. Los vértices y = n(z),y’ = n(z’) € |K'| estdn contenidos en un simplejo de
|K'| contenido en un simplejo |o| C Sd|C;| de la triangulacién baricéntrica. Para el simplejo
|o| sus vértices x¢, ..., 2., son baricentros de células cg,cy,...,cg, con dime, < dimc,y,, para
n < m. Segun la construccién de la proposicién 1.2, estas células son adyacentes por parejas,
mas precisamente se tiene ¢, C ¢, para n < m.

Por lo tanto podemos suponer que Hy(z2) € ¢, Hy(2') € ¢ con ¢, ¢ células adyacentes, ¢ C .
Supongamos que z € |K,(c)| y 2’ € |K,/(c)|. Recordemos que |K,(c)| es el méximo subsimplejo
conexo que contiene z y cuya imagen estd contenida en ¢ C ¢/. Entonces |K,(c)| C |K,/(c)|.
Esto prueba la primera afirmacion.

La segunda afirmacién se sigue de ¢ C ¢, ¢ C ¢ implican que ¢ = ¢’.

La tercera afirmacién se sigue de la primera considerando puntos z € Hy; Ye),2 € H U L.

0

Definimos la aplicacién simplicial en las realizaciones geométricas
ty : |Ay| — Sd|C]

mediante las aplicaciones simpliciales en los complejos simpliciales abstractos, de la siguiente
manera:
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1. Para cada vértice K,(c) € A definimos

tu(K,(c)) :== x,

donde z. € SdC; es tal que ¢;(x.), es el baricentro de la célula ¢ € C;.

. Para las aristas (K, (c), K,/ (c')) € A}, se tiene

tv (Ku(c), Ky () := (¢, mer) .

La pareja (x.,z) es en efecto una arista de Sd C;, baste notar que segun el lema 5.8,
|K,(c)| & | K, ()] implica ¢ C ¢ y por lo tanto ¢, ¢ son células adyacentes.

. Para los 2—simplejos (K, (co), K, (c1), Ky, (c2)) € A%, se define,

tu (KVO(CU)7KV1 (Cl)vKVz(CQ)) = (xCO’xcl7xC2)'

La terna (¢, Tc,, Te,) €s en efecto un 2—simplejo de Sd C;, ya que |K,, (cx)| & |Ky, (¢1)],
k <l implica ¢; C ¢ para k < [, es decir ¢, ¢; son adyacentes y (z.,,Z,) es una arista.

Definiciéon 5.9. Dada la superficie lineal a pedazos U, con inmersién lineal a pedazos Hy :
Py — M, decimos que el 2—complejo simplicial |Ay| junto con la aplicacién continua

hioty = ¢ioTioty : |Ay| — M,

es la superficie de aproximacién simplicial de U a escala (|C;|, ¢;; Sd|C;|, T;). Denotamos
la imagen por

Ul‘ = hz OtU (‘AU‘) .

Definicion 5.10. Adicionalmente podemos definir una aplicacion simplicial

[ 1Kyl = [Aul,

en los complejos simpliciales abstractos de la siguiente manera:

1. Para los vértices z € |Ky| contenidos en el subcomplejo | K, (c)| C |Ky| de la descomposi-

ci6n (5.6),
f(z) = K,(c) € AY.

2. Para las aristas e = (z,2) € K};, por el lema 5.8 se tiene K,(c) C K,/(') 6 K, () C

K,(c); donde K, (c) es la componente que corresponde al vértice z y K,/(c') es la compo-
nente correspondiente a z’. Tenemos dos casos:

a) Caso K,(c) = K,(¢'). Entonces definimos:

fle) = f(z,2) = f(2) = f(') = Ku(c) = Ky (),

es decir la arista e se colapsa al vértice K, (c).
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b) Caso K,(c) & K,/(c'). Entonces
£e) = £ ) = (Ku(0). Ko ()
Se verifica inmediatamente que (K, (c), K,/(¢')) es en efecto una arista de Ay .
3. Para los 2—simplejos (2o, 21, 22) € K(%, se tiene 23, € K, (ci), con los siguientes casos:

a) Caso Ky, (co) & Ky, (c1) & Ky,(c2), con dim K, (¢x) = k. Aqui se puede definir:

f(ZOa 21, ZQ) = (Kllo (Co), KVl (Cl)a KV2(C2)) .

Por el lema se tiene que
b) Caso K,,(co) & Ky, (c1) = Ky, (c2). Entonces

f(ZOa 21,22) = (f(ZO)vf(ZlaZQ)) = (KVO(CO)7KV1 (Cl)) )

es decir, el 2—simplejo se colapsa en una arista.
c¢) Caso Ky,(co) = Ky, (c1) & Ky, (c2). Entonces

f(20721722) = (f(ZO,Zl),f(Zg)) = (KVO(CO)vKIQ(C?));

es decir, el 2—simplejo se colapsa en una arista.
d) Caso K,,(co) = Ky, (c1) = Ky, (c2). Entonces definimos

f(20, 21, 22) := f(20) = f(21) = f(22) = Kyy(co)
es decir el 2—simplejo se colapsa a un vértice

Teorema 5.11. Una superficie lineal a pedazos U es homotopica a U;, su superficie de aproxima-
cion simplicial a escala (|C;l, ¢i; Sd|C;|, T;). Es decir, existe una homotopia H : [0,1] x |Ky| —
M, y una aplicacion simplicial

[ Kyl — |Aul,

tales que
H(O,) = HU : ’KU‘ — M,

y también conmuta el diagrama,

H(lv)
|Ky| ——=M

J{f d’iOTiT

|Ay| i>5d\0z‘\

Demostracion. Consideremos un politopo p C |C;| y un simplejo |o| C H{,l(@-(p)). Considere-
mos una célula ¢ con cerradura ¢ = ¢;(p) y su baricentro ¢;(x.) € ¢, correspondiente a un vértice
T. € Sd |Cz|

Consideramos las coordenadas baricéntricas ¢, : || — R", del simplejo |o| C |Ky| y las
coordenadas afines ¢, del politopo p C |C;|, tal que Hy(|o|) C ¢;i(p). Las coordenadas ¢, se
definen como

gbp:n'_ch ]p:p—>TCRk
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donde 7,¢,| : Ui — |C;| define el poliedro |C;| a partir de los politopos 7;, ver definicién 1.1.
Consideremos las aplicaciones

Gg (O) ) = (b‘_l o Hy Ma|

(2

tales que la composicién

¢; "oHy |0

o]

P
¢;1T i¢p
A? = ¢o(|o]) CR® = = =7 = ¢,(p) C R*
entre el 2—simplejo canénico A C R3 y el politopo 7 C R¥, es una aplicacién afin.

La idea es perturbar estas funciones de forma afin, para definir la homotopia. Para cada
vértice z € |o| C |Ky| contenido en Hy;'(c), definimos

G (t,2) == ¢, " [ty (ze) + (1 =)y (¢; ' o Hy(2))] e pC|Cil, 0<t<,

Notemos que en particular como ¢, (z¢) , ¢, (qﬁ;l o HU(Z)), son dos punto del politopo 7, por
convexidad se tiene que

tp (we) + (1 =)y (¢, ' 0 Hy(2)) € 7

y esta bien definida G (t, 2).
De esta manera, para cada t € [0, 1] fijo, se puede definir la aplicacién afin G (¢, -) : lo]© — p
la cual extiende a una aplicacién afin

Go(t,-) o] — p.

Supongamos que tenemos un Hy (|o]) C p N p’ # 0. Entonces tenemos aplicaciones afines f; . :
7 — 7/, tales que conmuta e diagrama

De donde
Gy (t,2) = ¢, [tdy (ze) + (1= 1)dy (¢; ' 0 Hu(2))] =

= (fT,T’ o ¢p)_1 [t (fT,T’ © ¢p) (:L'C) + (1 - t) (f'r,T’ o pr) (gb;l © HU(Z))] =
= ¢, o f 1 [thra (D (@) + (1= 1) frrr (¢ (8 0 Hu(2)))] =

Como f;;+ es una aplicacién afin, tenemos
G% (t,z) = ¢, o f;j, o frar [t (9p (ze)) + (1 — 1) (¢ (67 0 Hy(2)))] =
= ¢;1 [t‘bp (ze) + (1= t>¢p (¢;1 o HU(Z))] :
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Por lo tanto, se tiene G7(t,-) = G7(t,). Consideranod todos los simplejos |0 C |Kyl, se
puede definir una homotopia afin

G:[0,1] x |Ky| — Sd|Cy].

Notemos que G(0,-) = ¢; ' o Hy : |Ky| — Sd|Cy.

Ahora consideramos una aplicacién simplicial f y verifiquemos que conmuta el diagrama

|Kul : (5.7)
| G(1.-
£l (1)
y to
|Ay| — Sd|Cj|
En efecto, notemos que G(1,z) = x.. Ademas se tiene la identificacién de vértices,

ty o f(z) = tv (K, (k) = (ze,) € SACP, k =0,1,2;
de aristas,
tU o f(Zk,Zl) = tU (Kl/k(ck’)vKl’l(cl)) = (xck,:vcl) € Sdczla k 7& l;
y de 2—simplejos,
tU S f(Z(),Zl,ZQ) - tU (KVO(CO)aKlll (01)7KV2(02)) - (xco7x017x62) G SdCZQ

Esto permite concluir la conmutacién del diagrama (5.7).
Finalmente si definimos H(t,x) := ¢; o G(t, x) entonces tenemos la homotopia deseada.
L]

Ver también el teorema de aproximacién simplicial, ver [Ha].

5.3. Aproximacion simplicial de trayectorias lineales a pedazos

Tomemos una trayectoria [ : [0,1] — M tal que ¢; Lo1:1]0,1] — |Cy| es lineal a pedazos, con-
sideremos [0, 1] con una particién como un 1—complejo simplicial, entonces se tiene el diagrama
conmutativo

¢;10l
[0,1] = |}l (5.8)
| K| — | K|

donde |K’| es subtriangulacién de Sd|C;| y |K;| = [0, 1] es subtriangulacién de [0,1] es decir,
consta del intervalo [0, 1] provisto de un refinamiento {z9 < 21 < --- < 2.}, de la particién
original. La trayectoria 7 : [0, 1] — |K’| es simplicial. Denotamos la imagen de la trayectoria por

1:=1[0,1] C M.

Tendremos el siguiente corolario cuya demostracion es ibidem la demostracién del corolario 5.7
con |Kl| en lugar de |Ky|, es decir, consideramos la particién {zp < z; < --- < 2.} C [0,1] de
[0,1] en lugar de |Ky|:

K| ={20<21 < <z}, \Ki|' = {[zs 241] | k=0,...,7r — 1}
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Corolario 5.12. Se tienen subcomplejos simpliciales I,(c) C [0, 1] tales que

U ] . (5.9)

cNl£p v=1

De hecho I,(c) C [0,1] son intervalos cerrados, tales que para cada célula ¢ € C;, y para cada
x € I,(c), I,(c) C [0,1] es el intervalo (cerrado) mazimal que contiene a x cuya imagen I(I,(c)),
estd contenida en el politopo €.

Notemos que
! L,(c) =11 (I(I,(c) Ne)

Forman una coleccién de intervalos disjuntos (no necesaramente cerrados), tales que para cada
x € Ly(c), L,(c) C [0,1] es el intervalo maximal cuya imagen [(L,(c)) estd contenido en una
célula ¢ € C;. Ademds [0,1] = U, L, (c). Ordenando estos intervalos, tendremos una sucesién
de intervalos (no necesariamente cerrados) consecutivos tales que

Lh<hL<--<I, (5.10)

y [0,1] = IpU---UI,, tal como se vio en la definicién 2.6. Por tratarse de una trayectoria cerrada
(I(]) I(I,,) es el 1—subcomplejo maximal contenido en la célula ¢y que contiene al punto base

1(0) = I(1).

Definamos el conjunto de vértices

Al = A{1(c) | en1#£0,};

al de la trayectoria. Como es una trayectoria cerrada identificaomos los dos intervalos I,(c) de
la forma [0, b], [a, 1]. Definamos también el conjunto de aristas como

A = {(L(0), L() | L(e) & Li(d)} -

donde identificamos los dos intervalos que contienen el punto inicial y fin

Ibidem a la demostracién del lema 5.8, cada vértice z € {z2o,..., 2} tiene asociado un tinico
intervalo I,(c). También se repite ibidem tiene la demostracién de aquel lema para probar la
siguiente afirmacién.

Lema 5.13. Consideremos dos vértices z,2' € {zo,...,zp} con z € I,(c),2" € I,(), los cuales
son extremos de una arista [z,2'] C [0,1]. Si la triangulacion |K'|, en (5.8), es subtriangulacion
de la triangulacion baricéntrica Sd|C;|, ver definicion 1.3, entonces

1. 0 bien
I,(c) C I,(c),

0 bien
I,(c) c IL(c).

2. 8i I,(c) =1,(c), entonces c = ¢.

3. SiI,(c) & I,(c) entonces ¢ C ¢ 3y por lo tanto c,c’ son células adyacentes.
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Notemos que como [(0) = I(1), entonces
A) ={L,...,I,}
ya que se identifica Iy con I,, y también
Af = {(Ln, YU {(Ip, Tegr) | K=1,...,n—1}.

ya que para cada I,,(c) & I,/(c'), empleando los intervalos consecutivos (5.10) se tiene una dnica
pareja de intervalos

Li=1""(I(c)Ne), pa =17 (¢ N Li())
L1 =17 (L(e)Ne), Iy =171 (¢ N Li())

con I N Iy # 06 I NIgr1 # 0.
Por lo tanto, la realizacién geométrica |A;[, es un 1—simplejo homeomorfo a un circulo.
Definimos la aplicacién simplicial en las realizaciones geométricas

I | A — Sd|Cy]

mediante las aplicaciones simpliciales en los complejos simpliciales abstractos, A;, SdC;, de la
siguiente manera:

1. Para cada vértice I,,(c) € A? definimos
Li(Ly(c)) = =,
donde ¢;(z.), es el baricentro de la célula ¢ € C;.
2. Para las aristas (I,(c), I,/(/)) € A} se tiene
li (L(e), I () = (e, 2e)) -

La pareja (z.,z~) es en efecto una arista de SdCj, baste notar que segin el lema 5.8,
|1, (c)] & |1/(¢)| implica ¢ C ¢ y por lo tanto ¢, ¢ son células adyacentes.

Definicién 5.14. Adicionalmente podemos definir una aplicacién simplicial como en 5.10,
Ji: [07 1] - |Al|7
en los complejos simpliciales abstractos de la siguiente manera:

1. Para los vértices z € |K;|° = {29 < --- < z.} contenidos en el intervalo I,(c) C [0,1] de la
descomposicién (5.9),
fi(z) :==1,(c) € A.

2. Para las aristas (intervalos) e = [z, 2], por el lema 5.13 se tiene I,,(c) C I/(c') 6 I/(¢') C
I,(¢); donde I,,(c) es la componente que corresponde al vértice z y I,/(c’) es la componente
correspondiente a z’. Tenemos dos casos:
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a) Caso I,,(c) = I,,(). Entonces definimos:

file) = filz.7) 1= fi(2) = i) = L(e) = 1/ (¢),

es decir la arista e se colapsa al vértice I, (c).
b) Caso I,(c) & I/(c). Entonces

file) = fi(z,7) == (L,(c), L (c)) -
Se verifica inmediatamente que (I,(c), I,/(c')) es en efecto una arista de A;.

Definicion 5.15. Definimos la trayectoria de aproximacién simplical [; como

0,1] = <=~ M
J/fz (bioTiT
;
|Ay| — Sd|C;]

La demostracién del teorema 5.11 se puede adoptar ibidem, para probar el siguiente

Teorema 5.16. Una trayectoria lineal a pedazos I es homotdpica a su trayectoria de apro-
zimacion simplicial l;, con escala (|Ci|, ¢i; Sd|C;|, T;). Es decir, existe una homotopia H :
[0,1] x [0,1] = M, y una aplicacion simplicial

fl : [07 1] - |Al|a

tales que
H(0,)=1:]0,1] — M,

y también conmuta el diagrama,

H(1,
0,1] 280 ay

J/fz d)z'OTiT
l/

|Ay| — Sd |C;]

Ver también el teorema de aproximacién simplicial, ver [Ha].
La siguiente afirmacion muestra la correspondencia entre los bordes de aproximaciones sim-
pliciales y las aproximaciones simpliciales de los bordes.

Corolario 5.17. Consideremos una superficie lineal a pedazos U con superficie de aprozrimacion
simplicial U;, sea l : [0,1] — M wuna trayectoria cerrada tal que ¢; ol es lineal a pedazos, con
imagen 1 C OU, que se corresponde con una componente de OU. Sea l; : [0,1] — M la trayectoria
de aprorimacion simplicial. Entonces su imagen 1; es una componente conexa de

o(U;) = ¢ioty(0Ay) C M

Ast podemos escribir

OU); = d(U;). (5.11)
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Demostracion. Consideremos la homotopia dada en el teorema 5.11

L)

|Ku| SLUN
lf d’iOTiT
|Ay| —= 5d|C4]

tal que H(0,-) = Hy : |Ky| — M. Como f es simplicial f(do) = df(c), por lo tanto f(9|Ky|) C
0| Ay, con el diagrama conmutativo

olky| T

Flo|ky| ¢ioT;
0|Ay| —— S5d|C]
Como cada Hgl(l(I,,(c))) C |Ky(c)| C |Kyl, entonces por construccién de los complejos

simpliciales abstractos se tiene |4;| C |Ay|. Notemos que |4;| C 9|Ay| C |Ay| por lo que
podemos escribir el siguiente diagrama conmutativo

[0,1]

\
\

O T
fl\\ flaxy | ¢i0T;
\ t
VO|Ay| — 5d|Cy]

\
\*1 I

| A
Por lo que
li = li[(), 1] = ¢z oty o fl[o, 1]

es una componente de 9(U;). O

5.4. Regularidad de las escalas respecto la métrica

Ahora recordemos el espacio afin (Q referido en la proposicién 3.5 y el espacio de Hilbert

L? ((Q, p) asociado a una medida gaussiana p descrita en el teorema 4.13.

Esta seccion describe una condicién técnica necesaria en dimensién superior, sobre la sucesion
de escalas & y la métrica riemanniana en M que permiten establecer la convergencia

FU = lim FU“ (512)
1—00

en L? < Q ,p), donde Ug, son las aproximaciones simpliciales de U y donde Fy;, : (Q — R
estd definida por (5.2)



104 CAPITULO 5. EVALUACION DE LA CURVATURA

Consideraremos a partir de ahora una estructura métrica adicional sobre M, dada por una
métrica riemanniana g. Nos interesa introducir porque nos permite para todas las escalas medir
longitudes, dreas, volumnes de aristas, 2—simplejos y 3—simplejos ¢ € Sd C; respectivamente,
mediante las integrales

ph(o) = /W) \/\det (s ') dg)| day A+ Admy

donde |o| es un k—simplejo que tiene coordenadas v, : |o| — R¥, k= 1,2,3, y donde (v, 1)*¢ig
es la forma bilineal inducida en el espacio tangente de R¥ (recordemos que un ejercicio de rutina
prueba que el valor de la integral no depende del sistema de las coordenadas elegidas v, ). Las
funciones

pk . SdoF — R

son tales que si ¢ es un k—simplejo a escala gruesa, o € Sd C’f“' , que se descompone en escalas
finas como
oc=0c'U---Uo", UlGSdC;-“;
entonces
pi (o) =l (o) + -+ uf (o).
Denotamos long := ul-l, area := ,u?, vol := u:?.

Para la métrica riemannian supondremos la siguiente hipétesis de regularidad:

Definicién 5.18. Diremos que una coleccién de escalas & = {(|C;|, ¢i; Sd|C;|, T;) }ien cons-
tituye una sucesion de escalas regular respecto a una métrica riemanniana g en M, si
para toda trayectoria cerrada lineal a pedazos [ : [0,1] — M, y para toda € > 0 con apro-
ximaciones simpliciales I; a escala (|C;|, ¢;; Sd|Cy|,T;), existe una escala suficientemente fina
(|Ci0‘v ¢i0; Sd |Ci0|’ Eo)? tal que:

1. Existe escala mas fina (|C}|, ¢;; Sd|Cj|,Tj), j > io, hay una superficie simplicial S;,; C
h;(Sd|C;|®) con bordes simpiciales

95ioj = Lig — 1,

correspondientes a las iméagenes de las trayectorias cerradas l;,,l; : [0,1] — M, que son las
aproximaciones simpliciales de 1; tal que

area(S;,;) < €.

2. Existe una superficie lineal a pedazos S;, C M con borde (lineal a pedazos)
0Si, =1-1;,

y area
area(S;,) < €.

La condicién de regularidad de las escalas sera relevante en el caso dimM = N > 2. La
condicion 1 serd utilizada en el teorema 5.19 para probar que la sucesién (5.12) es de Cauchy.
La condicién 2 serd utlizada en el teorema 5.22 para probar que el limite Fyy = lim; .o Fy,
efectivamente extiende la evaluacién de la curvatura en conexioes suaves Fyy(Curv(yp)) = [, F4.
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Figura 5.1: Descomposiciones celulares Cp, C, Co de R3/Z3

Figura 5.2: Triangulacién baricéntrica Sd |Cp| de R3/Z3
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Ejemplo Consideremos M = R3/Z3, con la métrica riemanniana plana g. Consideramos Cj
la descomposicién celular que consiste en tomar el cubo (0,1)¢ con la longitud de sus lados
igual a 2Lg, como tnica 3—célula. Las descomposiciones celulares subsecuentes C;, t = 1,2, ...
consisten en subdividir el cubo original en 23 ”cubitos” isométricos de lado 2L;, donde L; =
Lo/2¢ (ver figura 5.1). Las triangulaciones baricéntricas Sd |C;| consisten en tomar el baricentro
geométrico de cada cubo, cara y arista, y considerar las triangulaciones rectilineas (ver figura
5.2 para observar la triangulacién baricéntrica Sd|Cy|). Todo 3—simplejo A € (Sd|Cy?, hy),
se descompone en 8 simplejos a escala mas fina, los cuales tienen el mismo volumen y son
isométricos, de donde,

vol(A) = 23 - vol(A'), (5.13)

con A’ € (Sd CE’H, hit1). Todos los 3—simplejos a cada escala tienen el mismo volumen y son
todos isométricos entre si.

Consideramos la imagen [ := I([0,1]) C M de una trayectoria lineal a pedazos [ : [0,1] —
M. Recordemos también que segin lo discutido en el lema 2.5, existe una descomposicién en
intervalos adyacentes disjuntos de [0,1], I;, j = 1,...,n tales que Ui, I = [0, 1], tal que para
todo = € I, el intervalo I es el intervalo maximal conteniendo x y tal que [(I)) estd contenido
en alguna célula ¢, € C.

[ consta de una cantidad finita N de segmentos rectilineos | = l; + --- . ly; con long(l) =
long(ly) + - - - +long(Ix). Como D; — 0, entonces existe un escala suficientemente fina |Cj, | tal
que

min{long(ls)} > V3L, =: D; > diamc (5.14)

Es decir, [ |, consta de a lo més 2 segmentos rectilineos en una célula ¢ € C;, cada uno de
longitud a lo més D;.

Consideremos un segmento rectilineo [, sea [, ;, su aproximacién simplicial a escala Cj,.
Como [, ;, intersecta a cada célula ¢, en un segmento rectilineo, entonces tendremos la descom-
posicién

lS,iO =T1 - TT?
donde 74, k = 1,...,r son trayectorias contenidas en células ¢ € Cj,, cuyo trazo corresponde
con 1—simplejos en (Sd|Cy,|*, hi,). Sea my la proyeccién ortogonal de 7y sobre I ;.

Como la coleccién de 1—simplejos 7,k = 1,...,r, de (Sd|C;|*, h;) tiene una cantidad fi-
nita de pendientes y longitudes posibles respecto a Iy ;,, entonces existe la minima longitud,
min {long(mg) | k=1,...,7} > 0; y también el mdximo que no depende de la escala,

lon lon
Mg := max 8(m1) yeees 8(7r) .
long(myq) long(m,)

Para la longitud de [ ;, se tiene,

s T
long(lsi,) = Zlong(m) < M - Zlong(mk).
k=1 k=1

Ademas se tiene que

< 2D;

(Zlongm)) — long(l,)
k=1
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Como D; — 0, para una escala suficientemente fina se tiene:

‘(Z long(mk>> — long(l,)
k=1

< &/3NM, (5.15)

donde M = méxs{M;}.
Procediendo de manera andloga con los deméas segmentos rectilineos Is, s = 1,..., N, que
conforman [ y sus aproximaciones simpliciales, tendremos

N

Z long(ls) — long (s i)

s=1

llong(1) — long(ls,)| < <

<

N r
Z llong(ls) — (Z long(mk)>
k=1

s=1

N
+2
s=1

<Zlong(mk)> — long (ls,io)] ‘
k=1

N T
<e/3+(M+1)) <Zlong(mk)> <e/3+(M+1)

k=1

N
Z long(ls) + 5/3M]

s=1 s=1

Por lo tanto
llong (1) — long(ls,)| < e/3 + (M + 1)long(l) + (M + 1)/3M;

es decir, existe una constante K; > 0, tal que
long(l;) < K - long(l). (5.16)

Ahora consideremos la interseccién de [ |E con las caras de la célula ¢, dim ¢ > 1 que contiene
Ul 1 |E consta de a lo méas dos segmentos rectilineos 1!, 1% que intersectan dc e a lo mas dos
caras. La interseccién [ de la aproximacién simplicial I; con ¢, pasa por los dos baricentros
de esas dos caras. Al agregar segmentos rectilineos I’,1” que unen estas intersecciones sobre las
caras, es posible formar una trayectoria cerrada poligonal en el espacio (pentagonal o hexagonal)

lc:ll'l2'l/'l3'l”

contraible en ¢, ver firgura 5.3.
Es posible considerar un poliedro formado por tres triangulos, S. C ¢ con borde [¢; tendremos
INne,l;, Ne C dSc. Definimos
Siy = Ucﬂl;é@Sc

como la unién de los poliedros S, considerando todas las células que intersectan [. S, consta de
5 6 6 tridngulos de didmetro a lo mas D;, y con alguno de sus lados en [ o en [;,. Consideremos
la ecuacién (5.16), el area de S, estd acotada por

area(S;,) < (long(l) + long(l;)) - Ds,/2 < long(l) - (1 + K;)D;,/2

donde Dj;, es el maximo didmetro de los simplejos de dimensiéon méxima A € Sd C’?.
Como D;, — 0 cuando ¢y — 00, entonces para todo € > 0 existe una escala ¢ suficientemente
fina, tal que
area(S;,) < €. (5.17)
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Figura 5.3: Poliedro S,

Esto prueba la segunda parte de la afirmacion.

Para probar la primera afirmacién consideremos la superficie lineal a pedazos S;, con una
parametrizacién Hg, : | K, Si0| — Si,, donde | K, | es un complejo simplicial. Segtn la demostracién
de la proposicién 5.6, existen |Ks(c)| C [Kg, | subcomplejos tales que Hg, (|Ks(c)|) C Sj, es el
maximo subcomplejo conexo contenido en ¢, dimc > 2, es decir

S, = Hs, (|K.(c))).

Consideremos un 2—simplejo |o| C [Ks(c)| con imagen o = Hg, (lo|) C S;,. Tomemos la
aproximacién simplicial o; C h;(Sd|C}|?)), a escala (|C;|, ¢;; Sd|C}|,T;) de . Denotemos los
2—simplejos de o, como o}, ..., 0. C (Sd|Cj|?, h;). Sea t), la proyeccién ortogonal de o}, en (el

plano determinado por) o. Como existe un nimero finito de orientaciones de los 2—simplejos o7,
en el espacio y una cantidad finita de areas distintas a escala fija de éstos simplejos, entonces

existe un minimo de {area(ty),| k =1,...,r} y también un méximo
A = mix area(o}) . area(o).)
area(t1) area(t,)

Por lo tanto, si consideramos la aproximacién simplicial S;, ; de S;, tendremos que
area(Si,;) g g area(o},) E Ay E area(ty)
UCS k=1 UCSZOJ

Por otro lado, como o, Uit son poligonos planos contenidos en una célula ctbica ¢ de didmetro
D;, entonces

area(o Z area(ty)

De donde

area(Si,;) Z A, (area(o) + D?) < Ag, - (area(SiO) + N, Df) ;

JCSZO
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donde definimos las constantes Ag, = méx{A, | o C Si}, y Ng,, == {o | 0 C Si}| la
cardinalidad de los simplejos o € (Sd |Cj,|?, hiy), de Si,. Como D? /area(c) estd acotada por una
constante, entonces Ng, - D? estd acotada por area(S;, ).

Por lo tanto, igual que deducimos la cota (5.16) para las longitudes, podemos deducir una
desigualdad correspondiente para las areas

area(Sjy;) < Lg,, - area(S;,). (5.18)

para cierta constante Lg, > 0.
Usando € = €'/Lg, , en la cota (5.17) podemos concluir que para toda ' > 0 existe una
escala suficientemente fina (|Cj, |, ¢iy; Sd|Ci, |, Tiy ), tal que

area(S;,;) < &’

para toda j > ig.

5.5. Curvatura en superficies lineales a pedazos

Como mencionamos la regularidad es una condicién técnica sobre la eleccién de escalas &
que garantiza la convergencia (5.12). Dicha convergencia serd necesaria para poder obtener una
funcién afin Fyy (en algin dominio adecuado), la cual generalice la nocién de evaluacién de la
2—forma de curvatura F4 en una superficie lineal a pedazos U C M.

Teorema Principal 5.19. Sea U C M wuna superficie lineal a pedazos encajada en M, sean
U; las aproximaciones simpliciales segun la definicion 5.9. Si la eleccion de escalas & es reqular
respecto a la métrica riemanniana g en M, segun la definicion 5.18, entonces la sucesion de
funciones afines

Fy, == Fy,;om;: Q — R

dadas por (5.2), constituye una sucesion de Cauchy en L* (Q, p). Por lo tanto existe el limite
Fy = Zlg(r)lo Iy, € L? ((Q,p) .
Demostracion. En lugar de funciones afines consideremos las funciones lineales
—

FUM- <w0w) = Fy,i(w) — FUi,i(w?)a W =w— w? € Q?.

Notemos que
n
Tij (Fui) — FUN' = ZFO’?

donde »~}_, F i es una cadena simplicial con coeficientes unitarios la cual representa una su-
perficie simplicial
) k k 2 .
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Ademis recordemos que la norma L? de funciones lineales se corresponde con la norma ¢*Q
en ¥, inducida mediante la inclusién ¢ : Q* — lim V* definida en (4.10). Dicha correspondencia
— — [—
se obtiene mediante mediante la isometria (4.16),

i (Foni) =75 (Fu5) o = I (Fv,) — Fy,

g* 99

n
ng (W:j (FUZ)) —9; (FUJ‘)HQJ- = Hﬂ-?j (FUz) - FUJ‘HQ]- = < |area (Si)] -
Qj

Suponiendo que las escalas son regulares respecto a una métrica riemanniana en M, existe
una escala (|C;|, ¢;; Sd|Cy|, T;) suficientemente fina tal que para escalas mas finas existe una
superficie simplicial S;;, 7 > ¢, tal que,

k
7j

k=1

area(S;;) < €.
O

Notemos que mientras que Fy, son funciones afines con dominio 2, el limite F; estd definida

casi dondequiera en {} segin la medida gaussiana p. Ademds como 1 € L? ((Q, p), entonces Fy,
estdn en L! (Q,p), ver Teorem 3.8 [Ru2]. Ademés Fy, convergen en L' a Fy, por lo tanto

Fyell ( Q, p).
En particular Fi; es una funcién medible, por lo tanto define un operador multiplicativo
cerrado y densamente definido en L? (Q, p), ver [Tha] capitulo IV ejemplo 1.

Definicion 5.20. Se define el operador multiplicativo, P/’(\J en L? (Q, p), como

(ﬁ?ﬂ/}) (W) = Fy(w) - dw), weQ, (5.19)
Aqui 2, C {2 es el soporte de p.

Como cualquier operador multiplicativo en un espacio de medida, se verifica que es un
operador cerrado y densamente definido en un dominio dom Fyy C L? ( Q , p).

Definicion 5.21. Para cada ¢ € dom}?’(\] c L? (Q,p), en un dominio adecuado el valor

esperado de la curvatura en el estado 1, para el boreliano U C M, se define como
(Fo) = (0. Fov) . ol =1,
() P

donde (-,-), es el producto interno en el espacio de Hilbert L? <S<)_O , p) .

Teorema Principal 5.22. Sea ¢° € A una conexion fija de un haz principal sobre M con
nimero de Euler e € ZZ. Sea p una medida de probabilidad en Y, centrada en

w? = Curv (goo) )
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ver definicion de Curv en (8.15). Sea p la medida de probabilidad gaussiana en §2, segin el
teorema 4.13.
Entonces para cada region lineal apedazos U C M, existe un operador multiplicativo Fy; en

L? ((Q, p) , tal que el valor esperado en el vacio (o el estado ciclico de la representacion), v, =1

es
1

<13[\]>% = /Q Fy(w)dp(w) = 27T/UFA0 = Iy (u°)

donde FA0 es la 2—forma de curvatura asociada a la conezion suave 020 € A, tal que Curv (@AO) =
W0 e Q, es el centro de la gaussiana p.

Demostracion. Basta considerar la funcién afin Fy : , — R, definida casi dondequiera en {2
que ya hemos descrito en el lema 5.19. Como todo operador multiplicativo tiene dominio denso.
Por tratarse de una funcién afin, le corresponde una funcién lineal Fy; definida casi dondequiera
en el espacio vectorial S{)_O , con la correspondencia

—

. —_—
Fy <w0w> = Fy(w) — Fy(WY), Vw=w-uwe lim V;,

recordemos la definicién 4.5 de los espacios V;. Entonces

| P = [ o (E) + Fu(@®)dp (ﬁ) _

—

_ /Q R <;FZ> dp (E) + Fy ().

—

Como la gaussiana esta centrada en el origen de S{Z_O que corresponde w® en 2 tenemos
. — —
/ Fy (w0w> dp(w’w) = 0.
0o

Por lo tanto

| Fut)dpw) = Fo(w)
Q

—

La afirmacién 5= [;; F40 = Fyy (w°) se sigue de

/ FAo / FAo
U; U

donde Sj, se definié en 5.18; y donde por compacidad existe la constante M4, := sup,, ,, F' Ao (y A
v), con u, v vectores tangentes con |u A v| = 1. O

< lim area(S;,) - M4, = 0;

71— 00

lim
1—00
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5.6. Independencia de la representacién

En el teorema 5.22 hemos construido una representacion de la evaluacién de la curvatura
en una regioén lineal a pedazos U C M, como un operador multiplicativo Fyy en el espacio de

Hilbert L? ( (Q , p). Nuestro objetivo en esta seccién es mostrar que la representacién depende

exclusivamente de la estructura de la variedad lineal a pedazos y no de la eleccién de escalas &.
Consideremos dos sucesiones de escalas

&1 = {(|Cinl, i1, SA|Ci 1|, Ti1) }ien » G2 = {([Ci2ls ¢i2; Sd|Ci2l, Ti2) }ien »
que satisfacen las condiciones 2.4. Denotemos los limites proyectivos que inducen por
Qe Q &S respectivamente.
Adicionalmente supongamos que las estructuras lineales a pedazos inducidas por las dos
escalas son isomorfas. Recordemos que segun la proposiciéon 1.9, para la pareja de estructuras

lineales a pedazos, ho; : Sd|Co1| — M, ho2 : Sd|Co2| — M, existe una subtriangulacién
comun |Lg|. Asi obtenemos el diagrama conmutativo

| Lo
70,1 : 70,2
I
Sd|Co71‘ I Sd’CQQ’
I
I
h(),l y Aﬁ,o’g
M

Donde denotamos gy como el homeomorfismo h07207’0’207"0_&0ha}. Se verifica que |Lo|, Sd|Cp 11, Sd|Co 2|
son poliedros isomorfos.

Procediendo de manera andloga a cada escala (|C;|, ¢;; Sd|C;|,T;), se obtienen complejos
simpliciales |L;| que son subtriangulaciones de Sd |C; 1|, Sd|C; |.

| Lil
Tij1 ! Ti2
|
|
Sd‘Ci71| I Sd’C@Q‘
|
hix lv ;4’%,2
M
Consideremos el complejo simplicial |Cy| := |Lg| y la estructura lineal a pedazos (|Col, ho)

con homeomorfismo hqg : |Lo| — M dado por g, Lo ho2 o192 = ho,1 ©rp,1. Consideremos un
complejo simplicial |C1| que es una triangulacién que sea refinamiento comin de Sd|Cy| y de
|L1|. Inductivamente se define |C;41| como subtriangulacién de Sd |C;| y de |L;|. De esta manera
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obtenemos los diagramas

Sd|Cit11

N
Sd|C; Sd|Ciy1.|

de esta manera obtenemos una sucesién de escalas {(|C;|, ¢;; Sd |C;|, T;) }. La sucesion de escalas
& = {(|Cyl, i; SA|C;|,T;)} es refinamiento de ambas escalas. Es decir, se tienen diagramas
conmutativos de homeomorfismos y homeomorfismos afines

Sd|Ci1| Sd|Cjq

T hi1 r
i,1 J,1
hj,l

Sd|Ci| = M ~—— Sd|C;|

hi2 I
Ti,2 75,2
hj2

Sd|C; Sd|C; 2|

Recordemos las aplicaciones ¢;;, y los diagramas conmutativos (3.5)

L)

Sk(Sd|Cy], hi) —2— Sy.(Sd|C;], hj)

SR

Sk-1(Sd|Cil, hy) =—= Sk-1(Sd|Cj], hy)

Como todo 2—simplejos o € (Sd|C; 4|2, hia), a = 1,2, se descompone como 2—cadena (r;.1)«(c) €
S2(Sd |C5|, hi); se tienen diagramas conmutativos

¢)
bija

S2(8d|Cial, hi) —= S2(Sd|Cj1l, hj)

l(ni)* - i(rjyl)*
S2(Sd |Cyl, hi) —2— S2(Sd |Cy|, hy)

(n',z)*T o (Tj,z)*T
S2(Sd|Cyal, hip) —2% So(Sd |Cjal, hj2)
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es decir, en las cocadenas se tiene

hom (SQ(Sd |Cl'71|, hi71), R) ﬁ hom (SQ(Sd ‘Cj71|, th),R)

(Ti,l)*T (TM)*T

hom (S2(Sd|C;|, hi), R) » hom (S2(Sd|Cjl, hj),R)

l(n,z)* i(?"m)*

hom (SQ(Sd |Ci72|, h@g), R) ﬁ hom (SQ(Sd ‘ng‘, hjyg),]R)

Por ser SD |C;| un refinamiento de Sd1C; 4|, a = 1,2, se tiene que para una 2—cadena cerrada
0S5 = 0 se tiene 0 ((13,1)«(S5)) = (ri,a)«(0S) = 0, es decir, (r;4)*(w)(S) = w((74,a)+(S)) = 0. Por
lo tanto (r;4)* define aplicaciones lineales

So(Sd|Cial, hia) _ Sa2(Sd|Cl, hy) 419
9(S53(5d|C a,|hia)) 9(S5(Sd|C;|hi))’ ’

(Ti,a)* :
y también
(ria)* : Hay(Sd|Cy]) — Ha(Sd|Cil).

Por tratarse de aplicaciones lineales, si w = 0 € H?(Sd|C;|,R), entonces (r;q)*(w) = 0 €
H?%(Sd|C;ql,R). Por lo tanto (r;4)*(2Y) C an; segun la definicién 3.1.
Se tienen diagramas conmutativos similares para los espacios afines €; 4 es decir,

Qip 5 Y (5.20)

Al %1

Q<1
ji

J
Wj,2
wi,2

i,
Q0 <——Qjo

donde w; 4 := (r;4)*. De esta manera se tienen aplicaciones sobreyectivas de limites proyectivos

g . (5.21)

Consideremos las cerraduras

Mo = (Lal-lo)e o= (Ll le)s  Ho= (Lol o).

de las normas || - ||g1, || - [|g2 ¥ || - || @, respectivamente, inducidas por una misma forma de area
en M segin (4.7). Donde Vs, es el limite inyectivo construido usando la sucesion &,, a = 1,2.
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Recordemos que segin la definicién 4.17, el espacio H, consiste de la cerradura de las fun-
ciones lineales contenidas {27, como elementos de L? (Q(_O,p). Es posible describir para cada
feg

Z(f)(w)
para todo w € £2. Segun el lema 4.16, la inclusion H, — L? (S()_O,p) , estd definida para cada
e Hm

Z(f)(w)

para casi todo w € (l), ver [Ya] enseguida de (9.6).

Lema 5.23. Eriste un isomorfismo de espacios de Hilbert H, ~H ;.

p

Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo de aplicaciones lineales de espacios vec-
toriales de dimension finita,

0 0
<

A’l Al

0

71'7,3
QO

25 e
inducido por el diagrama (5.20) para espacios y aplicaciones afines. Al considerar las normas

Il - HQ%, |- HQ$ y I+ [lg; en QF,Qf 5 y QF respectivamente tendremos diagramas conmutativos de
inclusiones isométricas

*
&52

dichas inclusiones isométricas se pueden extender a inclusiones isométricas

w):H

ot — Hp, wy : Hype — Hy.
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Para verificar la sobreyectividad de estas iltimas inclusiones isométricas mostremos que todo
vector en el denso f € {74 estd en la imagen w, (@gﬂ) .

Recordemos que €2 estd generado por las clases de funciones lineales F,: Q? — R definidas
a partir de las funciones afines F, : Q; — R, F,(w) = w(0), recorriendo los dos simplejos
o € (S8d|C;|?, h;). Consideramos un 2—simplejo o € (Sd|C;|?, h;) como regién simplicial U = o
para la cual definimos aproximaciones simpliciales Uj 5 C h;2(Sd|C;2|?). Entonces tenemos la
funcién afin Fy, ,. De acuerdo al lema 5.19, existe el limite

Fg,g = ll’m FUj,2 S Hp2.

j—o0
Por otro lado, al tomar limites en los espacios de Hilbert H 1, H 2, se tiene
w{ (Fa') = w; (Fg’g) .

Procediendo andlogamente con las escalas &3, se tiene una funcién afin Fg,g € H,2, con w; (Favg) =
F,. De esta manera se define una inclusién isométrica (wj) ™! o ww? : H,1 — Hp2. Por simetria,
ahora considerando los 2—simplejos o € (Sd|Cj2|?, hj2) v aproximandolos con superficies sim-
pliciales U; 1 de las escalas &7 se tiene la inversa

(@) Lows: Hye — Hpr.

O
Lema 5.24. 1. Consideremos las medidas de probabilidad gaussianas p,p*, p* inducidas en
0, Qe Qe por una forma de drea en M. Entonces (wg)«p = p*.
—— —

2. 51 Qp, Qpa C an son los soportes de p y p*, a = 1,2, respectivamente, entonces la
restriccion w, 1 €1, — Qpa es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. La afirmacion 1 se sigue del hecho de la conmutacién del diagrama y de que
wy Ly — L,y wy 0 Xy, — Qe son isometrias con la forma bilineal de covarianza
Q', 9%, Q. Ver por ejemplo teorema 3.1 [Su], y su versién finito dimensional en el lema 4.12.

Recordemos que se tienen los siguientes diagramas de inclusiones isométricas de espacios de
Hilbert,

L2 (2.0 )2y (5.22)
< i
L? (Qé"a P) M

donde segiin el lema 4.16, las aplicaciones lineales Z, 71, Z5 son inclusiones isométricas de espacios
de Hilbert, es decir
HIG(')Hpa = H ’ HQ“? a=12.
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El diagrama (5.22) es conmutativo pues w;; : ;1 — €] coincide con la aplicacién w;,(f) =
f o wivl.
Para probar la segunda afirmacién, consideramos el subsespacio

I(H,) = Towi (Hp) < L (2%.0).

consta de la cerradura (definida casi dondequiera) de las funciones lineales dadas por X, ver
[Ya] (9.6) y (12.2). Dichas funciones lineales en Z(H,) estan definidas casi dondequiera en el
soporte €2, C Q_Og.

Entonces si consideramos los subsespacios vectoriales soportes de las medidas gaussianas
Q, C Q(_Og, Qpe C g, @1 : Q) — O, debe ser inyectiva casi dondequiera (va es sobreyectiva
casi dondequiera por la afirmacién 1).

Supongamos que existe un subespacio L C 2, tal que L C kerwy, y dim L = 1. Sea f : {0, :—
R una funcién lineal continua tal que f(v) = 1 para algin v € L. Entonces la transformada de
Fourier o funcién caracteristica de p evaluada en f es

exp (~50(0.0)) #0

es decir, f € H,—{0}. Pero f no pertenece a la imagen w} ('Hp1) C H,, pues todos los elementos
g € wi (K1) satisfacen g(v) = 0.

Esto significarfa que @y : H,1 — H, no es sobreyectiva lo que contradice el lema 5.23. [

Corolario 5.25. El isomorfismo (w}) ' ow} : H

morfismo

ot — Hp2 del lema 5.23, extiende a un iso-

VL2 (le,p1> — L? ((Q&,pz) )

Teorema Principal 5.26. Sean &1, 85 dos elecciones de sucesiones de escalas en M, sea & una
., X 1 2 . . .

eleccion como en (5.21); sean p*,p*, p medidas de probabilidad gaussianas en le,QgQ,Qg,

respectivamente, inducidas por la misma forma de drea asociada a una métrica riemanniana g

en M. Entonces:

1. Existe un isomorfismo de espacios de Hilbert
V:L? (le,pl) — L2 <Qg2,p2> .
2. Se tiene la conjugacion de los operadores de curvatura en un boreliano F/’[\} en L? (le , ,01> ,
y la representacion F/'g en L? (QgQ,p2),
I;(\} =ylo I;g oV.

3. La representacion del flujo de curvatura en un boreliano ﬁ[\] en L? (le,p1>, tiene los

mismos valores esperados que la representacion F5 en L? ((ng p2), es decir,

<ﬁg>¢ - <EE>V(¢) '
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Demostracion. La primera afirmacién se sigue de definir V := (w}) ™! o .

Probemos la afirmacién 3. Consideremos los limites

FU— lim FU 1 FU— lim FU 25 FUZ hm FU

i1 —00 19—00

como funciones afines definidas casi dondequiera en {24, 24, v {2 respectivamente.
— — —
Por otro lado, por la condicién de refinamiento, la sucesion Fy, o @y se corresponde con una
subsucesion de la sucesion Fy, en H i entonces

FUowl = lim Fy, 10w = hm Iy, = Fy.
11—00
Anélogamente se prueba que F(% owy = Fy. Es decir (w;)_lﬁ}\] ow, = F/'(\‘}, a=1,2.
Por tanto, [ 0wy = F} owy, y

Vo Fj = (w3) ! owio Ff = (w3) " ow} o (w}) ' Fyow] =

— (@5) " o Fyow] = (w3) " ow} 0 Fp o (w5) " owi = FR o V.

La ultima afirmacién es consecuencia inmediata.

O]

5.7. Apéndice: El soporte de la gaussiana en el caso dim M = 2

En esta seccién es describir con més detalle cual es el soporte, 2, C Q de la medida gaussiana
descrita en el capitulo anterior en el caso de una superficie M. En este caso n; +1 = Na; es
el niimero de 2—simplejos (Sd |C;|%, h;) = {o},...,0 '}, v el espacio 8S3(Sd|Cil, h;), es de
dimenision 1, generado por 01-1 4+ 4+ 0?”“1. Por lo tanto dim Q? =n,;.

i se

Definicién 5.27. Dado w? € Q, tal que supi{ nitl ‘w k)’} < 00, donde m(mo) =0
28
define el espacio normado

Qo = {wegz_o Nzt <oo} c o,

donde la norma de variacion se define como

n;+1
16} := sup {[|w]|:} = sup { D | Fr(wi) = F(w)) }
(2 (2

Aqui simplificamos la notacién escribiendo & = w"w.

Teorema 5.28. Sea p la medida gaussiana descrita en 4.13 en el espacio afin g centrada en

w0, El soporte 1, de la media gaussiana estd contenido en ), C (l).
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Proof of theorem 5.28. De acuerdo a [Gr| para probar que 2,, contiene el soporte de p, es
necesario probar que la norma || - || es medible, es decir para £ > 0 existe una escala, tal que

p({& e 1 Im@)l>e}) = pi({@i € | Jwilli >e}) <e.
Consideremos la densidad de la gaussiana p; = (7;)«p, que tiene la forma

o

1
dp; = _Q—l(w,a)) dLeb, n; = dim QY. (5.23)

7
—+————exp -
(vVam)™ ( 2
donde elegimos una medida de Lebesgue conveniente Leb, en Q? de tal manera que

—  dlebg

donde Leb,-1 es la medida usual de Lebesgue asociada al producto interno Q; 1(.,)) en QY es
dual al producto interno Q; in .

Entonces tendremos
kil - 15 < I+ llas < Kill - I3, (5.25)

donde

K;:= Améx,is ki == Gmin,i

CON Umx,is Amin,; SON las dreas maximas y minimas de 2—simplejos en (Sd |A;|%, ¢;). Por lo tanto
tenemos
kil -llg-r < -l < Kl - g1 (5.26)

Luego entonces, para la medida de Lebesgue Leb que le da medida 1 al cubo Q; 1—ortogomal
con aristas de longitud 1 respecto a la norma || - ||;, tendremos

VI <k,

De esta manera tendremos la siguiente cota para la densidad

3112
dpi < el ) dLeb. (5.27)

——exp (-

(v2mr ki)n < 2K7
Recordemos que 2 es un subespacio de codimensién 1 de R™*!1 = V,. La norma || - ||; en QY
ng(')) en R% "1 El borde de la bola de radio r > 0 para esta
norma consiste de 2%*! simplejos de dimensién n; y aristas de longitud v/2r. Por lo tanto la
bola de radio r > 0 en la norma inducida de Q?, tiene un borde que consiste de 2™ — 2 simplejos
o C Q9 de dimensién n; — 1 y aristas de longitud v/2r/2 = r/+/2, con respecto a la norma || - ||;.

Descomponemos la integral p; ({0 € €; | [|i]|; > €}) en 2™ — 2 en integrales de la forma
f[6 50) X0y dp;. Cada uno de los simplejos o, tiene medida de Lebesgue Leb,

VA
(ni — 1)' oni—1"

es inducida por la norma ZZZ:JT
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Por lo tanto tenemos,
pi ({@ € 0 | l|@illi > e}) <

<V2[ =2 —— 2T (22K ni/2 -1
_f<k ) ( 2 (6/ l’n/ )’

i T n; — 1)!
donde oo
[(z,s) = / e Tdr <2t e
x
Luego,
Mg 1/2 2 ni/2_1
K. /2 n; 1 5 2 2
. ‘ﬂeQQ oill: > <V2 =22 : ! "5 76/2Ki<
Pi (wz i | HWZ”Z E) = V2 < k; 7'r> (n; —1)! 2 <2K12> ‘ B
1 n1/2 2 2
< V2K?- L__gnim2em /2K

(kiv/m)m (ni —1)!
Ademsds, ya que k; < 1, se tiene,
pi (@i € Q| ||<illi > €) < pi (i € 4 | (|Gilli > kie) -

Entonces

o /3 1 ni/? ) o—e2k2 /2K
(e | |Gl >e) < V2- D i 5.28
(€ 0| il > €) < N T KZ2/k? (5:28)

272 2 . .
Notemos que e~¢ ki/2K; / Kf / sz permanece acotado, cuando i — oco. Por otro lado, mientras
i — oo tenemos n; — 0o. Resumiendo tendremos que cuando ¢ — oo tenemos

pi ({@ € | @l > e}) — 0.
Y esta es la condicién requerida al inicio de la prueba. O

Lema 5.29. Q,, es un espacio normado completo y reflexivo.

Demostracion. Completez: Se verifica que ||7;(J)|]; < ||| por lo tanto una sucesién de Cauchy
=

—
wl . . w", .. € Que, da lugar a una sucesiéon de Cauchy

1 n 0
™ (w),...,m(w"),...eﬁi.

Como Q? es un espacio vectorial normado de dimension finita, es completo, por lo tanto, esta
dltima sucesién converge a un Wj; € Q?. se verifica que 7 j;(wj) = wj. Por lo tanto existe J € Qyq
tal que 7;(J) = w; para cada ¢ € N. Ademads

lim Hw_h —cUH = lim sup Hm (w_h) — (JJ’)H =



5.7. APENDICE: EL SOPORTE DE LA GAUSSIANA EN EL CASO DIM M = 2 121

=sup || lim m; (w_h) - (J)‘)‘ =0
i n—oo
Reflezividad: Denotamos €2, como el dual topolégico de QY con la norma de variacién || - ||;.

Notemos que existen inclusiones naturales 7 : 2, — Q. por lo que se tiene una inclusién lineal

/

r1s /
o lm Q — O,

El limite directo &’ = lim 2 es ademds es un espacio vectorial normado con la norma de €2,.
Se verifica que 7} es una isometria con las normas duales consideradas. Entonces al tomar el
dual, y usando que Q? es reflexivo (es de dimensidn finita), se tendran las proyecciones lineales:

" . AR 0
Las cuales inducen

7’ (Q;a)/ — Q0

—

Adems3s se tiene la evaluacion
. / /
ev : Qg — (Dyy)

la cual verifica los diagramas conmutativos

y por lo tanto

donde Q,,—— 0 es la inclusién. Esto verifica que 7" [(2,)] ({LO , esta de hecho contenida

en Q. Como Q C €, entonces (£;,,)" C (;,,)*. Por lo tanto,

(a)' € ()" = ()" =~ Q0.

—

Donde 2, el dual topoldgico es isomorfo como espacio vectorial al dual algebraico 2} por tratarse
de espacios de dimensién finita. Lo mismo ocurre con los limites directos 2 ~ Q*. Al tomar 7"

compuesta con el isomorfismo lineal Q° — (/)*, tendremos
— =
(Q;a)/ ~ Qyq.
O

Con estos posibles resultados es posible aplicr la eoria de espacios abstractos de Wiener en
nuestro contexto, ver la definicién de dichos espacios en [St].
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Resumen de resultados

Estudiamos conexiones en haces principales sobre variedades compactas M en el caso abe-
liano.

La tesis que sustenta nuestro trabajo es que es posible dar una nocién de escala (capitulo 2),
de tal manera que un punto de un espacio de configuraciones, €2;, a cada escala (|C;|, ¢;; Sd |C;1,T;),
corresponde a la coleccion de los valores de las integrales de la curvatura a través de la colec-
cién de superficies definidas para dicha escala. También llamamos dichas integrales, ”"flujos” a
través de la superficie. Los flujos son por decreto, las observables basicas. Ademas, al incluir
las superficies de una escala C; en las superficies a escala C';, se pueden obtener flujos a escalas
gruesas, a partir de escalas finas; de esta manera podemos definir submersiones de ”engrosa-
miento” mj; : ; — €, (2.12). A fin de construir una teorfa cuantica nos interesa representar las
observables asociadas a los flujos Fy, en superficies simpliciales U; C M, ver (5.1), y también
los flujos Fy, en superficies lineales a pedazos, U C M. El conjunto que nos permite describir
puntos de configuracién a todas las posibles escalas es el limite proyectivo

— —

En un espacio topoldgico de dimension infinita {2 no es posible definir medidas invariantes de
traslacién a manera a de las medidas de Lebesgue en R™. Por otro lado, las medidas gaussianas
en {1, consisten en medidas gaussianas a cada escala en (; compatibles con el engrosamiento
m;,i- Hay medidas gaussianas p en (Q que pueden construirse explicitamente a partir de formas
de érea en la variedad base (ver seccién 4.2). Resultan medidas idéneas para representar los
flujos de curvatura (ver teorema 5.22).

La terna formada por el espacio de configuraciones, {2, las variables asociadas a los flujos
en superficies, Iy, v las medidas gaussianas que permiten su representacion, p, constituyen una
”estructura cinematica” dentro de nuestro trabajo que se enmarca en las teorias cuanticas de
campos de gauge abelianos. La representacién de los flujos como operadores multiplicativos en
el espacio de Hilbert L2 ( Q , ,0) considera la curvatura como una 2—forma distribucional, ver

seccion 5.1. Dichas representaciones no dependen de la eleccion de escalas.
Mientras que en la cuantizacién de lazos se considera un punto del espacio de configuracién
como una coleccion de holonomias, para nosotros, consiste en flujos de curvatura a través de
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superficies. A diferencia de la cuantizacion a la lazos y de las teorias de gauge en la red, en nuestro
contexto no se pierde informacién acerca de la topologia del haz en cuestién. Por ejemplo en el
espacio de configuraciones £} estd bien definida la nocién de clase de Euler del haz, mientras

que en A/G, no es posible definirla.

6.2. Problemas no resueltos

Caso no abeliano Se podrian explorar las dificultades para construir el formalismo que hici-
mos para G = U(1) al caso de un grupo no abeliano y obtener representaciones de la curvatura.
En este caso podemos considerar también el espacio de conexiones C;—planas hom (P¢;, «, G).
Buscariamos un espacio afin de configuraciones §2; obtenido a partir de una potencia del algebra
de Lie y de restricciones dadas por las identidades de Bianchi. Se puede exhibir también una
aplicaciéon Q; — hom (P¢, «, G).

Estados no gaussianos Nos preguntamos si es posible describir otras medidas de probabi-
lidad en (Q que no sean gaussianas, que tengan las mismas propiedades que necesitamos para
representar la curvatura y que correspondan a modelos fisicos. Un ejemplo sencillo son las me-
didas de Dirac.
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