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Resumen. Los principales resultados de esta tesis de doctorado son:

1.

Método de Alexander para superficies de tipo infinito. Para toda superficie de tipo infinito
S posiblemente con frontera no vacia, existe una coleccion I' de curvas y arcos esenciales
en S tal que si un homemorfismo h: S — § fija las clases de isotopia de los elementos en
I" entonces h es isotopico (relativo a la frontera de S) a la identidad.

. Rigidez topoldgica del complejo de curvas. Todo isomorfismo simplicial entre grafos de

curvas de superficies de tipo infinito estd inducido por un homeomorfismo.

. El grupo de automorfismos simpliciales del complejo de curvas. Para toda superficie S de

tipo infinito, el grupo de automorfismos simpliciales del complejo de curvas asociado a S
es isomorfo al grupo modular extendido de S, es decir, Aut (C(S)) = Mod *(S).

Construccion de Hooper, Thurston y Veech. Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces
existe un par de multicurvas o y 3 cuya unién llena la superficie S, y existe una estructura
plana T en S tales que los giros de Dehn Ty y Tg a lo largo de las multicurvas o y f3,
respectivamente, acttian por automorfismo afines en la superficie plana M := (S, 7).

. Elementos loxodrémicos. Sea S una superficie de tipo infinito y p un punto marcado en

S. Entonces existe una coleccion no numerable de elementos en el grupo Mod (S, p) con
accion loxodromica en el grafo de lazos asociado a S. Mas aun, los elementos de esta
coleccién son homeomorfismos que no preservan ninguna subsuperficie de S de tipo finito.

ADbstract. The main contributions of this doctoral thesis are:

. Alezander’s method for infinite-type surfaces. For any infinite-type surface S possibly with

non-empty boundary, there exist a collection I' of essential curves and arcs in S such that
if h:S — S is a homeomorphism which preserves the isotopy class of the elements in I'
then h is isotopic (relative to the boundary of S) to the identity.

. Topological rigidity of the curve compler. Every simplicial isomorphism between curve

complexes of infinite-type surfaces is induced by a homeomorphism.

The automorphisms group of the curve complex. For every infinite-type surface S, the
simplicial automorphisms group of the curve complex associated to S is isomorphic to the
extended mapping class group of S, that is, Aut (C(S)) = Mod*(S).

. The Hooper, Thurston and Veech construction. Let S be an infinite-type surface. Then there

exist a pair of multicurves o and 3 whose union fills S, and there exist a flat structure ©
on S such that the Dehn twists Ty and Tg around the multicurves o and 3, respectively,
are affine automorphisms of the flat surface M := (S, 1).

. Lozodromic big mapping classes. Let S be an infinite-type surface and p be a marked point

in S. Then there exists an uncountable collection of elements in the group Mod (S, p) with
loxodromic action on the loop graph of S. Moreover, every element of this collection does
not preserve any finite-type subsurface of S.

Palabras clave: homeomorfismo, complejo de curvas, grafo de lazos, grupo de automorfismos
simpliciales, grupo modular.
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Introduccion

Una superficie topoldgica es una variedad 2-dimensional, Hausdorff y segundo numerable. En
adelante, por superficie nos referimos a una superficie topolégica conexa, orientable y sin frontera.
Decimos que una superficie es de tipo finito si tiene grupo fundamental finitamente generado;
de lo contrario diremos que es una superficies de tipo infinito.

Toda superficie S estd completamente determinada hasta homeomorfismos por tres invarian-
tes topologicos: el género g(S) € N U {oo}, el espacio de fines Ends(S) y el espacio de fines
acumulados por género Endss(S) € Ends(S). A los elementos de Ends(S) \ Endso(S) se les
llama fines planos de la superficie. El conjunto SUEnds(S) esta dotado de una topologia que lo
hace un espacio topolégico conexo, Hausdorff, compacto y que contiene densamente a la super-
ficie S; este espacio se conoce como la compactificacion de Freudenthal de la superficie S, véase
la Seccion 1. Con la topologia heredada de S U Ends(S), los subespacios Endso(S) y Ends(S)
son homeomorfos a subconjuntos cerrados anidados del conjunto de Cantor 2. Mas atn, todo
par de subconjuntos anidados del conjunto de Cantor es el espacio de fines de una superficie,
véase [Ric63].

Una superficie S es de tipo finito si y solo si g(S) < oo y Ends(S) es un conjunto finito.
En este caso S se denota por Sg donde g = g(S) y n es la cardinalidad del conjunto Ends(S).
Si n = 0 entonces Sg es la superficie compacta de género g a la cual nos referimos por Sgy. La
superficie Sy se puede obtener de Sg haciendo S§ = Sg ~\ P donde P C Sq tiene cardinalidad
n. Usualmente en la literatura los elementos de P se conocen como las ponchaduras de Sy. En
general, a los fines planos aislados de una superficie se le llaman ponchaduras de la superficie.

Asociado a una superficie topoldgica S esta el grupo modular Mod (S) el cual esta formado
por todas las clases de isotopia de homeomorfismos S — S que preservan la orientacién de la
superficie. Si ademés incluimos las clases de isotopia de homeomorfismos S — S que invierten
la orientacién de la superficie, obtenemos el grupo modular extendido de S el cual se denota por
Mod *(S). El grupo modular y el grupo modular extendido estéan relacionados por la sucesion
exacta corta

1 — Mod (S) — Mod*(S) — Z/27Z — 1. (1)

Los grupos modulares de superficies de tipo finito han sido ampliamente estudiados y existe
vasta informacion acerca de ellos, véase por ejemplo [FM12] y referencias citadas ahi. Por el
contrario, los grupos modulares de superficies de tipo infinito han sido poco investigados y solo
recientemente se ha hecho un esfuerzo real para comprenderlos. En la literatura actual, los
grupos modulares de superficies de tipo infinito son conocidos como big mapping class groups.
La justificacion del calificativo big se debe a que estos grupos son no numerables, mientras que
los grupos modulares de superficies de tipo finito son numerables.

Un objeto importante en el estudio de los grupos modulares de superficies es el complejo de
curvas. Dada una superficie S, el complejo de curvas C(S) asociado a S es el complejo simpli-
cial abstracto cuyo conjunto de vértices esta formado por todas las clases de isotopia de curvas
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cerradas simples esenciales® en S, los k-simplejos estan formados por k+ 1 vértices con represen-
tantes disjuntos a pares. Este complejo simplicial fue introducido por W. Harvey [Har79, Har81]
para superficies de tipo finito y desde entonces se ha demostrado que es un objeto central en el
estudio de grupos modulares, véase [Iva0l]. El complejo de curvas es un complejo bandera (flag
complex) y por lo tanto el grupo de automorfismos simpliciales de C(S) es isomorfo al grupo de
automorfismos simpliciales del 1-esqueleto de C(S), el cual se conoce como el grafo de curvas de
la superficie S que también denotamos por C(S). Una superficie S es esporddica si pertenece al
conjunto {SSQ, S?S]}. Entonces el grafo de curvas C(S) es no vacio y conexo si y solo si S no es
esporadica, véase [FM12].

El grupo modular extendido Mod *(S) actia sobre el complejo de curvas C(S) por automor-
fismos simpliciales y por consiguiente se tiene el homomorfismo de grupos

Y:Mod*(S) — Aut (C(S)). (2)

En el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo finito el siguiente resultado es
fundamental.

Teorema (de Ivanov para superficies de tipo finito). Sea Sg una superficie de tipo finito no
esporddica distinta de S%. Entonces todo automorfismo simplicial de C(STg‘) estd inducido por un
homeomorfismo, es decir, ¥ es sobreyectiva.

Este resultado fue demostrado inicialmente por N. Ivanov [[va97] cuando Sg tienen género al
menos dos; desde entonces se conoce como el Teorema de Ivanov. Posteriormente este teorema
fue extendido de forma independiente por M. Korkmaz [Kor96] y F. Luo [Luo00| para superficies
de género cero con al menos cinco ponchaduras y para superficies con género uno y al menos dos
ponchaduras, este tltimo da una descripcion precisa del homomorfismo ¥ en los casos restantes.
El Teorema de Ivanov es central en la teoria por los profundos resultados que se derivan de este
acerca de la estructura algebraica de Mod (Sg), algunas aplicaciones del Teorema de Ivanov se
pueden ver en [Iva0l, Iva97|.

En el contexto de superficies de tipo infinito, J. Hernandez-Hernandez y F. Valdez [HHV17|
fueron los primeros en investigar las propiedades del homomorfismo V. Demostraron que si S
es una superficie de tipo infinito cuyo espacio de fines coincide con su espacio de fines acumu-
lados por género, es decir, Ends(S) = Endss(S), entonces Aut (C(S)) = Mod*(S). Uno de los
resultados principales obtenidos es:

Teorema A. Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces todo automorfismo del complejo de
curvas estd inducido por un homeomorfismo. Mds ain, la aplicacion natural

Y:Mod* (S) — Aut (C(S))
es un isomorfismo.

En el proceso de nuestra investigaciéon para la obtencién del resultado anterior desarrollamos
el (i) método de Alexander para superficies de tipo infinito [HHMV19] y solucionamos afirma-
tivamente el (i1) problema de rigidez topoldgica del grafo de curvas [HHMV18| para superficies
de tipo infinito. A continuacién describimos estos dos resultados asi como el contexto y sus
aplicaciones.

(i) Método de Alexander para superficies de tipo infinito. El método de Alexander es una he-
rramienta basica en el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo finito. En esencia

!Una curva cerrada simple en S es esencial si no es isotépica a un punto o a una ponchadura de la superficie.
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establece que para determinar si un homeomorfismo de la superficie es isotépico a la identi-
dad basta con observar su accién en una coleccién finita de curvas cerradas simples esenciales,
véase la Proposiciéon 2.8 en [FM12|. En colaboracion con J. Hernandez-Hernandez y F. Valdez
[HHMV19] generalizamos este método para superficies de tipo infinito:

Teorema B (Método de Alexander para superficies de tipo infinito). Sea S una superficie de
tipo infinito. Entonces existe una coleccion de curvas cerradas simples esenciales T (numerable
de cardinalidad infinita) en S tal que cualquier homeomorfismo en Homeo™ (S) que preserva la
clase de isotopia de los elementos en T, es isotdpico a la identidad en S.

Como consecuencia directa del Teorema B, el homomorfismo W es inyectivo para toda
superficie S de tipo infinito. Este resultado era bien conocido para superficies de tipo finito
Sg ¢ {S?Sz,Sz}, véase el Teorema 2.1.1. Anédlogamente a lo que sucede con grupos modulares
de superficies de tipo finito, usando el método de Alexander se puede probar que el centro de
Mod (S) es trivial para toda superficie de tipo infinito, véase [LL19] 6 el Teorema 2.1.6.

El Teorema B también tiene aplicaciones en el estudio de Mod *(S) como espacio topologico
con la topologia cociente heredada de Homeo(S) con la topologia compacto-abierta. Por ejemplo,
N. Vlamis [VIal9| demuestra que la componente conexa por trayectorias del espacio Homeo(S)
que contiene a la identidad es cerrada y abierta, por lo tanto Mod *(S) es Hausdorff y totalmente
disconexo, véase también la Proposicion 2.1.8. Ademés, si S es una superficie de tipo infinito
entonces Mod *(S) es topolégicamente perfecto, véase el Teorema 2.1.11. Lo anterior no sucede
con los grupos modulares de superficies de tipo finito, pues todos estos son espacios topolégicos
discretos.

(ii) Problema de rigidez topoldgica del grafo de curvas. Si ¢ : C(S) — C(S’) es un isomorfismo
simplicial entre el grafo de curvas de S y §’, respectivamente, entonces ;S es homeomorfa a
S’?, es decir, ;jel complejo de curvas estd completamente determinado por la superficie? Como
consecuencia del trabajo de K. Shackleton [Sha07]| sobre encajes locales entre grafos de curvas de
superficies de tipo finito se deduce que C(S‘gl) es rigido combinatoriamente para superficies Sy no
esporadicas y no contenidas en {S,, Sg, S3, Sg} (Teorema 1 en [Ibid.]), més aun, por el Teorema de
Ivanov ¢ estd inducido por un homeomorfismo. En colaboracién con J. Herndndez-Hernédndez y
F. Valdez |[HHMV 18| probamos los analogos de los resultados anteriores de K. Shackleton para
grafos de curvas de superficies de tipo infinito. De forma mas precisa, demostramos el teorema
siguiente cuya demostracion es tratada en el Capitulo 3.

Teorema C (Rigidez topologica del grafo de curvas). Sean S y S’ dos superficies de tipo infinito
y & :C(S) — C(S') un isomorfismo simplicial. Entonces S es homeomorfa a S’ y ¢ estd inducido
por un homeomorfismo h: S — S,

Notemos que el Teorema A (Teorema de Ivanov para superficies de tipo infinito) es con-
secuencia de los Teoremas B y C. El Teorema A fue obtenido de forma independiente por J.
Bavard, S. Dowdall y K. Rafi en [BDR20] y lo usan para obtener informacion acerca de la es-
tructura algebraica del grupo modular. Por ejemplo, demuestran que el grupo comensurador
abstracto de Mod (S) es isomorfo a Mod *(S); también, prueban que todo isomorfismo entre
grupos modulares de superficies de tipo infinito estd inducido por un homeomorfismo. Este tlti-
mo resultado fue previamente obtenido por P. Patel y N. Vlamis [PV18| para el grupo modular
puro PMod (S) el cual es el subgrupo de Mod (S) generado por todas las clases que actian de
forma trivial en el espacio de fines de la superficie.

Por otra parte, el Teorema A también ha tenido aplicaciones en el estudio de la topologia
de Mod *(S). Como bien fue observado por J. Aramayona, P. Patel y N. Vlamis en [APV17], si
dotamos al grupo Aut (C(S)) con la topologia permutacién, entonces ¥ : Mod* (S) — Aut (C(S))
es un isomorfismo de grupos topolégicos, véase el Teorema 3.1.6. Como consecuencia de lo
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anterior, se puede probar que si S es una superficie de tipo infinito entonces el grupo modular
extendido Mod*(S) es un grupo topoldgico polaco (véase [APV17] 6 el Teorema 3.1.7), no es
localmente compacto (véase el Teorema 3.1.8) y es 0-dimensional?, para todos estos resultados
véase también [V1al9).

Recientemente se ha obtenido el andlogo del Teorema de Ivanov para otros complejos sim-
pliciales asociados a superficies de tipo infinito distintos al complejo de curvas. Por ejemplo,
J. Aroca [Arol8] demostré que el grupo de automorfismos de determinados grafos simpliciales
cuyos vértices son multicurvas (con propiedades especificas) en una superficie de tipo infinito es
isomorfo al grupo modular extendido de la superficie. Otro ejemplo se encuentra en [AGK*19], en
donde los autores demuestran que el grupo de automorfismo del complejo de Torelli es isomorfo
al grupo modular extendido. Este resultado les permitié demostrar que el grupo conmensurador
abstracto del grupo de Torelli (el subgrupo de Mod (S) con accién trivial en el primer grupo de
homologia de S) es isomorfo al grupo modular extendido de la superficie.

En resumen, el estudio del complejo de curvas de una superficie ha sido importante en el
estudio de la estructura algebraica y topolégica de grupos modulares de superficies.

Otra faceta de como estudiar los grupos es a través de sus acciones en espacios hiperbolicos
en el sentido de Gromov. Si un grupo discreto G acttia por isometrias en un espacio métrico
geodésico X hiperbolico (en el sentido de Gromov), entonces un elemento g € G tiene accion
eliptica, parabdlica o lozodrémica en el espacio X si el congunto limite A((g)) C 0X del subgrupo
(g) < G tiene 0,1 6 2 elementos, respectivamente, donde 90X es la frontera de Gromov de X,
véase [Gro87, GAIH90, Osil8]. Esta es una forma de clasificar los elementos de un grupo a través
de su accién en un espacio hiperbélico.

Un espacio métrico natural en donde el grupo modular de una superficie actiia por isometrias
es en el grafo de curvas dotado de la métrica combinatoria que a cada par de vértices que
forman una arista le asigna distancia 1. Si S es una superficie no esporadica entonces el grafo
de curvas es no vacio, conexo, localmente infinito y hiperbolico, véase [MM99, HPW15, Bow14,
Aoul3]. Asimismo, el grafo de curvas C(S) tiene didmetro infinito si y so6lo si S es de tipo
finito [MM99]. Por el Teorema de clasificaciéon de Thurston [Thu88| los elementos de Mod (Sg)
se clasifican como periddicos, reducibles 6 pseudo-Anosov, véase [FLP12, FM12]. Gracias a esta
clasificacion, los elementos de Mod (Sg) con accioén eliptica en C(Sg) son los elementos periédicos
y reducibles, no tiene elementos parabdlicos y los elementos loxodrémicos son las clases de
isotopia de homeomorfismos pseudo-Anosov, véase [MM99]. En cambio, si S es una superficie de
tipo infinito, todos los elementos de Mod (S) tienen accion eliptica en C(S), pues las 6rbitas de
la accién son acotadas.

Aqui surge la pregunta natural, ;los grupos modulares de superficies de tipo infinito admiten
acciones por isometrias sobre espacios métricos geodésicos, hiperbélicos con 6rbitas no acotadas?
Esta pregunta la han respondido K. Mann y K. Rafi [MR19] en gran generalidad. Para nuestra
sorpresa, ellos demuestran que existen grupos modulares de superficies de tipo infinito que
no admiten acciones en espacios geométricos con Orbitas no acotadas. Esto marca una nueva
diferencia entre estos grupos con los grupos modulares de superficies de tipo finito. Sin embargo,
como veremos en los parrafos posteriores, cierta clase de grupos modulares de superficies de tipo
infinito si admiten acciones por isometrias en espacios geométricos con propiedades analogas al
grafo de curvas de superficies de tipo finito. En adelante describimos el grafo de lazos L(S;p)
asociado a una superficie de tipo infinito S con p € S. Este grafo resulta ser hiperbélico y
de diametro infinito. También, describimos el grupo Mod (S;p) que acttia por isometrias sobre
L(S;p) v que esta relacionado con el grupo modular Mod (S) por medio de la sucesiéon exacta
de Birman, véase la Ecuacion (3).

Sea S una superficie de tipo infinito y p € S, denotamos por Mod (S;p) al grupo de todas las

2La topologia de Mod *(S) tiene una base de abiertos y cerrados.
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clases de isotopia relativa a p de homeomorfismos S — S que fijan a p y preservan la orientaciéon
de la superficie. Este grupo esté relacionado con el grupo modular Mod (S) por medio de la
sucesién exacta de Birman:

1 — m(S,p) — Mod (S;p) —— Mod (S) — 1, (3)

donde F es el homomorfismo que olvida la isotopia relativa a p, véase la introduccion al Capitulo
4 para mas detalles.

Un lazo en S basado en p es una funcién continua « : [0,1] — S tal que su restriccion al
intervalo abierto (0, 1) es un encaje topologico y «(0) = p = «(1). El grafo de lazos de S relativo
a p, denotado por L(S;p), se define como el grafo simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices
es el conjunto de todas las clases de isotopia relativa a p de lazos esenciales® basados en p;
dos vértices generan una arista si tienen representantes disjuntos excepto en p. Este grafo fue
introducido por J. Bavard [Bav16| (motivada por las preguntas de D. Calegari en [Cal09al) al
estudiar el espacio de cuasimorfismos no triviales de Mod (S? ~ (KU o0)) con K un conjunto
de Cantor contenido sobre el ecuador horizontal de S2. Notemos que haciendo p = o0 el grupo
modular Mod (S~ (KU o)) coincide con Mod (S? ~ K;p). En general, Mod (S;p) coincide con
Mod (S ~ {p}) si y solo si S no tiene ponchaduras.

El grafo de lazos L(S;p) es conexo, hiperbélico (en el sentido de Gromov) y tiene didmetro
infinito [Bav16, AFP17, FA19, DFV18|. Ademaés, el grupo Mod (S;p) acttia por isometrias sobre
el grafo L(S;p) dotado con la métrica combinatoria. De esta manera, un elemento en Mod (S;p)
se puede clasificar como eliptico, parabilico o lozodrémico de acuerdo a su accién en la frontera
de Gromov 0L(S;p) del grafo de lazos L(S;p). Otra de las aportaciones principales de esta tesis
es al estudio de cierta clase de elementos de Mod (S;p) con acciéon loxodromica en el grafo de
lazos. Para ello usamos la descripcion de la frontera de Gromov de L(S;p) descrita por J. Bavard
y A. Walker en [BW18a].

J. Bavard y A. Walker en [BW18a| describen los elementos de 9L(S;p) como cliques* cuyos
vértices son clases de isotopia de rayos que llenan (high-filling rays) basados en p. Luego, un
elemento loxodromico f € Mod (S;p) fija exactamente dos cliques C~ y C* de rayos que llenan en
OL(S;p). En [BW18b], nuevamente J. Bavard y A. Walker demuestran que 0 < |C7| =|CT| < o0
(donde | - | denota el nimero de vértices) y definen el peso de f como w(f) = |C”| = |C*|. En
este mismo trabajo, los autores puntualizan que los tnicos ejemplos de elementos loxodrémicos
en Mod (S;p) que se conocian hasta ese momento eran:

1. El elemento loxodrémico h € §% \ (K U {oo}) definido por J. Bavard en [Bav16], donde K
es un conjunto de Cantor contenido en el ecuador horizontal de la esfera S?. Este elemento
no esta en el grupo modular puro, no preserva ninguna subsuperficie de tipo topolégico
finito y tiene peso uno.

2. Clases definidas por homeomorfismos pseudo-Anosov con soporte en una subsuperficie de
tipo finito S’ de S que contiene a p en su interior, Teorema 8.3.1 en [BW18b].

Por esta razon, en el comentario 8.3.3 en [BW18b], los autores proponen construir ejemplos
de elementos loxodrémicos de peso mayor que 1 que no preserven ninguna subsuperficie de ti-
po finito. Motivados por este comentario, en colaboracion con F. Valdez [MV20] construimos
elementos loxodromicos en Mod (S;p) con pesos arbitrarios y que satisfacen las propiedades
requeridas, véase el Teorema D. La construccién de dichos elementos esta inspirada en la cons-
trucciéon de Thurston-Veech de homeomorfismos pseudo-Anosov de superficies de tipo finito,
véase [Thu88|, [Vee89] o [FM12| para detalles acerca de esta construccion.

3Un lazo es esencial si no es homotopicamente trivial relativo a p.
4Grafos completos.
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Teorema D. Sea S una superficie de tipo infinito, p € S fijo y m € N. Sean & = {«i}ie1 ¥
B = {Bjlje; multicurvas en posicion minima cuya union llena® S tal que:

1. el grafo de configuracionS G(x, B) es de valencia finita,

2. cada componente conexa Dy de S\ o U B es un poligono o un poligono ponchado” con
n, < N lados, para algiin N € N fijo, y

3. la componente conexa de S\ oo U B que contiene a p es un 2m-poligono.

Si T, Tg € Mod (S;p) son los giros de Dehn (positivos) a lo largo de las multicurvas oc y 3, res-
pectivamente, entonces cualquier elemento f € Mod (S;p) en el semigrupo positivo generado por
Ta y T[;1 dado por una palabra en donde ambos generadores aparecen es un elemento lozodréomico
de peso m para la accién de Mod (S;p) sobre el grafo de lazos L(S;p).

Similarmente como en la construccién de Thurston-Veech, la prueba descansa en encontrar
una estructura plana sobre S en la cual Ty y Tg acttien por automorfismos afines. En el caso de
superficies de tipo finito, esta estructura es tnica (hasta un reescalamiento) y esta garantizada
por el Teorema de Perron-Frobenius, véase el Teorema 4.3.1. Para superficies de tipo infinito,
la existencia de la estructura plana sobre S la garantiza la existencia de funciones armonicas
positivas del operador de adyacencia asociado al grafo G(«, ). Esto fue posible por el trabajo
previo de P. Hooper en [Hool5] sobre la dinamica de transformaciones infinitas de cambio de
intervalo. Por este motivo hemos denominado a esta construccion la construccion de Hooper-
Thurston-Veech. En contraste con superficies de tipo finito, existe una cantidad no numerable
de estructuras planas sobre S que no estan relacionadas hasta un reescalamiento. Hacemos notar
también que la construcciéon de Hooper-Thurston-Veech es méas general y aplica para una clase
més grande de pares de multicurvas. Sin embargo, esta construccién es bastante mas delicada y
depende en gran medida del tipo de multicurvas que tomemos. Esto lo explicamos con detalle
en la Seccién 4.3. Véase también la Proposicion 4.3.11 para una diferencia entre la construccion
de Thurston-Veech y la construccién de Hooper-Thurston-Veech.

En el Teorema 4.1.2 demostramos que para toda superficie de tipo infinito S siempre existen
pares de multicurvas como en el Teorema D, mas aun, existe una cantidad no numerable de
ellas. Esto asegura la existencia de suficientes elementos en Mod (S;p) con accion loxodromica
en L(S;p). Para la demostracion, desarrollamos las formas normales de superficies de tipo infinito
las cuales son una manera canénica de dibujar una superficie de tipo infinito. También hemos
usado el Teorema D para mostrar otro fenémeno propio de los grupos modulares de superficies
de tipo infinito. El Corolario 4.1.5 establece que para toda superficie de tipo infinito S existe
una sucesion de elementos loxodréomicos en Mod (S;p) que converge a un elemento eliptico. Lo
anterior no es posible en grupos modulares de superficies de tipo finito, pues todos estos son
grupos topolégicos discretos.

Aun con el honesto esfuerzo de este trabajo, sigue abierto el problema de caracterizar los
elementos de Mod (S;p) con acciéon loxodromica en el grafo de lazos L(S;p). De acuerdo a la
evidencia obtenida, nos aventuramos a formular la siguiente:

Conjetura. Sif € Mod (S;p) satisface que para cualquier lazo o rayo « basado en p, f*() no
es isotdpico a o« para todo n € Z ~. {0}, entonces f tiene accidn lozodrémica en el grafo de lazos

L(S;p).

Una coleccion de curvas cerradas simples esenciales llena S si toda componente conexa conexa complementaria
de la unién de las curvas en la coleccién es homemorfa a un disco o un disco ponchado.

SEl conjunto de vértices de este grafo es [ U J y existe una arista entre i € I y j € ] por cada punto de
interseccion entre o y f3;.

"La frontera de cualquier componente conexa de S\ « U B est4 formada por arcos contenidos en las curvas
o U B, asi, podemos pensar a estas como poligonos (topologicos).
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La propiedad anterior (cuando « es una curva esencial) caracteriza a los elementos pseudo-
Anosov del grupo modular de superficies de tipo finito, y estos a su vez, tienen accion loxodrémica
en el grafo de curvas, vea [MM99|.

La aplicacién mas importante hasta el momento del Teorema D es al espacio de cuasimor-
fismos no triviales del grupo Mod (S;p). Describimos brevemente este concepto y su contexto.
El espacio de cuasimorfismos no triviales @(G) de un grupo discreto G se define como el
kernel del morfismo de comparacién H%(G;R) — H?(G;R) entre la cohomologia real acotada y
la cohomologia real de G, véase [Fril7]. El concepto de cohomologia acotada fue introducida por
M. Gromov en su tratado [Gro82| para calcular el volumen simplicial de variedades Rieman-
nianas orientadas con curvatura escalar acotada; para introducirse en el tema de cohomologia
acotada y su relacion con otras dreas de las matematicas véase [Cal09b, Fril7, Fuj09] y para su
generalizacion a grupos topologicos localmente compactos véase [DMO1].

Se ha demostrado que el célculo de la dimensién de @(G) estd directamente relacionado con
la estructura del grupo en cuestion. Por mencionar un ejemplo, si G es un grupo promediable
(amenable group) entonces dim QM(G) = 0, véase el Corolario 3.8 en [Fril7|. En general, el
calculo de la dimension del espacio de cuasimorfismos no triviales de un grupo determinado no
es una tarea sencilla. Sin embargo, se han usado las acciones de grupos sobre espacios geométricos
para demostrar que existe una gran variedad de clases de grupos con espacios de cuasimorfismos
no triviales de dimension infinita, véase la seccion 2.9 en [Fril7| para una lista detallada.

Dentro de lo que nos concierne, M. Bestvina y K. Fujiwara demuestran que si la accién
de un grupo G en un espacio hiperboélico es no elemental y contienen al menos dos elementos
independientes y anti-alineados entonces dim QM(G) = oo, véase el Teorema 1 en |[BF02].
Como aplicaciéon obtienen que si G es un subgrupo de Mod (Sg) (donde S§ no es una superficie
espordadica) con al menos dos elementos que tienen accion loxodromica sobre el grafo de curvas
C(Sg) entonces dim @(G) = oo. Inspirados en el trabajo de M. Bestvina y K. Fujiwara,
J. Bavard y A. Walker demuestran que cualesquiera dos elementos de Mod (S;p) con acciéon
loxodrémica sobre el grafo de lazos con pesos distintos son independientes y anti-alineados,
véase el Teorema 9.1.1 en [BW18b]. Por todo lo anterior, obtenemos de forma inmediata la
siguiente aplicaciéon del Teorema D:

Corolario. Sea S una superficie de tipo infinito con p € S fijo. Si f1 y f2 son elementos loxo-
drémicos como en el Teorema D con pesos my # my, respectivamente, entonces el espacio de
cuasimorfismos no triviales de cualquier subgrupo de Mod (S;p) que contiene a f1 y f; tiene
dimensidon infinita.

Como hemos mencionado, si S no tiene ponchaduras entonces Mod (S;p) es isomorfo al
grupo modular Mod (S ~\ {p}). Por consiguiente, el Teorema D y el corolario anterior aplican
para los grupos modulares de superficies de tipo infinito con exactamente una ponchadura. Por
otro lado, se conoce solo una superficie de tipo infinito para el cual el espacio de cuasimorfismos
no triviales del grupo modular respectivo tiene dimension cero. Esta superficie es S? \. K con K
un conjunto de Cantor contenido en el ecuador horizontal de la esfera S?. Esto es consecuencia
del Teorema de la dualidad de Bavard, véase el Teorema 2.70 en [Cal09b], y de que Mod (S K)
es uniformemente perfecto, véase [Cal09al. Recientemente, K. Mann y K. Rafi [MR19] aplican
el concepto de grupo gruesamente acotado (coarsely bounded), introducido por Rosendal en
|[Ros17|, a grupos modulares de superficies de tipo infinito y demuestran que existen muchas
superficies de tipo infinito cuyo grupo modular no admite acciones sobre espacios geométricos
con Orbitas no acotadas. Por lo tanto, en estos casos no es posible calcular la dimensién del
espacio de cuasimorfismos usando los métodos de M. Bestvina y K. Fujiwara en [BF02|. Por
mencionar algunos ejemplos que abarcan el trabajo de K. Mann y K. Rafi estan Mod (S~ K) y
Mod (N) donde N es el Monstruo del lago Ness (la superficie de tipo infinito con exactamente
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un fin el cual estd acumulado por género). Hasta ahora permanece abierta la pregunta acerca de
la dimension del espacio de cuasimorfismos no triviales de Mod (N).

En conclusién, el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo infinito ha sido
bastante intenso en los tltimos anos, véase [AV20]. Estos grupos comparten ciertas propiedades
con los grupos modulares de superficies de tipo finito, en algunas ocasiones acompanada de
la generalizacién de algunas herramientas existentes en el estudio de los grupos modulares de
superficies de tipo finito. Ejemplo de lo anterior son los Teoremas A, B y C mencionados arriba,
véase nuevamente [AV20| para otros puntos de contacto.

Un problema central en la teoria de grupos modulares de superficies de tipo infinito, es la
clasificacion de los elementos de Mod (S) al estilo de Nielsen-Thurston. Una forma de obtener
esta clagificacion es por medio de la caracterizacion de los elementos elipticos, parabélicos y
loxodromicos de Mod (S) respecto a su accion en un espacio métrico geodésico hiperbolico. Es
importante senalar que por el trabajo de K. Mann y K. Rafi [MR19], existen muchas superficies
para las cuales todos los elementos del grupo modular son elipticos. Por lo tanto en estos casos no
es posible dar una buena clasificacion de los elementos de Mod (S) usando acciones en espacios
métricos hiperbolicos. Sin embargo, si S tiene exactamente una ponchadura, el Teorema D
representa un avance en el problema de clasificacién, al exhibir una clase no numerable de
elementos loxodrémicos en Mod (S) respecto a su accién en el grafo de lazos.

Recientemente, también se han estudiado otros grafos asociados a superficies de tipo infinito
andlogos a los que existen para superficies de tipo finito. Algunos ejemplos son: el grafo de
multicurvas (con restricciones topologicas y geométricas) el cual en la mayoria de los casos es
hiperbolico y tiene didmetro infinito, para detalles véase [FP15| y [Arol8]. El grafo de curvas
no separadoras de una superficie de tipo infinito con género finito y positivo es hiperbélico y
tiene didmetro infinito, véase [Ras20]. El grafo de arcos relativo a un conjunto finito de puntos
marcados es cuasi-isométrico al grafo de lazos y por lo tanto es hiperbolico y de didmetro infinito,
véase |[AV18] y [AFP17|. Finalmente, en [DFV18] los autores caracterizan los grafos Mod (S)-
invariantes con 6rbitas no acotadas cuyos vértices son curvas cerradas simples esenciales. En
cada caso, sigue abierto el estudio de la accion del grupo modular en la frontera de Gromov.
Este estudio tendria potenciales aplicaciones al problema de clasificaciéon de los elementos de
Mod (S).

Finalmente, no cabe duda que el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo
infinito serguird siendo importante en los préximos afios prometiendo resultados novedosos e
impactantes. Recomendamos ver [LPRT'19] en donde se puede encontrar una lista actualizada
de los problemas abiertos en el drea de grupos modulares de superficies de tipo infinito.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Superficies topolégicas

Una superficie topoldgica es una 2-variedad Hausdorff y segundo numerable. Por definicién una
superficie topologica no tiene frontera, sin embargo, habran resultados que son facilmente extra-
polados a superficies con frontera. Especificaremos esto en su momento. En este trabajo cuando
hablemos de una superficie nos referimos a una superficie topologica conexa, orientable y sin
frontera.

Por el teorema de clasificacion de superficies [Lef25, Ric63], una superficie tiene asociado
dos invariantes topolégicos que la caracterizan completamente hasta homeomorfismos: el género
g(S) € NU{oco} y un par de espacios topologicos anidados Ends(S) 2O Endse(S) llamados espacio
de fines y espacio de fines acumulados por género de S, respectivamente.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Kerékjarto,[Ric63|). Sean S y S’ dos superficies. Entonces S es
homeomorfa a S si y sélo si g(S) = g(S’) y los espacios Ends(S) 2 Endss(S) y Ends(S’) D
Endse(S’) son homeomorfos como espacios anidados.

Nota 1.1.2. El Teorema de Kerékjarto es mas general e incluye a las superficies con frontera y
a las superficies no orientables. En estos casos es necesario agregar otros invariates topoldgicos
adicionales que describen su comportamiento al infinito.

Brevemente describimos el espacio de fines y el espacio de fines acumulados por género de
una superficie.

Sea S una superficie y consideramos A(S) el conjunto de todas las sucesiones anidadas
(UWi)i>1:==U; D Uy 2 --- de subconjuntos abiertos, no vacios, conexos y con frontera topolégica
compacta en S tales que (); Uy = ). Dos sucesiones (Ui)i>1, (U—J{)jzl en A(S) estan relacionadas
si para todo i € N existe j € N tal que U; 2 U]f, y viceversa. Denotamos con Ends(S) al conjunto
de todas las clases de equivalencia de elementos en A(S). Los elementos de Ends(S) se escriben
como [U;].

Dado un subconjunto abierto y conexo U de S, consideramos

U* :={[U;] € Ends(S) : existe j € N tal que U D U;}. (1.1)

La coleccién de conjuntos de la forma U U U* define una base para la topologia de S .=
S U Ends(S). El siguiente teorema describe la topologia de S y del espacio de fines de una
superficie.

Teorema 1.1.3 ([Ray60]). Sea S una superficie y S := S U Ends(S). Entonces

'Es decir, existe un homemorfismo f : Ends(S) — Ends(S’) tal que la f(Endsw(S)) = Endse(S’).



A
1. S es Hausdorff, conexo, localmente conexo y compacto,
2. Ends(S) es cerrado, no tiene puntos interiores en S y es totalmente disconexo, y
. PA . VAN
3. st U C S es abierto y conexo, entonces S~ U es conexo.

Al espacio topologico S§=5Su Ends(S) se le llama la compactificacion de Freudenthal de la
superficie S. Por el Teorema 1.1.3, el espacio Ends(S) C S es homeomorfo a un subconjunto
cerrado del conjunto de Cantor 2N. Este espacio es llamado el espacio de fines de S y nos
referimos a un elemento particular de Ends(S) como un fin de la superficie S.

Un fin [W;] € Ends(S) de S es plano si existe 1 € N tal que U; tiene género 0. Se denota
por Ends(S) al espacio de fines acumulados por género de S el cual se define como el conjunto
de todos los fines no planos de S. El espacio Endsy(S) es un subespacio cerrado de Ends(S).
Por lo tanto, los espacios Endse(S) € Ends(S) son homeomorfos a dos subconjuntos cerrados
anidados del conjunto de Cantor 2V, véase [Ric63]. Tenemos el siguiente teorema de realizacion.

Teorema 1.1.4 ([Ric63]). Sean F D F dos subconjuntos cerrados anidados del conjunto de
Cantor 2N. Entonces existe una superficie S con espacio de fines y espacio de fines acumulado
por género homeomorfos a F y V', respectivamente.

Otro subconjunto del espacio de fines que usaremos constantemente es el espacio de fines
planos aislados al cual nos referimos por IPEnds(S). Usualmente, los elementos de IPEnds(S)
se piensan como pochaduras de la superficie.

Definicion 1.1.5 (Superficies de tipo finito e infinito). Sea S una superficie topolégica. Decimos
que S es de tipo finito si tiene grupo fundamental finitamente generado. De lo contrario, decimos
que S es de {ipo infinito.

Una superficie topologica S es de tipo finito si y solo si g(S) < co y Ends(S) es un conjunto
finito. En este caso S se denota por S’; donde g = ¢g(S) y n es la cardinalidad del conjunto
Ends(S). Si n = 0 entonces Sg es la superficie compacta de género g a la cual nos referimos
por Sg. La superficie Sg se puede obtener de Sg haciendo S§ = Sg \ P donde P C Sq tiene
cardinalidad n. Usualmente en la literatura los elementos de P se conocen como las ponchaduras
de SS. En general, a los fines planos aislados de una superficie se llaman ponchaduras de la
superficie.

Definicion 1.1.6 (Complejidad y superficies esporéadicas). La complejidad de una superficie de
tipo finito S = S¢ es k(S) := 3g —3 +n. Decimos que S es una superficie esporddica si k(S) < 1.

Nota 1.1.7. Notemos que las tnicas superficies esporadicas son: Sg§4, S1y S}.

Si S es una superficie de tipo infinito entonces el conjunto de fines planos aislados IPEnds(S)
es un subespacio propio, numerable y discreto de Ends(S). Usualmente, los elementos de este
espacio son considerados como ponchaduras o bien como puntos marcados en la superficie. En
la Figura 1.1 se muestran algunos ejemplos de superficies de tipo infinito.

En algunas demostraciones consideramos superficies con frontera, por ello introducimos la
siguientes definiciones y notacién. Dada una superficie S posiblemente con frontera no vacia,
denotamos con 0S a la frontera de S. Definimos y denotamos el interior de S por int(S) := S\.0S.

Una curva cerrada simple en S es un encaje topologico S' <= S. Por brevedad diremos curva
para referirnos a una curva cerrada simple.

En adelante, cuando consideremos superficies con frontera asumiremos que las componentes
conexas de 0S son curvas (cerradas simples) en la superficie.
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Figura 1.1: Superficies de tipo infinito.

Nota 1.1.8 (Superficies de tipo finito con frontera). Toda superficie con frontera y grupo fun-
damental finitamente generado estd completamente determinada por el género g > 0, el nimero
de ponchadura n > 0 en la superficie y el nimero de componentes de frontera b > 0, véase
[Ric63]. Estas superficies se denotan por S;‘)b. Notemos que el interior de S;b es una superficie

sin frontera homeomorfa a Sg*b. Definimos la complejidad de S‘gl’b €omo K(int(Sg+b)).

Definiciéon 1.1.9 (Curva esencial). Sea S una superficie posiblemente con frontera. Decimos que
una curva o en S es esencial si no es isotépica a un punto, a una ponchadura o a una componente
de frontera de S. Si S \ « es conexa entonces decimos que « es una curva no separadora, de lo
contrario, llamamos a « curva separadora.

Ahora definimos el concepto de saturacion principal de una superficie de tipo infinito por
subsuperficies de tipo finito. El uso de este concepto serd recurrente en este escrito, ya que
algunos resultados validos para superficies de tipo finito se pueden inducir a superficies de tipo
infinito por medio de saturaciones principales.

Definicién 1.1.10 (Saturacion principal). Sea {Si}ieny una sucesion creciente de subsuperficies
con frontera de una superficie de tipo infinito S (posiblemente con frontera no vacia). Decimos
que {Si} es una saturacion principal de S si S = (J;cy St y para todo i € N se satisfacen las
siguientes condiciones:

1. int(S;) es una superficie de tipo finito,

2. int(S;) esta contenido en int(Siy 1),

3. 0S; \. 0S es una unién disjunta finita de curvas esenciales separadoras en S, y

4. el inteerior de cada componente conexa de Siy1 \ S; tiene complejidad al menos 4.

Dado que una superficie es o-compacto, las saturaciones principales siempre existen. En la

Figura 1.2 se muestra un ejemplo de una saturacién principal en el monstruo del lago Ness, es
decir, la superficie de tipo infinito con exactamente un fin el cual es acumulado por género.
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Figura 1.2: Una saturacién principal en el monstruo del lago Ness.

1.2. Curvas, arcos y multicurvas

En esta secciéon introducimos la nocién de arco esencial en una superficie S de tipo infinito con
puntos finales en Ends(S) (no necesariamente en el conjunto de punchaduras IPEnds(S)). Todo
el discurso de esta seccién estd encaminado en dar la prueba de la Proposicién 1.2.14 la cual
afirma que si S es una superficie hiperbélica de primer tipo entonces todo arco esencial en S tiene
un dnico representante geodésico en su clase de isotopia. Este resultado aparece en el Apéndice
del trabajo [BW18b] de J. Bavard y A. Walker, aqui damos una demostracion alternativa.

Definicién 1.2.1 (Arco esencial). Un arco simple en una superficie S es un encaje 3 : (0,1) — S
con extensién continua P : [0,1] = § = S U Ends(S) tal que p(0), B(1) € Ends(S). Llamamos a
B(0) v B(1) los puntos finales de B. También, decimos que un arco B en S es esencial si P no es
isotopico, relativo a sus puntos finales, a un punto en S.

Nota 1.2.2 (Arcos en superficies con frontera). Un arco en una superficie con frontera es una
funcién continua  : [0,1] — S tal que la restriccién de  al intervalo (0,1) es un encaje cuya
imagen estd completamente contenida en int(S), y f(0),B(1) € 8S. Un arco es esencial si no
es isotOpico a un arco contenido en 0S. Recordemos que las isotopias son tomadas relativas a la
frontera de S.

Decimos que dos arcos o curvas esenciales o y 3 en una superficie S forman un bigono si
existe un disco D C S cuya frontera estd formada por dos arcos, uno contenido en « y el otro

contenido en f3, véase la Figura 1.3.
B

Figura 1.3: Bigono formado por o y f3.
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Definiciéon 1.2.3 (Posicion minima). Dos arcos o curvas esenciales en una superficie estan en
posicion, minima si no forman bigonos.

Si a y b son clases de isotopia de arcos o curvas esenciales en una superficie S, el nidmero de
interseccion geométrica de a con b se define por

i(a,b):=inf{laNP|: x € a, p €b} e NU{c}. (1.2)

Lema 1.2.4 (Seccion 1.2 en [FM12|, Lema 2.5 |[CB88|). Sea S una superficie y o, 3 curvas o
arcos esenciales con ambos puntos finales en IPEnds(S). Entonces B es isotdpico a B’, por medio
de una isotopia de S, que estd en posicion minima con «. Mds ain,  y [ estdn en posicion
minima st y solo si N PB] =1([al, [B]) < o0.



Todo arco esencial en S con ambos puntos finales en IPEnds(S) es propio? pues esta soportado
en una subsuperficie de tipo finito de S. Lo mismo se puede afirmar para cualquier curva esencial
en S.

Lema 1.2.5 (Arcos esenciales son propios). Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces todo
arco esencial en S es propio.

Demostracion. Sea o« : (0,1) — S un arco esencial en S, K C S subconjunto compacto de S
y U := S~ K. Entonces UL U* C S (véase la Ecuacion 1.1) es una vecindad abierta que
contiene a &(0) y &(1) en su interior. Por la continuidad de &, existen 1 >t > s > 0 tales que
&([0,s)), &((t,1]) c UL U*. Por lo tanto, a~' (K) = &' (K) C [s,t] es compacto. O

Sea {Si}ien una saturacion principal de una superficie de tipo infinito S, véase la Definicion

1.1.10. Para cada i € N denotamos por B;j al conjunto de todas las curvas frontera de S; y
hacemos B := [ J;cyy Bi- Por definicion, para i # j tenemos que B; N Bj = 0.
Lema 1.2.6 (Posicion minima de arcos respecto a saturaciones principales). Sea S una superficie
de tipo infinito y {Silien una saturacion principal de S. Entonces todo arco esencial o« en S es
homotopico a un arco of, por medio de una isotopia de S, relativa a 0S, tal que of estd en
posicion minima con toda curva en B.

Demostracién. Siambos puntos finales de « estdn en IPEnds(S) entonces « intersecta un nimero
finito de curvas en B. Aplicando el Lema 1.2.4 obtenemos el resultado.

Supongamos que al menos un punto final de & no es una ponchadura de S. Por el Lema
1.2.5, o« C S es propio. Asi, para todo i € N, « N 9S; tiene cardinalidad finita.

Ahora construimos una familia de isotopias ambientes {H; : S x I — S}en que nos permitiran
construir una isotopia ambiente H: S x I — S con «’ := H(«, 1) en posicién minima con todos
los elementos de B. Hagamos &y := « y tomemos my € N el minimo ntimero natural para el
cual todo bigono que forma o con 9S; estd completamente contenido en Sy,,. Por el Lema 1.2.4
aplicado a Sy, , existe una isotopfa ambiente Hy : S x I — S rel. S\ S, tal que Hy(—,0) = Ids,
Hilas, x1y = Idlas, ¥ Hi(o, 1) estd en posicion minima con todas las curvas en By. Definamos
o = Hy (o, 1).

Similarmente, tomemos my; > m; de tal manera que todo bigono entre «; y 0S; esté con-
tenido completamente en Sy,,. Usando un argumento similar al de arriba aplicado a S \'S;,
podemos construir una isotopia ambiente Hy : S x I — S rel. S\ Sy, tal que H2|§x1 = H; ngl,
Hal(s<sq)x(oy = Ldls<s,, Halas, <1y = Idlas, ¥ &2 := Ha(ot1, 1) estd en posiciéon minima con todas
las curvas en B, U By.

De forma inductiva, para cada n > 3 construimos la isotopia ambiente Hy, : S x I — S rel.
S\ S, que satisface las propiedades siguientes:

1. Hn|§x1 = Hm|§x1 para todo m < n,

2. Hnls<s,_y)x(or = Idls<s,

3. Hulos,x(1y = Idles,,, v

4. o = Hp(an_1,1) esta en posicion minima con toda curva en B, para todo m < n.
Para cada n € N definimos g, := Hy(—, 1) € Homeo™ (S). Por la condicién 1 la funcion

gS — S
s€Sy —  gnls),

2Una funcion continua es propia si la imagen inversa de todo conjunto compacto es compacto.



define un homeomorfismo de S que preserva la orientacion. También, por la condicién 4, g(«)
estd en posiciéon minima con todas las curvas en B. Ahora veamos que g es homotépica a Idsg.
En efecto, para cada n € N consideramos el homeomorfismo

e [ ] = [0,1]

n ) n+tl

t = nn+1)(t—21).
Por las condiciones 1 y 2 sobre las homotopias {Hn lnen tenemos que la aplicacion H: SxI — S
dada por
His,0) = { Mel(salt) site [%T 2],
’ g(s) sit=1,
define una homotopia ambiente de S con H(—,0) = Ids y H(—,1) = g. O

Definiciéon 1.2.7 (Colecciones de curvas localmente finitas). Una coleccion de curvas o arcos
esenciales L en una superficie S es localmente finita si todo punto en S tiene una vecindad abierta
que intersecta a un namero finito de curvas en L.

Dos colecciones de curvas o arcos esenciales L y L’ localmente finitas en una superficie S
estan en posicion minima si para todo L € Ly todo ' € I, L y U estan en posiciéon minima.

Definicién 1.2.8 (Multicurva). Una multicurva en una superficie S es una coleccion de curvas
esenciales localmente finita tal que todos sus elementos son disjuntos y no isotopicos a pares. A
una multicurva mazimal respecto a la inclusion le llamamos descomposicion en pantalones de S.

Si S = SE es una superficie de tipo finito y o es una descomposiciéon en pantalones de
Sg entonces « tiene exactamente K(SS) — 1 elementos, mas atn, S \ « es la unién disjunta
de K(Sg) — g + 1 superficies cada una homeomorfa a Sg. En cambio, una descomposicién en
pantalones o de una superficie de tipo infinito S tiene cantidad infinita (numerable). De forma
similar, cada componente conexa de S \ « es una superficie homeomorfa a 5(3). Comunmente, a
S3 se le lama pantalon (topolégico).

Nota 1.2.9. En superficies de tipo infinito existen colecciones maximales de curvas esenciales
(respecto a la inclusion) disjuntas y no isotopicas a pares para las cuales su complemento en la
superficie no es una coleccion disjunta de superficies homeomorfas a S, véase la Figura 3.6.2
en |[Hub06] para un ejemplo. En este caso, la colecciéon de curvas mencionada no es localmente
finita.

Una superficie S es hiperbdlica si estd dotada de una estructura hiperboélica. Denotemos por
1 a la métrica hiperbélica sobre S y llamemos S, a la superficie hiperbélica S con la métrica
w. Se dice que S, es convero si para todo par de puntos x,y € S, y todo segmento 6 en S,
con puntos finales x,y es isotépico, relativo a {x,y}, a un segmento geodésico. Si S,, es convexo
entonces el cubriente universal de S, ?w es isométrico a un subconjunto convexo C C D, donde
D es el disco de Poincaré, el grupo fundamental de S,;, 1(S,) < Isom™ (D), actia de forma libre
y propiamente discontinua sobre C y S, = C/m(S,), véase [CMEO06].

Un pantaldn geométrico es una superficie (posiblemente con frontera) cuyo interior es homeo-
morfo a un pantalén (topologico) el cual esta equipado con una estructura hiperbdlica convexa
y tiene frontera geodésica. La Figura 1.4 muestra los posibles casos en que puede aparecer un
pantalén geométrico.

Definiciéon 1.2.10 (Descomposicién en pantalones geométricos). Una descomposiciéon en pan-
talones P := {«i}i>1 de una superficie hiperbélica S, es geométrico si todas las curvas de P
son geodésicas cerradas simples en S, y la cerradura en S, de cada componente conexa de

Su N (UQ] oq) es isométrico a un pantaléon geométrico.
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Figura 1.4: Pantalones geométricos.

Una superficie hiperbdlica convexa S, es Nielsen-convezo si todo punto z € S, pertenece a
un segmento geodésico con puntos finales en geodésicas cerrada simples en S,. Este concepto
fue introducido en [ALP*11] en el estudio de los diferentes espacios de Teichmiiller asociados a
una superficie de tipo infinito. El resultado que necesitamos aqui es el siguiente:

Teorema 1.2.11 (Teorema 4.5 en [ALPT11]). Sea S, una superficie hiperbélica. Entonces S,
es Nielsen-convezo si y solo si toda descomposicion en pantalones (topoldgico) de S, es isotopica
a una descomposicion en pantalones geométrico.

Nota 1.2.12. Una superficie hiperbolica Sy es de primer tipo si el conjunto limite de 711(S,) <
Isot (D), A(mi(Sy)), coincide con 0D, es decir, A(m(S,)) = 0D. Si Sy, es una superficie hiper-
bolica de primer tipo entonces S,, es Nielsen-convexo.

Por la nota anterior, tenemos que la demostracién de la siguiente proposicién es completa-
mente andloga al del Lema 2.6 en [CB88|.

Proposicion 1.2.13. Sea S, una superficie hiperbolica de primer tipo, Py y Py dos descomposi-
ciones en pantalones de Sy distintas. Entonces existe f € Homeo™ (Sy) isotdpico a Ids, tal que
f(P1) y f(P2) son ambos descomposiciones en pantalones geométricos de S,,, en particular, estdn
en posicion minima.

Toda curva cerrada simple esencial en S, tiene un tnico representante geodésico en su clase
de isotopia. Lo mismo se puede afirmar para cualquier arco esencial cuyos puntos finales son
ponchaduras en S, (véase la Proposicién 1.6 y el comentario en la seccién 1.2.7 en [FM12]). A
continuacién, mostramos que si S,, es una superficie hiperbélica de primer tipo entonces podemos
afirmar que todo arco esencial (cuyos puntos finales no necesariamente son punchaduras en Sy,)
tiene un tnico representante geodésico en su clase de isotopia. Este hecho serd crucial para
dar una descripcion precisa de los elementos en la frontera de Gromov del grafo de lazos en el
Capitulo 4.

Proposicion 1.2.14 (Representante geodésico de arcos). Sea S, una superficie hiperbolica de
primer tipo. Entonces todo arco esencial en Sy, tiene un tnico representante geodésico en su clase
de isotopia.

Demostracion. Sea y un arco esencial en S,,. Si S, es de tipo finito o ambos puntos finales de y
son ponchaduras en S, véase Seccion 1.2 de [FM12].

Supongamos que la superficie S,, es de tipo infinito. Consideremos los casos (i) ambos puntos
finales de y no son cuspides de S, (ii) exactamente un punto final de y es una cuspide de S,,.
(i) ambos puntos finales de 'y no son cispides en S,. Sea {Si}lien una saturacion principal de
S,y B el conjunto de curvas frontera de esta saturacion. Completando B a una descomposicion
en pantalones P de S, y usando el Teorema 1.2.11 aplicado a P, podemos asumir que todas las
curvas en B son geodésicas cerradas simples en S,,. Luego, por el Lema 1.2.6, podemos poner a
v en posicién minima con todas las curvas en B.
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Consideremos 7t: D — S, el cubriente universal de S,,. Tomemos Y C D un levantamiento de
. Veamos que y define dos puntos distintos en la frontera de D. Los argumentos que usamos
son los mismos de Levitt en su prueba del Lema 1 en |Lev83|. Primero, dado que y esta en
posiciéon minima con todas las curvas en B, se tiene que v intersecta a lo méas una vez a cualquier
componente conexa de 7w~ (B). Notemos que y intersecta un namero infinito de curvas en B.
Puesto que Sy, es de primer tipo y las curvas en B son disjuntas a pares tenemos que los puntos
finales de y estdn en 0. Ademas, dado que Y no es esencial los puntos finales de vy son distintos.
Llamemos p y q a los puntos finales de . N

Sea 6 la tnica geodésica en D con puntos finales p y . Mostremos que & := 71(d) es una
geodésica simple en S, en la clase de isotopia de y. La demostracion de lo anterior esta basada
en la siguiente afirmacion; existe una saturacion principal {S{}ien de Sy y una sucesion {on : R —
Suin>o de arcos esenciales en Sy, tales que:

1. 50 =Y,
2. para todo n > 0, &, es isotépica a dn41,
3. para todo n > 0, 8, esta en posicién minima con todas las curvas frontera de {S/}ien,

4. existen sucesiones 0 < t1 <ty <...y 0 >t] >1t) > ... tales que para todon > 1, dnlys ]
es un segmento geodésico simple en S, contenido en S/ ,; con dn(t} ), 6n(tn) € 3S;.

Por el inciso 3, para cada n > 0, 0, tiene un dnico levantamiento 5, en D con puntos finales
Py q. Este hecho y el inciso 4 implica que la sucesion de segmentos geodésicos simples {8nlj/ 1}
converge a §. Por consiguiente, & es simple. Finalmente, por los incisos 1 y 2, v es isotépico a
0. En resumen, & es una geodésica simple en la clase de isotopia de y. La unicidad se obtiene
inmediatamente.

Ahora demostramos la afirmacion de arriba. Sin perdida de generalidad supongamos que
v(0) € S; y hagamos 8y =y. Sea t; > 0 tal que y(t;) € 3S1 y y(t) € Su \ Sy para todo t > t;.
Esto lo podemos hacer pues y es propio y S7 es una superficie de tipo finito cuyas curvas frontera
son separadoras en S,,. De forma similar escogemos t; < 0. Sea S] := S y definamos S} como la
minima subsuperficie en {Si}iey tal que y([t], t1]) C Sj. Luego, dado que S, es una superficie de
primer tipo, en particular es Nielsen-convexo, Y|[t;,t]} es isotopico (rel. {y(t]), y(t1)JUSL\S)) a
un segmento geodésico simple. Completamos la isotopia anterior a una isotopia global sobre S,
para obtener un arco esencial 67 con las condiciones deseadas. Inductivamente construimos 6y,
para todo n > 2 usando el procedimiento anterior.

Caso 1) ezactamente un punto final p de y es una cuspide de S,. Supongamos que y(—oo) = p.
Similarmente al caso i), construimos la geodésica 6. La construccion de la saturacion principal
{S{}ien v de la sucesion {dn} de arcos simples en la afirmacion del caso i) es cierta usando
intervalos de la forma (—oo, ty]. El resto de la prueba es anéloga al caso i). U

Terminamos esta seccién con una definicién que usaremos constantemente en este escrito.

Definiciéon 1.2.15 (Coleccion de curvas y arcos que llenan una subsuperficie). Sea S una su-
perficie, N C S una subsuperficie, y A una coleccién de curvas y arcos en S contenidos en N.
Decimos que A llena N si int(N \ A) es la unién disjunta de discos y discos ponchados.

1.3. El grupo modular de una superficie

El grupo modular de superficies de tipo finito ha sido ampliamente estudiado en las dltimas
décadas, véase por ejemplo [FM12] y las referencias en este libro. En cambio, la literatura de

8



grupos modulares de superficies de tipo infinito ha sido poco desarrollada. Uno de los objetivos
de esta tesis es contribuir en el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo infinito.
En esta seccién introducimos el grupo modular para superficies en general asi como algunos de
sus subgrupos. Explicamos las diferencias y similitudes que comparten los grupos modulares de
superficies de tipo finito con los grupos modulares de superficies de tipo infinito. En la literatura
reciente a estos ultimos se les puede encontrar con el nombre de big mapping class groups.

Dada una superficie S, denotamos con Homeo(S) al conjunto de todos los homeomorfismos
S — S incluyendo los que invierten la orientacion de S. Dotamos a Homeo(S) con la topologia
compacto-abierta el cual lo hace un grupo topolégico con la operacién composicion de funciones.

También, definimos Homeo™(S) como el grupo de todos los homeomorfismos S — S que
preservan la orientacién de S. Notemos que Homeo™(S) es un subgrupo cerrado de Homeo(S)
de indice dos.

Con Homeoy(S) denotamos a la componente conexa por trayectorias de Homeo™(S) que
contiene a Ids. Notemos que Homeog(S) es un subgrupo normal de Homeo™ (S).

Nota 1.3.1. En [Yag00|, T. Yagasaki mostro que el espacio Homeoy(S) de una superficie de
tipo infinito S es una lp-variedad homotopicamente trivial, véase también [BMSY14, BMR"13].
Si S es una superficie de tipo finito posiblemente con frontera diferente de Sy, S(]), Sé, Sy, el
disco cerrado, el anillo cerrado o el disco cerrado ponchado entonces el espacio Homeop(S) es
contraible, véase el Teorema 1.14 en [FM12| y referencias citadas alli.

Ahora introducimos el objeto principal de estudio.

Definicién 1.3.2 (Grupo modular y grupo modular extendido). Dada S una superficie, el grupo
modular de S se define por

Mod (S) := Homeo™ (S)/Homeoy(S), (1.3)
y el grupo modular extendido de S se define por
Mod *(S) := Homeo(S)/Homeogy(S). (1.4)

Nota 1.3.3. Equivalentemente, Mod *(S) es el grupo de todas las clases de isotopia de homeo-
morfismos S — S que fijan puntualmente 0S. Una afirmacion similar es cierto para Mod (S).

Los grupos modulares de superficies de tipo finito han sido ampliamente estudiados y se
conoce mucho acerca de ellos, como ejemplo basta ver [FM12]| en donde se pone de manifiesto
la importancia de estos grupos por su relaciéon con distintas areas de las matematicas. Por otro
lado, solo recientemente el estudio de los grupos modulares de superficies de tipo infinito ha sido
de interés para la comunidad matematica, recomendamos ver [AV20] para un recopilacion de los
resultados acerca de este tema hasta el momento.

Nota 1.3.4 (Grupo modular de superficies con frontera). Algunos resultados obtenidos en esta
tesis son validos para superficies con frontera, diremos en su lugar cuando esto sea asi. En este
caso, los elementos de Homeo(S) son todos los homeomorfismos h : S — S tales que hlps = Idps.
De manera similar se definen los grupos Homeo™(S) y Homeoy(S). El grupo modular extendido
de una superficie con frontera, que también lo denotamos por Mod *(S), se define como el grupo
de todas las clases de isotopia de homeomorfismos S — S que fijan puntualmente la frontera
de la superficie. En este caso la isotopia es relativa a la frontera de S. De forma similar se
define el grupo modular y los distintos subgrupos del grupo modular extendido que definiremos
posteriormente.



Homotopia vs Isotopia. Un hecho que serd crucial en la obtencién de nuestros resultados es
que homotopia e isotopia en superficies topologicas son equivalentes.

Teorema 1.3.5 (Equivalencia entre homotopia e isotopia). Sea S una superficie de tipo infinito
posiblemente con frontera y f,g € Homeo™ (S). Entonces f es homotdpico a g si y solo si f es
1sotopico a g.

Este Teorema 1.3.5 se sigue del trabajo de Cantwell y Colon, véase [CC15]. Este resultado
también es cierto para superficies de tipo finito, en cuyo caso se tiene que excluir el disco cerrado,
el anillo cerrado, y la esfera con una o dos ponchaduras, véase [Bae28, Eps66| o bien el Teorema
1.12 en [FM12].

En resumen, tenemos cuatro maneras equivalentes de ver el grupo modular (extendido) de
una superficie, excepto en los casos descritos en el parrafo anterior:

Mod (S) = Homeo™(S)/Homeoy(S),
= my(Homeo™(S)),
= Homeo™(S)/isotopia,
= Homeo™(S)/homotopia.

Nota 1.3.6 (Grupo modular suave). El grupo modular (extendido) de una superficie de tipo
finito se puede definir, equivalentemente, como el grupo de todas las clases de difeotopias de
la superficie, véase el Teorema 1.13 en [FM12]. Esto deja de ser cierto para superficies de tipo
infinito. Por mencionar solo un ejemplo, si S es una superficie cerrada menos el conjunto de
Cantor estandar (triadico) contenido en un intervalo C™-encajado de manera suave en S, entonces
el grupo de todas las clases de difeotopias de clase C™ con n > 2 es numerable, véase [FN18] para
més detalles y ejemplos méas generales. También en [HM19b| podemos encontrar otras diferencias
entre el grupo modular y el grupo modular suave de superficies de tipo infinito.

Usando la compactificacién de Freudenthal de una superficie S tenemos que todo elemento
del grupo modular Mod (S) induce un homeomorfismo del espacio de fines Ends(S) en sf mismo,
es decir, se tiene el homomorfismo de grupos continuo

F: Mod (S) —» Homeo(Ends(S), Endso(S)). (1.5)

Definiciéon 1.3.7 (Grupo modular puro). El grupo modular puro de una superficie S se define
por
PMod (S) := Ker (F).

El grupo modular puro PMod (S) es un subgrupo cerrado de Mod (S). Si el espacio de fines
de S es finito entonces PMod (S) tiene indice finito en Mod (S). También, PMod (S) coincide
con Mod (S) si y solamente si S es una superficie de tipo finito con a lo méas una ponchadura
o S es una superficie de tipo infinito con a lo méis un fin acumulado por género y a lo mas
una ponchadura; la Figura 1.5 muestra las Gnicas posibilidades para S de tipo infinito con
PMod (S) = Mod (S). Notemos que PMod (S) es no numerable para superficies de tipo infinito.

Introducimos el siguiente subgrupo del grupo modular puro PMod (S).

Definiciéon 1.3.8 (Grupo modular de soporte compacto). Dada una superficie S se define y
denota por Mod(S) al subgrupo de PMod (S) generado por todas las clases de isotopia de
homeomorfismos con soporte compacto en S.
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Figura 1.5: Las dos posibilidades para una superficie de tipo infinito S que satisface PMod(S) =
Mod (S).

Si S es una superficie de tipo finito entonces Mod .(S) = PMod (S). En otro caso, Mod .(S)
es un subgrupo normal propio de PMod (S). En efecto, tomemos una saturacién principal {Si}ien
por subsuperficies de tipo finito de la superficie de tipo infinito S. Entonces

Mod.(S) = liL>nPMod(Sn).
Asi, Mod ((S) es numerable y por lo tanto distinto de PMod (S).

Nota 1.3.9 (Topologia de Mod*(S)). El grupo modular extendido Mod *(S) de una superficie
topologica S es un grupo topolégico con la topologia cociente heredada de Homeo(S) por medio
de la aplicacion proyeccion 7t : Homeo(S) — Mod *(S). Con esta topologia sobre Mod *(S), el
grupo modular Mod (S) y el grupo modular puro PMod (S) son subgrupos cerrados de Mod *(S).

Si Sy es una superficie de tipo finito entonces Mod*(Sg) es discreto. Como aporte de esta
tesis, los resultados obtenidos en los Capitulos 2 y 3 permiten obtener informacién acerca de
la topologia de Mod*(S) cuando S es una superficie de tipo infinito. Por ejemplo, se puede
probar que el grupo modular extendido de una superficie de tipo infinito es un grupo topologico
polaco (Teorema 3.1.7), no numerable, totalmente disconexo (Teorema 2.1.10), topolégicamente
perfecto (Teorema 2.1.11) y no es localmente compacto (Teorema 3.1.8). Varios de los resul-
tados anteriores aparecen recopilados en [V1al9] por N. Vlamis. Aqui damos demostraciones
alternativas de algunos de ellos.

1.4. Giros de Dehn

Uno de los elementos mas simples del grupo modular de una superficie son los giros de Dehn
alrededor de curvas cerradas simples. Describiremos brevemente estos elementos y definiremos
los giros de Dehn alrededor de multicurvas.

Sea A el anillo cerrado S' x [0, 1] con su orientacion estandar. Sea S una superficie topologica
orientada con orientacién fija. Consideremos y una curva cerrada simple en S, N(y) una vecindad
regular cerrada de y con orientaciéon inducida por S y 0 el arco simple transversal a y que
conecta las dos componentes de frontera de N(y). Tomemos el homeomorfismo p : A — N(y)
que preserva la orientacion tal que p~'(y) =S' x {%} y p1(8) ={0} x [0,1]. En la Figura 1.6
hemos identificado N(y) con A y este a su vez lo hemos encajado en el plano (6,t) por medio
de la aplicaciéon (0,1) — (0,7 +1).

El giro de Dehn izquierdo T, : S — S € Homeo™(S) alrededor de la curva y se define por:

B poTop*I(x) si x € N(vy),
TV(X)_{ X six € S~ N(y),

donde T: A — A es el homeomorfismo dado por T(0,t) := (6 + 27t, t).

Denotamos con T, 1 al inverso de Ty, y lo llamamos el giro de Dehn derecho alrededor de la
curva y. La clase de isotopia de T, est4 completamente determinada por la clase de isotopia de la
curva y y no depende de la vecindad regular N(y), véase [Iva0l]| y [FM12] para méas propiedades
acerca de los giros de Dehn.
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N(v) N(v)

Figura 1.6: Accion del giro de Dehn izquierdo T, sobre el arco 6.

Nota 1.4.1 (Generadores del grupo modular). Para una superficie de tipo finito Sg, el grupo

modular puro PMod(Sg) estd generado por un numero finito de giros de Dehn. Dado que
PMod (Sg) es un subgrupo de indice finito en Mod (5‘91) tenemos que este ultimo es finitamente
generado, mas aun, estd generado por un ntmero finito de giros de Dehn y medios giros (half-
twist), véase la Seccion 9 en [FM12| para la definiciéon de los homemorfismos medios giros. De
hecho, Mod (Sg) esta finitamente presentado, véase el Teorema 5.3 en [FM12].

Dado un grupo topolégico G y A C G, decimos que G es topoldgicamente generado por A
si G = W, es decir, A genera un subgrupo denso de G. Si S es una superficie de tipo infinito
con a lo mas un fin acumulado por género entonces PMod (S) es topolégicamente generado por
giros de Dehn, véase |[PV18] o [AV20]. En otro caso, el grupo modular puro es topolégicamente
generado por giros de Dehn y translaciones del género (handle shifts), véase el Teorema 4 en
[PV18]. Por otro lado, el grupo modular de una superficie de tipo infinito no es topol6gicamente
generado por un subconjunto compacto, véase [Vlal9].

Introducimos ahora los giros de Dehn alrededor de multicurvas. Esta clase de homeomorfis-
mos serdn importantes para establecer los resultados en el Capitulo 4. Sea K un subconjunto
finito o infinito de N, m € ZX vy o := {oykex una multicurva en una superficie topolégica S.
Para cada curva o € o tomamos Ny := N(og ) una vecindad regular cerrada de oy en S tal que
N; N N;j = 0 para todo i # j.

El giro de Dehn izquierdo alrededor de la multicurva «, Ty € Homeo™ (S), la definimos por

T (x)  six € Ny
Ta(x) =49 ™ : ’
a(x) { X six €S~ (UkEKNk)a
De manera similar, decimos que Ty U es el giro de Dehn derecho alrededor de la multicurva
«. Notemos que la clase de isotopia de Ty es un elemento en el grupo modular puro PMod (S).
Los giros de Dehn alrededor de multicurvas en superficies de tipo infinito serdn importantes en
nuestro trabajo desarrollado en el Capitulo 4.

1.5. Clasificacion de Nielsen-Thurston

La clasificacién de los elementos de Mod (SS‘) es un resultado central en desarrollo de la teo-
rfa de los grupos modulares de superficies de tipo finito. Esta clasificacion se debe a Thurston
en [Thu88|. Sin embargo, este resultado ya aparecia implicita en los trabajos de Nielsen, reco-
mendamos ver [FM12] para méas informaciéon acerca de este tema. En lo que sigue describimos
brevemente en qué consiste esta clasificacion.
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Sea Sg una superficie de tipo finito. Un homeomorfismo ¢ € Homeo*(S‘g‘) es pseudo-Anosov
si existe un par de foliaciones singulares medibles transversas (FY, wy) y (F*, is) sobre Sg yun
ntamero A > 1 tales que

@ (FYhm) = (FYH2AM), ¥
Q- (-7:5>lis) = (}-S»AJHS)-

Las foliaciones (FY, wy) v (F*, us) se llaman foliacion inestable y foliacion estable, respecti-
vamente, y el nimero A se dice que es el factor de estiramiento de @.

Un elemento f € Mod (S) es pseudo-Anosov si tiene un representante en su clase de isotopia
que es un homeomorfismo pseudo-Anosov. Dos homeomorfismos pseudo-Anosov en la misma
clase de isotopia son conjugados por un homeomorfismo isotopico a la identidad, véase [FLP12].

También decimos que un elemento f € Mod (Sg‘) es reducible si existe una multicurva oo =
{oi™; tal que f(x;) es isotopica a oy para todo i€ {1,..., m}.

Teorema 1.5.1 (Clasificacion de Nielsen-Thurston). Sea Sg una superficie de tipo finito. Enton-
ces cada elemento f € Mod (SS) es periddico, reducible o pseudo-Anosov. Ademds, un elemento
pseudo-Anosov no es periddico ni reducible.

En el Capitulo 4 extenderemos la construccion de Thurston-Veech (Seccion 14.1 en [FM12|)
a superficies de tipo infinito el cual llamamos la construccién de Hooper- Thurston-Veech, véase la
Secciéon 4.3. Con esta herramienta logramos construir elementos en el grupo modular de ciertas
superficies de tipo infinito con acciéon loxodrémica en el grafo de lazos. Estos elementos son
anélogos a los homeomorfismos pseudo-Anosov en el sentido que preservan un par de foliaciones
singulares medibles transversas sobre la superficie de tipo infinito con factor de estiramiento
A > 2, véase el Teorema 4.3.8.

1.6. El grafo de curvas

Un objeto importante en el estudio de los grupos modulares de superficies es el complejo de
curvas. Dada una superficie S, el complejo de curvas C(S) asociado a S es el complejo simpli-
cial abstracto cuyo conjunto de vértices esta formado por todas las clases de isotopia de curvas
cerradas simples esenciales en S, los k-simplejos estan formados por k+ 1 vértices con represen-
tantes disjuntos a pares. Este complejo simplicial fue introducido por W. Harvey [Har79, Har81]
para superficies de tipo finito y desde entonces se ha demostrado que es un objeto central en el
estudio de grupos modulares, véase [Iva0l]. El complejo de curvas es un complejo bandera (flag
complex) y por lo tanto el grupo de automorfismos simpliciales de C(S) es isomorfo al grupo de
automorfismos simpliciales del 1-esqueleto de C(S), el cual se conoce como el grafo de curvas de
la superficie S que también denotamos por C(S).

Al grafo de curvas C(S) lo dotamos de la métrica combinatoria que a cada par de vértices
conectados por una arista le asigna distancia igual a 1. Para toda superficie S, excepto para
las superficies esporadicas, C(S) es no vacio, conexo y localmente infinito, [Sch06]. Sin embargo,
dependiendo del tipo topologico de la superficie, el grafo de curvas tiene distintas propiedades. Si
S§ no es espordadica entonces C(Sg) es 17-hiperbodlico en el sentido de Gromov y tienen didmetro
infinito, véase [MM99, HPW15, Bow14]. En cambio, si S es una superficie de tipo infinito entonces
C(S) tiene diametro 2 y por consiguiente es 2-hiperbolico. En el capitulo 3 quedaré claro que si
bien el grafo de curvas de una superficie de tipo infinito no es interesante desde el punto de vista
de la geometria a larga escala por tener didmetro finito si captura mucha informaciéon algebraica
y topolégica del grupo modular.

El grupo modular extendido de una superficie S induce una accion natural por automorfismos
simpliciales sobre el grafo de curvas, esto es, dado ¢ := [f] € Mod *(S), definimos ¢ € Aut (C(S))
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por (T) : [od = [f(a)] para todo vértice (o] € C%(S). De esta manera tenemos el morfismo de grupos
siguiente:

Y:Mod*(S) — Aut(C(S))
d = ¢

La aplicacion del método de Alexander (Seccion 2.3 en [FM12]) para superficies de tipo
finito permite establecer que ¥ es inyectiva si Sg ¢ {S?Sz, S,}, véase también el Teorema 2.1.1.
El primer aporte de esta tesis al estudio de grupos modulares de superficies de tipo infinito se
encuentra en el Capitulo 2 en donde desarrollamos el método de Alexander para superficies de
tipo infinito. Entre algunas de las aplicaciones de este resultado obtenemos que ¥ es inyectiva
para toda superficie de tipo infinito.

Otro de los aportes principales de esta tesis es el andlogo del siguiente teorema para superficies
de tipo infinito, véase el Teorema 3.1.4.

Teorema 1.6.1 (de Ivanov para superficies de tipo finito). Sea Sg una superficie de tipo finito
no esporddica distinta de S%. Entonces todo automorfismo simplicial de C(Sg) estd inducido por
un homeomorfismo, es decir, ¥ es sobreyectiva.

Este resultado fue demostrado inicialmente por N. Ivanov [Iva97] cuando Sy tienen género al
menos dos; desde entonces se conoce como el Teorema de Ivanov. Posteriormente este teorema
fue extendido de forma independiente por M. Korkmaz [Kor96| y F. Luo [Luo00| para superficies
de género cero con al menos cinco ponchaduras y para superficies con género uno y al menos dos
ponchaduras, este dltimo da una descripcién precisa del homomorfismo ¥ en los casos restantes.
El Teorema de Ivanov es central en la teoria por los profundos resultados que se derivan de
este acerca de la estructura algebraica de Mod (SS), algunas aplicaciones del Teorema 1.6.1 se
pueden ver en [Iva0l, Iva97|. En la introduccion del Capitulo 3 recopilamos algunas aplicaciones
del analogo del Teorema 1.6.1 para superficies de tipo infinito concernientes a la topologia y
estructura algebraica del grupo modular extendido Mod *(S).

1.7. El grafo de lazos

Este grafo de lazos fue introducido por J. Bavard [Bav16] (motivada por las preguntas de D.
Calegari en [Cal09a)]) al estudiar el espacio de cuasimorfismos no triviales de Mod (S?~ (K U c0))
con K un conjunto de Cantor contenido sobre el ecuador horizontal de S?, (D. Calegari en
[Cal09a] propuso estudiar el grafo de rayos de S* ~ (KU oo) con potenciales aplicaciones al
estudio del espacio de cuasimorfismos del grupo modular Mod (S? ~ (KU c0)). En [Bav16], J.
Bavard demostro6 que el grafo de lazos es cuasi-isométrico al grafo de rayos, es Gromov-hiperbélico
y tiene didmetro infinito). Posteriormente, el grafo de lazos fue generalizado para toda superficie
de tipo infinito S y se demostr6 que este grafo es Gromov-hiperbélico y tiene didmetro infinito,
véase |[AFP17, FA19|. Recientemente, en [BW18b| y [BW18a|, J. Bavard y A. Walker estudian
la frontera de Gromov del grafo de lazos y establecen una descripcién precisa de los elementos de
Mod (S;p) con accién loxodromica en el grafo de lazos. Usando esta descripcion, en el Capitulo 4
construimos elementos loxodrémicos que no preservan ninguna subsuperficie de tipo finito. Esta
construccién estd inspirada en la construccién de Thurston-Veech de homeomorfismos pseudo-
Anosov de superficies de tipo finito.

Definiciéon 1.7.1 (Lazo esencial). Sea S una superficie y p € S un punto marcado. Un lazo
basado en p es una funciéon continua « : [0,1] — S tal que x(0) = «(1) = p y la restriccion de
« al intervalo abierto (0,1) es un encaje topoldgico. Decimos que un lazo es esencial si no es
isotopico, relativo a {p}, a un punto.
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Equivalentemente, si pensamos a p como una punchadura de S entonces un lazo esencial en
S es un arco esencial con ambos puntos finales en p, véase la Definicién 1.2.1. Ahora definimos
formalmente el grafo de lazos de una superficie con al menos una ponchadura.

Definicién 1.7.2 (Grafo de lazos). Sea S una superficie y p € S un punto marcado. El grafo de
lazos de S, L(S;p), es el grafo simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices son todas las clases
de isotopia, relativa a {p}, de lazos esenciales en S y dos vértices generan una arista en L(S;p) si
tienen representantes disjuntos.

Nota 1.7.3. Notemos que todo lazo tiene soporte en una subsuperficie de tipo finito de S, por
consiguiente, el conjunto de vértices de L(S;p) es numerable.

Definicion 1.7.4. Sea S una superficie y p € S un punto marcado. Definimos y denotamos con
Mod (S;p) al grupo de todas las clases de isotopia, relativa a {p}, de homeomorfismos S — S que
preservan la orientacion de S y que fijan a p. De forma andloga se define Mod *(S; p) permitiendo
homeomorfismos que no necesariamente preservan la orientacion de S.

Nota 1.7.5. Si la superficie S no tienen ponchaduras, es decir, IPEnds(S) = () entonces el grupo
Mod (S;p) coincide con el grupo modular Mod (S \ {p}). El reciproco también es cierto.

Si dotamos al grafo de lazos L(S;p) con la métrica combinatoria, entonces el grupo Mod (S;p)
actua por isometrias sobre L(S;p). Mas aun, la accién es fiel. En efecto, consideremos a p como
una ponchadura de S y supongamos que f € Mod (S) fija la clase de isotopia de todo lazo
o basado en p. Entonces f también fija la clase de conjugacion de todo elemento en (S, p).
Por el método de Alexander para superficies de tipo finito e infinito, véase el Teorema 2.1.4), f
es isotopico a Idg relativo a Ends(S), en particular, f es isotopico a Idg relativo a {p} pues p
consideramos a p como una ponchadura de S.
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Capitulo 2

Método de Alexander para superficies
de tipo infinito

2.1. Resultados y aplicaciones

El método de Alexander nos dice que para poder decidir si un homeomorfismo Sg — S es
isotopico a Idgg basta ver su accién sobre una coleccién finita de arcos y curvas esenciales en
Sy, véase la Seccion 2.3 en [FM12] para mas detalles.

Teorema 2.1.1 (método de Alexander para superficies de tipo finito). Sea S§ una superficie de
tipo finito con complejidad k(Sg) > 1y ¢ € Homeo+(53). Si Sy ¢ {S?,S},S%, Sg} entonces eriste
una coleccion finita de curvas esenciales I en Sg tal que si @ preserva las clases de isotopia de
los elementos de T', entonces @ es isotdpico a Idsg.

Nota 2.1.2. Para toda superficie en el conjunto {S?, S1,5%,S9} la involucién hipereliptica no es
isotopica al homeomorfismo identidad y preserva las clases de isotopia de toda curva esencial en
la superficie, véase la Figura 2.1.

Figura 2.1

Una aplicacion inmediata del método de Alexander es el siguiente:

Corolario 2.1.3. 5i Sy es una superficie de tipo finito con complejidad K(SS‘) > 2 y no pertenece
al conjunto {S%,Sz} entonces el homomorfismo de grupos ¥ : Mod*(STQ‘) — Aut (C(STQ‘)) es
inyectivo.

Motivados por estudiar el homomorfismo ¥ en el caso de superficies de tipo infinito, en este
apartado generalizamos el método de Alexander. El enunciado que probaremos en este capitulo
es el siguiente:

Teorema 2.1.4. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera no vacia. En-
tonces existe una coleccion de curvas y arcos esenciales ' en S localmente finita tal que cualquier
homeomorfismo en Homeo™ (S) que preserva la clase de isotopia de los elementos en T, es iso-
topico a la identidad en S.
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La coleccién de curvas y arcos esenciales I' en el Teorema 2.1.4 es localmente finita, de
cardinalidad infinita, y se cumple que toda subsuperficie de tipo finito de S contiene un nimero
finito de elementos de I'. En este sentido, I' es pequena comparada con el nimero total de
curvags y arcos esenciales en la superficie S. Los resultados de este capitulo fueron publicados en
[HHMV19].

Aplicaciones

En [HHV17], J. Hernandez-Hernandez y F. Valdez demostraron que la representacion ¥ es fiel
si S es una superficie de tipo infinito cuyos fines estdn acumulados por género. Como aplicacién
del Teorema 2.1.4 obtenemos la generalizacién de este resultado para toda superficie de tipo
infinito. Los métodos usados en [HHV17| son distintos a los desarrollados aqui.

Teorema 2.1.5. Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces la accion natural del grupo
modular extendido de S en el complejo de curvas es fiel, es decir, ¥ : Mod™*(S) — Aut (C(S)) es
inyectivo.

El centro de un grupo G es el subgrupo de G generado por todos los elementos de G que
conmuta con todo elemento de G. J. Lanier y M. Loving nos han sefialado el siguiente corolario
del Teorema 2.1.4. La demostracién es completamente anédloga a la prueba del Teorema 3.10 en
[FM12] o véase [LL19].

Teorema 2.1.6. Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces en centro de Mod (S) es trivial.

Nota 2.1.7. Para superficies con frontera, la clase de isotopia de giros de Dehn alrededor de
curvas paralelas a las curvas frontera son elementos no triviales del centro del grupo modular.

La siguientes aplicaciones estan relacionadas con la topologia del grupo modular.

Proposicion 2.1.8. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera. Entonces
el subgrupo normal Homeoy(S) es cerrado en Homeo(S).

Demostracion. Dado K C S compacto y U C S abierto denotamos con [K, U] al elemento en la
base de la topologia compacto-abierta de Homeo™ (S). Pongamos C := Homeoy(S) y tomemos
f € C~ C C Homeo"(S). Sea « una curva esencial en S y consideremos N(«) una vecindad
regular (abierta) de o en S homeomorfa a un anillo abierto. Como f € [o, f(N(«))], existe
he CNla, f(N(x))]. Asi, h(o) es isotopica a f(o). También, h(e) es isotopica a & pues h € C.
Por lo tanto, f(«) es isotopica a « para toda curva esencial « en S. Por el Teorema 2.1.4, f esta
en C. Por lo tanto Homeog(S) es cerrado en Homeo™ (S).

Dado que Homeo™(S) es cerrado en Homeo(S), tenemos que Homeoy(S) es cerrado en
Homeo(S). O

Nota 2.1.9 (Mod* (Sg) es discreto). Si Sg es una superficie de tipo finito entonces la Proposicion
2.1.8 también es vélido y su demostracién es andloga. Méas ain, Homeoo(S‘gl) es abierto en
Homeo(STg‘). Para ver esto, tomemos una coleccién finita de curvas esenciales I' cuya unién llena
Sg v que satisface las hipotesis del Teorema 2.1.1. Entonces Homeoo(Sg) = ﬂyer[ , N(v)]. Por
lo tanto, Homeoo(Sg) coincide con la componente conexa de Homeo(Sg) que contiene a Idsn.
Asf concluimos que Mod*(Sg) es discreto.

Si S es una superficie de tipo infinito entonces Homeog(S) coincide con la componente conexa
de Homeo(S) que contiene a Ids. La prueba usa el Teorema 2.1.4 y es bastante elaborada para
presentarla aqui, nos referimos a las notas de N. Vlamis [V1al9] para su demostracion. La
discusién anterior implica lo siguiente:
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Teorema 2.1.10. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera. Entonces el
grupo modular extendido Mod *(S) es totalmente disconezo.

El siguiente resultado marca otra diferencia entre los grupos modulares de superficies de tipo
infinito y los grupos modulares de superficies de tipo finito.

Teorema 2.1.11. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera. Entonces el
grupo modular extendido Mod *(S) es topoldgicamente perfecto.

Demostracion. Tomemos {o}i>1 una multicurva infinita en S. Definamos f, € Homeo™ (S) como
el giro de Dehn alrededor de la multicurva {«;}i>n. Tenemos que la sucesion {f,} converge a Ids
en la topologia compacto abierta, y por lo tanto [Ids] € Mod *(S) es un punto de acumulacion.

U

2.2. Prueba del Teorema 2.1.4

En lo que resta de este capitulo todas las superficies que consideremos son de tipo infinito posi-
blemente con frontera. Esbozamos brevemente la idea de la prueba del Teorema 2.1.4. Usamos la
nocion de saturacion principal de una superficie de tipo infinito S (Definicién 1.1.10) y probamos
que todo homeomorfismo h que preserva las clases de isotopia de las curvas frontera de la satu-
raciéon principal es isotépico a un homeomorfismo h’ que fija puntualmente las componentes de
frontera de la saturacién principal, véase el Lema 2.2.4. En la prueba de este lema usamos teoria
de obstruccién para asegurar la existencia de tal isotopia. Esta es la parte delicada y técnica de
toda la prueba. Por ello dedicamos una seccién individual al final del capitulo para exponer el
resultado de teoria de obstruccién que usamos. Introducimos el concepto de sistema de Alexan-
der estable de curvas y arcos en una superficie S. Estas son colecciones de curvas y arcos en la
superficie tal que todo homeomorfismo f € Homeo™(S) que preserva las clases de isotopia de
los elementos de esta coleccién es isotdpica a Ids. Posteriormente, construimos explicitamente
una coleccion de curvas y arcos que llenan la superficie S y probamos que esta coleccién es un
sistema de Alexander estable. Al final demostramos que existe una cantidad no numerable de
sistemas de Alexander estables.

Recordemos que si S tiene frontera entonces los elementos de Homeo™ (S) fijan puntualmente
la frontera de S. Ademas, las isotopias se consideran relativas la 0S.

La siguiente definicién esta inspirada en el método de Alexander para superficies de tipo
finito, véase la Seccion 2.3 en [FM12].

Definiciéon 2.2.1 (Sistema de Alexander). Sea TI' := {Yi}ie1 una coleccién de curvas y arcos
esenciales en S. Decimos que I' es un sistema de Alexander si satisface las siguientes condiciones:

1. Los elementos en I" estan en posicién minima por pares.
2. Para todo vi,yj € I' con yi # v;, tenemos que y; no es isotépico a ;.

3. Para distintos indices i,j,k € I, al menos uno de los siguientes conjuntos es vacio: y; Nyj,
Y5 MYk Yk N Yi-

Observemos que todo subconjunto de un sistema de Alexander es un sistema de Alexander.
Cabe senalar que la definiciéon de sistema de Alexander es también valida para superficies de
tipo finito. La siguiente proposicion es el analogo de la Proposicion 2.8 en [FM12] en el contexto
de superficies de tipo infinito cuya demostraciéon también es completamente anéloga.
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Lema 2.2.2 (Proposicion 2.8 [FM12]). Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con
frontera no vacia, y T un sistema de Alexander finito en' S. Si h € Homeo™ (S) tal que para toda
v €T, h(y) es isotdpico a vy, entonces existe f € Homeo™ (S) isotdpico a 1ds relativo a 0S tal
que fl, = hl, para toda vy €T.

Nota 2.2.3. Si S no es conexa y I tiene cardinalidad finita en cada componente de S, entonces
podemos aplicar el Lema 2.2.2 a cada componente conexa de S.

Sea {Si}ien una saturacion principal de S (Definicion 1.1.10). Para cada i € N, denotamos
por B; al conjunto de todas las curvas frontera de S; que son curvas esenciales en S. Por la
condicion 2 en la Definicion 1.1.10, para i # j tenemos que By N Bj = (). Definimos las fronteras
de {Si}ieN por B:= UieN Bi.

Por simplicidad, si A es una coleccién de curvas y arcos en S y f € Homeo™(S), denotamos
con f|a a la restricciéon de f al conjunto en S que resulta de la unién de todos los elementos en
A.

El paso fundamental para demostrar el Teorema 2.1.4 es el lema siguiente.

Lema 2.2.4. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera, {Silien una satura-
cion principal de S, y B las fronteras de {Si}ticny. Si h € Homeo™ (S) es tal que h(y) es isotdpico
a7y para today € B, entonces h es isoldpico a un homeomorfismo g € Homeo™ (S) para el cual
gls = IdJp.

Demostracion. Dividimos la prueba en dos partes. En la primera parte construimos un homeo-
morfismo g tal que gl = Ids|g. En la segunda parte, usando resultados clasicos de teoria de
obstruccion, mostramos que g es isotopica a h. En la Seccién 2.3 explicamos los resultados de
teorfa de obtruccién que utilizamos.

Primera Parte: Construccion de g. Notemos que para cada 1 > 1, B; es un sistema de
Alexander finito tanto en S como en S \ Sy para cada k < i. Dado que h y By satisfacen
las condiciones del Lema 2.2.2, existe f; € Homeo™ (S) isotopico a Ids tal que filg, = Idlg,.
Definamos g; = ff] o h. Entonces g1lg, = Ids|g,, y por lo tanto g1(S1) = S1. Ademas, g; fija
las clases de isotopia de los elementos de B. De esta manera tenemos que la restriccién de g7 a
S~ int(S1) y B, satisfacen las condiciones de la Nota 2.2.3 en S ~ int(S).

Sea g1 = gilsint(s,)- Entonces por la Nota 2.2.3, existe f, € Homeo™ (S~ int(S;)) (que fija
puntualmente 9(S~\int(S7))) isotopico a Ids. iny(s,) relativo a 9(S\int(Sy)) tal que legz = g1lp,.
Asi, definimos el homeomorfismo siguiente:

f(s) = S sis €Sy,
2o fo(s) otro caso.

1

Notemos que f; también es isotopico a Ids. Similarmente, definimos g, = f," o gy €
Homeo™ (S).
Por construccién, g, satisface que gz, = Idsls,, v 92ls, = gils,. Mas atn, g, preserva las

componentes conexas de S\ Sz, y g es isotopica a gy.
De esta manera, definimos inductivamente para cada m > 2 un homeomorfismo g, €
Homeo™(S) tal que:

1. gn es isotdpico a gn_1,
2. gnlp, = ldsls,., ¥

3. para todo m < m, tenemos que gnls,, = gmls,,-

20



Definimos la funcién siguiente:

g: S — S
s +—  gn(s)siseSy.

Por el punto 3, g esta bien definida. Ademas, por construccion se tiene que g € Homeo™ (S)
y gl = Ids[s.

Segunda Parte: g es isotopico a h. Afirmamos que para cada n > 1, el homeomorfismo gn
es homotopico a gny1 relativo a Sy, es decir, existe una homotopia Hy, : S X I — S que satisface
lo siguiente:

(a) Hnlsxio) = 9n,
(b) Halsx() = gn1, ¥
(¢) Hn(x,t) = gn(x) = gnt1(x) para todo t € I y para todo x € Sy,.

La prueba de la afirmacién anterior usa teorfa de obstruccién. Su exposicién serd tratada
en la Seccidon 2.3 al final de este capitulo. La principal dificultad es que hay muchas formas de
homotopar gn en gn+1. Nosotros estamos interesados en asegurar la existencia de las homotopias
Hy que son relativas a Sy,.

Para cada n < 1, definimos el homeomorfismo

o B, = [0,1)

n ) n+l

3( = nm+1)(t—1).

n
Por las condiciones (a) y (b) sobre la familia de homotopias {Hy} la aplicacion H: Sx I — S
dada por
(s, Gn (1) site [P0, 7],

n O n+l

H(S’t)_{ g(s) sit=1,
estd bien definida.

Afirmamos que H es una homotopia entre g; y g. Primero, notamos que para todo s € S,
H(s,0) = Hi(s,1(0)) = Hi(s,0) = gi(s) vy H(s,1) = g(s). Resta probar que H es continua.
Si (s,t) € S x [0,1), entonces por definicion, para algin n < 1, H y H, coinciden en alguna
vecindad abierta de (s,t). Por la continuidad de H,, H es continua en (s,t). Ahora, tomemos
(s,1) € S x {1}. Entonces existe m > 1 tal que s € int(S;,) para todo m > n. Escojamos una
vecindad abierta Us de s propiamente contenida en int(Sy,). Por la condicién (c) listada arriba,
para todo m >ny (s’,t') € Ug x (“7_1, 1], tenemos que H(s’,t’) = Hn(s',t') = gm(s’) = g(s’).
Asi, H coincide con g en una vecindad abierta de (s, 1) y por lo tanto H es continua en (s, 1).

Finalmente, dado que h es isotépica a g7, obtenemos que h es homotépica a g. Por el Teorema
1.3.5, concluimos que h es isot6pica a g. O

Definicion 2.2.5 (Sistema de Alexander estable). Sea I' un sistema de Alexander en S. Decimos
que T es un sistema de Alexander estable en S si I' llena S y cada f € Homeo™(S) que preserva
las clases de isotopia de los elementos en I" es isotdpico a la identidad relativo a 0S.

Nota 2.2.6. No todo sistema de Alexander que llena S es estable. En la Figura 2.2 mostra-
mos una coleccién de curvas A en la superficie cerrada con género 4 en donde la involucion
hipereliptica preserva las curvas en A pero no es isotépica al homeomorfismo identidad.
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Figura 2.2: Un ejemplo de sistema de Alexander que llena la superficie cerrada con género 4 que
no es estable.

Figura 2.3: (Izquierda) Un ejemplo de sistema de Alexander estable en la superficie 513. (Dere-
cha) Un ejemplo de sistema de Alexander estable en la superficie Sog

Nota 2.2.7. En la Figura 2.3 mostramos ejemplos de sistemas de Alexander estables en superfi-
cies de tipo finito que pueden usarse para construir sistemas de Alexander estables en cualquier
superficie de tipo infinito. La forma de hacer lo anterior es tomando una saturaciéon principal
{Si}ien de S y considerar las curvas y arcos en la Figura 2.3 en cada componente conexa de S\ B.

Prueba del Teorema 2.1.4. Construiremos un sistema de Alexander I' que llena S y mostramos
que este es estable.

Tomemos una saturacion principal {Silien de S, y sea B a la coleccién de curvas frontera de
{Si}ien que no son curvas frontera de S. Sea y € B y supongamos que y es una curva frontera
de Si.

Tomemos T7 y T2 dos puntos distintos en y y escojamos dos arcos esenciales aj, a; en S que
conectan T; con T, de tal manera que el interior de a; este contenido en S, ~ int(Sn_1) y el
interior de ay este contenido en el interior de S, 11 ~ int(Sy).

La concatenacion y* de ay seguido de a, es una curva esencial que intersecta transversalmente
Y en los puntos T1 y T2. Denotamos por B* a la coleccion {y*}yep.

Para cada n > 1 es posible escoger una coleccién finita C,, de curvas esenciales en S; ~
int(Sn_1) tal que para cada componente conexa S’ de S, \ int(S,,_1) la coleccion de curvas y
arcos definida por C, U (B* N'S’) es un sistema de Alexander finito cuyo complemento en S’ es
una unién disjunta de discos y discos ponchados. Por el método de Alexander para superficies
de tipo topolégico finito (Proposicion 2.8 [FM12]), C, U (B* N'S’) es estable. Ejemplos de tales
colecciones de curvas son mostradas en la Figura 2.3.

Definimos C = |J,>; Cn y ' := B U B* U C. Hacemos notar que por construcciéon I' es un
sistema de Alexander en S.

Sea h € Homeo™(S) tal que fija las clases de isotopia de elementos en y. Afirmamos que h
es isotopica a Ids, probando asi que I' es un sistema de Alexander estable.

Primero, dado que h fija la clase de isotopia de los elementos en B C T, el Lema 2.2.4, h es
isotopica a h/ € Homeo™(S) para la cual h/|g = Ids|g. En particular, h’/ fija todas las clases de
isotopia de los elementos en T'.
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También, notemos que para cualquier n > 1, si S’ es una componente conexa de S, ~
int(S,n_1), entonces h'ls/(S’) =S’ y h|ss, = Idass. Asi, h'ls; € Homeo™ (S’) y fija puntualmente
0S’. Usando el hecho que por construccion R :=T' NS’ es un sistema de Alexander estable en
S’, v que h|s/ fija las clases de isotopia de cada elemento en R, obtenemos una isotopia Js:
relativa a 0S’ de h'|s; a Ids/. Repitiendo este proceso con todas las componentes conexas de
Sno\int(S,1) para toda n > 1, obtenemos una coleccion de isotopias relativas a la frontera
de {Si}ien. Finalmente, juntamos estas isotopias para obtener una isotopfa de h’ a Ids. Aqui
termina la prueba del Teorema 2.1.4. O

Ya que hemos probado la existencia de sistemas de Alexander estables de curvas y arcos
en cualquier superficie de tipo infinito, mostramos a continuaciéon que existe una cantidad no
numerables de clases de isotopia de estas.

Lema 2.2.8. Sea S una superficie de tipo infinito posiblemente con frontera. Entonces existe
una cantidad no numerable de clases de isotopia de sistemas de Alexander estables en S.

Demostracion. Fijemos {Si}icy una saturaciéon principal de S, y sea I' := B U C U B* como
en la prueba del Teorema 2.1.4. Para cada i > 1, sea ¢; € Homeo™ (int(S;) \ Si_1) (que fija
puntualmente d(int(S;)\Si_1)) un homeomorfismo pseudo-Anosov (con Sy = ), véase la seccion
1.4 para ver la definicién de homeomorfismo pseudo- Anosov.

Denotemos por A al conjunto de todas las clases de isotopia de sistemas de Alexander estables
de S. Notemos que A es invariante bajo la accion de Homeo™ (int(S;)\S;i_1); asi podemos definir
la aplicacién siguiente:

o:{0,1}*" 5 A

{ehen — [BU o) | u[Jof(FB)) ||,

i>1 i>1

donde f es la biyeccion entre B y B*. Dado que cada ¢; es un homeomorfismo pseudo-Anosov,
@ es inyectivo. De esta manera, A es un conjunto no numerable. U

2.3. Homotopia relativa

En este apartado explicamos cémo resultados clasicos de teorfa de obstruccién son usados para
asegurar la existencia de las homotopias Hy, en la prueba del Lema 2.2.4. Nuestra discusién esta
basada en el trabajo de P. Olum [Olu50] y adaptada al contexto de superficies orientadas con
frontera.

El problema de la Extension: Sea S una superficie orientable (no necesariamente compacta, ni
de tipo finito y con frontera posiblemente no vacia) y S’ C S una subsuperficie. Consideremos
dos funciones continuas fo,f; : S — S tal que fo(s) = fi(s) para todo s € S’. Siguiendo [Olu50],
sea §0)1 el subconjunto de S x I formado por S x {0}US’ x IUS x {1}. Definamos F : gg)] — S por:
Fst) = {fo(s) s? (s,) € Sx{0}US x1 1)

fi(s) si(s,t) €S x {1}

Decimos que fg es homotdpica a f1 relativa a S’ si F definida como arriba tiene una extension
continua a S x I. El resultado siguiente es una adaptacion del Teorema 25.2 en [Olu50] al contexto
de superficies orientables con frontera no vacia; este da un criterio para determinar cuando fy
y f1 son homotopicas relativa a S’. Primero enunciamos el resultado, después explicamos su
contenido y finalmente mostramos cémo aplicarlo en la prueba del Lema 2.2.4.
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Teorema 2.3.1. Sean fo,f1 : S — S dos funciones continuas tal que fo(s) = f1(s) para todo
s € S’ con S’ una subsuperficie conexa y no vacia de S. Sea sy € S’ y 0; : 71 (S, s0) — ™ (S, fi(so))
el homomorfismo inducido por fy para i = 0,1. Para k € {0,1,2} fijo, los enunciados siguientes
son equivalentes:

1. (Para k =2) O%(fo, f1) rel S’ es no-vacio y contiene al elemento cero.
2. (Para 1 <Xk) fo ~ f; dim k(rel S').
3. (Para 1 < k) O%'(fy, f1) el S es no vacio.

4. (Parak = 1) Los homomorfismos 0y, 01 inducidos por fy y f1, respectivamente, son iguales.

Ahora explicamos el contenido de este teorema. Sea T una triangulacién de S y T su k-
esqueleto (en particular = S). Dos funciones fy y f1 que satisfacen las hipotesis del Teorema
anterior son homotdpicas en dimension k relativa a S’, escribimos fy ~ f; dim k (rel §'), si f
restringida a S’ UT* es homotopica a f; restringida a S’ U T relativa a S’. Este es precisamente
el contenido del punto 2. En los puntos 1 y 3 aparece O%(fy, f) rel S/, la k-ésima obstruccion
de una homotopia de fy a f1 relativo a S’. Este es un subconjunto del grupo de cohomologia
H¥(S, S/, 057,). Aqui, 057 es el sistema de grupos locales (torcidos) 05m(S, so), donde (S, so)
es el k-ésimo grupo de homotopia de S con base en sy. La definicién tanto de obstruccién como
de cohomologia de grupos estan explicados en|Olu50|, citamos también [DKO1| para ver los
resultados clasicos de teoria de obstruccién. Como veremos posteriormente estos objetos son
triviales en nuestro contexto.

Construccion de las homotopias Hy. Recordemos que en la prueba del Lema 2.2.4 para cada
n > 1 tenemos dos homeomorfismos gn, gnr1 € Homeo™(S) isotopicos entre si que coinciden
en Sy C S. Esto implica que los isomorfismos que inducen en el grupo fundamental de S con
punto base en el interior de S, son iguales. En otras palabras, gn v gn+1 satisfacen el punto 4
del Teorema 2.3.1.

Por el punto 3 tenemos que OZ%(fy,f1) TelS’ es no vacio. Dado que S no es una esfera,
los grupos de cohomologia H?(S, S/, 057t ) son triviales (pues todos los coeficientes (S, sg) son
triviales), y por lo tanto tenemos que OZ(fy, f1) Tel S’ solo contiene al elemento cero, satisfaciendo
asi el punto 1 para k = 2. En particular, por el punto 2 podemos concluir que gn ¥ gny1 son
homotopicas en dimension dos relativo a Sy, lo cual desedbamos. U

24



Capitulo 3

Automorfismos del grafo de curvas

3.1. Resultados y aplicaciones

La aplicacion del método de Alexander nos permite obtener que el homomorfismo ¥ : Mod *(S) —
Aut (C(S)) es inyectivo para toda superficie S ¢ {S?, S},S%,Sg} con complejidad k(S) > 1, véase
el Corolario 2.1.3. Ahora cabe preguntarse si la representacion ¥ es sobreyectiva.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Ivanov para superficies de tipo finito). Sea Sg una superficie de

tipo finito no esporddica distinta de S%, Entonces todo automorfismo simplicial de C(Sg) estd
inducido por un homeomorfismo, es decir, ¥ es sobreyectiva.

Este resultado fue demostrado inicialmente por N. Ivanov [Iva97] cuando Sy tienen género al
menos dos; desde entonces se conoce como el Teorema de Ivanov. Posteriormente este teorema
fue extendido de forma independiente por M. Korkmaz [Kor96] y F. Luo [Luo00| para superficies
de género cero con al menos cinco ponchaduras y para superficies con género uno y al menos
dos ponchaduras, este tltimo da también una descripcién precisa del homomorfismo ¥ en los
casos restantes. El Teorema de Ivanov es central en la teoria por los profundos resultados que se
derivan de este acerca de la estructura algebraica de Mod (SS), algunas aplicaciones se pueden
ver en [Iva0l, Iva97]|.

Nota 3.1.2. SiS e {S?, S},Sg} entonces C(S) tiene una cantidad numerable de vértices y carece
de aristas. Por consiguiente, el grupo Aut (C(S)) es isomorfo al grupo de permutaciones de N,
el cual es no numerable. Sin embargo, Mod (S) es numerable. Asi, el homomorfismo ¥ no es
sobreyectivo.

Por otro lado tenemos el problema de rigidez del grafo de curvas, esto es: Si ¢ : C(S) — C(S')
es un isomorfismo simplicial entre el grafo de curvas de S y S, respectivamente, entonces ;S
es homeomorfa a S'?, es decir, ;el complejo de curvas esta completamente determinado por la
superficie? Como consecuencia del trabajo de K. Shackleton [Sha07| sobre encajes locales entre
grafos de curvas de superficies de tipo finito se deduce que C (SH) es rigido combinatoriamente
para superficies Sy no esporddicas y no contenidas en {S3, Sg, S3, Sg} (Teorema 1 en [Ibid.]), méas
aun, por el Teorema de Ivanov ¢ estéd inducido por un homeomorfismo. En colaboracion con J.
Hernandez-Hernandez y F. Valdez |[HHM V18| probamos los analogos de los resultados anteriores
para grafos de curvas de superficies de tipo infinito. De forma maéas precisa, demostramos el
teorema siguiente:

Teorema 3.1.3. Sean S y S’ dos superficies de tipo infinito y ¢ : C(S) — C(S') un isomorfismo
simplicial. Entonces S es homeomorfa a S’ y & estd inducido por un homeomorfismoh:S — §'.

La sobreyectividad de ¥ fue obtenido de forma independiente por J. Bavard, S. Dowdall, y
K. Rafi en [BDR20].
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Aplicaciones

Presentamos aqui algunas aplicaciones del Teorema 3.1.3. Recomendamos ver las notas de N.
Vlamis [V1al9] en donde aparecen algunas de estas aplicaciones y se recopilan muchas otras mas.
También recomendamos el articulo [AV20] de J. Aramayona y N. Vlamis en donde se puede ver
un panorama general sobre lo que se sabe acerca de grupos modulares de superficies de tipo
infinito.

Usando el método de Alexander para superficies de tipo infinito, véase el Teorema 2.1.5, y
el Teorema 3.1.3 obtenemos:

Teorema 3.1.4. Sea S una superficie de tipo topoldgico infinito. Entonces todo automorfismo
del complejo de curvas estd inducido por un homeomorfismo. Mds ain, la aplicacion natural

Y:Mod* (S) — Aut (C(S))
es un isomorfismo.

Este resultado fue obtenido previamente por J. Herndndez-Hernandez y Ferran Valdez en
[HHV17] en el caso cuando S es una superficie de tipo infinito tal que todos sus fines son
acumulados por género.

Como aplicacion del Teorema de Ivanov en el contexto de superficies de tipo finito, N. Ivanov
mostréd que el grupo de automorfismos exteriores de un subgrupo de indice finito de Mod* (S)
es finito, y que el grupo conmensurador abstracto’ de Mod* (S) es isomorfo a Mod* (S). Nos
referimos a la seccién 8 y 9 de [Iva0l] para ver otras aplicaciones del Teorema de Ivanov. De
forma muy similar al estudio emprendido por N. Ivanov, en |[BDR20| J. Bavard, S. Dowdall, y
K. Rafi obtienen como aplicacién del Teorema 3.1.4 lo siguiente:

Teorema 3.1.5 (|[BDR20]). Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces

a) el grupo de automorfismos externos de un subgrupo de indice finito de Mod* (S) es finito,
Y

b) el grupo conmensurador abstracto de Mod* (S) es isomorfo a Mod* (S).

Véase el Corolario 1.2 en [BDR20]| para una versién més detallada y completa del Teorema
anterior.

Otra aplicacion importante del Teorema 3.1.4 es que el isomorfismo ¥ : Mod *(S) — Aut (C(S))
es un isomorfismo de grupos topolégicos al dotar a Aut (C(S)) con la topologia permutacion. Ex-
plicamos esto a continuacion. Sea X un grafo con conjunto de vértices numerable. Dado A un
subconjunto de vértices en X, definimos el estabilizador puntual de A por U(A) :={f € Aut (') :
f(a) = a para todo a € A}. La coleccién de todos los Aut (T')-trasladados de estabilizadores
puntuales de conjuntos finitos A define una base para la topologia de Aut (T').

El conjunto de vértices de C(S) es numerable de cardinalidad infinita, por consiguiente
Aut (C(S)) es un grupo topolégico con la topologia permutacion descrita arriba. Por otro la-
do recordemos que Mod* (S) es un grupo topologico con la topologia cociente inducida por
Homeo(S,0S) con la topologia compacta-abierta.

Los siguientes dos resultados aparecen por primera vez en [APV17] atribuidos a J. Arama-
yona, P. Patel y N. Vlamis.

Por el Teorema 3.1.4 y la aplicacién del método de Alexander (Teorema 2.1.4) nos da como
resultado el siguiente

1Sea G un grupo. Consideremos el conjunto {f : I'1 — T3 isomorfismo : Ty, < G de indice finito}. Dos
morfismos f: 7 — T y f' : TY — T, estan relacionados si coinciden en un subgrupo de indice finito de It NTy. El
conjunto de clases de equivalencia de tales isomorfismos define el conmensurador abstracto de G el cual se denota
por Comm(G). Este tiene estructura de grupo al definir f’ o f sobre f'(T> N TY).
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Teorema 3.1.6 ([APV17]). Sea S una superficie de tipo infinito. Entonces el isomorfismo de
grupos ¥ : Mod* (S) — Aut (C(S)) es un homeomorfismo de grupos topoldgicos.

Usando el trabajo de P. Cameron en [Cam96|, damos una prueba alternativa del siguiente
teorema.

Teorema 3.1.7 ([APV17]). Sea S una superficie de tipo infinito. El grupo topoldgico Mod* (S)
es polaco.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.6, Mod *(S) es isomorfo como grupo topologico a Aut (C(S)).
Luego, por el Teorema 2.1 en [Cam96| el grupo Aut (C(S)) es un subgrupo cerrado del grupo
simétrico infinito NN. Dado que NN es un grupo topologico Polaco y que esta propiedad se hereda
a subgrupos cerrados, obtenemos que Aut (C(S)) es Polaco. O

Recordemos que si S es una superficie de tipo finito, entonces Mod* (S) es un grupo topolégico
discreto. En particular, Mod* (S) es localmente compacto. Usando la correspondencia topolégica
dada por el Teorema 3.1.6 y que el grupo Aut (C(S)) puede verse como subgrupo cerrado del
grupo simétrico infinito NV, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.8 ([V1al9]). Sea S una superficie de tipo topoldgico infinito. El grupo topoldgico
Mod* (S) no es localmente compacto.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.6, probamos la afirmacion para Aut (C(S)). Supongamos que
este espacio es localmente compacto, es decir, para todo punto f € Aut (C(S)) existe una vecindad
U de f con cerradura compacta. Tomando una traslacién podemos asumir que U(A) C U para
algan conjunto finito A de vértices en C(S). Como U es relativamente compacto tenemos que la
cerradura de U(A) es compacta en Aut (C(S)).

Por otro lado, dado un vértice v en C(S), definimos P, : Aut (C(S)) — C°(S) por f — f(v)
para cada f € Aut (C(S)), donde C°(S) denota el conjunto de vértices de C(S). Con la topologia
discreta sobre C°(S), la funcién P, es continua. Asi, para cada v € C°(S), Py(U(A)) C C°(S) es
finito. Afirmamos que existe v € C°(S) — A y existe f € Mod*(S) tal que f = ¥(f) € U(A) y
f(v) ¢ Py(U(A)). Esto es una contradiccion pues como f € U(A) entonces por la definicién de
Py, f(v) € Py(U(A)). Para probar la afirmacion, sea S’ una subsuperficie conexa de tipo finito de
S que contiene a toda curva de A. Tomemos v una curva con soporte disjunto de S’. Luego dado
B un conjunto finito de curvas en S arbitrario, es posible encontrar un homeomorfismo f con
soporte disjunto de S’ y tal que f(v) no esté contenida en B. Haciendo B = P,(U(A)) obtenemos
la, prueba de la afirmacion. O

3.2. Invarianza del tipo topolégico de curvas

FEn esta secciéon damos los resultados preliminares necesarios para probar el Teorema 3.1.3.
Primero caracterizamos simplicialmente las descomposiciones en pantalones de una superficie.
Luego, definimos el grafo de adyacencia asociado a una descomposiciéon en pantalones de una
superficie de tipo infinito y probamos que todo isomorfismo simplicial entre grafos de curvas
induce un isomorfismo entre grafos de adyacencia. También investigamos la invarianza de ciertos
tipos topoldgicos de clases de isotopia de curvas esenciales bajo isomorfismos simpliciales entre
grafos de curvas.

Recordemos que una descomposiciéon en pantalones de una superficie S es una multicurva
maximal (respecto a la inclusion), véase la Definicion 1.2.8. Nos referimos por descomposicion
en pantalones tanto a una multicurva maximal P := {ogxek ¥ a su imagen {[og] ek en C°(S).

El siguiente lema caracteriza simplicialmente una descomposicién en pantalones de S en el
grafo de curvas C(S).
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Lema 3.2.1. Sea S una superficie de tipo infinito y P = {ogken C C°(S). Entonces P es una
descomposicion en pantalones de S si y solo si esta coleccidon satisface lo siguiente:

1. (o, 01) = 0 para todo k,1 € N,
2. para cada « € C°(S) se tiene:

a. i(a, ax) # 0 para algin k € N, y
b. {k € N:i(a, xy) # 0} < o0.

Demostracion. La condicién necesaria se verifica rapidamente. Probamos la condicién suficiente.
Dado que S es una superficie, estd uniformizada por el disco de Poincaré. Asi, podemos escoger
una métrica Riemanniana completa en S con curvatura constante negativa. Dado que la métrica
es completa, podemos escoger para cada o el Gnico representante geodésico en la clase de
isotopia de o. Las condiciones 1 y 2.a implican que {o}xen es una colecciéon maximal de curvas
disjuntas y no isotépicas a pares. Para verificar que esta coleccién de curvas es localmente finita
procedemos de la siguiente manera. Sea s € S un punto y N C S una subsuperficie compacta de
tipo finito que contiene a s en su interior, tal que cada componente de ON es una curva geodésica
cerrada esencial en S. Supongamos primero que existe una cantidad finita de curvas en {o Jken
que intersectan a ON. En este caso, podemos encontrar una vecindad U de s contenida en N que
intersecta a un nimero finito de elementos en {0y Jxen. Por otro lado, si una cantidad infinita de
elementos en {oy lken intersecta a ON, obtenemos una contradiccién con la condicion 2.b. O

Corolario 3.2.2. Sea ¢ : C(S) — C(S’) un isomorfismo simplicial. Entonces ¢ manda una
descomposicion en pantalones de S en una descomposicion en pantalones de S’.

Una multicurva L en una superficie S acota una subsuperficie X de S, si los elementos de L
son exactamente las curvas frontera de la cerradura de X en S. También, decimos que L esta
inducida por L si existe un subconjunto M C L que acota int(X) y no contiene elementos de
L~ M en su interior. En este caso, 0X # () y las curvas frontera de X estan contenidas en L.

Sea P una descomposicion en pantalones, y «, 3 € P. Decimos que o y 3 son adyacentes
respecto a P si existe una subsuperficie £ inducida por P tal que & y 3 son dos de sus curvas
frontera.

Definicion 3.2.3 (Grafo de adyacencia). Sea S una superficie y P una descomposicién en
pantalones de S. Definimos el grafo de adyacencia de P, denotado por A(P), como el grafo
simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices es P y dos vértices generan una arista si son
adyacentes respecto a P.

Ahora estamos en condiciones de probar que un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas
induce un isomorfismo entre grafos de adyacencia.

Proposicion 3.2.4. Sea ¢ : C(S) — C(S’) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de
superficies de tipo infinito. Entonces & induce un isomorfismo de grafos

b A(P) = A(G(P))
para cualquier descomposicion en pares de pantalones P de S.

Demostracion. Dado que descomposiciones en pantalones son multicurvas maximales, $ es una
correspondencia biyectiva entre el conjunto de vértices de A(P) y el conjunto de vértices de
A(¢(P)). De esta manera, basta verificar que tanto ¢ como ¢~ preservan aristas. Lo anterior
sigue del hecho que cualesquiera dos vértices & y 3 son adyacentes en A(P) si y solo si existe
una curva y en S que intersecta a o y  pero no intersecta ninguna otra curva en P~ {«, B}.

O
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A continuacion probamos varias propiedades topolégicas preservadas por el isomorfismo ¢ :
C(S) — C(S’). Los siguientes dos lemas y la Proposiciéon 3.2.7 se pueden deducir del trabajo
de Shakelton [ShaQ7]. Para ser mas precisos, el Lema 3.2.6 y la Proposicion 3.2.7 abajo son
los Lemas 8 y 12 en [Sha(7|. El trabajo de Shackelton no es en el contexto de superficies de
tipo infinito, sin embargo, los argumentos que usa son de naturaleza local, y asi, pueden ser
inmediatamente extrapolados a todas las superficies de tipo infinito. Para que esta parte de la
tesis sea autocontenido, incluimos un esbozo de las pruebas en cada caso.

Decimos que una curva esencial « en S es separadora si S . & no es conexa. Una curva
separadora es exterior si acota una subsuperficie homeomorfa a Sg.

Lema 3.2.5. Sea ¢ : C(S) — C(S’) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de super-
ficies de tipo infinito. Entonce ¢ envia curvas separadoras no-exteriores en curvas separadoras
no-exteriores, curvas no-separadoras en curvas no-separadoras y por lo tanto curvas exteriores
en curvas exteriores.

Demostracion. Observemos que para cualquier descomposicion en pantalones P de S, un vértice
en A(P) es un vértice de corte si y solo si es una curva separadora no-exterior. Como (1) es un
isomorfismo, esta preserva vértices separadores y asi ¢ envia curvas separadoras no-exteriores
en curvas separadores no-exteriores.

Ahora, si o es una curva no-separadora en S, podemos encontrar una descomposiciéon en
pantalones P de S con « en P y con grado cuatro en A(P). El resultado sigue de notar que
un vértice en A(P) asociado a una curva exterior tiene grado a lo més dos para cualquier
descomposicién en pantalones P. O

Sea o una curva separadora no-exterior contenida en una descomposicién en pantalones P
de S. Entonces por la definiciéon de adyacencia con respecto a P, existe descomposiciones en
pantalones Py, P, de las componentes conexas de S ~ {a&} que corresponden a las componentes
conexas de A(P) ~{«}. Por la Proposicion y Lema anteriores, esta descomposicion es preservada
por ¢, esto es, () es una curva separadora no-exterior en S’, y ¢(Py), ¢(P2) son descompo-
siciones en pantalones de S’ ~ {¢(«)}. En el caso particular que « acote una subsuperficie de
tipo finito con complejidad Kk, tenemos que ¢(x) también acota una subsuperficie de tipo finito
con complejidad k. Estos hechos apareceran de forma implicita en la prueba de algunos de los
resultados subsecuentes.

Lema 3.2.6. Sea ¢ : C(S) — C(S’) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de super-
ficies de tipo infinito y & una curva separadora no-exterior que acota una subsuperficie homeo-
morfa a SLO (toro ponchado). Entonces () también acota a una subsuperficie homeomorfa a
S},o (toro ponchado).

Demostracion. Sea S := X7 U o U X donde X es un toro ponchado y X, es una superficie de
tipo infinito conexa. Sea P una descomposicién en pantalones de S que contiene «. Entonces
P := Py UalUP; con Py y P, descomposicion en pantalones de L1 y X5, respectivamente. Ademés,
P; solo contiene una curva no-separadora 3 (es decir, Xy tiene complejidad uno). Observar que
o es un vértice de corte en A(P). Por el Lema 3.2.5, ¢(a) es también un vértice de corte en
A($(P)).

Entonces §' := X} U (o) U X donde X} y I son subsuperficies conexas de S, y ¢(P) =
& (P1) U (o) U (P2) con d(P1) y $(P2) descomposiciones en pantalones de I} y X, respec-
tivamente. Por lo tanto, X} tiene complejidad uno y ¢(P7) solo contiene a ¢(f3). Nuevamente,
por el Lema 3.2.5, ¢(B) es una curva no-separadora en S’ y concluimos que ¢(x) acota un toro
ponchado. O
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Proposicion 3.2.7. Sea ¢ : C(S) — C(S’) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas
de superficies de tipo infinito. Entonces el género de S coincide con el género de S’, es decir,

g(S) = g(5").

Demostracion. Sea L una multicurva en S tal que cada curva en L acota un toro ponchado en
S v S L solo tiene una componente conexa de tipo topologico infinito con género cero. En
otras palabras, L es una multicurva que captura todo el género en S, véase la Figura 3.1. Por lo
anterior, g(S) coincide con la cardinalidad de L. Por el Lema 3.2.6, para cada « € L, la curva
b () acota un toro ponchado en S’ inducido por ¢(L). Asi, g(S) < ¢(S’). Dado que ¢ es un
isomorfismo obtenemos la igualdad. (]

Figura 3.1: Curvas que capturan el género de S.

Dos curvas {«, B} forman un par periférico si acotan una subsuperficie de S homeomorfa a
S(])’2 (anillo ponchado).

Proposicion 3.2.8. Sea ¢ : C(S) — C(S’) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de
superficies de tipo infinito. Entonces & envia pares periféricos en pares periféricos.

Demostracion. Observemos que si {a, 3} es un par periférico entonces ambas curvas son separa-
doras o bien ambas son no-separadoras. Por lo tanto consideramos solo los tres casos siguientes:
(1) ambas curvas o y 3 son curvas separadoras siendo o una curva exterior, (2) ambas curvas o
y B son curvas separadoras no-exteriores, y (3) ambas curvas « y 3 son curvas no-separadoras.

Caso 1: Sea P una descomposiciéon en pantalones de S que contiene a o y 3. Entonces o es
un veértice de grado uno en A(P) que es adyacente solo a 3. Estas propiedades son preservadas
por isomorfismos simpliciales. Por la Proposicién 3.2.4 y Lema 3.2.5, ¢ () es una curva exterior
adyacente solo a ¢(B) y asi estas curvas forman un par periférico en S'.

Caso 2: Este es un resultado inmediato del hecho que ¢ es un isomorfismo y del lema siguiente
que da una caracterizacién simplicial de pares periféricos formado por curvas separadoras no-
exteriores. Recordemos que el enlace de un vértice o« € C°(S) es el subgrafo completo de C(S)
inducido por todos los vértices adyacentes a o en C(S). Esto lo denotamos por Lk(a). Notemos
también que Lk(o) es naturalmente isomorfo a C(S ~\ «). Para cualquier subgrafo I de C(S),
denotamos por '™ al grafo cuyo conjunto de vértices es V(I') y dos vértices generan una arista
si no generan una arista en T

Lema 3.2.9. Sean o y B dos curvas separadoras no-ezteriores disjuntas. Entonces el grafo
(Lk(o) NLK(PB))* tiene dos componentes conexas si y solo si {x, B} forma un par periférico.

Demostracion. La condicién necesaria de la afirmacion es evidente. Para la condicién suficiente,
notemos que S~ (o« U B) := S1 S, S3. Como (Lk(a) NLk(B))" tiene dos componentes conexas,
existe j tal que S; tiene complejidad no-positiva. Més atin, dado que &y 3 son curvas separadores
no-exteriores obtenemos que 0S; = acU 3. Un célculo directo sobre los posibles tipos topologicos
de §; da el resultado. O
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Caso 3: Hasta tomar un homeomorfismo de S, podemos encontrar una curva separadora 7y tal
que {«, B,v} acota un pantalén como en la Figura 3.2. Sea P una descomposicién en pantalones
de S que contenga a {«, 3,v}. Por el Lema 3.2.5, ¢(y) es también una curva separadora, asi
tenemos que S’ \ ¢(y) := S US,, mas aun, el vértice correspondiente en A(Pp(P)) es un vértice
de corte que separa a A(¢d(P)) en un grafo finito I (cuyos vértices son ¢(a) y &d(B)) y un
grafo infinito ;. La definicién de adyacencia con respecto a A(p(P)) implica que 7 y T, son los
grafos de adyacencia de descomposiciones en pantalones de Sy y Sy (hasta re-indexar para que
los indices coincidan), respectivamente. Entonces Sy tiene complejidad igual a dos y contiene a
¢() U p(B). Dado que ambas curvas ¢p(a) y ¢(B) son no-separadoras en S, Sq tiene género
positivo. Por lo tanto S; es homeomorfa a un toro con una componente de frontera (con curva
frontera ¢(y)) y una ponchadura, de donde se obtiene el resultado. O

Figura 3.2: o y 3 son curvas no-separadoras que forman un par periférico.

Proposicion 3.2.10. Sea ¢ : C(S) — C(S’) un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas de
superficies de tipo topoldgico infinito. Suponga que & es una curva separadora no exterior que
acota una subsuperficie de tipo finito L C S. Entonces (&) acota una subsuperficie de tipo finito
Y C 'S’ homeomorfa a L.

Demostracion. Sea S := X Ul U X1 donde X es una superficie de tipo finito conexa con género
g, n ponchaduras y una componente de frontera dada por «. Entonces por el Lema 3.2.5 y el
parrafo que le sigue, ¢ () acota una subsuperficie de tipo finito £’ de la misma complejidad que
2. Asi podemos escribir §' := X' U ¢(o) U X). Tomemos P una descomposicion en pantalones de
Y satisfaciendo:

= Si g =0, P estd compuesta solamente de curvas separadoras en S.

= Si g > 0, P contiene g curvas que acotan un toro ponchado y P U{«} contiene n pares
periféricos.

Notemos que estas propiedades de P son preservadas por ¢. Si g = 0 entonces ¢(P) estéa
también compuesta solamente de curvas separadoras, asf X’ tiene género cero. Si g > 0 entonces
®(P) es una descomposicion en pantalones de L’ con g curvas que acotan un toro ponchado
y ¢(P) U{d()} contiene n pares periféricos. Dado que L y X’ tienen la misma complejidad y

exactamente una componente de frontera, un calculo directo muestra que ellas son homeomorfas.
O
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3.3. Prueba del Teorema 3.1.3

La idea de la prueba es la siguiente: si {S;}ien es una saturacion principal de Sy ¢ : C(S) — C(S’)
es un isomorfismo simplicial entre grafos de curvas entonces existe un homeomorfismo f: S — S’
que coincide con ¢ en la coleccion B de curvas frontera de la saturacion principal. La herra-
mienta principal para establecer esto es el uso del grafo de adyacencia de una descomposicién
en pantalones de S. Luego mostramos que la restriccion de ¢ a S; define una funcién simplicial
inyectiva ¢; : C(Si) — C(f(Si)). Aplicando el trabajo de K. Shackleton [Sha07] sobre la rigi-
dez combinatoria del grafo de curvas de superficies de tipo finito obtenemos homeomorfismos
gi : Si — f(Si) que coincide con ¢;. Finalmente se prueba que esta coleccion de homeomorfismos
induce un homeomorfismo h: S — S’ que coincide con ¢ en todo C(S).

Sea {Si}ien una saturacién principal de S. Para cada i > 1 denotamos por B; al conjunto de
curvas frontera de S; y B := ;> Bi.

En la prueba del teorema siguiente usamos la siguiente notacion: dada una descomposicion
en pantalones P de S y un subconjunto Y C P, denotamos por V(Y) al conjunto de vértices en
el grafo de adyacencia A(P) definido por los elementos en Y.

Teorema 3.3.1. Sean S y S’ superficies de tipo infinito y ¢ : C(S) — C(S’) un isomorfismo
simplicial. Entonces S es homeomorfa a S’. Mds atn, existe un homeomorfismo f:S — S’ tal

que &(B) = 1(B) para todo B € B.

Demostracion. Sea S~ B := Uj>1 int(Z;), donde la coleccion {Zj}>1 estd formada por subsu-
perficies de S de tipo finito cuya complejidad es al menos cuatro y tal que para cualquier j # k,
L; N Xy es vacia o bien estd formado por curvas frontera de S, para alguna i > 1, véase la
Figura 3.3. Para cada j > 1, sea P; una descomposicién en pantalones de X; que contiene una
multicurva (posiblemente vacia) tal que cada curva en ella acota un toro ponchado en Lj; en
otras palabras, escogemos Pj de tal manera que capture el género de %;, como en la Figura 3.1.

Entonces P = (sz] Pj) LJ (|—|121 Bi> es una descomposicion en pantalones de S. Sea A(P) el

grafo de adyacencia de Py ¢ : A(P) = A(¢(P)) el isomorfismo de grafos correspondiente (ver
Proposicion 3.2.4). Las curvas en B son por definicién no-exteriores y separadoras, asi cada ele-
mento v € V(B) es un vértice de corte en A(P). Entonces A(P) ~ V(B) = |_|j>1 I3, donde cada Tj
es un subgrafo finito cuyo conjunto de vértices V(I5) es precisamente la descomposicion en pares
de pantalones Pj de %;

Recordando que ¢ envia curvas separadoras no-exteriores en curvas separadoras no-exteriores
(ver Lema 3.2.5) y definiendo Z; como la subsuperficie de S’ acotada por ¢(9L;), tenemos que

o) = ]or) | ]| o)

i>1 i>1

es tal que (T)(Pj) es una descomposicién en pantalones de Zg C §'. Dado que &)(Pj) es conexa
respecto a A(d(P)), Z]{ es conexa. Por construccion P; captura el género de L; y dado que ¢ es
un isomorfismo simplicial, ¥; y Zg tienen el mismo género, el mismo niimero de componentes de
frontera y la complejidad de ambas coinciden. Un célculo directo permite concluir que ellas son
homeomorfas. Nuevamente, por construcciéon tenemos que OZ]f ={¢(a) : o« C 0%;}. Entonces
podemos encontrar una coleccién de homeomorfismos que preservan la orientacion {fj : I —
Z]f}JZ] tal que cada fj envia una curva frontera « C 9Z; en ¢ (o) C 62; . Estos homeomorfismos
se pueden pegar para originar un homeomorfismo global f: S — S’ que coincide con ¢ sobre el
conjunto B. ]
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Figura 3.3: La coleccion de subsuperficies {Zj}>1.

Con este resultado hemos probado la rigidez topoldégica del grafo de curvas. Ahora que

sabemos que S es homeomorfa a S’ resta probar que ¢ estd inducido por un homeomorfismo
S— S

De aqui en adelante, f : S — S’ denota al homeomorfismo obtenido en el Teorema 3.3.1.
Notemos que todo homeomorfismo h de la forma f o g con g € Staby(B), donde Staby(B) :=
{g € Homeo™(S) : g fija puntualmente a B}, también coincide con ¢ en B.

Para cada subsuperficie £ de S con complejidad al menos dos, tenemos que la inclusion
natural ¢ : £ — S induce un mapeo simplicial . : C(£) — C(S) entre grafos de curvas que es
un isomorfismo sobre su imagen. Abusando de notacién, denotamos por C(X) a la imagen de t,
sobre C(S). Analogamente, hacemos lo mismo para subsuperficies de S’'.

Lema 3.3.2. Para todo i > 1, y para toda curva « € C(S;) < C(S), tenemos que d(a) €
C(f(S1)) < C(S'). En particular, para cada i > 1, la restriccion de ¢ a C(S;) define una funcion
simplicial inyectiva ®; : C(Si) — C(f(S51)).

Demostracion. Sea i > 1 fijo, P; una descomposicién en pantalones de Si, y P, una descomposi-

cion en pantalones de S\ S;. Entonces P := P; UB;LUP, define una descomposiciéon en pantalones
de S.

Recordemos que f coincide con ¢ sobre B, y que todas las curvas en 9f(S;) son separadoras.
Entonces, por el mismo argumento como en el Teorema 3.3.1 tenemos que ¢(Py) es una des-
composicion en pantalones de f(S;) y esta contenida en el interior de f(S;). Andlogamente, las
curvas en ¢(P,) estan contenidas en el interior de f(S . Sy).

Ahora, sea oo una curva contenida en Si. Si & € Py, entonces ¢ (o) € C(f(Si)) como arriba.
Si o ¢ Pq, entonces existe 3 € Py tal que (o, ) # 0. Asi tenemos que:

s () es disjunta de cada elemento de ¢(B;) = f(B;),
= ¢(P) esta contenida en f(S;), y
= i(d(a), d(B)) # 0.
Por lo tanto podemos concluir que ¢ (o) estd contenida en f(S;). O
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Con este Lema y el resultado de Shackleton sobre rigidez combinatoria entre grafos de curvas
(véase el Teorema 1 en [Sha07]), obtenemos para cada i > 1 un homeomorfismo g; : S; — f(Si)
inducido por ¢y, esto es, para toda curva o € C(S;) se tiene que () = gi(x).

Afirmamos que cada g se puede extender, hasta isotopia, a un homeomorfismo g; : S; — (S;)
entre las cerraduras en S y S’ de las subsuperficies respectivas. Explicamos esto en los siguientes
parrafos.

Cada S; es una subsuperficie abierta de S y sus ponchaduras se pueden clasificar en dos cate-
gorfas: aquellas que persisten cuando tomamos la cerradura S; de S; en S (que son precisamente
las ponchaduras de S; que también son ponchaduras de S) y aquellas que no (estas inducen
curvas en B; = 0S; cuando se toma la cerradura de S; en S). La obstruccion de la extension de
gi es que g; intercambie una ponchadura de S; que persiste en S; con otra que no. Supondremos
que este es el caso y llegaremos a una contradiccion.

Sean «, B y 'y curvas que acotan un pantalén en S tal que « C S; y B,y € C(S;). Notemos
que esto implica que {f,y} es un par periférico en S;. Si g; intercambia la ponchadura de S;
definida por S; \ « con una ponchadura de S, entonces {¢p(B), d(y)} define un par periférico en
S. Por la Proposicion 3.2.8, {3, vy} es también un par periférico en S’. Esta situacion esta descrita
en la Figura 3.4. Es claro que S ~\ « tiene una componente cuya complejidad es estrictamente
menor que tres. Esto es una contradiccién pues ambas componentes de S \ « tiene complejidad
al menos cuatro.

Figura 3.4: {B,y} es un par periférico.

De esta manera podemos isotopar gi a un homeomorfismo g; : Si — f(S;i) que se puede
extender a un homeomorfismo g; : S; — f(Si) que también estd inducida por ¢;. Usando el
Lema siguiente podemos asegurar que para cada i > 1, g; coincide con f sobre el conjunto B.

Lema 3.3.3. Sean &, 3 y v curvas en S que acotan un pantalon en S tal que x es una curva
separadora. Entonces ¢(), d(B) y d(y) también acotan un pantalén en S'.

Demostracion. Sea P una descomposicién en pantalones de S con «, 3,y € P. Entonces « es
adyacente a B y v, v B es adyacente a y en A(P). Por la Proposicion 3.2.4, sabemos que
adyacencia es preservada por ¢. La Unica posibilidad para que esto suceda y que las curvas
d(a), d(B) vy d(y) no acoten un pantalon en ', esta (hasta isomorfismo) ilustrado en la Figura
3.5. Sin embargo, si esto sucede, podemos encontrar una curva & en S’ que intersecta solo una vez
a ¢(a), lo cual es imposible dado que ¢(a) es una curva separadora en S’ (véase Lema 3.2.5).
Por lo tanto ¢(o), d(B) y ¢(y) acotan un pantalon en S'. O

Para cada i > 1 podemos tomar un homeomorfismo 1; : S . S; — S’ ~\ f(S;) de la forma fon
con 1 € Staby¢(B), y definimos:
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Figura 3.5: Las curvas ¢ (), ¢(B) y ¢(y) no acotan un pantalén.

oy gilx) six €S,
hilx) = { Li(x) sixeS\S;.

De esta forma obtenemos una familia de homeomorfismo h; : S — S’ que por construccion
satisface que hi(o) = () = hj(a) para todo i < j y toda o € C(S;) < C(S;) < C(S). Como
consecuencia del Método de Alexander (véase la Proposicion 2.8, [FM12]), obtenemos que para
cada i < j, hyls, = hj|3j o My, donde M; € Homeo™(S;) es un giro de Dehn (posiblemente con
peso) a lo largo de una multicurva cuyo soporte esta contenido en una vecindad de 9S; en S;.
En otras palabras, para cada i > 1 existe una subsuperficie S; C S; C S isot6pica a S; tal que el
soporte de M; esta contenido en S ~\ Si = |_|]T:‘1 Ay, donde cada Ay es un anillo. En particular
tenemos que M|§i = Idlgi, y asi para cada i < j, ‘h.ilgi = hj|§i' De esta manera podemos definir

h:S — &
S € Si — hi(s).
Dado que para todo 1 < 1 < j tenemos que hi‘gi = hj|§~1’ h esta bien definida. Més aun, es

un homeomorfismo y por construccion coincide con ¢ en todo el grafo de curvas C(S), como se
deseaba. O
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Capitulo 4

Elementos del grupo modular con
accion loxodromica en el grafo de lazos

4.1. Resultados y aplicaciones

Sea S una superficie de tipo infinito y p € S un punto marcado. Recordamos que Mod (S;p) es
el grupo de todas las clases de isotopia, relativa a {p}, de homemorfismos S — S que preservan
la orientacion de S y fijan p, véase la Definicion 1.7.4. Notemos que Mod (S;p) coincide con el
grupo modular Mod (S \ {p}) si y solo si S no tiene ponchaduras, es decir, IPEnds(S) = 0.

El grupo Mod (S;p) esté relacionado con el grupo modular Mod (S) por medio de la sucesion
exacta de Birman:

1 — m(S,p) 2 Mod (S;p) - Mod (S) — 1. (4.1)

Para obtener lo anterior, primero notemos que Homeo™ (S,p) — Homeo™(S) £, S es un
fibracion donde £ es la funcién evaluacion en p. Luego, dado que Homeo™(S) es un espacio
topologico contraible (véase la Nota 1.3.1) y S es una superficie conexa, aplicando la sucesion
exacta larga de grupos de homotopia obtenemos la sucesién exacta de Birman, para mas detalles
véase la Seccion 4.2.3 en [FM12].

El grafo de lazos L(S;p) es el grafo simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices esta formado
por todas las clases de isotopia, relativa a {p}, de lazos esenciales basados en p y dos vértices
generan una arista si tienen representantes disjuntos excepto en p, véase la Definicion 1.7.2. Este
grafo fue introducido por J. Bavard en [Bav16| en el estudio del espacio de cuasimorfismos no
triviales de Mod (S? ~ (KU{p})) donde K es un conjunto de Cantor contenido en el ecuador
horizontal de la esfera y p € S? es el polo norte.

El grupo Mod (S;p) actia por isometrias en el grafo de lazos L(S;p) dotado de la métrica
combinatoria. Ademés, como espacio métrico L(S;p) es conexo, Gromov-hiperbolico y tiene
didmetro infinito, véase [Bav16, FA19, DFV18|. Gracias a estas propiedades que posee el grafo
de lazos, un elemento de Mod (S;p) es eliptico, parabdlico o loxodrémico de acuerdo a su accion
en la frontera de Gromov de L(S;p). Para ser mas precisos, si X es un espacio métrico geodésico
Gromov-hiperbdlico, la frontera de Gromov 90X se define como el conjunto de todas las clases
de equivalencia de sucesiones que convergen al infinito (con el producto de Gromov). La unién
X U 0X es un espacio topolégico Hausdorff completamente metrizable que contiene a X como
subconjunto denso, para mas detalles véase la Seccion 1.8 en [Gro87|. Si G es un grupo que
actiia por isometrias sobre X, el conjunto limite de G, denotado por A(G) C 09X, es el conjunto
de puntos de acumulaciéon en 0X de G-6rbitas, es decir, A(G) = G - xN 03X con x € X. Se dice que
un elemento g € G es eliptico si |A((g))| = 0 (equivalentemente, las 6rbitas de (g) son acotadas),
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parabdlico si |A((g))] = 1 0 lozodrémico si |A({g))| = 2. En tal caso, también se dice que la accién
de g en X es eliptica, parabolica o loxodrémica, respectivamente. Los elementos de A((g)) son
puntos fijos de la acciéon de (g) sobre 90X, véase la Seccion 8.1 en |[Gro87| para ver los detalles de
esta clasificacion.

En [BW18a|, Bavard y Walker describen los elementos de 9 L(S;p) como cliques, es decir,
grafos completos, cuyos vértices son clases de isotopia de rayos que llenan (high-filling rays)
basados en p. Posteriormente, los mismos autores en [BW18b| demuestran que si f € Mod (S;p)
es un elemento loxodrémico entonces los elementos de A((f)) := {C*,C"} tienen una cantidad
finita de vértices y ademas estos tienen misma cardinalidad. Llamaron al nimero natural [Ct| =
IC™| el peso de f. Luego, J. Bavard y A. Walker observan que los tnicos ejemplos de elementos
loxodromicos en Mod (S;p) que se conocian hasta ese momento eran:

1. El elemento loxodrémico h € §* ~ (KU {p}) (con p € S? el polo norte y K un conjunto de
Cantor contenido en el ecuador horizontal de la esfera) definido por J. Bavard en [Bav16].
Este elemento no estd en el grupo modular puro, no preserva ninguna subsuperficie de tipo
topoldgico finito y tiene peso uno.

2. Clases de isotopia definidas por homeomorfismos pseudo-Anosov con soporte en una sub-
superficie de tipo finito S’ de S que contiene a p en su interior, véase el Teorema 8.3.1 en
[BW18b|.

Por esta razon, en el comentario 8.3.3 en [BW18b], los autores proponen construir ejemplos
de elementos loxodromicos de peso mayor que 1 que no preserven ninguna subsuperficie de
tipo finito. Motivados por este comentario, en colaboraciéon con F. Valdez construimos una
cantidad no numerable de elementos loxodrémicos en Mod (S;p) con dichas propiedades, este
es el principal resultado que nos proponemos exponer en este apartado. Los resultados de este
capitulo se encuentran publicados en [MV20]. Enunciamos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 4.1.1. Sea S una superficie de tipo infinito, p € S un punto marcado y m € N. Sean
oo = {aihicr ¥ B = {Bjlje; multicurvas en posicion minima cuya unidn llena S y no contiene a p
y tales que:

1. el grafo de configuracion' G(«, B) es de valencia finita,

2. cada componente conexa Dy de S\ acU B es un poligono o un poligono ponchado® con
Nk < N lados para algin N € N y

3. la componente conexa de S\ U P que contiene a p es un 2m-poligono.

Si T, Tg € Mod (S;p) son los giros de Dehn (izquierdos) alrededor de las multicurvas o y 3,
respectivamente, entonces cualquier elemento f € Mod (S;p) en el semigrupo positivo genera-
do por Ty y TB_] dado por una palabra en donde ambos generadores aparecen es un elemento
lozodrémico de peso m para la accion de Mod (S;p) sobre el grafo de lazos L(S;p).

Similarmente como en la construccion de Thurston-Veech (véase [Thu88| y [Vee89]), la prueba
del teorema anterior se basa en encontrar una estructura plana sobre S en la cual Ty y Tg actiien
por automorfismos afines. En el caso de superficies de tipo finito, esta estructura es unica (hasta
un reescalamiento) y esta garantizada por el Teorema de Perron-Frobenius. Para superficies de

'El conjunto de vértices de este grafo es I U | y, existe una arista entre i € I y j € ] por cada punto de
interseccion entre o y f3;.

2La frontera de cualquier componente conexa de S\ « U B est4 formada por arcos contenidos en las curvas
o U B, asi, podemos pensar a estas como poligonos (topolégicos).
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tipo infinito, la existencia de la estructura plana sobre S esta garantizada por la existencia de
funciones armoénicas positivas del operador de adyacencia asociado al grafo de configuracion
G(x, ). Esto fue posible por el trabajo previo de P. Hooper en |[Hool5| sobre dinamica de
transformaciones infinitas de cambio de intervalo. Por esta razén a esta construccion la hemos
denominado la construccion de Hooper-Thurston-Veech. En este contexto, existe una cantidad
no numerable de estructuras planas sobre S (que no estan relacionadas hasta un reescalamiento).
Senalamos que la construccién de Hooper-Thurston-Veech es mas general y aplica para una clase
més grande de pares de multicurvas, sin embargo, esta construccién es bastante més delicada y
depende en gran medida del tipo de multicurvas que tomemos. Esto lo explicamos con detalle
en la Seccién 4.3. Por otro lado, la construccién de Hopper-Thurston-Veech presenta diferencias
respecto a la construccion de Thurston-Veech, esto lo senalamos en la Proposicion 4.3.11, véase
también [DHV19].

El siguiente teorema afirma que para toda superficie de tipo infinito S siempre existen pares
de multicurvas como en el Teorema 4.1.1, més adn, existe una cantidad no numerable de ellas.
Esto asegura la existencia de suficientes elementos en Mod (S;p) con acciéon loxodrémica en el
grafo de lazos L(S;p).

Teorema 4.1.2. Sea S una superficie de tipo infinito, p € S un punto marcado y m € N.
Entonces existen dos multicurvas o :={oqfken ¥ B :={Bjlen cuya union llena S y no contiene
ap, y tales que:

1. existe M > 0 tal que todo vértice del grafo de configuracion G(x, ) tiene grado a lo mds M,
equivalentemente, para todo ouc € oty Bj € B, 3 jsqilo, Bj) <My 3\ oqilon, Bj) <M,

2. existe una componente conexa D de S\ (U R) que contiene a p y tal que 0D es un
2m-poligono y

3. cada componente conexa D;i de S~ (U B) es un poligono de ny lados con ny < N para
alguna N € N.

Para la demostraciéon, desarrollamos las formas normales de superficies de tipo infinito las
cuales son una manera candnica de dibujar una superficie de tipo infinito. Estas formas normales
facilitan la construccién explicita de las multicurvas que satisfacen las condiciones del Teorema
4.1.2, véase la Seccion 4.6.

Aplicaciones

Dado un grupo G discreto, el espacio de cuasimorfismos no triviales W(G) de G se define como
el kernel del morfismo de comparacion H%(G;R) — H2(G;R) entre la cohomologia acotada y
la cohomologia real de G. El cédlculo de la dimensién del espacio de cuasimorfismos no triviales
de un grupo determinado no es una tarea sencilla. Sin embargo, se han usado las acciones de
grupos sobre espacios geométricos para demostrar que existe una gran variedad de clases de
grupos con espacios de cuasimorfismos no triviales de dimensién infinita, véase la secciéon 2.9 en
[Fril7| para una lista detallada. En particular, M. Bestvina y K. Fujiwara demuestran que si la
accion de un grupo G en un espacio Gromov-hiperbolico es no_elemental y contienen al menos
dos elementos independientes y anti-alineados entonces dim QM(G) = oo, véase el Teorema
1 en [BF02]|. Inspirados en el trabajo de M. Bestvina y K. Fujiwara, J. Bavard y A. Walker
demuestran que cualesquiera dos elementos de Mod (S;p) (con la topologia discreta) con accion
loxodrémica sobre el grafo de lazos con pesos distintos son independientes y anti-alineados, véase
el Teorema 9.1.1 en [BW18b]. Por todo lo anterior, obtenemos de forma inmediata la siguiente
aplicacién del Teorema 4.1.1:
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Corolario 4.1.3. Sea S una superficie de tipo infinito conp € S un punto marcado. St f1 y f2 son
elementos loxodrdmicos como en el Teorema 4.1.1 con pesos my # my, respectivamente, entonces
el espacio de cuasimorfismos no triviales de cualquier subgrupo de Mod (S;p) que contiene a f
y T2 tiene dimension infinita.

Para hacer maés visible el resultado anterior y exponer otros resultados relevantes con el
estudio de los grupos modulares de superficies de tipo infinito hacemos el siguiente paréntesis.
Sean X un espacio métrico, con métrica d, geodésico, Gromov-hiperbélico y G un grupo discreto
con accién sobre X por isometrias. Decimos que la acciéon de G en X es elemental si el conjunto
limite A(G) C 0X de la accion es infinito, donde 90X es la frontera de Gromov de X. La accién
de G en X es acilindrica si para todo D > 0 existe, RyN > 0 tal que para todo x,y € X con
d(x,y) > D se satisface que el conjunto

{96G:d(x)g'x)»d(y>9'y)gk}7

tiene cardinalidad a lo mas N. Un grupo es acilindricamente hiperbélico si admite una accién
acilindrica no elemental. En [Bow08| B. Bowditch prueba que la acciéon del grupo modular
Mod(S‘;) sobre el grafo de curvas C (SS) es acilindrica. En contraste, si S es una superficie
de tipo infinito entonces el estabilizador puntual en Mod (S;p) de cualquier conjunto finito de
lazos es infinito. Por lo tanto, el grupo Mod (S;p) no actia acilindricamente en el grafo de lazos
L(S;p). Mas aun, J. Bavard y A. Genevois [BG18] demostraron que los grupos modulares de
superficies de tipo infinito no son acilindricamente hiperbolicos.

Por otra parte, con la finalidad de estudiar el espacio de cuasimorfismos no triviales de
grupos modulares de superficies de tipo finito, M. Bestvina y K. Fujiwara en [BF02] introducen
la nocion de accion WPD (weak properly discontinuous). Decimos que un elemento loxodrémico
g € G es WPD si para todo x € X y para todo R > 0, existe N € N tal que

{he G:d(x,g-x),d(g" %, hg"-x) <R}

es finito. Entonces se dice que el grupo G tiene accidn WPD sobre X si la accidén es no elemental y
contiene al menos un elemento WPD. Notemos que ser acilindrico implica ser WPD. Los autores
en [Ibid.] probaron que si G tiene accion WPD sobre X entonces la dimension del espacio de
cuasimorfismos no triviales de G es infinita, es decir, dim QK/l(G) = 00. En particular, probaron
que todo elemento pseudo-Anosov de Mod (S’g‘) es un elemento WPD respecto a su accién sobre
el grafo de curvas, véase la Seccién 1.5 para la definicion de elemento pseudo-Anosov. Por lo
tanto, Mod (SE) tiene accion WPD sobre C(SS) y dim QM(Mod (SS‘)) = 00. Notemos que si S
es una superficie de tipo infinito entonces Mod (S;p) no contiene elementos WPD respecto a su
accion sobre el grafo de lazos, la razon es la misma por cual la accion de Mod (S;p) sobre el
grafo de lazos no es acilindrica.

Posteriormente, M. Bestvina, K. Bromberg y K. Fujiwara en [BBF15|) introducen una version
débil del concepto de accibn WWP a la cual llamaron WWPD. Veamos brevemente en qué
consiste. Sean G y X como antes y sea g € G un elemento loxodrémico con A({g)) ={n*,n~} C
0X el conjunto de puntos fijos de g. Decimos que g es WWPD si para toda sucesion {gnnen
de elementos en G con gn(N*) = N y gn(n™) — N~ existe N € N tal que para todo n > N se
satisface que gn(n™) =n" y gn(n~) =1n~. Los autores en [Ibid.] demuestran que todo elemento
pseudo-Anosov en Mod(Sg) es WWPD respecto a su acciéon sobre el grafo de curvas de la
superficie S§. Inspirados en el trabajo de M. Bestvina y K. Fujiwara en [BF02], M. Handel y L.
Mosher en [HM19a| demuestran que si H es un subgrupo de G con al menos un par de elementos
loxodrémicos independientes y al menos un elemento WWPD entonces dim C?I\//l(H) = 00, véase
el Teorema 2.10 en [HM19a]. Como hemos dicho anteriormente, si S es una superficie de tipo
infinito entonces el grupo Mod (S;p) no tienen elementos WPD. Recientemente, A. Rasmussen
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|[Ras19] ha anunciado que los elementos WWPD de Mod (S;p) son los elementos pseudo-Anosov
soportados en una subsuperficie S’ de tipo finito de S que contiene a p en su interior. Como
consecuencia obtenemos:

Corolario 4.1.4. Los elementos lozodrémicos como en el Teorema 4.1.1 no son WWPD respecto
a su accion sobre el grafo de lazos L(S;p).

Para grupos modulares de superficies de tipo finito toda sucesion convergente en Mod ( Sg) es
eventualmente constante pues Mod (S’;) es un grupo topologico discreto. Un fenémeno distinto a
lo anterior sucede en el grupo Mod (S;p). Nuestra construccion usada para demostrar el Teorema
4.1.2 nos permite construir sucesiones de elementos loxodrémicos que convergen a elementos
elipticos en Mod (S;p), véase el final de la seccion 4.6 para la prueba del siguiente resultado:

Corolario 4.1.5. Sea S una superficie de tipo infinito y p € S un punto marcado. Entonces
existe una sucesion {fn} en Mod (S;p) de elementos loxodrdmicos que converge en la topologia
compacto-abierta a un elemento (no trivial) eliptico. En particular, el conjunto formado por
todos los elementos de Mod (S;p) con accidn lozodrémica en el grafo de lazos no es cerrado.

4.2. Preliminares

Introducimos las generalidades de los resultados de J. Bavard y A. Walker en [BW18a| y [BW18b]
que usaremos en la prueba del Teorema 4.1.1. Asi mismo damos también los conceptos de teoria
de superficies planas necesarios para describir la construcciéon de Hooper-Thurston-Veech en la
Seccion 4.3.

4.2.1. El grafo de lazos y su frontera

En [BW18al, J. Bavard y A. Walker describen de manera precisa los elementos de la fronte-
ra de Gromov del grafo de lazos L(S;p) en términos de la cubierta cénica. Por otro lado, en
[BW18b]| describen los elementos en Mod (S;p) con accién loxodromica en L(S;p). Describimos
brevemente los aspectos generales de su trabajo que usaremos.

El siguiente Teorema es una reformulacion del Teorema 1.1 y el Lema 3.4 en [AFP17]. El
caso particular cuando S = S? . (KU {p}) donde K es un conjunto de Cantor contenido en el
ecuador horizontal de S* y p € S? es el polo norte se le atribuye a J. Bavard [Bav16]. Vease
también [FA19] para una versién mas general.

Teorema 4.2.1 ([Bavl6, AFP17, FA19]|). Sea S una superficie de tipo infinito y p € S un punto
marcado. Entonces el grafo de lazos L(S;p) es conexo, Gromouv-hiperbdlico y tiene didmetro
infinito.

Para describir la frontera de Gromov de L(S;p) necesitamos introducir el grafo de rayos
completo asociado a S. De aqui en adelante asumimos que S es una superficie hiperboélica de
primer tipo, véase la Nota 1.2.12, y consideramos a p como una ponchadura de la superficie, es
decir, es un fin plano aislado de S. Tomando en cuenta lo anterior, p es una cuspide de S.

Un rayo corto en S es un arco esencial con exactamente un punto final en p, es decir, el otro
punto final esta en Ends(S) ~{p}. Por la Proposiciéon 1.2.14 todo lazo o rayo corto en S tiene un
Unico representante geodésico en su clase de isotopia.

Un rayo largo en S es una geodésica simple bi-infinita con un fin en p y cuyo fin restante
nunca es un punto en Ends(S).
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Definicion 4.2.2 (Grafo de rayos completo). Sea S una superficie (de tipo infinito) hiperbolica
de primer tipo y p una ponchadura de S. El grafo de rayos completo de S, denotado por R(S;p),
es el grafo simplicial abstracto cuyo conjunto de vértices esta formado por todas las clases de
isotopia de lazos, rayos cortos y rayos largos en S y dos vértices generan una arista en R(S;p) si
tienen representantes disjuntos en su clase de isotopia.

Nota 4.2.3. A diferencia del grafo de lazos L(S;p), el grafo de rayos completo R(S;p) tiene una
cantidad no numerable de vértices.

Un hecho crucial y nada obvio del trabajo J. Bavard y A. Walker es que el grupo Mod (S;p)
actia por isometrias en el grafo de rayos completo R(S;p), Lema 5.5.1 en [BW18b|. Para esto
ellos introducen la cubierta cénica de la superficie S.

La cubierta conica de S, denotada por Sc, es el espacio cubriente de S asociado al subgrupo Z
de 711 (S) generado por una curva cerrada simple y alrededor de p. La cubierta conica Sc es con-
formemente equivalente a un disco ponchado, donde la ponchadura p es el tnico levantamiento
de la cispide p, véase la Figura 4.1. Definimos la circunferencia cénica, S]C, como la frontera de
la cubierta coénica Sc. Notemos que toda geodésica simple en S que representa a un lazo, rayo
corto o rayo largo, orientado y con origen en p, tiene un tnico levantamiento geodésico en Sc
con un fin en p y el otro fin en la circunferencia conica Sg:-

N\
/ \
| \
1 \
I \
! | H
! I
\ ]
\ /
y /
\ /
3, /
\\ y /
\\\ ’/,
________
D
oY
p

Figura 4.1: Sc es la cubierta coénica de S.

El conjunto de puntos finales en la circunferencia cénica de los levantamientos a la cubierta
conica de lazos orientados es denso en S]C. Dado que todo ¢ € Mod (S;p) fija la ponchadura
P, existe 21; : S¢ — Sc levantamiento de ¢ a la cubierta céonica Sc. Como (1) preserva el orden
ciclico de los puntos finales de los levantamientos de lazos, se tiene que ¢ se extiende a un
homeomorfismo sobre S¢ U S]C. Por lo tanto, Mod (S;p) actiia por isometrias en R(S;p).

Teorema 4.2.4 ([BW18b]). Sea S una superficie de tipo infinito, hiperbdlica de primer tipo con
al menos una ponchadura p. Entonces el grafo de rayos completo R(S;p) no es conexo. Ademds,
R(S;p) tiene una componente conexa que contiene a todo lazo y rayo corto de S, tiene didmetro
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infinito y es cuasitsométrico al grafo de lazos L(S;p). Cualquier otra componente conexa de
R(S;p) es un clique® cuyos elementos son exclusivamente rayos largos.

Llamamos componente principal a la componente conexa de R(S;p) que contiene a todo
lazo y rayo corto de S. Observemos que si y es un rayo largo no contenido en la componente
principal de R(S;p) entonces esta a distancia infinita de esta componente conexa. En particular,
v intersecta transversalmente a todo lazo y rayo corto en S. Los rayos largos no contenidos en la
componente principal se llaman rayos que llenan S (high-filling rays). Con este lenguaje, toda
componente conexa de R(S;p) distinta de la componente principal es un clique de rayos que
llenan S.

Denotemos con H(S;p) al conjunto de todos los rayos que llenan S en R(S;p). En [BW18a],
J. Bavard y A. Walker dotan a H(S;p) de una topologia, véanse Seccion 4.1 y la Definiciéon 5.2.4
en [Ibid.] para detalles.

Teorema 4.2.5. Sea £(S;p) = H(S;p)/ ~, donde ~ identifica todos los rayos high-filling con-
tenidos en el mismo clique y dotemos a este conjunto con la topologia cociente. Entonces existe
un homeomorfismo Mod (S;p)-equivariante F : £(S;p) — OL(S;p) donde OL(S;p) es la frontera
de Gromov del grafo de lazos.

Sea ¢ € Mod (S;p) un elemento loxodromico y ¢, b~ € 9L(S;p) los puntos en la frontera
de Gromov fijos por ¢. Por el Teorema 4.2.5, ¢ y ¢~ son cliques de rayos que llenan S.

Teorema 4.2.6 (Teorema 7.1.1 en [BW18b]). Sea ¢ un elemento lozodrémico de Mod (S;p)
respecto a su accion en el grafo de lazos L(S;p). Entonces los puntos &, d~ € OL(S;p) fijos por
& tienen una cantidad finita de vértices, mds ain, tienen la misma cardinalidad.

Definimos el peso de un elemento loxodrémico ¢ € Mod (S;p) como la cardinalidad de ¢
o bien de ¢~

4.2.2. Superficies planas

FEn pocas palabras, la construccién de Hooper-Thurston-Veech consiste en lo siguiente: dada una
superficie de tipo infinito S y un par de multicurvas o« y 3 tal que su unién llena la superficie
(mas hipotesis adicionales) construir una estructura plana sobre S en donde los giros de Dehn
izquierdos Ty y Tg alrededor de las multicurvas oc y 3, respectivamente, son automorfismo afines.
En esta seccion tratamos las generalidades de superficies planas que usaremos para describir de
forma precisa la construccién de Hooper-Thurston-Veech.

Una estructura plana en una superficie X es un atlas maximal de funciones t:={¢; : U; — C}
donde {U;} es una cubierta abierta de X y cada ¢; es un homeomorfismo sobre su imagen tal
que las funciones de transicién de T son traslaciones o reflexiones por un punto, estas tultimas
son funciones de la forma z — —z 4 ¢ para alguna c € C.

Sea X una superficie dotada de una métrica Riemanniana. Un punto p € X es una singularidad
conica de angulo n7t para algin n € N si existe una vecindad abierta U C X de p isométrico a
una vecindad del origen V C C* con métrica (dr)? + (nrd0)2. Si n = 2 llamamos a p un punto
regular de S.

Definiciéon 4.2.7 (Superficie plana y superficie de traslacion). Una superficie plana es un par
M := (X, 1) con X una superficie y T una estructura plana sobre X \ X en donde £ C X satisface
lo siguiente:

3Un clique es un grafo simplicial completo.
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1. ¥ es un subconjunto discreto y cerrado de X'y
2. todo elemento z € ¥ es una singularidad cénica.

Si todas las funciones de transicién de T son traslaciones llamamos a M una superficie de
traslacion.

En la definicién anterior, X puede ser una superficie de tipo infinito. Un ejemplo de estas
superficies planas es: llamemos X* al resultado de pegar los lados de una cantidad infinita
numerable de poligonos compactos por medio de traslaciones o reflexiones por un punto. En
general X* no es una superficie, pues los vértices de una cantidad infinita de poligonos pueden
estar pegados. Obtenemos una superficie plana de tipo infinito X al remover de X* todos los
puntos que no tienen una vecindad homeomorfa a un abierto de C.

Completaciéon métrica. Sea M es una superficie plana. Entonces X \ X hereda una métrica
plana por medio del pull back de la métrica Euclidiana sobre C. En particular, todos los puntos
de X ~ X son regulares. Denotamos con M a la completacion métrica de X \ L respecto a
esta métrica. Al conjunto de puntos no-regulares de M lo denotamos con Sing(M) C M y lo
llamamos el conjunto de singularidades de /I\Z, véase [DHV19].

Cubriente doble orientado. Si M no es una superficie de traslacion entonces M tiene un
cubriente doble d : M — M tal que M es una superficie de traslacion por medio del pull back
de la estructura plana de M. Supongamos que zg es una singularidad cénica de M de éngulo
n7. Si n es par entonces d~'(zo) esta formado por dos singularidades conicas de M de angulo
nm, en cambio, si n es impar entonces d ' (zg) es una singularidad cénica de M de angulo 2nr,
véase la Seccion 1.1.4 en [DHV19].

Transformaciones afines. Sean M := (Xq,7T1) y My := (X5, T2) superficies planas con con-
juntos de singularidades conicas i y X, respectivamente. Una funcién f : My — M; con
f(Z1) € I, es afin si flx,.s, es una funciéon R-afin en coordenadas locales. Un automorfismo
afin de My es un homeomorfismo f : M — M, afin. Denotamos con Aff (M;) al grupo de todos
los automorfismos afines de M y con AffT(M;) al subgrupo de Aff (M;j) formado por todos
los automorfismos afines de M que preservan la orientacion. Dado f € Aff (M), la derivada de
f define un tinico elemento Df € GL(2,R)/{Id,—Id} al cual llamamos la derivada de f.

Flujo de lineas. Identifiquemos el circulo unitario S' el conjunto de direcciones y tomemos
una direccion © € S'. Si M es una superficie de traslacién entonces el campo de direcciones
que se obtiene del pull back del campo vectorial constante Vc g(z) := e en C define un campo
vectorial Vg sobre M. En este caso, las curvas solucion del campo vectorial Vg define un
flujo F}\A,e sobre M el cual se llama flujo de lineas 6 flujo de traslacion sobre M en la direccién
0. Estrictamente hablando, F;t\/l’e no es un flujo en M, pues puede alcanzar un punto singular de
M en tiempo finito. En general, si M es una superficie plana arbitraria, entonces el pull back
del campo vectorial V¢ g sobre C solo define un campo direcciones sobre M. En este caso, las
curvas integrales de este campo de direcciones define una foliacion Fy g sobre M en la direccién
0. Cuando el contexto sea claro, suprimimos M en Vi g, F,t\,l‘e y Fm,e, véase la Seccién 1.1.5 en
[DHV19].

Cilindros y bandas. Un cilindro horizontal, denotado por C. 1, es una superficie de traslacion
de la forma ([0,c] x I) / ~ donde I C R es un intervalo abierto, no necesariamente acotado, y
(0,s) esta identificado con (c,s) para todo s € 1. El namero ¢ y la longitud del intervalo I,
long(I), se llaman la circunferencia y la altura de C, respectivamente. El modulo del cilindro

Ce,1 se define por M.
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Una banda horizontal, denotado por C 1, es una superficie de traslacién de la forma R x I
con I C R un intervalo abierto acotado. Andlogamente, la altura de la banda horizontal Cu, 1 se
define por long(I).

Un subconjunto abierto de una superficie de traslacion M es un cilindro (respectivamente,
banda) en la direccion 0 € S' si es isométrico a e C. (respectivamente, e °Cy, ). Para
superficies planas en general la definicién de cilindros y bandas es similar aunque en este caso
la direcciéon estd bien definida hasta cambio de signo.

Definicién 4.2.8 (Descomposicién en cilindros). Sea M una superficie plana y © € S! una
direccion. Una descomposicion en cilindros de M en la direccion 0 es una coleccién maximal
(bajo la contencion de conjuntos) {Cy},~, de cilindros en la direccién 6 en M disjuntos a pares

tal que M = [y~ C.

4.3. Construcciéon de Hooper-Thurston-Veech

En esta seccién describimos la construccion de Hooper- Thurston-Veech la cual es la generalizacion
a superficies de tipo infinito de la construccién de Thurston-Veech para superficies de tipo finito,
véase el Teorema 4.3.1. Esta construccion estd inspirado en el trabajo de P. Hooper [Hool5|
en donde construye una superficie de traslacion apartir de un grafo bipartito con determinadas
propiedades (ribbon graph). A diferencia de él, nosotros tomamos como datos de entrada una
superficie de tipo infinito arbitraria y un par de multicurvas que llenan la superficie. Para ser mas
precisos: dadas dos multicurvas « y 3 en una superficie de tipo infinito S tal que su unién llena la
superficie (con hipotesis adicionales, véase Teorema 4.1.1), construimos el grafo de configuracion,
G, B), €l cual es un grafo simplicial bipartito localmente finito cuyos vértices tienen grado
uniformemente acotado. Usando teoria espectral de grafos aplicado al grafo G(«, 3) para cada
A > 2 y h una funcién A-armoénica del operador de adyacencia asociado al grafo G(«, ) es
posible dotar a S de una estructura plana T tal que los giros de Dehn izquierdos Ty y Tg acttian
por automorfismos afines en la superficie plana M := M(«, 3,A, h) := (S, T). La superficie plana
M no necesariamente es una superficie de traslacion. El grupo (T, Tg) generado por Ty y Tp es
libre de rango 2 y la derivada induce una representacion fiel p : (Ty, Tg) — PSL(2,RR), véase el
Teorema 4.3.8.

También contrastamos la construccion de Thurston-Veech con la construccién de Hooper-
Thurston-Veech. En la construccién de Thurston-Veech, la clase de isotopia de un elemento f €
G, con derivada parabdlica es un elemento reducible de Mod (Sg), es decir, deja invariante una
multicurva en Sg, véase la Seccion 1.5. Este fenémeno no es vélido en general en la construccion
de Hooper-Thurston-Veech. Como evidencia mostramos un par de multicurvas o y f en el
monstruo del lago Ness S, con A = 2 y h la funcién A-armoénica igual a la funcién constante
1 tal que f := Ty o Tg tiene derivada parabodlica pero que para todo n € Z ~ {0} y toda curva
esencial y en M := M(«, 3,A =2, h = 1), f*(y) no es isotopica a y, véase la Proposicion 4.3.11.
La propiedad anterior para f caracteriza a los homeomorfismos pseudo-Anosov de superficies de
tipo finito.

Es posible generalizar la construccién de Hooper-Thurston-Veech al considerar multicurvas
arbitrarias oc y 3 cuya unién llena S. Similarmente, tomando A > 2 y h una funcién A-armoénica
del operador de adyacencia de G(«x, ) es posible dotar de una estructura plana a una subsu-
perficie de la superficie S. Esta subsuperficie es densa en S y en general no es homeomorfa a S.
Detallamos esto en la Seccion 4.7.

Iniciamos por recordar la construccion de Thurston-Veech, véase el Teorema 14.1 en [FM12].
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Teorema 4.3.1 (Construcciéon de Thurston-Veech). Sean o :={}]"; y B = {[Sj}j";] dos mul-
ticurvas que llenan una superficie de tipo finito Sy. Entonces existe A := Ao, B) > 1 y una
representacion fiel p : (Ty, Tg) — PSL(2,R) dada por:

1T A 1 0
TOCH(O ]>, TB’_><_7\ ]>.

Ademds, f € (Ty, Tp) es periddico, reducible o pseudo-Anosov de acuerdo a si p(f) es eliptico,
parabdlico o hiperbilico, respectivamente.

La idea para probar el teorema anterior es encontrar una estructura plana sobre S‘g1 que

admita descomposiciones en cilindros horizontal y vertical {Hi}' ; y {Vj}}l], respectivamente,

tal que cada cilindro tiene moédulo % Ademas, la curvas centrales de H; y Vj son o y Bj,

respectivamente. Esta estructura plana existe y es inica hasta reescalamiento por el teorema de
Perron-Frobenius, véase el Teorema 14.2 en [FM12]. Para ver que el giro de Dehn T, alrededor
de la multicurva « es una transformacién afin de S§ tomemos un cilindro horizontal H; con
curva central o cuya altura es h; y cuya circunferencia es ¢;. Como el médulo del cilindro H; es

% tenemos que Ah; = ¢;. La imagen de los vectores (ci,0) y (0, hi) bajo la matriz <(1) ?) nos da

(ci,0) y (Ahi, hy) = (¢4, hy), respectivamente. Cortando sobre la diagonal el nuevo cuadrilatero,
véase la Figura 4.2, y pegando de acuerdo a la identificacién recuperamos el cilindro H;. Por
lo tanto, Ty acttia como un automorfismo afin sobre H; y fija la frontera de H;. El mismo
procedimiento se puede aplicar a todo cilindro horizontal en {H;}I* ;. De esta manera obtenemos
que Ty es un automorfismo afin sobre todo S, véase la Figura 4.2. Andlogamente se prueba que
Tg es un automorfismo afin de S.

o %

Ci

Figura 4.2: Accion del giro de Dehn afin T, sobre el cilindro H;.

La construcciéon de Hooper-Thurston-Veech es una generalizaciéon de la construccién de
Thurston-Veech a superficies de tipo infinito. A continuaciéon explicamos como se obtiene di-
cha generalizacion.

Definicién 4.3.2 (Grafo de configuracion). Sean o :={ai}ic1 y B :={Bjljej dos multicurvas en
posicion minima en una superficie S. El grafo de configuracion del par («, 3) es el grafo bipartito
G(a, ) cuyo conjunto de vértices es 111 ] y hay una arista entre los vérticesi € Iy j € | por
cada interseccion entre las curvas o y ;.

Nota 4.3.3. Como las multicurvas son colecciones de curvas localmente finitas, véase la Defini-
cion 1.2.7, el grafo de configuracion G(«, ) es localmente finito. Ademaés, el conjunto de aristas

de G(«, B) esta en correspondencia biyectiva con el conjunto (UieI oci) N (Ujej [5]->.

Recordamos que una coleccién de curvas o« localmente finita llena una superficie S si toda
componente conexa de S\ &« es homeomorfa a un disco o un disco ponchado, véase la Definicion
1.2.15.
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Lema 4.3.4. Sean o := {&ihicr y B = {Bjljej dos multicurvas en posicion minima en una
superficie S. St las multicurvas o« y 3 son tales que su unidn llena la superficie S entonces el
grafo G(o, B) es conezo.

Definicién 4.3.5 (Operador de adyacencia). Sea G un grafo conexo y localmente finito con
conjunto de vertices V. El operador de adyacencia de G es la aplicacién lineal A := A(G) : RY —
RY que a cada h € RY le asigna A(h) € RV definido por

AR)(v) =) hw),

W~V

donde la suma es tomada sobre los vértices w adyacentes a v en G con multiplicidad dada por
el ntmero de aristas entre w y v.

Descomposicion en cilindros y funciones armoénicas. Sea M una superficie plana que
contiene dos descomposiciones en cilindros, una horizontal H := {H;}ic; v otra vertical V :=
{Viljej, respectivamente, tal que todo cilindro en HU V tiene modulo % para algtin A € R..
Tomemos las curvas centrales oy de Hi y B; de Vj, respectivamente, y definamos o := {oti}ie1 ¥
B = {Bjljej. Entonces ot y $ son multicurvas cuya unién llena M, ademis, los giros de Dehn
izquierdos Ty y T alrededor de las multicurvas o y 3, respectivamente, son automorfismos afines
de M. Sea G(«, B) el grafo de configuracion asociado al par de multicurvas (x, 3) con conjunto
de vértices I U J y consideremos la funciéon h : TU ] — Ry que asigna a cada indice la altura
del cilindro correspondiente. Entonces h € RV y satisface la ecuacion Ah = Ah donde A es el
operador de adyacencia del grafo G(«, 3).

Definicion 4.3.6 (Funcion A-armoénica). Sea G un grafo conexo localmente finito con conjunto
de vértices V, A el operador de adyacencia de G y A > 0. Una funcién h: V — Ry es A-armdnica
si satisface la ecuacién Ah = Ah.

En resumen, la existencia de descomposiciones en cilindros horizontal y vertical en una
superficie plana donde todos los cilindros tienen médulo ]X implica la existencia de una funcién
A-armonica del operador de adyacencia del grafo de configuraciéon G(e, ). La construccion de
Hooper-Thurston-Veech para superficies de tipo infinito es el converso del proceso anterior: dadas
dos multicurvas o y  cuya unién llena una superficie (topologica) de tipo infinito S y dada h
una funcién A-arménica del operador de adyacencia del grafo G(«, 3) se puede construir una
estructura plana T (que depende de «, 3, A y h) sobre S con descomposiciones en cilindros
horizontal y vertical (con curvas centrales « y P, repectivamente) donde todos los cilindros
tienen maédulo %

Antes de describir la construccion de Hooper-Thurston-Veech revisamos algunos resultados
de teoria espectral de grafos infinitos, vease [MW89| para una revision completa de este tema.
Decimos que un grafo conexo tiene grado finito si el grado de los vértices estd uniformemente
acotado.

Sea G un grafo conexo bipartito de grado finito con una cantidad infinita de vértices. Entonces
Por el Teorema 3.1 en [MW89], el operador de adyacencia asociado a G es un operador acotado
sobre el espacio de Hilbert 12(V) donde V es el conjunto de vértices de G. Luego, por el Teorema
4.4 en [MW89], el radio espectral del operador de adyacencia coincide con su norma. Por lo
tanto, el radio espectral del operador de adyacencia A(G) es finito.

Definimos el radio espectral del grafo G, denotado por r(G), como el radio espectral del
operador de adyacencia asociado a G.

Lema 4.3.7. Sea G un grafo bipartito conexo, de grado finito y con una cantidad infinita de
vértices. Entonces v(G) es finito, mds aun, v(G) > 2.
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Demostracion. Solo necesitamos ver que T(G) > 2. Por la hipotesis sobre el grafo G es posible
encontrar una copia del grafo de los nimeros naturales N como subgrafo de G. Dado que el radio
espectral del operador de adyacencia de N es igual a 2, véase el Ejercicio 8 en la pag. 268 en
[TL58], tenemos que r(A) > 2, véase el Teorema 4.13 en [MW89]. O

Teorema 4.3.8 (Construccion de Hooper-Thurston-Veech). Sea S una superficie de tipo infinito.
Suponga que existe & = {«ilic1 ¥ B := {Bjljej dos multicurvas cuya union llena la superficie S
tales que

(1) el grado de los vértices del grafo de configuracion G(«, B) estd uniformemente acotado y

(ii) la frontera de toda componente complementaria de N(awU ) en S es un poligono con un
nimero finito de lados, donde N(axU ) es una vecindad reqular de « U B en S.

Entonces se satisface lo siguiente:

1. Para todo N > 2 existe una funcion h positiva A-armdnica de G(x, B) que define una
estructura plana T sobre S.

2. La superficie plana M := M(«, B, A, h) := (S,T) admite dos descomposiciones en cilindros
una horizontal H :={Hi}ic1 y otra vertical V :={Vj}jej donde todo cilindro en HU'V tiene
maodulo % Las curvas centrales de H y V son las multicurvas « y 3, respectivamente.

3. Los giros de Dehn izquierdos Ty y Tg alrededor de las multicurvas o y 3, respectivamente,
son automorfismos afines de M y fijan la frontera de los cilindros en H y V, respectiva-
mente.

4. El subgrupo de Mod (S) generado por las clases de isotopia de Ty y Tp es isomorfo a
(To, Tp) < Aff T(M). Ademds, (To, Tg) es libre de rango 2 y la derivada define una repre-
sentacion fiel p: (T, Tg) — PSL(2,R) dada por:

1 A 1 0
T(X%<O 1), Tﬁ—><_)\ 1>.

Nota 4.3.9. 1. Notemos que si p es una ponchadura de la superficie S, entonces (Ty, Tp) es
también un subgrupo de Mod (S;p).

2. En la Seccién 4.6 presentamos la prueba del Teorema 4.1.2 el cual asegura la existencia de
pares de multicurvas que satisfacen las condiciones del Teorema 4.3.8 en toda superficie
de tipo infinito.

3. Enla Seccion 4.7 veremos ejemplos en donde la condicién (74) no se satisface y enunciaremos
el marco general donde es valida la construccion de Hooper-Thurston-Veech.

Demostracion. Por la condicion (1), el hecho que el grafo de configuracion G(«, B) es conexo y
por el Lema 4.3.7, tenemos que 1(G(«, 3)) > 2. Usando el Teorema 6.3 en [MW89| tenemos que
para todo A > 1(G(x, B)) > 2 la ecuacion Ah = Ah tiene una solucién A—armonica positiva,
donde A := A(G(«x, B)).

Ahora veremos cémo dotar a S de una estructura plana a partir de una funcion A-armoénica del

operador de adyacencia A. Abusando de la notacion, denotamos con ocUf3 al conjunto (Ui21 oq) U

(sz] Bj) y con « N B al conjunto (Uiz] oq) N (sz] Bj)- Por simplicidad, consideramos las
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ponchaduras de S como puntos marcados en la superficie. Asi, toda componente complementaria
de U P en S es un disco o un disco con un punto marcado en su interior.

Consideramos oo U 3 C S como un grafo encajado en S cuyo conjunto de vértices es a NP y
con conjunto de aristas la colecciéon de arcos en U~ (ac N B). Al grafo o U 3 le asociamos su
grafo dual denotado por («U B)* C S, el cual lo definimos como sigue: sea D una componente
conexa de S\ (¢ U ). Si D es homeomorfo a un disco con punto un marcado hacemos pp € D
igual al punto marcado de D, en otro caso, tomamos pp € D un punto en el interior de D. El
conjunto de vértices de (cU )* es el conjunto {pp : D es componente conexa de S\ (U 3)}.
Ahora, por cada arista e del grafo aU asignamos la tinica arista e* € E((aUP)*) transversal a e
que conecta los vértices de las componentes conexas de S\ (U f3) adyacentes a e (posiblemente
la misma), véase la Figura 4.27.
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Figura 4.3: El grafo o U 3 esta en linea continua (curvas azules y rojas), en linea discontinua
negra esté el grafo dual (o U 3)*.

Por la condiciéon (ii) el grafo dual (U 3)* define una descomposicion celular de S por
cuadrilateros, es decir, cada componente conexa de S~ (U B)* es un cuadrilatero. Notemos
que cada cuadrildtero contiene exactamente un punto de N 3.

Sea h:V(G(x,B)) — Ry una funcion A-arménica con A > 2 y consideremos las funciones

Pos Pp : E(G (e, B)) = V(G(, B))

tales que para cada arista e € E(G(c, B)), p«(e) y pple) son los vértices finales de e en Iy J,
respectivamente.

Recordemos que el conjunto de aristas de G(«, 3) estd en correspondencia biyectiva con
« N B. Asi, por cada arista e € E(G(«, B)), definimos R como la cerradura del cuadrilatero
topolégico en S que contiene en su interior al punto en M3 correspondiente a e. Para construir
la estructura plana sobre S, a cada cuadrilatero topologico Re, con e € E(G(«, )) asociamos el
rectangulo [0, h(pg(e))] x [0, h(p«(e))], véase la Figura 4.4. Esto define una estructura plana t
sobre S y denotamos con M := M(«, ,A,h) := (S, 1) a la superficie plana obtenida.

Notemos que para cada i € I, los rectdngulos en el conjunto {R. : e € p;1 (1)} tienen altura
h(i). Sea H; el conjunto que se obtiene de pegar los rectangulos que pertenecen al conjunto
{Re:e e p;1 (1)} de acuerdo al recorrido de o en alguna direccion preferida. Entonces tenemos
que «; es la curva central del cilindro H; = | ecp! (i) Re cuya circunferencia esti dada por
> hipgle)) =) h(j) = Ah(i) = Ah(i).
eepy (1) j~i

Por lo tanto el médulo del cilindro H; es igua a % Similarmente, 3; es la curva central del
cilindro Vj :=

. , 1
eepg’ G) Re el cual tiene modulo 5.
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h(4)

Figura 4.4: Rectificacion del rectangulo Re.

De lo anterior, los giros de Dehn positivos Ty y Tg son automorfismos afines de M con

derivadas (1 }\> y (_1}\ ?), respectivamente. Asi, p = (Ty, Tg) — PSL(2,R) definida por

0 1
1A 10
T"‘ﬁ<o 1)’ Tﬁ_’(—x 1>’

es un homomorfismo de grupos.

Tomemos el subgrupo de Mod (S) generado por las clases de isotopia de Ty y Tg el cual
denotamos por (T, Tg), aqui estamos identificando los giros de Dehn con su clase de isotopia.
Dado que todo automorfismo afin isotépico a la identidad es la identidad podemos ver a (T, Tg)
como subgrupo de Aff "(M). De esta manera la derivada induce el homomorfismo de grupos
p: (T, Tg) — PSL(2,R).

Ahora demostramos que (Ty, Tg) es libre de rango 2, la demostracion es tomada de [Lei04].
Denotemos con Gy al subgrupo de PSL(2,R) generado por la matrices <(1) 71\) y <_1}\ ?)
Veamos que Gy es libre de rango 2. El dominio fundamental de la accién de Gy sobre H? es

A A 1,1 LI I
—Z <Z —|>- ——|> = .
(=3 <Re(®) < 5)N{lz+ 31> 3)N{z— 31 = ;) CH

()

N

0

1 0 1 _

N[>

Wl

>
>N

Figura 4.5: (Izquierda) dominio fundamental para A = 2. (Derecha) dominio fundamental para
A> 2.

Si A = 2, entonces H2/Gy es homeomorfo a la esfera con tres ponchaduras Sg. En cambio, si
A > 2, entonces la envolvente convexa de H?/Gy es homeomorfa al disco con dos ponchaduras.
En cualquiera de los dos casos, Gy es libre de rango 2, véase la Figura 4.5.

Como (Ty, Tg) estd generado por dos elementos, tenemos que P : Fy — (Ty, Tg) es sobre-
yectiva. Asi, el homomorfismo p o : F, — Gy = F, también es sobreyectivo. Dado que F; es
Hopfiano, véase [MKS04], tenemos que p o es un isomorfismo. De esta manera 1 es inyectivo
y por lo tanto un isomorfismo.

O

20



Nota 4.3.10. Sean (&, 3) un par de multicurvas como en el Teorema 4.3.8. Por construccion,
todo vértice del grafo dual (« U )* tiene grado par. Por consiguiente si v € V((ac U B)*) tiene
grado k, este define una singularidad conica de M de angulo %k En particular, si % es impar,
entonces la superficie M no es de traslacién, pues en una en una superficie de traslacion toda
singularidad cénica es de dngulo multiplo par de 7.

Thurston-Veech vs Hopper-Thurston-Veech. Sean A > 2 y denotemos con G, al subgrupo

de PSL(2,R) generado por la matrices (:) ? y _1}\ (])

ma 4.3.8 probamos que Gy es libre de rango 2. Ahora, si A > 2 entonces todo elemento parabélico
de Gy es conjugado a alguno de los generadores de Gy. En cambio, si A = 2 entonces todo ele-

. : T A 1T 0\ (1—=A A T A\/1 o
mento parabélico de Gy es conjugado a <0 ]>,<_)\ ]),< A ]> = (O ]> (_)\ ])

a2 -1 —1
6 <1 }\)\ ]}\> = <(1) ?) <_1>\ ?) , véase el final de la demostracion del Teorema 4.3.8

y la Figura 4.5. Esta observacién nos permite encontrar una diferencia sustancial entre la cons-
trucciéon de Hooper-Thurston-Veech respecto a la construccién de Thurston-Veech.

. Al final de la demostracién del Teore-

Proposicion 4.3.11. Sea M la escalera infinita (infinite staircase) como en la Figura 4.6 y sean
« y B las multicurvas obtenidas de las curvas centrales de los cilindros en las descomposiciones en
cilindros horizontal y vertical de M, respectivamente. Entonces la transformacion afin f := TyoTg
tiene derivada parabdlica y satisface que para toda curva cerrada simple esencial y en M y para
todo n € Z ~ {0}, f™(v) no es isotdpica a y.

Nota 4.3.12. En la construccién de Thurston-Veech, todo elemento del grupo (T, Tg) con
derivada parabdlica es reducible, es decir, deja invariante una multicurva en la superficie, véase
el Teorema 4.3.1.

— L4

Figura 4.6: La escalera infinita M es homeomorfa al monstruo del lago Ness, figura tomada de
[DHV19].

Demostracion. Sea G(x, B) el grafo de configuracion asociado a &y B. En este caso, G(«, B) es
isomorfo al grafo de los niimeros enteros. Luego, para A = 2 tenemos que h : Z — Ry dada
por h(n) = 1 para toda n € Z es la tnica (salvo un reescalamiento) funcién 2-armonica del
operador de adyacencia asociado a G(«,3). Por el Teorema 4.3.8 los giros de Dehn Ty y Tg
son automorfismos afines de M := M(«, 3,A = 2,h = 1) con derivadas ((1) %) y (_]2 ?),

respectivamente.
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La transformacion afin f := Ty o Tg tiene derivada parabolica pues p(f) = (:g ?) Luego,
p(f) tiene como (tinico) vector propio a (x,y) = (1,—1) el cual tiene direccién © = —%. Aplicando
la caracterizacion del flujo de lineas sobre la escalera al infinito en [HHW13|, tenemos que el
flujo de lineas F§ se descompone en dos bandas infinitas. Esto implica en particular que para
toda curva cerrada simple esencial v en M y para todo n € Z~ {0}, f™(y) no es isotopica a y. En
la Figura 4.7 se describe el par de multicurvas en el monstruo del lago Ness (topologico) tal que
la construccién de Hooper-Thurston-Veech da origen a la escalera al infinito M := M(«, B, A =
2h=1).

Figura 4.7: Multicurvas orientadas o (azul) y  (rojo) en el monstruo del lago Ness tal que la
construccién de Hooper-Thurston-Veech produce la escalera al infinito M(«, 3,A = 2,h = 1),
figura tomada de [DHV19].

O

Grafos bipartitos con A = 2. Veremos que existe una cantidad finita de grafos bipartitos
infinitos para los cuales su operador de adyacencia tiene valor propio 2.

Proposicion 4.3.13. Sea I' un grafo bipartito, conexo de grado finito con una cantidad infinita
de vértices. FEntonces r(I') = 2 si y solo si I' es alguno de los grafos en la Figura 4.8, mds
atin, en cada caso el operador de adyacencia tiene una unica (salvo un reescalamiento) funcion
2-armonica.

[N

1
2

Figura 4.8: Grafos bipartitos infinitos cuyo operador de adyacencia tiene valor propio A = 2. En
los vértices hemos asignado el valor de la tnica (salvo reescalamiento) funciéon 2-arménica.
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Demostracion. Sea ILJ la particién en conjuntos disjuntos del conjunto de vértices de I'. Notemos
que por las hipotesis sobre I' tenemos que tanto I como | tienen cardinalidad infinita.

Podemos verificar que para cada uno de los grafos en la Figura 4.8 el operador de adyacencia
tiene una Unica (salvo un reescalamiento) solucién 2-armonica, véase la Figura 4.8 para un
ejemplo de una funcién 2-armoénica en cada caso. Para la otra parte de la prueba, usaremos la
clasificacién de grafos bipartitos que tienen radio espectral exactamente 2, véase el Teorema 4.3
en [Lei04]. Estos grafos son mostrados en la Figura 4.9 (Figura 7 en [Lei04]).

7)2(: o o o
(c21)
(¢=5)

Ro

Figura 4.9: Grafos bipartitos finitos cuyo operador de adyacencia tiene valor propio A = 2.

Sea I' un grafo bipartito como en la proposicion con radio espectral r(I") = 2. Supongamos
que ' no es un arbol. Como T es bipartito entonces I' contiene un ciclo de longitud par C, es
decir, C es de la forma P,. para algin ¢ > 1, véase la Figura 4.9. Como I' tiene una cantidad
infinita de vértices entonces existe D un subgrafo propiamente contenido en I' y que contiene
propiamente a C. Por el Teorema 4.2 en |Lei04], 7(D) > r(C) = 2 y por el Teorema 4.13 en
[MWS89], r(I') > r(D). Asi 7(I") > 2 lo cual es una contradiccion. Por lo tanto I' no contiene
ciclos, es decir, I' es un arbol.

Dado que T" es un arbol entonces satisface uno de los siguientes puntos:

1. el grado de todo vértice es a lo més 2,

2. countiene a lo mas un vértice de grado 3,
3. contiene al menos dos vértices de grado 3,
4. contiene al menos un vértice de grado 4.

En el caso 1, ' corresponde con el grafo de los ntimeros naturales N o con el grafo de los nameros
enteros Z. Ambos grafos tienen radio espectral igual a 2. En el caso 2, si ' contiene a Rg, véase
la Figura 4.9, entonces r(I") > 2. Para verificar esto, usamos el mismo argumento de arriba que
se uso para probar que I' no contiene ciclos. De esta manera I' no contiene propiamente una
copia del grafo Rg. Por inspecciéon concluimos que en este caso ' corresponde con el tltimo
grafo en la Figura 4.8. En el caso 3, I' contiene propiamente como subgrafo a O, para algun
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¢ > 5. Nuevamente, r(I") > 2 lo cual es una contradicciéon. Finalmente para el caso 4, I contiene
propiamente como subgrafo a Os, véase la Figura 4.9. Por consiguiente, v(I") > 2 lo cual no
puede ser. O

4.4. Direcciones A-renormalizables

Como hemos mencionado anteriormente, P. Hooper en [Hool5] toma como dato de entrada un
grafo bipartito (ribbon graph) y construye una superficie de traslacion, véase la Seccion 3.4 en
[1b7d|. Algunos de los resultados principales de P. Hooper en [[b7d.| conciernen a la dindmica del
flujo de lineas en una direccion renormalizable sobre la superficie de traslaciéon. A diferencia de
P. Hooper, nosotros tomamos como datos de entrada dos multicurvas que llenan la superficie,
A > 2y una funcion A-armoénica y obtenemos una superficie plana M que en general no es de
traslaciéon. Sin embargo, el doble cubriente orientado de M, M, si es una superficie de traslacion
y las descomposiciones en cilindros horizontal y vertical de M, cuyos cilindros tienen médulo %,

inducen descomposiciones en cilindros horizontal y vertical de ’l\/vl/,lespectivamente, con cilindros
todos de médulo ]X De esta manera la superficie de traslacion M se puede obtener por medio
de la construccion de P. Hooper y podemos aplicar sus resultados sobre el flujo de lineas a la
superficie M. En la Seccién 4.5 establecemos resultados sobre el flujo de lineas validos para M

que se heredan a la superficie plana M. Esto permite obtener el Teorema 4.1.1.

Definicién 4.4.1 (Direcciones A-renormalizables). Sean A > 2 y Gy < PSL(2,R) el grupo
generado por las matrices p(Tx) y p(Tg) donde p es la representacion como en el Teorema 4.3.8.
El grupo Gy actiia sobre la linea real proyectiva RP' de forma lineal. Decimos que una direccion
0 € S' es A-renormalizable si su proyectivizacion en RP' est4 en el conjunto limite de Gy y no
es la proyectivizaciéon de una direccién propia de cualquier elemento conjugado en Gy de

) () (D)),

Supongamos que la superficie M como en el Teorema 4.3.8 es de traslacion y sea F§ el flujo
de lineas sobre M en la direcciéon A-renormalizable 6.

Teorema 4.4.2 (Teorema 6.2 en [Hool5]). El flujo de lineas F§ no tiene coneziones silla.

Teorema 4.4.3 (Teorema 6.4 en [Hool5]). El flujo de lineas F§ es conservativo, es decir, dado
A C M con medida (de Lebesgue) positiva y cualquier T> 0, para casi todo x € M eziste t > T
tal que F§(x) € A.

4.5. Prueba del Teorema 4.1.1

Sean S una superficie de tipo infinito con una ponchadura p € Ends(S), « y  dos multicurvas
cuya unién llena S que satisfacen las hipotesis del Teorema 4.1.1, A > 2 y h una funcién A-
armonica del operador de adyacencia asociado al grafo de adyacencia G(«, 3). Por el Teorema
4.3.8, existe una estructura plana T sobre S tal que los giros de Dehn Ty y T son automorfismo
R-afines sobre M := (S, 1). Ademas, M tiene dos descomposiciones en cilindros una horizontal
‘H y otra vertical V tales que las curvas en o y 3 son las curvas centrales de los cilindros en H
y V, respectivamente. Consideremos la representacion fiel p : (Ty, Tg) — PSL(2,R) dado por:

1T A 1 0
Taﬂ(o ]>, TB_><_7\ ]>.
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Sea f € Mod (S;p) en el semigrupo positivo generado por Ty y T[;] dado por una palabra en
donde cada generador aparece. Entonces p(f) es una matriz positiva hiperbolica con direcciones
propias 0 y 0’ asociados a los valores propios 1 > 1y =" de p(f), respectivamente. Notemos
que la normalizacién de estas direcciones propias son direcciones A-renormalizables las cuales las
denotamos también por 0 y 0’ véase la Definicién 4.4.1. Entonces 0 y 0’ definen dos foliaciones
singulares medibles transversas (Fg, ) ¥ (Fg/, Us) inestable y estable, respectivamente, tales
que f- (Fg'y ) = (Fghon) y T (F§, 1s) = (.7-"5,T]*1 ws). Por brevedad escribimos F* y F*“ para
referirnos a estas foliaciones, véase [FM12]| para saber detalles acerca de como se definen las
medidas transversas W, y s, aunque para la discusién que sigue no es esencial.

Recordemos que todo vértice del grafo dual (cUR)* es una singularidad conica de la superficie
plana M de angulo k7t para algin k € Z-. Denotamos con C al conjunto de todos los vértices
del grafo dual («U 3)*. Para cada q € C y F € {F*, F7°} denotamos por Sep,(F) al conjunto de
hojas de la foliacion F con origen en (, a tales hojas les llamamos separatrices con origen en (.
Notemos que si el angulo total de q € C es km entonces [Sep, (F")| = [Sep,(F*)| = k. También,
dado A CCy F € {FY F*}, Q(A, F) C M denota la unién de todas las separatrices de F con
origen en un punto de A, es decir, Q(A, F) := quA, 1€Sep, (F) L.

La siguiente proposicién es esencial para la demostracién del Teorema 4.1.1.

Proposicion 4.5.1. Sea q € C. Entonces toda separatriz en Sep,(F°) U Sep,(F") es densa en
M.

Demostracion. Primero consideramos el caso cuando M es una superficie de traslacion. Al final
consideramos el caso cuando M no es una superficie de traslacién.

Mostremos que cualquier separatriz en Sep,(F") es densa. La misma afirmacion es cierta
para las separatrices en Sep,(F®) cuya demostraciéon es analoga. La prueba se sigue de dos
afirmaciones:

Afirmacion 1. La unidn de todas las separatrices de F*, Q = Q(C, F"), es densa en S.

Para probar esto, usamos fuertemente el trabajo de P. Hooper [Hool5| y que la superficie M
es de traslacion. Supongamos que existe un conjunto U abierto no vacio en M \ Q¢. Notemos
que U es F'-invariante. Luego, dado que la direcciéon 0 es una direccion A-renormalizable, por el
Teorema 4.4.2, el flujo de lineas F* no tiene conexiones silla. Asi, el conjunto U no puede ser un
cilindro y por lo tanto U contiene una banda infinita, i.e. un conjunto que (salvo una rotacién)
es isomeétrico a (a,b) x R para algin a < b. Pero esto es imposible pues, por el Teorema 4.4.3
(Teorema 6.4 in [Hool5]), el flujo de lineas F*“ es conservativo. Aqui termina la prueba de la
Afirmacion 1.

De aqui en adelante, si y es una separatriz de F* con origen en ¢ € C, denotamos por y(x),
con x > 0, a la parametrizacion de y para la cual limy_,oy(x) = qy [Y/(x)] = 1.

Sea C un cilindro horizontal o vertical en M y & € C N 9C. Denotamos por VEC (respecti-
vamente, Yf{,c) a la dnica separatriz de F* (respectivamente, F°) con origen en & para la cual
y}ic(t) € C para todo t en una vecindad pequena de 0. Si H € H es un cilindro horizontal, sean
CP(H) y C*(H) el conjunto de todos los puntos en CNOH que estén en el borde inferior y superior?
del cilindro H, respectivamente; similarmente, para un cilindro vertical V € V denotamos con
Cé(V) y C™(V) al conjunto de todos los puntos en C N 0V contenidos en el borde izquierdo y
derecho de V, respectivamente.

Sean He H y V €V tales que HNV # (). En este caso, HN'V es un rectangulo en M cuyas
esquinas denotamos por q°, q*,p®, pt como se muestra en la Figura 4.10.

“Dotamos a M con la orientacién inducida por la orientaciéon estandar del plano Euclidiano para que tenga
sentido hablar de componentes de frontera izquierda-derecha y superior-inferior de un cilindro.
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Figura 4.10: Rectangulo HN V.

Afirmacién 2. Para cada & € {q',p° p'}, la separatriz y‘ng estd contenida en w(ygb)H), el

. . .05
conjunto w-limite® de Y;Lb,H'

Para probar esta afirmacion, observemos que las coordenadas de p(f) son todas positivas. En
particular, p(f) envia el cuadrante Rizo,yzo en sf mismo. Sin perdida de generalidad, supongamos
que el espacio propio inestable de p(f) estd contenido en Rizo,yZOURiSO,ySO' Entonces el espacio
propio estable de p(f) esta contenido en Rizo,ygo U Rigo,yzo Asi, ’Y:b,H intersecta a VE,H7 mas

ain, (ng)H ﬂyz‘H) N(HUYV) # ), véase la Figura 4.10. Al tomar la evaluaciéon de todos

estos puntos en potencias positivas sucesivas de f obtenemos que & € w(y‘q*b H), y por lo tanto,
y}iH - w(y‘q*b 1)- Esto termina la prueba de la Afirmacion 2.

Como consecuencia inmediata de la Afirmacion 2 tenemos lo siguiente: para cualesquiera
HeHy VeV se satisface:

(i) para cada & € C°(H) UCY(H), la separatriz Y estd contenida en w(ygbyH), y
(ii) para cada & € C¢(V) UC™(V), la separatriz YEL,V estd contenida en w(y;‘b’v) = w(y;‘b’H).

Ahora estamos en condiciones de probar la Proposicion 4.5.1 para el caso cuando M es una
superficie de traslacién. Sea q € C y H € H un cilindro horizontal tal que q € C®(H). Denotemos
con oy € « la curva central del cilindro H y sea Lk(oyy) el link (enlace) de oy en el grafo
de configuracion G(a, ). Por los hechos (i) y (ii) arriba, para cada cilindro vertical V' con
V' 'NH # 0 y para todo & € C¢(V') UCY(V’), la separatriz Yiy esta contenida en w(ygb’H).
Notemos que la curva central de V' est4 contenida en Lk(a). Usando la conexidad del grafo
de configuracion G(«, ) v aplicando repetidamente los hechos (i) y (ii) obtenemos que toda
separatriz de la foliacién F*™ estd contenida en w(ygb)H), es decir, Q(C, FY“) C w(qu*b’H). Por
la Afirmacion 1 se concluye el resultado de la Proposicion 4.5.1 cuando M es una superficie de

(2o 1) = N PPV )
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traslacion. Aqui termina la prueba de la Proposicion 4.5.1 en el caso cuando M es una superficie
de traslacion.

Supongamos ahora que M no es una superficie de traslacion. Sea d : M — M la cubierta
doble orientada de M. Veamos que la superficie de traslacion M admite dos descomposiciones
en cilindros una horizontal y otra vertical tal que el médulo de todo cilindro en estas descom-
posiciones es %

Notemos que para cada cilindro horizontal H € H en la descomposicién por cilindros hori-
zontales de M, d~'(H) esta formado por dos copias isométricas de H. Ademas, estos cilindros
son maximales en M. El tinico caso en que d~"(H) es un solo cilindro en M es precisamente
cuando una singularidad cénica de angulo 7t estd en OH. Es un hecho general que si p € C es una
singularidad conica de angulo n7r, entonces d~' (p) esta formada por dos singularidades conicas
de angulo N7t si n es par, mientras que si n es impar, d~' (p) solo consta de una singularidad co-
nica de angulo 2n7. Notemos que los puntos en CNOH que son singularidades cénicas de angulo
7 en la superficie plana M provienen de ponchaduras (fines planos aislados) de la superficie S.
Por lo tanto, d~'(H) no puede ser un cilindro en M. La misma afirmacion es cierta para cual—
quler cilindro vertical en V y la prueba es analoga. De lo anterior concluimos que # H=d" T(H)

V = d~ (V) definen descomposiciones horizontales y verticales maximales de M con curvas
centrales x=d ' («)yB:=d" (B), respectivamente.

Ahora, dado que los cilindros en HUY tienen el mismo médulo que los cilindros en HUV, los
giros de Dehn alrededor de las multicurvas « y 3, Tz v Tz, respectivamente, son automorfismos

afines de M. Ademas, la derivada de Ty coincide con la derivada de Ty y la derivada de TE

coincide con la derivada de Tg. Asi, el levantamiento de f a /7\71, 1?, es un automorfismo afin sobre
M en el semigrupo positivo generado por Ty y Tf 1. Ademaés la derivada de f es igual a la matriz

( ) € PSL(2, ]R) Por con51gu1ente los vectores proplos de la derivada de f definen dos foliaciones
f-invariantes Fu v Fs medibles transversas en M tales que Fu =g (]-'u) v J’:S =d 1 (F3).

Sea q € C y tomemos y € Sep(F") con origen en q. Como Fu = 47 (F¥), existe ¥ C
d~"(y) separatriz de F* con origen en un punto q € d~'(q) tal que d(y) = v. Dado que M
es una superficie de traslacion, ¥ es densa en M. Por consiguiente, v es densa en M pues d es
sobreyectiva. Aqui termina la prueba de la Proposicion 4.5.1. (]

Continuamos con la prueba del Teorema 4.1.1. Tomemos una estructura hiperbolica de primer
tipo sobre S, véase la Nota 1.2.12. Denotemos con 7t : D — S al cubriente universal de S.

Consideremos el grafo de rayos completo R(S;p) de S. Notemos que en este caso, la poncha-
dura p representa una cispide de S. Indexamos el conjunto de separatrices de F* con origen en
la ctispide p de S por Sep, (F*) :={yi}[%;. En lo que sigue, a cada yi € Sep(F") le asociaremos
una tnica geodésica 8; en S y mostraremos que el conjunto {0;}{"; define un clique de rayos
que llenan ( high-filling rays) la superficie S. Para los elementos en Sep(F*) los argumentos son
anéalogos. Las ideas usadas estan inspiradas en el trabajo de P. Levitt en [Lev83|.

Escojamos p € 0D un levantamiento de la caspide p, y tomemos Y C D un levantamiento de
Y € Sep(F") que tiene a p como uno de sus puntos finales.

Notemos que p es una cispide en S acotada por una regiéon cuya frontera es un poligono
con 2m lados los cuales son arcos de curvas en o U 3. En consecuencia, existe 1 € o« U 3 tal
que v intersecta transversalmente a 1. Notemos que la foliacién F* es transversal a toda curva
en o U B. Salvo una isotopia acotada® podemos asumir que 1 es una geodésica cerrada simple
en S. Como vy es densa en S, véase la Proposicion 4.5.1, v intersecta transversalmente a 1 un

5Una isotopia H: S x I — S es acotada si existe D > 0 tal que para todo t € I, supsesid(s, H(s, 1))} < D,
donde d es la métrica hiperbdlica sobre S.
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namero infinito de veces. Por lo tanto, ¥ intersecta un ntmero infinito de levantamientos de 7.
Afirmamos lo siguiente:

Afirmacion 3. ¥ intersecta a cualquier componente conexa de 7w (1) a lo més una vez.

Sea 1 una componente conexa de 7t ' (1)) y supongamos que (*) no sucede. Entonces existe un
disco D encajado en DD cuya frontera 0D estd acotada por dos arcos transversales, uno contenido
en Y y el otro contenido en 1. Como el conjunto C es discreto y cerrado en S, (recordar que
C es el conjunto de vértices de los cuadrilateros que dan origen a la estructura plana sobre S),
tenemos que 71 ' (C) N D es finito, donde 7w 1(C) es el conjunto de singularidades de la foliacion
Fu=q" (F*) sobre ID. Asi, existe una hoja de la foliacion F* tangente al arco de D contenido
en 7. Esto contradice que la foliacion F* es transversal a la curva n. Aqui termina la prueba de
la Afirmacién 3.

Por la Afirmaciéon 3, existe una sucesion infinita de dominios acotados por geodésicas en
7 '(n) que estan anidados en DUOD, véase la Figura 4.11. Puesto que el grupo fundamental de S
es un grupo Fuchsiano de primer tipo, los puntos finales de 71! (1) son densos en la circunferencia
unitaria 0. Por lo tanto, existe un punto en q := q(y) € 0D que es punto final de .

Figura 4.11: Vecindades anidadas del punto q cuya frontera estd acotada por geodésicas en
—1
' (m).

Como v no es un lazo en S, pues la foliacion F* no tiene conexiones de silla, tenemos que
q #p. Sea b la unica geodésica en D con puntos finales p y q, y definamos 6 := 7(3).

Demostremos que la geodésica & es simple. Supongamos lo contrario. Entonces existen dos
geodésicas conexas de w71 (8) que se intersectan transversalmente en ID. Esto implica que existen
dos componentes conexas de 7t (y) que se intersectan, lo cual es imposible, pues v es simple en
S.

Ahora demostramos que la geodésica & es un rayo largo en S. Como 7y no es un lazo en S,
entonces & no es un lazo. Por otro lado, sabemos que y intersecta un ntimero infinito de veces a
una curva en «U 3. Por la afirmacion (*) arriba, tenemos que lo mismo es cierto para 6. Puesto
que todo rayo corto es propio en S, 8 no puede ser un rayo corto.

Para cada i € {1,2,...,m}, denotemos con q; al punto final del levantamiento de y; €
Sepp(}'u) con punto final en p, y sea &; := m(d;), donde ; es la unica geodésica en D cuyos
punto finales son p y ¢i. Hemos mostrado arriba que cada 8; es un rayo largo en S. Dado que
las separatrices en Sep, (F™) no son isotopicas entre si, se infiere que &; # §; para todo i # .

Definamos A := {8} ;. Notemos que f(A) = A pues f permuta los elementos de Sep, (F*").
Veamos que el conjunto A es un clique de rayos que llenan la superficie S, es decir, es un punto
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en la frontera de Gromov de R(S;p). Consideremos v un rayo (o lazo) geodésico simple en S
con origen en p tal que v € A. Como todo elemento en A es un rayo largo en S, basta probar
que v intersecta a algin elemento de A. Nuevamente, fijemos p € 77 ' (p) y tomemos ¥ el tGnico
levantamiento de v con punto final p. Declaremos que q es el otro punto final de v.

Para el resto de la prueba véase la Figura 4.12. Sea D C D U 0D un disco cuya frontera esta
formada por pUy Uy, UA, donde A es un arco cerrado en 9D que contiene a q, y Y1 ¥ Yr son
los levantamientos de vy, y vr, respectivamente, distintos tal que D no contiene en su interior
ninguna componente de 7 (Sepp(F*)) con punto final p. Sean qi y g los puntos finales yy y
Yr en A, respectivamente. Luego, como p es una singularidad de la foliacion F* existe un arco
simple £ C D con un punto final en y; y el otro en y, que es transversal a la foliacion 7w (F¥)
excepto en un punto & en el interior de £ en donde la foliacién es tangente. Mas atn, podemos
asumir que la componente conexa D’ de D \ L que contiene a p en su frontera no contiene
puntos singulares de la foliacion 7' (FY), pues la singularidad p de F* no es acumulada por
otras singularidades de la foliacién. El punto & divide a X en dos segmentos X y Xg. Por otro
lado q divide al segmento A en dos segmentos Ap y Ag.

Figura 4.12

Dado que y € Sepp(F") es denso en S, 7' (y) es denso en . En particular, ' (y) N Z es
denso en I pues 7t '(FY) es transversal a £~ & y D’ no contiene puntos singulares de 7t (F4).
Podemos tomar una hoja ¥’ de 7 '(y) que intersecta a £i en un punto &/. Sin perdida de
generalidad, supongamos que uno de sus puntos finales q{ estd en Ar. Dado que D’ C D no
contiene singularidades de la foliacion 7t (F¥), ' N ={§/, &/} con &/ € Zi.

Nuevamente, como 70 '(y) N L es transversal y densa en I, existe una hoja y” de ¥ que
intersecta g transversalmente en un punto & € I entre &/ y Xg Ny,. Méas atn, podemos
asumir que un punto final de y” esta contenido en Ay suficientemente cerca de q;. Esto se puede
hacer asi pues 7' (C) (el conjunto de singularidades de la foliacion 7' (F%*)) es un subconjunto
discreto y cerrado de D y por la forma en que el punto final de vy, fue localizado por medio
de vecindades. Por lo tanto, el otro punto final de ¥” esta entre q; y q{. De esta manera, la
geodésica en D que conecta los puntos finales de y” intersecta a U transversalmente. Asi, vy y
se intersectan transversalmente y por lo tanto v intersecta transversalmente a un elemento del
conjunto A. Esto termina la demostracién del Teorema 4.1.1. O
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Nota 4.5.2. Observamos que para probar que el conjunto A = {8;}*; es un clique de rayos que
llenan S basta la densidad de las separatrices de las foliaciones F* y F* en una vecindad de S
que contlene a p.

Tomando en cuenta la nota anterior, recuperamos el Lema 7.1.2 en [BW18b], véase también
el Teorema 8.3.1 en Ibid.

Corolario 4.5.3 (Lema 7.1.2 en |BW18b|). Sea S’ C S una subsuperficie de tipo finito que
contiene a p con complejidad k(S') > 1, h' € Mod (S’) un elemento pseudo-Anosov que fija p
para el cual p es una singularidad de dngulo k de las foliaciones estable e inestable asociadas a
h'. Sea h € Mod (S,p) la extension de h' como la identidad en S\.S’. Entonces h € Mod (S;p)
es un elemento loxodromico de peso k. Mds ain, los conjuntos de separatrices basadas en p de
las foliaciones invariantes por h' definen (después de estirar como en la prueba del Teorema
4.1.1) los cliques de rayos high-filling fijados por h'.

Demostracion del Corolario 4.1.5. Sean « (curvas azules) y B (curvas rojas) las multicurvas que
llenan el monstruo del lago Ness S con punto marcado p como en la Figura 4.13. Escribamos
B = B’'U{ailienU{bilien. Para cada n € N definamos B := B'U{ai}i>nU{bi}i>n. Por el Teorema
4.1.1, paracadan € N, f,, := T(XoT[;n] € Mod (S;p) tiene accion loxodréomica en el grafo de lazos
L(S;p) y por lo tanto en la componente principal de R(S;p) pues esta ultima es cuasi-isométrica
a L(S). Notemos que fn converge a f:= Ty o TB_ ) enla topologia compacto-abierta. Es claro que
f fija puntualmente los rayos cortos 1 y 1’ con origen en p. Por lo tanto f tiene accion eliptica
en la componente principal del grafo R(S;p) y por consiguiente en L(S;p).

Figura 4.13

4.6. Prueba del Teorema 4.1.2

Inspirados en la construccion de J. Bavard y A. Walker de una superficie a partir de un grafo,
desarrollamos la forma normal de una superficie de tipo infinito. Esta forma normal es una
descripcién visual especifica de una superficie de tipo infinito la cual nos permite construir
explicitamente el par de multicurvas del Teorema 4.1.2.

Denotamos con T2N al drbol binario enraizado infinito con raiz ), esto es, el arbol cuyo
conjunto de vértices es numerable de cardinalidad infinita y tal que todo vértice de T2V tiene
grado tres, con excepcion del vértice rafz () quien tiene grado dos. Llamamos d a la métrica
combinatoria sobre T2V,

El espacio de fines de T2, Ends(T2Y), es homeomorfo al conjunto de Cantor 2V y se puede
ver como el conjunto de todos los rayos geodésicos infinitos en T2V con vértice inicial (), véase
la Figura 4.14. Para cada x € 2% = [];.{0,1}, sea v(x) := (0, a1, ay,...) € Ends(T2") el rayo
geodésico asociado a x. Entonces 1: 2N — Ends(T2Y) es un homeomorfismo.
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Figura 4.14: Encaje de T2V en HZ.

Definicién 4.6.1. Sea F un subconjunto de 2. Definimos el drbol inducido por F por Ty :=
User T(x) C T2V,

Observemos que el espacio de fines de Tr coincide con F.
Sean v y v* dos vértices distintos en T2N. Si v estd contenido en la geodésica que conecta a
v* con (), entonces decimos que v* es un descendiente de v.

Definicién 4.6.2 (Arbol simple). Un subérbol enraizado de T2V sin hojas es simple si para todo
vértice v con grado dos, diferente del vértice raiz, se tiene que todos los vértices descendientes
de v también tiene grado dos.

Cirugia. Sea R un subarbol de T2V, y L € R® un subconjunto no vacio de vértices de R. A
partir de Ry L definimos Gg 1 como el grafo obtenido de R por medio de reemplazar cada vértice
en L por un tridngulo, véase Figura 4.15. De forma mas precisa, definimos O(L) := {(v,vx) €
R': v e L,v* es un descendiente de v}, y denotemos por R’ al arbol obtenido de R por medio de
subdivision baricéntrica sobre las aristas de R contenida en O(L). Tomemos v € L.

1) Si deg(v) = 3, llamamos v’ y v"/ a los dos descendientes de v adyacentes a v en R'.

2) Si deg(v) = 2, denotamos por v’ al unico descendiente de v en R’| y tomamos un nuevo
vértice v/ que no esta en V(R).

Definimos y denotamos por G := Gg al grafo cuyo conjunto de vértices es V(G) := V(R") U
(UveL,deg(v):z{V“}), y conjunto de aristas E(G) = E(R') L (Uyer {(v,v"), (v, v")}).

Definiciéon 4.6.3 (Grafo T(S)). Sea S una superficie de tipo topologico infinito con género
g € NU{0,00} y Ends(S) O Endss(S) su espacio de fines y espacio de fines acumulados por
género. Tomemos un encaje f : Ends(S) — 2. Por el Lema 4.6.5, cuya demostracién posponemos
por el momento, asumimos que el subarbol Tggnqs(s)) de T2 inducido por f(Ends(S)) es simple.
Definimos el grafo T(S) de acuerdo a los siguientes criterios:

= Si g(S) = 0 definimos T(S) = Tg(enas(s))-

= Si g(S) = oo entonces T(S) = Gy con T := Tggnass)) v L el conjunto de vértices de
Tt(Endsoo(9))-

= Si g(S) € N entonces T(S) = Gt donde T := Tggnas(s)) ¥ L es el conjunto de vértices de
un segmento geodésico en T de longitud g(S) — 1 enraizado en ().
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Figura 4.15: Cirugfa en los vértices.

La realizacion geométrica de T(S) se encaja en el plano {(x,0,z) € H? : z > 0} como en
la Figura 4.14. Abusando de la notacion, denotamos nuevamente con T(S) a este encaje. Mas
atn, existe una vecindad regular N = N¢(T(S)) € H? de T(S) de radio € > 0 (suficientemente
pequena) tal que S es homeomorfa a S’ := ON.. Observar que T(S) es retracto por deformacién
fuerte de S’. Identificamos S con S’ y decimos que S esta en forma normal y que T(S) es el grafo
subyacente que induce a S.

Nota 4.6.4. En [BW18b|, A. Walker and J. Bavard definen el rooted core tree T del cual ellos
construyen una superficie S(T) homeomorfa a la superficie dada S, véase Lemma 2.3.1 y seccion
2.3 en [Ibid]. En nuestra construccion, Tegnqs(s)) es un “rooted core tree” al declarar que un
vértice de Tgngs(s) estd marcado si es un vértice de Tegngs. (s))- La principal diferencia con el
trabajo de Bavard y Walker es que la forma normal que proponemos proviene de un arbol simple.
Esta propiedad es fuertemente usada en la demostracion del Teorema 4.1.2.

Dado F un subgrafo de T(S), denotamos con S(F) := 0N (F) a la subsuperficie de S inducida
por F, donde N¢(F) € H3 es la vecindad regular de F de radio € > 0. En particular tenemos que
S(T(S)) =S.

Lema 4.6.5. Sea F' un subconjunto cerrado no vacio del conjunto de Cantor 2N. Entonces existe
F C 2N homeomorfo a F tal que Tr, el subdrbol inducido por F, es simple.

Recordemos que el lema anterior garantiza que en la construccién de la forma normal de S
se pueda asumir que el arbol Tggngs(s)) sea simple.

Demostracion. Consideremos el homeomorfismo t : 2V — Ends(T2N) como arriba. Sea x €
FFC2V yvorx):= {1 >0 el rayo geodésico en T/ con vértice inicial () asociado a x. Hacemos
Ay :={al > 0: el vértice T¢* tiene grado tres en Tps o0 es igual a PIN_ paraalgan N := N(x) €
N U {co}. Ahora definamos ¢ : F/ — 2N como sigue: para cada x € F/, ¢(x) € 2V esta definida
por

x(a') sim < N(x)
si m > N(x).

La aplicacién ¢ es inyectiva. En efecto, supongamos que x y y son elementos distintos en

F'. Entonces n := max{m : r* = rS‘} < 00. Asi, tenemos que x(n) # y(n). Como los vértices
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oy TL‘“ son diferentes, el vertice vy = 1y tiene dos ramificaciones en Tr/. Por consiguiente

n=ay* = ay para algin m > 0 y ¢(x)(m) =x(n) # y(n) = ¢(y)(m).

Mostremos que ¢ es continua. Supongamos que ¢(x) € Us con s € 2™, donde 2™ denota el
espacio de todas las funciones de {0, 1, 2,...,n} sobre {0, 1}, y Us es una vecindad abierta de s en
2N ie., el conjunto de todas las funciones en 2V tal que su restriccion a {0,1,2,...,n} coincide
con s. Sea t igual a la restriccion de x a {0,1,2,...,a)}, donde m =nsin < N(x) o m = N(x)
en otro caso. La continuidad de ¢ sigue de notar que x esta en Uy NF y d(Ug NF) C Us.

Como F' es compacto, ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen. Por lo tanto F := ¢(F) es
homeomorfo a F.

Mostremos que el arbol Ty inducido por F es simple. Sea v un vértice de Tr. Entonces v = ﬂ‘;[x)
para algin x € F' y algan n € N. Si n < N(x), entonces v tiene grado tres. En caso contrario, v
tiene grado dos. Esto prueba nuestra afirmacion. U

Demostracion del Teorema 4.1.2. Dividimos la prueba en dos partes. En la primera parte pro-
bamos la existencia de un par de multicurvas cuya unién llena S y que satisfacen los incisos (1)
y (2) del teorema. En la segunda parte, usamos la primera parte de la demostracion para dar
explicitamente un par de multicurvas que satisfacen todos los incisos del Teorema.

Primera parte: Sea S una superficie de tipo topologico infinito en su forma normal y T(S) la
grafica subyacente que induce a S.

La idea de la prueba es construir dos colecciones disjuntas de curvas disjuntas a pares A
(curvas azules) y B (curvas rojas) tal que después de olvidar las curvas no-esenciales en A y B,
obtenemos el par de multicurvas o and 3, respectivamente. Al final probamos que en efecto,
este par de multicurvas satisfacen los incisos 1 y 2 del Teorema 4.1.2.

Definamos la grafica Ty (S) como el subgrafo completo de T(S) generado por todos los vértices
contenidos en un tridngulo de T(S). Notemos que T4(S) es conexo.

Sea Té(S) el grafo que se obtiene de la unién de T4(S) con todas las aristas en T(S) adyacentes
a Tg(S). Como T4(S) es conexo, el grafo Té(S) también es conexo. Consideremos A un triangulo
en Ty(S) y sea A’ la union disjunta de A con todas las aristas en Té(S) adyacentes a A. Tenemos
que A’ es una de las siguientes posibilidades: (1) la union disjunta de A con exactamente tres
aristas adyacentes a él, o (2) la union disjunta de A con exactamente dos aristas adyacentes a
él. En cada caso escogemos las curvas azules y rojas como en la Figura 4.16 (Izquierda).

Figura 4.16: Curvas azules y rojas asociadas a la vecindad A’ del tridngulo A.

Para cada arista e en Té (S) que conecta dos tridngulos en Té (S), escogemos la curva azul
como en la Figura 4.17.

Identificamos dos casos:
Caso (1) Ends(S) = Ends(S). En este caso Ty4(S) = Té(S) = T(S). Entonces todas las curvas
en A U B son esenciales y termina la construccién de las colecciones de curvas A and B.
Caso (2) Ends(S) # Endss(S). En este caso identificamos dos subcasos adicionales: (i) S tiene

a lo més un fin plano aislado, y (ii) S tiene mas de dos fines planos aislados.
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Figura 4.17: Curva azul asociada a la arista que conecta dos tridngulos.

S tiene a lo mds un fin plano aislado. Sea F una componente conexa de T(S) — Té(S).
Tenemos que F es un arbol no vacio con un ntimero infinito de vértices. Sea v el Unico
vértice en F que es adyacente a una arista e(vg) en Tg’ (S). Si vr tiene grado uno en F, entonces
todo vértice de F distinto de v tiene grado dos, pues Tggnqs(s)) €s un drbol simple, véase
la Definicion 4.6.2. En este caso, tenemos que la subsuperficie S(F) C S inducida por F es
homeomorfa al disco ponchado. Entonces la curva en S asociada a la arista e(vg) no es

esencial.

Si vr tiene grado dos en F, coloreamos de color azul todas las aristas en un nivel impar de
F, y de color rojo todas las aristas en un nivel par de F, véase la Figura 4.18 (Izquierda).
Sean e y e’ dos aristas en F ambas en el mismo nivel que comparten un vértice comun v.
Supongamos que todos los vértices de e U e’ diferentes de v tienen grado tres. Si e y e’
estan coloreados de azul (red color), escogemos la curva roja (curva azul) en S como en la
Figura 4.18 (Derecha).

o

Figura 4.18: (Izquierda) Las aristas de F coloreadas de color azul y rojo. (Derecha) La curva en
S correspondiente al par de aristas e y €’ coloreadas de azul.

(i)

Para cada arista e(vr), escogemos la curva azul en S como en la Figura 4.19 (Izquierda).
Finalmente, para cada arista e de F, tomamos la curva en S coloreada con el mismo color
de la arista e como es mostrada en la Figura 4.19 (Derecha). Aqui finaliza la construccion
de A and B en este caso.

S tiene mds de un fin plano aislado. Sea R el subgrafo completo de T(S) generado por el
conjunto de vértices dado por la union disjunta de el vértice () y el conjunto de todos los
vértices de grado tres en T(S). Definimos Té/ (S) como el grafo completo de T(S) generado
por todos los vértices en T(S) a distancia a lo mas uno de R. Notemos que Tg”(S) €S COnexo
y contiene a Ty(S), pues Tygnas(s)) es simple. También, TJ'(S) tiene al menos dos hojas,
i.e., vértices de grado uno, pues Ends(S) tiene al menos dos fines planos aislados. Sean
vi1 v v2 dos hojas en Té’(S) a distancia 3 en Tg”(S). Entonces existe una tnica arista e
en Té’ (S) cuyos vértices adyacentes estdn a distancia uno de v; o v,. Asi, tenemos que
e esta contenida en una componente conexa de T(S) ~ Tg’(S), ya que e no es una arista
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Figura 4.19: (Izquierda) Curva azul asociada a la arista e(vr) que conecta F con T¢(S). (Derecha)
Curva azul (curva roja) asociada a la arista e of F.

contenida en un triangulo de T(S). Si e esta coloreada de color rojo (color azul), escogemos
la curva azul (curva roja) en S como en la Figura 4.20. Aqui finaliza la construccion de las
colecciones de curvas A and B.

e
p—
Figura 4.20: La curva azul correspondiente a la arista roja e.

Definimos « y 3 como el conjunto de curvas esenciales en A y B, respectivamente. Por
construccion tenemos que « y 3 son multicurvas en posicion minima. Ademés, o« U 3 llena S.
Ademads, estas multicurvas satisfacen el inciso 1 del Teorema 4.1.2, pues, toda curvan € U 3
intersecta a lo mas tres curvas en U B v, i([a],[b]) =Janb| < 2 para todaa € xy b € B.

Por otro lado, toda componente conexa de S~ « ( y S~ 3, respectivamente) es una superficie
de tipo finito. Asi, toda componente conexa de S~ (U ) es un poligono finito, méas ain, tienen
a los mas seis lados. Aqui termina la primera parte de la prueba.

Segunda Parte: Consideremos a p € S como un punto marcado. Sea m € N y tomemos
una multicurva finita & en S tal que la componente conexa Q de S \ & que contiene al punto
P es homeomorfa a SB“LZ, i.e., la superficie con género cero y con m + 2 ponchaduras. En Q
escogemos las curvas azules y rojas como es mostrado en la Figura 4.21, y las llamamos o y B/,
respectivamente. Notemos que la componente conexa de Q \ (&’ U B’) que contiene al punto p
es un poligono con 2m lados, i.e., es un 2m-poligono.

La idea es extender las multicurvas o y B’ a multicurvas o and f, respectivamente, de tal
manera que satisfagan todas las propiedades deseadas. Consideramos dos casos: (i) m es par y
(i) m es impar.

(i) m es par. Sin perdida de generalidad supongamos que S\ o tiene dos componentes conexas.
Sea F la componente conexa de S\ & que no contiene el punto p. Entonces la cerradura de F en
S, F, es una superficie de tipo topoldgico infinito con b > 0 componentes de frontera. Ademsés,
FN P’ es una coleccion finita de arcos esenciales en F disjuntos a pares con puntos finales en 9F,
mAs atin, los puntos finales de un arco en FN B/ estdn en una componente conexa comiin de OF.
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Figura 4.21: Las curvas « (azules) y B’ (rojas) en Q que contiene a p como punto marcado.

Denotamos con Of a la coleccion de arcos en FN R/, y declaramos 8¢ como el conjunto de curvas
en 0 contenidas en F.

Afirmacion: Existe un par de multicurvas «f and { que llenan F, satisfacen los incisos (1) y
(2) del Teorema y tales que O N B{ = 0.

Asumiendo la afirmacion anterior tenemos que &« := o' |J(Jof) y B :=B"U(URY) son las
multicurvas que deseamos.

Dividimos la prueba de la afirmacién en dos casos: b =1y b > 1. Para el caso b = 1
identificamos dos subcasos a considerar:

s F es de lipo finilo. En este caso no es dificil construir el par de multicurvas «” y B” como se
desea. Para una construccién explicita siga las siguientes lineas. De lo contrario puede pasar
al siguiente caso. Procedemos por induccion sobre la complejidad de F, k(F) =3g+n—2.

Caso base: Si k(F) = 0 entonces F es homeomorfa a Sé’] yof =B =0.Si«k(F) =1
entonces F es homeomorfa o bien a Sgy] 6 a S?J. En cualquier caso, hacemos B¢ =0 y
escogemos o (curvas azules) como en la Figura 4.22.

Figura 4.22: En ambos casos, Of es el arco esencial en color rojo y «f es la curva esencial en
color azul.

Supongamos que la afirmacién es cierta para k—1 > k(F) > 1, y demostramos la afirmacion
para k(F) = k. Tenemos que [5f| € {1, 2} pues las curvas en Of acotan un pantaléon P en F.
Sea Fi := F~ P y F; su cerradura en F. Dado que k(F) > 1, tenemos que F; # (). Ademas,

OF; es igual a la unién de todas las curvas en O, y O esta contenida en P.

Caso |6¢] = 1. En este caso k(Fy) = k(F) — 1. Escogemos una curva esencial y en F tal que
su interseccién geométrica con la finica curva en Afr es exactamente dos, véase la Figura
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4.23. Sea Of, el arco esencial en Fy Ny. Por hipétesis de induccion sobre Fy, existen ocgl y
[3;] tal que ¢, N [3;] = (). Asi, oc;/ ={ylu [5;/1 y [3; = O U oc;] son las multicurvas en F
que desedbamos.

Figura 4.23: Caso [0f| = 1.

Caso |6F| = 2. Llamemos 61,0, a las dos curvas en 0r.

Supongamos que F; no es conexa. Entonces &1 y &, son curvas separadoras F y F; =
F1,0 U F, donde Fy; son las dos componentes conexas de Fy. Sea i € {1,2}. Entonces
m tiene una componente de frontera. Escogemos una curva esencial y en F tal que su
interseccion geométrica con &1 y 8, es exactamente dos, véase la Figura 4.24 (Izquierda).
Declaramos O, ; como el conjunto de todos los arcos esenciales en H Ny. Tenemos que
k(F1,1) < «(F). Asi, por hipétesis de induccion existen oc;] Ly B;’1 . tal que O, | N B;} L= 0.
Por lo tanto oc;' ={y}U [3;’1’1 U B;}yz y {3; == 0rU oc;/m U 04,1,2 satisfacen la tesis de nuestra
afirmacion.

Ahora supongamos que Fy es conexa. Entonces F; tiene género mayor que cero. Sea y una
curva separadora (no necesariamente esencial) en Fy que acota una subsuperficie W de F
homeomorfa a S} 1 ¥ tal que contiene en su interior a las curvas 67 y d;, véase la Figura
4.24 (Derecha). Tenemos que F\ vy :=WUF,. En W elegimos la curva no separadora y’
tal que i(y/,81) = i(y’,82) = 1. Si ¥ es esencial en Fy, tomamos y” en F; de tal manera
que i(y”,y) = 2. Notemos que k(F2) =3(g —1) + n —2 < «(F). Definamos 0, como el

inico arco esencial contenido en F, N-y”. De nuevo, por hipétesis de induccion, existe un
par de multicurvas oc{c/2 y B;z que llenan F, y tal que B;,Z N0Of, =0, donde B¢, :=F, N .

Por lo tanto oc; ={y,vy}U ocgz y [5;/ ={y"tUdrU [5;/2 satisfacen lo que queriamos.

F es de tipo infinito: Sea f (curvas rojas) y By (curvas azules) el par de multicurvas en F
como en la primera parte de la demostracién. Dado que los arcos en Of esti contenida en
un pantalén contenido en F, estas intersectan solamente una curva en oc; U Bg. Asi, hasta
intercambiar los colores de oc;/ y [3;/ si fuese necesario podemos obtener que B¢ N O = 0.

Ahora, consideremos el caso b > 1. Sea 7y la curva separadora en F que acota una subsuperficie

W homeomorfa a S(])’b. Hacemos F \ v := W U Fy, y definimos Or, como el conjunto de arcos
en Fy contenidos en OF N Fy. Sean 17 y 1> dos curvas en Fy (no necesariamente esenciales) tal
que vY,mM1 y M2 acotan un pantalén P en F;. Si un elemento de Of intersecta esencialmente a
alguna nj;, remplazamos este elemento por un arco con los mismos puntos finales completamente
contenida en P. Después de hacer estos reemplazos, asumimos que 0f no intersecta a 17 Uny,
véase la Figura 4.25. Asi, O C P. Como F; tiene una componente de frontera, por el Caso b = 1
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Figura 4.24: (Izquierda) Fy no es conexa. (Derecha) Fy es conexa.

arriba, existe un par de multicurvas o y B¢, que llenan Fy y tal que O, N B¢, = 0. Finalmente,

definimos ocg ={ytu océ'] v [5; = [5{:’2

Figura 4.25: Caso b > 1.

(i) m es impar. Sin perdida de generalidad supongamos que las curvas en o encierran todas las
ponchaduras de Q excepto una. Entonces afiadimos las curvas o1 y f1 a o’ y B’ respectivamente
como en la Figura 4.26. Finalmente, para cada componente conexa de S\ &’ que no contiene al

punto p aplicamos el caso anterior.

Figura 4.26: Caso m impar.
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Aqui termina la demostracion de la segunda parte y por lo tanto del Teorema 4.1.2. O

Nota 4.6.6. Existe una cantidad no numerable de pares de multicurvas que llenan S como en
el Teorema 4.1.2. Los argumentos son anélogos a los usados en la demostracién del Lema 2.2.8.

4.7. Multicurvas y la construccién de Hooper-Thurston-Veech

En esta seccién estudiamos los pares de multicurvas que llenan una superficie de tipo infinito y
enunciamos el contexto general en donde es valido la construccién de Hooper-Thurston-Veech.

Sean o := {«i}ic1 ¥ B = {Bjljej dos multicurvas cuya unién llena una superficie S de tipo
infinito. Abusando de la notacion, denotamos con « U 3 al conjunto (U121 oq) U <Uj21 Bj) v

con « N B al conjunto <U121 oq) N (Uj21 Bj). Por simplicidad, consideremos las ponchaduras
de S como puntos marcados en la superficie. De esta manera, toda componente complementaria
de xU P en S es un disco o un disco con un punto marcado en su interior.

Recordemos algunas consideraciones usadas en la demostracién del Teorema 4.3.8. Consi-
deramos « U 3 C S como un grafo encajado en S cuyo conjunto de vértices es « N 3 y con
conjunto de aristas la coleccion de arcos en o U 3 \ (« N B). Al grafo o« U 3 le asociamos su
grafo dual denotado por (U B)* C S: para cada componente conexa D de S~ (ax U B), sea
pp € D el punto marcado de D si D es un disco con punto marcado en su interior, en otro
caso, tomamos pp € D un punto en el interior de D. El conjunto de vértices de (& U 3)* es
el conjunto {pp : D es componente conexa de S \ (¢ U 3)}. Luego, por cada arista e del grafo
o U B asignamos la tinica arista e* € E((oc U )*) transversal a e que conecta los vértices de las

componentes conexas de S \ (ax U f3) adyacentes a e (posiblemente la misma), véase la Figura
4.27.

J—

~S

e _"."I"‘

Figura 4.27: El grafo acU 3 esta representado en linea continua (curvas azules y rojas) y el grafo
dual (x U B)* estd representado en linea discontinua negra.

Como ocU 3 llena S, cada punto en ocN 3 estd contenido en un tnico cuadrilatero topolégico
de S~ (xUR)*. Para cada v € aN P sea R, la cerradura en S del cuadrilatero en S~ (acUp)* que
contiene a v en su interior. Definamos el conjunto S¢ C S como la unién de todos los cuadrilateros
topologicos Ry, con v € « N B. En general, S, no es un superficie, pues el grafo dual (U )*
puede contener vértices de grado infinito. Para convencerse de lo anterior considere los ejemplos
de abajo. En lo que sigue, N(xU ) denota a la vecindad regular de o« U 3 en S tal que coincide
con la union disjunta de las vecindades regulares de las curvas en oo U f3.

Ejemplo 4.7.1 (Grafo dual («U B)* es localmente finito). Sean « (curvas azules) y B (curvas
rojas) las multicurvas en el monstruo del lago Ness que se muestran en la Figura 4.28. En este
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caso todo vértice del grafo dual (o« U 3)* tiene grado finito, pues, toda componente conexa de
S~ N(xU ) es un poligono con un numero finito de lados. La Figura 4.29 muestra cémo se
ven localmente los grafos « U y (U B)*. En particular, (o« U 3)* define una descomposicion
celular de S por cuadrilateros topologicos y S, coincide con S.

Figura 4.29: Grafos « U B y («U )* localmente.

Ejemplo 4.7.2 (Grafo dual (¢ U B)* no es localmente finito). Consideremos las multicurvas
o (curvas azules) y  (curvas rojas) en el monstruo del lago Ness S como en la Figura 4.30.
Notemos que el grafo dual (& U (3)* tiene solamente un vértice p el cual tiene grado infinito,
equivalentemente, S\ (o« U 3) es conexo. Sea D := S~ N(a U ). Entonces el interior de D es
homeomorfo un disco y D tiene dos fines. En la Figura 4.31 se muestra la forma de D y parte
del grafo (U B)*. En este caso, S, no es una superficie, pues el punto p € («U 3)* no tiene
una vecindad abierta en S, homeomorfa a un abierto del plano Euclidiano. Sin embargo, S, es
denso en S.

Figura 4.30

Ejemplo 4.7.3 (Componentes conexas de S\ N(xUR) con més de dos fines). Sean oty f el par
de multicurvas mostradas en la Figura 4.32 en la superficie S de tipo infinito con exactamente
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Figura 4.31: El grafo dual (U 3)* estd mostrado en linea discontinua. La vecindad en S, del
punto p € S, no es homeomorfa a un abierto del plano Euclidiano.

cuatro fines todos ellos acumulados por género. Como puede observarse, (U 3)* tiene solo un
veértice p con grado infinito y la correspondiente componente complementaria D de N(axU ) en
S tiene 4 fines. No es complicado generalizar este ejemplo para producir ejemplos en donde D
tenga la cantidad finita de fines que se desee.

Figura 4.32: Pares de multicurvas en la superficie con cuatro fines que son acumulados por género
con una componente conexa D’ de S\ N(x U ) con 4 fines.

La siguiente proposicién sigue directamente.

Proposiciéon 4.7.4. Sean o y 3 un par de multicurvas que llenan una superficie de tipo infinito
S. Entonces el grafo dual (U B)* define una descomposicion celular de S* por cuadrildteros
topoldgicos si y solo si (U B)* es un grafo localmente finito.

Denotamos por S} a la superficie que se obtiene de S, al eliminar todos los vértices de
(U B)* que tienen grado infinito. El siguiente teorema es la version general de la construccion
de Hooper-Thurston-Veech para la superficie S}. La demostracion es analoga a la del Teorema
4.3.8.

Teorema 4.7.5 (Construccion de Hooper-Thurston-Veech). Sea S una superficie de tipo infinito.
Suponga que eziste & :={i}ic1 ¥ B = {Bjljej dos multicurvas cuya unidn llena S, y tales que

(1) el grafo de configuracion G(«, B) tiene grado finito.
Entonces se tiene lo siguiente:
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1. Para todo N > 2 exziste h una funcién A-armdnica de G(x, B) que define una estructura
plana T sobre S§.

2. La superficie plana M := M(«, 3,A, h) := (S}, T) admite una descomposicion en cilindros
una horizontal y otra vertical H = {Hi}ier y V = {Vj}jgj, respectivamente, donde todos
los cilindros tienen mddulo % Las curvas centrales de H y V son las multicurvas oo y f3,
respeclivamente.

3. Los giros de Dehn izquierdos Ty y Tg alrededor de las multicurvas oc y 3, respectivamente,
son automorfismos afines de M y fijan la frontera de los cilindros en H y V, respectiva-
mente.

4. El subgrupo de Mod (S) generado por las clases de isotopia de Ty y Tg es isomorfo a
(Ta, Tp) < AffT(M). Ademds, (T, Tp) es libre de rango 2 y la derivada define una repre-
sentacion fiel p: (T, Tg) — PSL(2,R) dada por:

1 A 1 0
T"‘—><O 1), Tﬁ—><)\ 1).

(#) la frontera de toda componente de S~ N(aU B) es un poligono con un nimero finito de
lados,

Si ademds,

entonces

5. St =S.
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