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Resumen

Estudiamos ideales Z sobre N con la siguiente propiedad: Dado cualquier espacio
métrico completo X, si {X; : [ € Z} es una familia de subespacios nunca densos
de X que cumplen que X4 € Xp cuando A C B, entonces (J, 4 Xa # X. Se dan
caracterizaciones de cuando un ideal cumple tal propiedad. Nos auxiliamos de clasi-
ficar ideales bajo el orden de Tukey pues dicho orden preserva la propiedad deseada.
Al final se discute una propiedad similar pero cubriendo ahora con subconjuntos
compactos en lugar de nunca densos, exhibiendo un ideal con esta propiedad. Cabe
destacar que todo este trabajo esta basado en el articulo de A. Avilés, et. al. ([1]).

Palabras clave: Analitico, Espacio Polaco, Familia casi ajena, Torres, Orden de Tukey.



Abstract

We study ideals on N with the next property: Given any complete metric space
X, if {X;: 1 €T} is a family of nowhere dense subespaces of X such that X, C Xp
whenever A C B, then [J,. 4 X4 # X. We give some characterizations of when such
property is satisfied. We use the Tukey order for classifying ideals since the above
property is preserved by this order. At the end we discusse a similar property but
covering with compact subespaces instead of nowhere dense. We show an ideal with
this new property. This work is based on the article of A. Avilés, et. al.([1]).



1. Introduccion

La notacién usada es totalmente estandar.

Definicién 1.1. Una familia Z de subconjuntos de N es un ideal si cumple lo si-
guiente:

(1) N¢ 7,
(2) siBeZTyAC Bentonces A€y
(3) si Ay B son elementos de Z entonces AU B € 7.

Observe que un ideal Z puede verse como un orden poniendo:
A<B&ACB

para A y B elementos de Z.
Se define cof(Z) como el minimo tamano de una base para Z, es decir una familia
B C T tal que para todo I € Z existe un B € B tal que I C B. Se dice que Z es
numerablemente generado si cof(Z) < w.

Una familia 7 C P(N) es un filtro si F* = {N\ A: A € F} es un ideal y se
define cof (F) = cof (F*).

Dada una sucesion (z,)nen €s un espacio topoldgico X, decimos que es F-convergente
a r € X si para cada vecindad abierta V' de z el conjunto {n € N: z,, € V} es un
elemento de F y se denota como z = lim,, r z,,. Dado un espacio de Banach F una
sucesion (e, )nen s una F-base si para cada x € E existe una tnica sucesién de
escalares (a,)nen tal que
r=1lmX?  ae;. (1)
n,F

Un caso particular es cuando F es el filtro de subconjuntos cofinitos de N y se
dice que (e,)nen es una base de Schauder, en tal caso es sabido que las funciones
eX (x) = a, para x como en (1) son lineales y continuas, pero en el caso general dada
una F-base no se sabe cuando tales funciones e} son continuas; T. Kochanek en [4]
demostrd que si cof(F) < p entonces la respuesta es afirmativa.

Dada una familia A C P(w) se dice que cumple la propiedad de la interseccion
finita fuerte si para todo o € [A]<“ se tiene que () o es infinito; se dice que A tiene
pseudointerseccion si existe B C w tal que para todo A € A se tiene que A\ B es
finito. Se define p como el minimo cardinal k tal que existe familia A C P(w) de
tamano k con la propiedad de la interseccién finita fuerte pero sin pseudointerseccion.

En la prueba de Kochanek un paso clave es que para Z = F* se cumple:

X Dado cualquier espacio métrico completo X y {X,4 : A € Z} cualquier familia
de subconjuntos magros de X que cumple que X4 C Xp siempre que A C B
entonces

{xa:AeT} £ X



Si un ideal Z cumple que cof(Z) < p entonces cumple X pues si tiene una base
B de tamano menor que p entonces (J{X4: A € Z} = J{X4: A € B} que es de
nuevo un subespacio magro por [3|, més atn la implicacién de regreso también es
cierta asumiendo que p = ¢; recuerde que ¢ = [P(N)| = |2V].

Proposiciéon 1.2. Dado 7 ideal sobre N si tiene base de cardinalidad menor que p
entonces cumple X, si p = ¢ entonces la otra implicacion es cierta

Demostracion. Falta probar la implicacién de regreso, suponga entonces que p = ¢
y que Z no tiene base de cardinalidad menor que p, construya entonces una base
{Io, : @ < p} con la propiedad de que para cada v < p, I, no estd en el ideal
generado por {I, : a < v}. Para cada I en Z sea g(I) el minimo ordinal 7 tal que I
esta en el ideal generado por {I, : @ < 7}. Enumere ahora los elementos de R como
{4 : a < p} y defina para cada I € Z el conjunto R; = {z, : o < g(I)}, este es un
conjunto magro (unién de menos que p magros es magro), ademas R4 C Rp cuando
A C By cada z, es elemento de Ry, y asi |J;.;R; = Z y por tanto Z no cumple
X. O

Nosotros trabajaremos con una condicién similar a X, solo cambiaremos conjuntos
magros por nunca densos y a lo largo de este trabajo daremos algunas condiciones
bajo las cuales un ideal no es de Baire y algunas caracterizaciones de cuando un ideal
no es de Baire para ciertas clases de espacios topologicos.

2. Ideales de Baire

Definicién 2.1. Dado 7 ideal sobre N y X un espacio topolégico, decimos que Z es
un ideal de Baire para X si para toda funcién

F: 7T — nwd(X)

C-monétona, se cumple que

H{F():Te1} # X

Si Z cumple dicha propiedad para todo espacio métrico completo decimos solamente
que Z es un ideal de Baire.

Hablaremos también de ordenes de Baire, intercambiando solamente ‘C’ por ‘<’
en donde sea necesario. O incluso podemos pensar que no es estrictamente necesario
que el ideal tenga como conjunto base a N.

Una ligera modificacion de la definicién anterior y con la cual también trabajaremos
es la siguiente:

Definicién 2.2. Dado 7 ideal sobre N y X un espacio métrico completo, decimos
que Z es un ideal de Baire* para X si para toda funcién

F: 7T — nwd(X)
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C-mondtona y tal que para todos A, B elementos de Z si A C* B entonces F(A) C
F(B), se cumple que

{F():Te1} # X

De igual forma si un ideal es de Baire* para todo espacio X métrico completo
solamente diremos que es de Baire*.

Observacién 2.3. Baire implica Baire*

De [3] es claro que si Z tiene base de cardinalidad menor que p entonces es de
Baire (y por tanto también Baire*) pero no es claro cuando la inversa se cumple,
incluso bajo axioma de Martin.

Observaciéon 2.4. Si Z y J son ideales sobre N tales que J es de Baire para X y
existe funcién

g:J -1

mondtona y cofinal entonces también Z es de Baire para X.

Demostracion. Sea F : T — nwd(X ) mondtona, defina
F*: J = nwd(X)

como F*(A) = F(g(A)). Si Ay B son elementos de J tales que A C B entonces por
ser g funcién mondtona se cumple que g(A) C g(B) y por ser F' funcién monétona se
cumple que F*(A) = F(g(A)) C F(g9(B)) = F*(B), asi I’* es monétona y tenemos
entonces que

U ) # X

Jeg
Tome ahora A € Z, por ser g[J] cofinal en 7 existe B € J tal que A C g(B) y por
tanto F'(A) C F(g(B)) = F*(B) y asi

Fyc | P £ X,

IeT JeJg

Asi 7 es de Baire para X. ]

Definicién 2.5 (Orden de Tukey). Dados dos érdenes (X, <x), (Y, <y), decimos
que X esta abajo segin Tukey de Y, denotado como (X, <y) <r (Y, <y), si existe
funcion f : X — Y tal que para toda familia A C Y <y-acotada se tiene que
/7 YA] es <x-acotada. Si se cumple que (X,<x) <r (Y, <y) y (¥, <y) <r (X, <x)
decimos entonces que ambos érdenes son Tukey equivalentes y lo denotamos como
(X, <x) =r (Y, <y).

Definicién 2.6. Dados dos 6rdenes (X, <x),(Y,<y) y una funcién f : X — Y,
decimos que f es cofinal si para todo A C X cofinal, su imagen f[A] también es
cofinal en Y.



Observaciéon 2.7. Sean Z y J son ideales sobre N talesque Z <p Jysea f : Z — J
testigo de ello, entonces existe funcion monoétona y cofinal f*: 7 — 7.

Demostracién. Para cada J € J, la familia f~![P(J)] es acotada por algtin [ € Z y
por tanto se cumple que I; = |J f~![P(J)] € Z, defina entonces f* : J — Z como
f*(J) = I; veamos que f* cumple lo requerido. Sea [J’ cofinal en J y tome I € Z,
existe J € J' tal que f(I) C J entonces I C f*(J), asi f*[J'] es cofinal en Z. Sean
ahora j C J € J, entonces P(j) C P(J) y por tanto I; = f~'[P(j)] C P(J) = I,
entonces f* es mondtona. O]

Corolario 2.8. Si Z <r J entonces cof(Z) < cof(J).

Corolario 2.9. Si 7 y J son ideales sobre N tales que J es de Baire para X y
I <r J entonces Z es de Baire para X.

Lema 2.10. Sean J C 7 ideales sobre N, si J es cofinal en 7 entonces Z =1 J.

Demostracion. Sea i : J — 7 la funcion de inclusion y X C 7 acotado por I, como
J es cofinal existe J D I elemento de J tal que i '[X] C J. Ahora para cada [ €
sea f(I) un elemento en J tal que I C f(I), si X C J acotado por J, entonces
dicho J también acota a f~![X]. O

Definicién 2.11. Dado 7 ideal sobre N se define
I ={AC fin: (A € I)(Va € A) an I # (}.
Observacion 2.12. 7 =; Z<Y%.

Demostracion. Defina, para cada I € 7,
I ={AC fin: Va€ A) INA # 0}

Observe que para I,J € T
ICJ&e Y C g

pues si [<¥ C J<¥ entonces {{i} : ¢ € [} C I<¥ C J<¥, es decir, para cada i € I,
{i} N J # 0 y por tanto i € J, la otra implicacién es obvia. Ademéds el conjunto
{I<¥ : 1 € T} es cofinal en Z<¥ pues para cada A € T<“ existe por definicién un
I € T que testifica tal hecho, dicho I cumple que 1< O A. Tenemos entonces que Z
es cofinal en Z<% via [ «— I<¥ y por tanto son equivalentes segiin Tukey. ]

Corolario 2.13. 7 es de Baire si y s6lo si Z<“ lo es.

Proposicién 2.14 (Avilés, et. al. [1]). Dado Z ideal sobre N, Z es numerablemente
generado si y sélo si es ideal de Baire para todo espacio topolégico X que es de
segunda categoria en si mismo.



Demostracion. La implicacién de ida es clara pues si {I, : n € N} es base de Z
entonces para cualquier funcién f : Z — nwd(X) se cumple que

Urn=U ) #x

1€l neN

dado que X no puede ser unién numerable de subespacios nunca densos. Para la otra
implicacion suponga que Z no es numerablemente generado y considere a X = Z como
espacio topoldgico con la topologia generada tomando como cerrados los conjuntos

0y
Xa={Ie€Z:ICA}

para A € T.

Se cumple que para cada A € T el subespacio cerrado X 4 es nunca denso pues de
lo contrario algtin abierto bésico estarfa contenido, es decir, X \ X5 C X4, lo cual nos
dirfa que X = X4 U X3, lo cual es una contradiccién pues estamos suponiendo que Z
no es numerablemente generado, de hecho, con el mismo argumento es facil ver que
para cualquier sucesién numerable {A, : n € N} C 7 se tiene que X # |J,cny X4,
también observe que cualquier subespacio nunca denso esta contenido en algin X4,
considere pues Y C X nunca denso, existe A € Z tal que X \ X4 € X \ Y y por lo
tanto Y C Y C X 4. De lo anterior es facil observar que X es de segunda categoria
en si mismo. Finalmente es claro que para todo AenZ, A€ X,y

U xa=x,

por tanto Z no es de Baire para X. O

3. Caracterizaciones de los ideales de Baire

Definicién 3.1. Diremos que A C P(N) es hereditaria si A C B € A entonces
A € A. Diremos que A es hereditaria® si A C* B implica que A € A.

Teorema 3.2. Sea 7 un ideal sobre N y D un espacio discreto infinito de cardinalidad
K, los siguientes son equivalentes:

(1) Z es ideal de Baire*™ para todo espacio métrico completo X con w(X) < k.
(2) T es de Baire* para DY.
(3) Dada f: D<N — P(Z) monétona y tal que para todo s € D<N :

(i) f(s) es hereditaria®,
(i) Z= Uy, F(0).
Entonces existe o € DN tal que Z = {J, oy f(0 | k).

(4) Dada f: DN — P(Z) monétona y tal que para todo s € D<N :

10



(i) f(s) es hereditaria*,
(ii) Ugep f(s7d) =1,

(iii) Ngep f(s7d) = f(s).
Entonces existe 0 € DV tal que Z = U,y f(o | k).

Demostracion. La implicacién (1) = (2) es clara, también lo es (3) = (4) pues una
funciéon como en (4) cumple las condiciones de (3). Probemos (2)=-(3); considere
f: DN — P(Z) que cumple (i) y (ii) de (3) y defina

F : T — nwd(D")

CcOomo

F(A)={oceD":(VkeN) A¢ f(o | k)}.

Para ver que F'(A) es nunca denso, observe primero que tal subespacio es cerrado;
sioc € DN\ F(A) entonces existe un k € Ntal que A € f(o | k) y como f es monétona
entonces U, C DN\ F(A). Aqui para s € D<N| U, denota al conjunto

{oc e D" :0 = s}

Observe ahora que para todo s € D<N U, ¢ F(A) pues por (ii) de (3) existe ¢ = s
tal que A € f(t) y entonces U; C U\ F(A). Ahora note que si A, B € Z son tales que
A C* B, tome o en F(A). Si existiera un k natural tal que B € f(o | k) entonces
por ser f(o | k) hereditaria* se tendria que A € f(o [ k) y por tanto o ¢ F(A), lo
cual es una contradicciéon. Lo anterior también demuestra que F' es C-mondtona.

Por hipétesis Z es de Baire* para DV, existe entonces o € DN\ |J, o7 F(A).
Entonces para todo A € Z, o ¢ F(A) y entonces A € o f(o [ k), por lo tanto

Z=\Jf k).

keN

Falta ver que (4)=-(1). Sea X espacio métrico completo con w(X) < k = |D|
y sea {W; : d € D} base de abiertos para X, repita elementos de ser necesario.
Construya

V=X,
* Vigg = Wy parad € D.

Suponga definido Vi, los elementos V,~, para x € D seran aquellos W, que
cumplan

I WaCV,y

(IT) diam(Wy4) < diam(Vs)/2. De nuevo repita elementos de ser necesario.
Observe que por la construccién hecha a cada o € DY le corresponde un tnico
punto p, € X tal que {po} = (yen Vork, esto pues X es completo, posiblemente
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ramas distintas determinen el mismo punto y para cada x € X existe o tal que
Po = . También podemos observar que V; = {p, : 0 = s}.
Considere entonces F' : Z — nwd(X) C-mondtona y tal que si A C* B entonces

F(A) C F(B). Defina f : DN — ©(Z) como

f(s)={AeT:FA)NV, =0}

Es facil observar que f es C-mondtona pues si t = s entonces V; C V; y por lo
tanto f(s) C f(t). Para todo s € D<N f(s) es hereditaria* pues si B C* A € f(s)
entonces

FB)NV,C F(ANV,=10
y por tanto B € f(s). Falta ver que f cumple (ii) y (iii) de (4), para lo primero fije
se€ DNy A e T, observe que existe d € D tal que

Wa C Vi \ F(A)

y diam(Wy) < diam(V;)/2. Tal W, corresponde a algtin V,~,, entonces A € f(s™x),
esto prueba (ii). Ahora, es claro que para toda d en D, f(s) C f(s™d) y por tanto
f(s) € Naep [(s7d); falta demostrar entonces la otra contencién para corroborar
la condicién (iii). Fije s € DNy A ¢ f(s), veamos que A ¢ (\,cp f(s™d). Existe
o = s tal que que p, € F(A)NV,. Sik es tal que s = o | k note entonces que
Voik+1 = Vi~o(k+1) que también contiene a p,, es decir, F(A)N Vimo(kt1) 7 0 y por
tanto A ¢ f(o | k+1). Con esto probamos que se cumple (iii). Entonces por hip6tesis
existe 0 € DN tal que Z = [,y f(0 | k), 0 sea, para todo A € T existe k tal que
A€ f(o | k), es decir, F(A) NV, = 0, esto implica que p, ¢ F(A) para todo
Ael. O

Lo anterior es una muy ligera modificacién del siguiente Teorema demostrado en
[1] que dice exactamente lo mismo (y su prueba casi igual) para la condicién Baire.

Teorema 3.3. Sea 7 un ideal sobre N y D un espacio discreto infinito de cardinalidad
k, los siguientes son equivalentes:

(1) Z es ideal de Baire para todo espacio métrico completo X con w(X) < k.
(2) Z es de Baire para DN,
(3) Dada f: D<N — P(Z) monétona y tal que para todo s € D<N :

(i) f(s) es hereditaria,
(i) Z = U, f(D).
Entonces existe o € DN tal que Z =,y f(0 | k).
(4) Dada f: DN — P(Z) monétona y tal que para todo s € D<N :

(i) f(s) es hereditaria,

12



(ii) UdeD f(s7d) =1,
(i) Maep f(sd) = f(s).

Entonces existe o € DV tal que Z = [,y f(o | k).

Note que para el Teorema 3.3 se puede perfectamente replicar el enunciado para
un 6rden parcial cualquiera, no asi para el Teorema 3.2 pues no en todo orden tendréa
sentido hablar de casi-contencion.

Proposicién 3.4 (Avilés, et. al. [1]). Sea Z ideal sobre N. Las siguientes son equi-
valentes

(1) Z es ideal de Baire para todo espacio polaco.
(2) Z es ideal de Baire para el espacio 2.
(3) Dada f:2<N — P(Z) monétona y tal que Vs € 2<N :

(i) f(s) es hereditaria,

(i) Up, f(1) =T

Entonces existe o € 2" tal que oy f(o | k) =T.

Demostracion. (1)=(2) es obvia y (2)=-(3) es igual que en el Teorema 3.2, demos-
tremos (3)=-(1). Dado que un espacio polaco es un espacio métrico completo con
base numerable, nos ayudaremos del teorema anterior sustituyendo D por w. Sea

f:w<N — P(Z) monétona y tal que, para toda s € w<N,

(1) f(s) es hereditaria,
(2) Upes f(1) =T

Nuestro objetivo es, de dicha f, obtener otra funcién de 2<% en P(Z) que cumpla
las condiciones de (3) de este Corolario. Queremos definir primero una funcién 1 :
2<N — w<N. Cada s € 2<N puede ser escrito como s = (0™, 1,...,1,0"2, 1, ..., 1, 0™+1),
donde 0° =0 y si k > 0, 0¥ = (0, ...,0) (k veces). Defina entonces ¥(s) = (ny, ..., ng)
con la convencién de que ¢(0%) = ) para todo k > 0. Observe que ¥ es monétona y
suprayectiva. Sea g : 2<N — P(Z) definida como

Tal funcién g es monétona pues ¥ y f lo son, para cada s, g(s) es hereditaria
pues f lo es, [, g(t) pues si s € 2N y A € T existe | = (s) tal que A € f(I) y
existe ¢t = s tal que 9(s) = [.

Entonces por hipétesis existe o € 2" tal que J,cyg(o | k) = Z. Existen dos
posibilidades:

1.- Existe ky € N tal que para todo k& mayor o igual que kg o(k) = 0,y por lo tanto
W(o [ k) =1(o | ko), de esto se concluye que f(¥(o [ ko)) = g(o | ko) = Z.

13



22 Uren f(@(0 T'R)) = Upenglo Tk) =T. .

Los siguientes resultados nos dicen que para comprobar que un ideal es de Baire
para todo espacio métrico completo (sin importar su peso) es suficiente considerar
|D| = c.

Proposicién 3.5. Sea X un espacio métrico de cardinalidad mayor que ¢y {D,, : a <
¢} una familia de subespacios cerrados nunca densos de X (no vacios por supuesto),
Entonces existe 2 subespacio cerrado de X con || < ¢ y tal que para todo o <
¢, D,NQ # 0y pertenece a nwd(S).

Demostracion. Construiremos por induccién una sucesion {2, : n < w} de subes-
pacios de X. Inicie con Qg un subespacio de X con Q] < ¢ y tal que para todo
a QyN D, # 0, por ejemplo tomando un punto de cada D,, suponga construido €2,,.
Como cada D, es nunca denso en X, para cada p € 2, N D, tome {y;* : k € N}
sucesion en X \ D, que converge a p. Defina entonces

Q1 = U{R :peQ,ND,,a <c keN}

Defina € = (J,,cy €2, Dote que iniciamos con un subespacio de cardinalidad menor
o igual que ¢ y en cada paso agregamos a lo mas una cantidad ¢ de nuevos puntos,
por tanto |2| < ¢y es cerrado por definicién. Falta probar que para cada o 2N D,
es nunca denso en €, fije pues un « y tome U abierto (de X) con QN U # (). Existe
no tal que U N Q,, # 0 y por lo tanto existen p y yv'“ en U N Qo411 \ Do y entonces
U N Q no puede estar contenido en D, N 2. ]

Corolario 3.6. Sea 7 ideal sobre N. Entonces Z es ideal de Baire (para todo espacio
métrico completo) si es de Baire para DY con D espacio discreto de cardinalidad c.

Demostracion. Sea X espacio métrico completo, si |X| < ¢ entonces claramente
w(X) < ¢y por el Teorema 3.3, Z es de Baire para X. Suponga entonces que X
tiene cardinalidad estrictamente mayor que ¢ y sea F' : Z — nwd(X) una funcién
monétona, note que {F(A) : A € Z} es una familia de subespacios cerrados nunca
densos de X y de a lo mas ¢ elementos, entonces la Proposicion anterior nos da
un subespacio {2 de cardinalidad menor o igual que ¢ que intersecta a cada F(A)
y podemos definir entonces g : Z — nwd(2) como g(A) = QN F(A), dicha g es
mondtona pues I lo es. Entonces (J,.7 9(A) # €, esto nos dice que |J, o7 FI(A) #

X. ]

Definicién 3.7. Dados dos 6rdenes (X, <x), (Y, <y) se define el orden (X XY, <xyy
) como sigue:

(x1,11) <xxv (T2,%2) © 1 <x 22 A 11 <y ¥Yo.

Observacién 3.8. Si k es un cardinal que cumple cof(k) = k, L un orden lineal de
tamano k entonces el orden L X w es un orden de Baire para todo espacio métrico
completo X con w(X) < k.
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Demostracion. Sea D espacio discreto de tamano w(X) y sea
f:DN = P(L)

una funcién monétona y tal que para todo s € D<N:
(i) f(s) hereditaria y

(i) L=Up, ft).
Construiremos sucesiones (s, : n € w) y (k, : n € w) de la siguiente forma:
Por (i) tenemos que L = [J{f(s) : s € DN} y ademds tenemos que |D<N| <
|L x w| = k por lo tanto existe sy € D<N tal que

|f(s0)] = &,

entonces existe ko € N tal que f(sg) contiene un subconjunto de tamafio x (cofinal)
de L x {ko}, por ser f mondtona y por (ii) se concluye que f(sg) 2 {(i,n) : i €
L, n<ko}.

Suponga construido s, y por tanto también k,, tome

ln=Lxw\(Lxk,+1),
por (ii)
b S\ JUF(s) s = sl

por lo tanto existe s, 1 tal que

|f<sn+1>| = K,

entonces existe k,.; € N tal que f(s,;1) contiene un subconjunto de tamano
(cofinal) de L x {k,y1}, por ser f mondtona y por (ii) se concluye que f(s,11) 2
{(i,n) i€ L n<ky}.

Basta definir o = |, , S», dicha ¢ cumple que

new

wa:Uf(U[k)

keN
y por lo tanto L X w es de Baire para X. O]

Corolario 3.9. Todo orden lineal de tamafio x con cof(k) = k es de Baire para
todo espacio métrico completo con w(X) < k.

4. Ideales Analiticos

Bésicamente se demuestra que los ideales analiticos no son de Baire (para todo
espacio métrico completo). Recuerde que un subespacio A de un espacio polaco es
analitico si es imagen continua de N y un ideal es analitico si visto como subespacio
del espacio polaco 2" lo es.
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Proposicién 4.1. Sea 7 ideal sobre N que es analitico y no numerablemente gene-
rado. Entonces Z no es de Baire.

Demostracion. Sea g : N¥ — 2N funcién continua con Im(g) = Z. Sean U, = {0 €
NY: o = s}, N(Z) el conjunto de subideales de Z que son numerablemente generados

Yy
X =N\ J{U.: (3T e N(T)) g[U.] C I}

X es no vacio pues g[NV] = g[Uy] = Z no es numerablemente generado. Note
ademds que X es cerrado en N pues los conjuntos U, son abiertos, por lo tanto X
es un espacio Polaco. Considere la funcién F : T — nwd(X) definida como

F(A)={oce€ X :g(oc) C A}.

Tal funcién es claramente mondtona, hace falta ver que esta bien definida. Fije
A € Ty U, abierto (de NY) que intersecta a X, esto quiere decir que g[U,] es no nu-
merablemente generado pues de lo contrario U, estaria contenido en el complemento
de X, entonces existe 0 € N¥ que extiende a s tal que g(o) ¢ p(A) (el subideal de
T generado por A), o sea, g(o) ¢ A. Existe entonces m un nimero natural que es
elemento de g(o) pero no de A, por la continuidad de g existe t € N<N que extiende
a sy tal que para todo 7 € N¥ con 7 = ¢ g(7)N{1,...,m} = g(o)N{1,...,m} y por lo
tanto Uy C F(A)\ Us, ast F'(A) € nwd(X). Note que para todo o € X o € F(g(0)).
Entonces es claro que |J .7 F'(A) = X, asi Z no es de Baire. O

No tenemos claro si la Proposicién anterior sigue siendo vélida para la condicion
Baire*.

Pregunta 4.2. ;Existe un ideal Z analitico de Baire* para el espacio 2%?

5. P-Ideales

Recuerde que un ideal se dice P-ideal si para toda sucesién numerable {A,, : n €
N} C 7 existe un A € 7 tal que A, \ A es finito, para toda n.

Observacién 5.1. Un P-ideal es no numerablemente generado si y sélo si para todo
A en T existe B en Z tal que B\ A no es finito.

Demostracion. Suponga que existe un A tal que para todo B distinto de A se tiene
que B\ A es finito, entonces {BU A : A € fin} generan a Z. Ahora, si Z fuera
numerablemnte generado por {4, : n € N}, entonces por ser P-ideal existe A tal que
para toda n A\ A, es finito, entonces para tal elemento no existe B (distinto de A)
que cumpla que B \ A sea infinito. [

La observacién anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 5.2. Sean 7,7, ideales sobre N. Decimos que Z es un P(Zy)-ideal si
cumple:
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(1) Para toda sucesion {A, : n € N} C 7 existe A € T tal que A, \ A € T, para toda
n.

(2) Para toda A € 7 existe B € Z tal que B\ A ¢ T,.

Cuando tenemos ideales sobre N, existen procesos muy comunes para generar,
a partir de ellos, otros ideales también sobre conjuntos numerables, por ejemplo la
suma ajena:

Definicién 5.3. Dados Z, J ideales sobre N se define Z&® 7 como la familia de todos
los conjuntos A C N x {0, 1} tales que:

A'={neN:(n0)€A}ely
Al={neN:(n1) € A} € J.

Empleamos esta definicién para exhibir que existen P(Zp)-ideales que no son
P(fin)-ideales.

Sean Z,J ideales sobre N siendo Z un P-ideal no numerablemente generado,
definaZ =7 @ finy J = fin® J. Veamos que Z & J es un P(J')-ideal. Sea
{4, : n € N} sucesion de elementos de Z & J, entonces por ser Z un P-ideal, existe
A €T tal que A% \ A € fin, para toda n. Entonces para toda n

A\ (A x {03) € (AN A) x {0}) U (AL x {1}) € "

Ahora, dado A € Z@® J,como Z es no numerablemente generado existe B € 7 tal
que B\ A% ¢ fin entonces (B x {0})\ A ¢ J'. Lo anterior demuestra que Z & J es
un P(77)-ideal.

Recuerde que
1 ={z € RY: (Fe>0) (Vn €N) |z(n)| < ¢}

es un espacio de Banach con ||z|| = inf{e > 0: (Vn € N) |z(n)| < €}.
Para Zy un ideal sobre N defina

co(Zy) ={z €l*: (Ve >0) {n:|x(n)| > e} € Iy}

Es facil ver que ¢y(Zy) es un subespacio cerrado de [, tome x ¢ co(Zp), entonces
existe un € > 0 tal que el conjunto {n : |z(n)| > €} no estd en Z,, entonces el abierto

€
ly el fz(n) —y@ll < 5}
estéd fuera de co(Zy).

Proposicién 5.4. Sean Z, 7, ideales sobre N tales que Z es un P(Zy)-ideal, entonces
7 no es un ideal de Baire para algin espacio métrico completo.
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Demostracion. Considere el espacio E = [ /cy(Zy) y para A € T considere
Fy={[z] : 0 <z < xal,
aqui x4 denota la funcién caracteristica de A y
x <y < (Vn) z(n) < y(n).
Note que = € F4 si para todo € > 0 se tiene que
{neA:z(n)>1+efU{neA:z(n) < —ectU{ne N\ A:|z(n)| > e} €,

de esto es facil ver que F4 es cerrado en E.
Se deduce lo siguiente:

(1) Si A,B € T entonces A\ B € Zy siy sélo si Fy C Fjg.

Suponga que A\ B € Iy y © € Fy, defina y € RY como y(n) = —xz(n) para
n € A\ By y(n) =0 en otro caso. Es claro que y € ¢y(Zy) y [z] = [x + y| € F.
Ahora si Fy C Fp entonces x4 € Fg y por lo tanto

A\Bg{neN\B:X(n)>§}eIo.

(2) Para toda (Ay)nen € Z existe un B € T tal que J,, . Fa, € F5.
Por la Definicién [5.2] para (A,),en existe B € T tal que para toda n € N,
A, \ B €1y ypor (1) Fa, C Fp y entonces |, oy Fa, € Fa.

(3) Sea A € I, existe B € 7 tal que F4 es nunca denso en Fpg. Por la Definicién
[5.2] para A existe B € T tal que B\ A ¢ 7, pensemos que A C B y por tanto
Fy C Fg. Para ver que F4 es nunca denso en Fg tome 0 < x < x4 v V un abierto
en I que contenga a [z]. Fije 0 < § < 1y defina y = = + dxp\a, se satisface que
|x — y|| <. Tome 6 suficientemente pequenio para que y € V', se tiene también que
y ¢ Fapues B\ AC {neN:|y(n)| > 2} pero y € Fp pues 0 < y < x5 entonces
Yy < (VﬂFB)\FA
Para finalizar defina X = (J,.; Fa € E, dicho espacio es cerrado por (2) pues si
(Zn)nen € X es una sucesién convergente, para cada n € N existe A, € Z con
T, € Fa,, por (2) existe B € T tal que |J,,cy Fa, C B y por lo tanto la sucesién
(Tn)nen € Fp y converge en Fig y por lo tanto en X pues Fg es subespacio cerrado.
Claramente para la funcion

F:7T — nwd(X)

definida como F(A) = Fjy, se tiene que X = J, .7 F'(A). Por lo tanto Z no es de
Baire para X. O

La Proposicién anterior también es valida para la condicién Baire*.
También a partir de ideales sobre N dados, se construye el producto de Fubini:
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Definicién 5.5. Dados Z, J ideales sobre N se define
I J={ACNxxN:{i:(A);¢TJ} eI}
donde (A); ={j: (i,j) € A}.

Observacién 5.6. Para todos Z, J ideales sobre N se cumple que Z ® J no es un
P-ideal.

Demostracion. Para cada n € N defina
A, ={n} x N,

es claro que para cada n, A, € Z® J, entonces para (A, : n € N) no existe A tal
que para toda n, A, \ A sea finito. ]

Proposicién 5.7. Sean Z, J ideales sobre N, se cumple que Z <; T ® J.

Demostracion. Defina f: 7 — 7 ® J como
() =T xN,

claramente f(I) € Z® J,sea X CZ ® J acotado por A € T® J, para tal A existe
In={i:(A); ¢ J} € T que testifica dicha pertenencia entonces f~'[X] es acotado
por I4. 0]

Corolario 5.8. Si Z ® Z es de Baire (para algin espacio X) entonces también lo es
7.

Observacién 5.9. El reciproco del corolario anterior es falso pues el ideal fin es
de Baire, pues es numerablemente generado pero el ideal fin ® fin no lo es pues es
analitico, de hecho Borel. O sea no es de Baire para el espacio 2.

Dado un ideal Z sobre N se define su ideal ortogonal como la familia de todos
aquellos conjuntos A C N tales que para todo B € Z, AN B € fin, un ideal se dice
alto si su ideal ortogonal es igual a fin o equivalentemente si para todo A ¢ fin
existe B € T\ fin tal que B C A. Lo anterior motiva la siguiente

Definicién 5.10. Dados dos ideales Z, Z, sobre N se define el ideal ortogonal de Z
con respecto a Zy como

T ={ACN:(VBeI) ANB ey}

Ademas diremos que Z es Zy-alto si ZH70 = T o equivalentemente para todo A ¢ Z
existe B € T\ 7 tal que B C A.

Proposicién 5.11. Sean Z, Z,, J ideales sobre N tales que Z es un P(Z;)-ideal
To-alto e ZUZy C J entonces J no es un ideal de Baire.
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Demostracion. Asi como se hizo en la Proposicién 5.4 pongamos E = [*°/cy(Zy) v
para C' € T considere F = {[z] : 0 < z < x¢}. Defina la funcién F : J — nwd(E)
como

F(A) = J{Fe:CCA CeT}.

Dado que | J{Fa: A€ J} = {Fc:C € I} = X era un espacio métrico completo
(recuerde esto de 5.4) sélo nos resta ver que F esté bien definida. Fije A € J, como
N\ A ¢ J DT,y por ser Z un ideal Zy-alto existe B € T \ Zy tal que B C N\ A,
podemos entondes repetir el argumento (3) de 5.4 para ver que F'(A) es nunca denso
en F(AUB) y por tanto en X. O

Corolario 5.12. Si Z es un P-ideal alto entonces cualquier otro ideal J que contenga
a Z no es un ideal de Baire.

Torres

Definicién 5.13. Una familia 7 = {7, : @ < k} C P(N) se llama una torre si se
cumple que para todo a < § < k entonces T, C* T y 15 \ T, es infinito. Si ademas
para todo X C N infinito coinfinito no se cumple que para todo o < k, T, C* X
diremos que 7 es una torre maximal.

Para una torre 7 se define el ideal generado por esta como

Z(T)={ACN: (3a) AC T,}
Se define
t = min{k : existe torre maximal de tamano k},

se cumple w; < ty es un resultado reciente de Milliaris y Shelah [6] que p = t.
Es claro que el ideal generado por una torre es un P-ideal pues cualquier sucesién
numerable es acotada en t.

Proposicién 5.14. Sea T una torre maximal con |7 | = Kk y cof (k) = K, sea D un
espacio discreto con |D| < k entonces Z = Z(T) es un ideal de Baire* para DN.
Demostracion. Sea f: DN — P(T) monétona y tal que para toda s € D<N
(i) f(s) es hereditaria®,

se cumple entonces que 7 C | J,.p<n f(s) y por lo tanto existe sq tal que |f(so)NT| =
Kk, por lo tanto {a : T, € f(so)} debe ser una sucesién cofinal en x, por ser f(so)
hereditaria* es facil ver que Z C f(so). O

Pregunta 5.15. ;Existe D tal que Z(7) sea Baire para DN?.
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6. Familias casi ajenas

En esta seccién exploramos algunas propiedades de ciertos ordenes que correspon-
den a familias casi ajenas, no necesariamente maximales. Estas son un caso intere-
sante pues de [7] sabemos que las familias casi ajenas maximales no son analiticas,
ademas veremos que para todo ideal Zy cualquier familia casi ajena no genera un

P(Zy)-ideal.

Definicién 6.1. Una familia A C [N]“ se llama una familia casi ajena si para todos
A, B miembros distintos de A se tiene que AN DB es finito. Diremos que A es maximal
si es C-maximal.

Existen familias casi ajenas de cardinalidad c.
Dada una familia casi ajena A se define el ideal generado por esta como:

I(A)={ACN:(3Be[A*) Ac"| JB}.

Proposiciéon 6.2. Sean Z; un ideal sobre N y A una familia casi ajena infinita,
entonces el ideal generado por A no es un P(Zy)-ideal.

Demostracion. Suponga que Z(A) es un P(Zy)-ideal y fije A € A, tome sucesién
(B, :neN) CA\{A} y para m y n distintos By, y B,, son distintos. Defina ahora
Ag = A,..., A1 = A, U B, para la sucesién (A, : n € w) existe C' € Z(A) tal que
para toda n, A, \ C € Iy, pongamos sin pérdida de generalidad C' = C; U ---UC,
(para toda ¢ < n, C; € A). Existe A, elemento de (A,, : n € w) distinto de cada C;,
se cumple

Ang \ C = Apy \ ((Ang NC1) U - U (A, N Cr));

pero para cada ¢ < n, A,, N C; es finito; por lo tanto A,,, es elemento de Z, y como
A C A,,, también A es elemento de Zy, concluimos que A C Zy y entonces Z(A) C Z,,
lo cual contradice la Definicion 5.2. O

Observacién 6.3. Sea Z un ideal sobre N se cumple que Z <p [¢]<“.

Demostracion. Sea f : T — [c]<* cualquier funcién inyectiva, note que cualquier
subconjunto X C-acotado en [¢c|<* debe ser finito, como f es inyectiva entonces
tambien f~[X] es C-acotado en Z. O

Proposicién 6.4. Sea Z un ideal sobre N, se cumple que Z = [¢]<“ si y sblo si
existe X C 7 de cardinalidad ¢ tal que para todo subconjunto infinito Y C X se
tiene que J)Y ¢ Z.

Demostracion. Suponga que [¢]<¥ <r Z, entonces existe funcién Tukey
fold™ =T,

si pasa que |[Im(f)| < ¢ entonces existe Y C [¢]<* de tamano ¢ y I € T tal que
flY] = {I} y ast f7'[I] = Y el cual no es C-acotado en [¢]<¥ y por lo tanto f no
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es funcién Tukey. Entonces pues suponga |[Im(f)| = ¢ y tome X = Im(f). Note
que si para algtiin subconjunto infinito ) C X se tiene que | JY € Z (es decir, ) es
C-acotado) entonces f~'[)] serfa también C-acotado pero esto no es posible pues
f7Y] es infinito, asi |JY ¢ Z. Suponga ahora que existe X C Z de tamaio ¢ tal
que para todo ) C X infinito se tiene que |J Y ¢ Z, sea

file—=XCZT

cualquier funcién inyectiva. Si ) C X es C-acotado entonces es finito y por lo tanto
F7HY] C [¢]< también es finito y por lo tanto C-acotado, entonces f es funcién
Tukey y concluimos que [¢]<¥ = Z. O

Teorema 6.5. Existe un ideal Z sobre N que es Tukey-maximal, es decir Z = [¢]<“.

Demostracion. Sea A una familia casi ajena de cardinalidad ¢, tome X = A en Z(A)
y aplique la proposicién anterior. O

Ya del teorema anterior se puede concluir que el ideal generado por una familia
casi ajena A de cardinalidad ¢ (o el orden [¢]<*) no es de Baire para cualquier
espacio Polaco, pues se cumple en particular que fin ® fin <r Z(A). Se muestra a
continuacién una (otra) prueba especifica de que Z(.A) no es Baire* (por lo tanto,
tampoco Baire) para el espacio 2%,

Proposicién 6.6. Sea A una familia casi ajena de cardinalidad ¢ entonces Z(.A) no
es un ideal Baire* para el espacio 2V,

Demostracion. Ponga A = {A, : 0 € 2V} y defina
f:2°N = P(Z(A))
como

f(s)={ACN: 3oy, ,0,€2%) (Vi< n) (0 5) A [ A}

i<n

veamos que f cumple las condiciones del Teorema 3.2. Sit = sy A € f(s) entonces
A C Y, <n A,, para ciertos o; tales que o; % s, pero entonces también o; % ¢ y por
tanto A € f(t) y f es mondtona. Fije ahora s € 2<N, es claro por la definicién de
f(s) que es hereditario*, ahora fije A € Z(A), suponga A C* |J,., Ao, ¥ 05 7 s,
basta con encontrar o € 2V que extienda a s y para toda i, o; # 5, tome entonces
t € 2N con t > sy tal que o = ¢, lo anterior puede hacerse pues solo se tiene que
‘evitar’ una cantidad finita de ramas. Asi A € f(t) y por tanto Z(A) = |, f(¢).

Note ahora que para toda o € 2V no se cumplird que Z(A) = Uy f(0 | k) pues
para toda k, A, ¢ f(o | k). O

Nota 6.7. Observe que para todo k, cof([k]<*) = k, entonces por [3] si k < p =1t
entonces [k|<“ es un orden de Baire (para todo espacio métrico completo).

Pregunta 6.8. ;Es [{|<“ un orden de Baire?
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7. Cubriendo con subconjuntos compactos

En el espacio NY se cumple que todo subespacio compacto es nunca denso, ve-
rificaremos que existen ideales (analiticos) que son de Baire pero restringiendonos a
subespacios compactos.

Para un espacio topoldgico se define

K(X)={AC X : A es compacto}.

Dado un conjunto parcialmente ordenado (D, <) decimos que A C D es débilmente
acotado si cada subconjunto infinito de A contiene un subconjunto infinito acotado.

Proposicién 7.1. Sea Z un ideal sobre N, f : Z — K(X) una funcién mondtona y
B C T débilmente acotado, entonces | J{ f(B) : B € B} es secuencialmente compacto.

Demostracion. Antes recuerde que un espacio se dice secuencialmente compacto si
toda sucesién (z,),en de términos en el espacio tiene subsucesién convergente.

Sea entonces (,)nen Una sucesion infinita en | J{f(B) : B € B}, para cada n elija
B,, € B tal que z,, € f(B,), por hipdtesis para (B,,),en existe subsucesion (B, )ken
acotado por un elemento A en Z. Dado que f es monétona (z,, )ren estd contenida
en f(A) y como este es compacto dicha subsucesion tiene punto de acumulacién en

f(A) y por lo tanto en | J{f(B) : B € B}. O

Corolario 7.2. Sea Z un ideal sobre N que es uniéon numerable de subconjuntos

débilmente acotados, digamos Z = J, . B, sea f : T — K(NV), entonces

J{f(4): Aez} #NY,

Demostracion. Por la Proposicién anterior para cada n el conjunto (J{f(A4) : A €
B, } es secuencialmente compacto, de hecho compacto pues NV es un espacio métrico,

ademas
UlrA) - Ae 1y = (J{f(A) - A€ B},

neN

pero NN no puede ser unién numerable de subespacios compactos, entonces se cumple
lo que queriamos. [

Existen ideales que son uniéon numerable que subconjuntos débilmente acotados
y que no son numerablemente generados, se exhibe uno a continuacion.
Una funcién ¢ : P(N) — [0, 00] es una submedida si cumple que

= () =0,
= (Vn € N) p({n}) < o0,
= (VA,BCEN) AC B = p(A) <p(B)y
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» p(AUB) < p(A) + ¢(B).

Una submedida ¢ es semicontinua por abajo o Isc-submedida si para cada A C N,
©(A) = lim,, 00 (AN n). Ademsds, si ¢(N) = oo se definen

Fin(p) = {X CN: p(X) < oo}

Ezh(p) ={X CN: lim o(X \n) = 0}.

Ambos son ideales y se tienen los siguientes teoremas de Mazur y Solecki ([8]).
Sea Z un ideal sobre N,

Teorema 7.3 (Mazur). Z es un F,-ideal si y sélo si existe una lsc-submedida ¢ tal
que Z = Fin(p).

Teorema 7.4 (Solecki). Z es un P-ideal analitico si y sélo si existe una lsc-submedida
¢ tal que T = Exh(yp).

Por definicién siempre se cumple que Exh(y) C Fin(y).
Considere la funcién ¢ : P(N) — [0, +00] definida como

e(A) =inf{c>0:(Vn>2) |[AN{L,--- 2"} <n°},

convenimos que ¢(A) = +oo si dicho infimo no existe.
Esta es una lsc-submedida y por tanto el ideal

Z,={ACN:p(A) < +oo} = Fin(y)
es un ideal F,. Se define también para ¢ > 0
Z,(c) ={ACN:p(A) <c}.

El anterior es débimente acotado y se cumple que

1,= U Zy(n),

neN

por lo tanto Z, cumple lo requerido.
Los detalles acerca del ideal anterior pueden consultarse en [5].
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