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Resumen

Un modelo tradicional que modela la interaccién entre dos especies es el modelo de
Lotka Volterra, es popular por su simpleza, y vaticina el desarrollo de las poblaciones
que siguen ciclos periddicos. Este modelo no es entonces idéneo para modelar la relacion
humana-atin, toda vez que al menos la poblaciéon humana no sigue una tendencia ciclica.
El presente capitulo se inspiré en el modelo de Lotka Volterra, pero editado para evitar
los patrones ciclicos y que persiga la tendencia del crecimiento humano observado en
las ultimas décadas. Esta soportado por el uso de derivadas que usan la transformada
de Fourier, y ésta a su vez es ejecutada con el efectivo cédigo novedoso X F'T. Es un
modelo sencillo en su estructura, pero su sencillez no impide que pueda que considerar la
interacciéon entre las dos especies y que controle la influencia de factores circunstanciales
(disposicién o no de otros alimentos en el hombre, eficacia en la labor de la pesca). Es
entonces, un modelo en persigue el equilibrio entre lo sencillo y lo multidisciplinario. Los
resultados de este modelo arrojan el fatal reporte de la extincion del atin en las proximas
décadas.

Abstract

A traditional model that models the interaction between two species is the model Lotka
Volterra, it is popular for its simplicity, and it anticipates the development of populations
cycles. This model is not one to model the relationship between the man and the tunny
fish, since at least the population human not follows a trend cyclic. We can use recent
models using various equations systems supported by intensive technical computer and
methods MCMC; but the complex structure of them require collaboration on members of
different sciences. This model was inspired on Lotka Volterra model, but edited to avoid
cyclics patterns. It was supported to the use of derivatives using transform Fourier, and
it use the new code XFT. It is a simple model in its structure. The results of this model
cast the fatal report of extinction on the tunny fish in the next decades.
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1 Un modelo distinto al de Lotka Volterra para el
atin rojo

Un tema toral actual en las ciencias humanas es la decadencia de los recursos alimen-
tarios; unos de los recursos alimentarios principales son los recursos pesqueros, y entre
ellos figura de forma importante el atin. Este articulo se ha abocado a pronosticar la
evolucién futura de una de las principales especies de atun: Atlantic bluefin tuna ( Thun-
nus thynnus ) . El presente articulo gira en torno a un modelo matemético. Es comin
que los modelos matematicos se formulen y ejecuten con fines de prondsticos. Y es posible
pronosticar la evolucion futura de las poblaciones. Esta poblacién, como muchas otras,
sigue patrones bastante peculiares. Modelar dicho patron es casi siempre una tarea de-
safiante. Ese desafio crece si existen factores circunstanciales dificiles de controlar en la
modelacién, como lo es la interaccion con otras especies, la existencia de recursos alimen-
ticios limitados, variables ambientales a veces impredecibles que inciden en la poblacion,
etc. Modelar su desarrollo en el tiempo no sélo tiene fines conceptuales o simbélicos, sino
es un intento que redituara en conclusiones ttiles que inspiren y orienten en la formulacién
de programas de conservacion y mantenimiento de tan valiosa especie. Las conclusiones
del articulo deberan ademas, reforzar la alerta de la posible extincién de la especie. La
conclusién més importante (subcapitulo 2.2), derivada de un modelo de Lotka Volterra
modificado e implementado con diferintegrales fraccionarias y soportado con la técnica
computacional XFT, serd que en el ano 2070 se tendrd un monto marginal de atin del 1%
(promedio), y en 2094 la cantidad de atin tomaré el valor de 0.5% (promedio), respecto
de 1950 en ambos casos.

1.1 Premisas del modelo

Describamos la relaciéon hombre-atiin rojo en un contexto de relacién depredador- presa.
El crecimiento de la poblacién humana siempre ha sido estudiado apoyandose en modelos
que describan su evolucién aunque sea aproximada. Ningun modelo ha podido describirla
de forma satisfactoria para periodos mayores de diez anos. Esta dificultad se explica si
consideramos el riesgo de fenémenos sociales o naturales impredecibles tales como guerras,
epidemias, terremotos, implementacion inesperada de programas de natalidad intensivos,
etc.

No obstante, un modelo aceptado por muchos, y que fungiria como una herramienta
que pronostique de forma casi satisfactoria el crecimiento de la poblacién humana es el
modelo logistico, fue introducido por Pierre Franois Verhulst en 1838 y supone que la
razén de crecimiento es proporcional tanto a la poblaciéon misma como a la cantidad
faltante para llegar a la maxima poblacién sustentable. Escribiremos dicho modelo como

W — ry(1—y/K)



En este modelo el niimero r se conoce como la razén o tasa de crecimiento intrinseco,
y K es la capacidad sustentable, que es el maximo valor que puede tener y, que es la
poblacién o proporcién humana. El valor de r depende sélo de la especie considerada,
mientras que K depende tanto de la especie como del ambiente en donde se desarrolla
ésta y es el maximo valor posible en ese ambiente. Advierta que, si el valor de y es
muy pequeno comparado con K, entonces 1 — y/K es aproximadamente 1 y la ecuacién
logistica es semejante a la ecuacion clasica de Malthus. Por otro lado, si y se aproxima a
K entonces 1 — y/K es aproximadamente 0 y esto haria que dy/dt es aproximadamente
0, y en consecuencia la poblacién y seria casi constante. Es posible demostrar que en la
ecuacion logistica la poblacion y puede tomar valores de porcentajes o de proporciones
(en relacién a la poblacién inicial). (En Anezos) Conviene usar usar cifras expresadas
en términos de porcentajes o proporciones en el manejo de las ecuaciones diferenciales
que se propongan, toda vez que cuando se especifique una condicién inicial (el tamano
inicial de la poblacién de atin) se puede asignar el valor de 100 % o de 1, en lugar de
asignar un valor ordiario estandar , el cual es casi imposible de conocer. Utilizaremos
el modelo logistico con capacidad sustentable K = 20 ( 20 veces la poblacién mundial de
1950, unas 50 372 600 000 personas, si dicha cifra representara la tolerancia maxima en el
globo terrdqueo ), este es un valor estandar para K y bastante sensato, mas después in-
cursionaremos brevemente en otros dos valores, disertaremos en torno a su méas adecuado
valor, y examinaremos las diferencias en torno a los prondsticos de la sobrevivencia del
atun.

En relacién a la ecuacion que describa la variacion del tamano de la poblacién del attin
en el tiempo, usaremos una ecuacién diferencial con la siguiente estructura:
dx

9= ar — Bybz?

Se propuso esa estructura porque se partio del supuesto que el cambio del nimero de
dx

presas (% ) viene dado por su propio crecimiento natural () menos una tasa de encuen-
tros con depredadores, pero que a diferencia de la ecuacién referida de Lotka Volterra, esta
tasa no es proporcional al tamano de la poblacion humana multiplicada por el tamano de
la poblacién de atin (Szy, término que denota la interaccién o tasa de encuentro entre
las dos especies), sino que es proporcional al producto de las dos poblaciones relativas
elevadas a potencias no necesariamente enteras ( By°xz® ). El uso de potencias no nece-
sariamente enteras permite mayor flexibilidad en la busqueda de ecuaciones que simulen
mejor la evolucion de las poblaciones, pese a que dicho planteamiento esté fuera del cuadro

tradicional del uso de exponentes enteros.

1.2 El modelo

Asi pues, hemos propuesto el sistema de ecuaciones diferenciales:



F=ry(l—y/K)  (a)

G =oax—pBy'zt (D)

donde x es la poblacién relativa de atin (respecto de su poblacién inicial), y y es la
poblacién relativa humana (respecto de su poblacién inicial). El sistema anterior
es entonces un intento que regiria la evolucion de las poblaciones humana y de atin y
la interaccién entre ambas. No se planted entonces, el sistema de Lotka Volterra tradi-
cional, por la razén suficiente de que sistema de Lotka Volterra arroja siempre soluciones
periodicas para las dos poblaciones, lo que implicaria que la poblacion humana adquiera
un mismo tamano cada determinado periodo de tiempo, lo cual no corresponde con la
realidad. El sistema anterior se resuelve en el presente articulo, usando el método de
Picard (Ver el Anexo para consultar el método), y usando la técnica de diferintegracién
XFT fraccionaria (Ver el Anexo para consultar el sustento tedrico de dicha técnica). De-
scribamos mas detalladamente este procedimiento:

1.3 Meétodo de solucion para las ecuaciones del modelo

Para encontrar los parametros (coeficientes y exponentes) de las ecuaciones del pre-
sente modelo (y de los demas modelos de éste articulo) se procedié bajo el siguiente
esquema:  Se utilizaron 40 vectores para la variable tiempo ¢ (y llamaremos intervalos
a esos vectores), de longitud uno (1) cada uno. Cada vector (intervalo) representé 6 anos
cronoldgicos. Cada vector (intervalo) fué construido con n nodos (n = 10%), obtenidos
con transformaciones de escala de las n raices del polinomio de Hermite de grado n.
Asf también se utilizaron 40 vectores (intervalos) para la variable x (poblacién atunera),
de longitud uno (1) cada uno. Cada vector (intervalo) representé la poblacién en 6 anos
cronoldgicos. Y también se utilizaron 40 vectores (intervalos) para la variable y (poblacién
humana), de longitud uno (1) cada uno. Cada vector (intervalo) representé la poblacién
durante 6 anos cronolégicos. Véase la siguiente grifica:

Evolucion de la poblacion atunera

V/_’_.ﬁ'\\

Cada intervalo comprende 10 ~ 9
nodos

——
0 1 2 3 T
1950 1956 1962 1968 ... 2190



Los nodos de cada intervalo (vector) de x y y fungieron como vectores que son sujetos
a los métodos de diferintegraciéon X FT'. (Ver el Anexo para consultar el sustento tedrico
de dicha técnica). Para cada intervalo (vector) se intentaron hasta 3500 iteracciones en
el ciclo: “integracion X F'T' del vector -substitucion en las ecuaciones del sistema”. Véase
la siguiente grdfica:

integra "dx/dt" y "dy/dt" para
obtener " x"y "y" usando la
técnica XFT

% =ry(l-y/K)

d: b..a

F=oar— Hy’x

sustituye " X"y "y" enlas
ecuaciones para obtener
"dxdt" y "dylldt"

Conste que ese ciclo repetido varias veces (iteraciones) para z y para y, es en realidad el
método de Picard usado de forma discrecional. (Ver el Anexo para consultar el sustento
tedrico del método de Picard). Asi pues, el primer intervalo (vector) fué sujeto a ese
ciclo; de alcanzarse ese tope maximo (3500 iteraciones) se reportaria el aviso de “No hay
convergencia”’. Por otro lado la secuencia de iteraciones estaba habilitada sé6lo cuando el
méximo del absoluto del 1ltimo vector obtenido y su anterior fuese mayor que 107°, pues
en caso contrario suponia que se alcanzaba convergencia y se procedia al procesamiento
del siguiente intervalo. Véase la siguiente grdfica:



Primer intervalo

Elvector x inicial: [’"\

w=(11,...1) Después de procesarse @u

varias veces en el ciclo;

Xinicial

Se convierte en una solucion numérica
del sistema, cuya "grafica” podria ser:

X final !

X=(4.21,..6)

Los restantes intervalos (vectores) fueron sujetos al mismo ciclo; de alcanzarse ese tope
méximo (3500 iteraciones) se reportaria el aviso de “No hay convergencia”. Asi también,
la secuencia de iteraciones estaba habilitada s6lo cuando el méximo del absoluto del ultimo
vector obtenido y su anterior fuese mayor que 1075, pues en caso contrario suponia que
se alcanzaba convergencia y se procedia al procesamiento del siguiente intervalo. Véase
la siguiente grdfica:



Siguientes intervalos

Sila grafica del intervalo ; ‘4
anteri% Después de procesarse \/),

varias veces en el ciclo:

x=(4,21,....6)

T T Se convierte en una solucién numérica
n-1 n del sistema, cuya "grafica” podria ser:

H

\/

Pero que se tiene que concatenar con la grafica del
intervalo anterior:

n n+1

Se concatenaba (igualaba) el resultado del primer componente del vector que se some-
teria al método de Picard, con la iltima componente del entonces vector recién procesado
del método de Picard; esta concatenacion no es otra cosa sino la aplicacién del problema
del valor inicial (Ver el Anexo para consultar el sustento tedrico del problema del valor
inicial).

Se usé finalmente un vector externo al método de Picard y asociado a x, que iba
acrecentandose en dimension, pues iba recogiendo cada uno de los 40 distintos vectores x
que se iban paulatinamente procesando en Picard. Igualmente se usé otro vector externo

asociado a y y otro asociado a t. Con estos tres vectores externos se construyeron las
graficas, toda vez que los mismos recogen los resultados arrojados por el modelo.
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1.4 Descripcion esquematica del método de solucién

El relato anterior del método de solucion puede ser exhibido de forma mas breve y
esquematica en la siguiente imagen:

@ Iteracion que corre desde el primer intervalo hasta el (ltimo
"-.‘.‘.

I Primer intervalo

Obtencién del vector de "ceros de Hermite"

Formulacion del vector del tiempo "t", a apartir de una transformacion lineal de los ceros de Hermite, éste
vector abarca todo el intervalo

Formulacion de dos vectores iniciales, con componentes todas 1, éstos seran introducidos como los
vectores "x"y "y" en el siguiente ciclo:

Ciclo "Integracién XFT--- sustitucion en las ecs. del sistema ™

M Siguientes intervalos

Formulacion del vector del tiempo "t", a apartir de una transformacion lineal de los ceros de Hermite, éste
vector abarca todo el intervalo en cuestion

Los vectores "x" y "y" del intervalo en cuestion, se "refinan” en el siguiente ciclo:

Ciclo "Integracién XFT--- sustitucion en las ecs. del sistema ™

Cuando "x"y "y" de determinado intervalo son acabados de "refinar” entonces se procede a

“refinar” "x" y "y" del siguiente intervalo, obligando que la dltima componente del "x" en cuestion
imparta su valor a la primera componente del siguiente "x" que se va a refinar, { lo mismo para "y")

———

@ Se recogen los valores de las "x" de todos los intervalos, igual para las "y" y las "t". Con todos éstos se construyen las
graficas

1.5 Ajuste del modelo a la situacién real

Todo este ciclo se trabajé haciendo variar los exponentes y coeficientes de las ecuaciones
del sistema hasta que el valor de x y de y coincidiera con los valores reportados por las
estadisticas observables. Por ejemplo, en relacién a la ecuacién: % =ry(l —y/K), si
consideramos que la poblaciéon mundial en 1950 era de 2 518 630 000 y en el 2015 la
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cifra alcanza los 7 502 560 981, y usando K = 20, se puede estimar el parametro r de la
ecuacion (a); para ello se asigné distintos valores a r hasta hallar el valor que satisfaciera
la condicién de que en el ano 65 fuese y=2.97 (puesto que en ese ano 2015 o afio 65 la
proporcién de la poblacién humana era 2.97 veces la poblacién del ano 1950 o ano 0), y
se hallé que dicha ecuacién es:

W — (.14723y(1 — y/20)

donde es evidente que r = 0.14723. La estimacion de los valores de los parametros se
refind hasta obtener resultados para y que difirieran a lo mucho 5 milésimas respecto a
2.97. Resulto ser una tarea dificil dada la alta sensibilidad de los mismos ante cualquier
pequeno cambio en cualquier componente de las ecuaciones. En torno a la informacion
que rija la estimacién de los cuatro parametros de la ecuacién (b) de nuestro modelo, nos
apoyaremos, en primera instancia, en registros tabulados.

Registros tabulados se pueden consultar en un estudio publicado en 2011 en la revista
cientifica PLoS ONE [1] donde se senala que de 1950 al 2008 la poblacién de atin rojo
adulto habia disminuido un 67 % en el Atldntico Oriental. Contemplemos ese periodo de
tiempo (58 anos); conviene fijar al anio 0 como 1950 y al afio 58 como 2008. (Otra esti-
macién similar se puede hacer para el atiin del Atldntico Occidental). Esto dié pauta para
trabajar la ecuacién (b) asignando distintos valores a cada uno de sus cuatro pardmetros,
hasta hallar el conjunto de valores que satisfaciera la condicién de que en el ano 58 fuese
x=0.33 (puesto que en el afio 58 6 2008 la poblacién del atun era apenas el 33 % de la
poblacién del ano 1950 o ano 0). y se hall6 que esa ecuacién (b) viene a ser:

dr — 0.2z — 0.168y"?z'* ()

La busqueda de valores de parametros no estuvo exenta de dificultades, toda vez que
varias veces el codigo no alcanzaba convergencia en la busqueda de las soluciones, aun
para ciertos valores que podrian parecer muy “buenos candidatos”.

1.6 Primeros resultados

La estimacion de los valores de los parametros se refiné hasta obtener resultados para
x que difirieran a lo mucho 5 milésimas respecto a 0.33. Result6 ser una tarea dificil dada
la alta sensibilidad de los mismos ante cualquier pequeno cambio en cualquier componente
de las ecuaciones.

Proyectando este modelo al ano 2070, la cantidad de atin tomara el valor de 1.5%
de la cantidad inicial (1950), y en 2094 la cantidad de atin tomara el valor de 0.4%
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aproximadamente de esa cantidad inicial. Estas estimaciones son parecidas a las que
se arribaran en el subcapitulo 2.2 cuando se formulen los modelos de diferintegracion
fraccionaria. Mas aun, estas mismas estimaciones no serian demasiado distintas de las
reportadas por una revista cientifica, que hacen pensar del posible exterminio del atun
en los tiempos venideros, como se vera en el capitulo 5. Este es un prondstico de los
tantos que se formulan en torno al escenario tragico que le espera a la humanidad en los
contextos ambientales-sociales, al menos de que se tomen medidas emergentes radicales
en la planificaciéon alimentaria y en la conservacién de los habitats.

T
E 15
£
- humanos
= 10
E
=
Q
-t
55
] _
B
0t ;
0 50 100 150 200 )
atan

aios a partir de 1950

1.7 Justificacion de este modelo

La estructura y los parametros estimados de esta tltima ecuacién deben de ser de-
bidamente justificados en un contexto técnico - ecoldgico; para ello, nos inspiraremos en la
interpretacién de una ecuacién similar en el modelo de Lotka Volterra tradicional, (toda
vez que nuestro presente modelo supone tener las mismas premisas o presupuestos que el
modelo Lotka Volterra tradicional en relacién a la interaccién presa-depredador-ambiente):

& — z(a— PBy)

En esta ecuacién se supone que las presas tienen suministro de comida ilimitado
por tiempo indefinido, y se reproducen exponencialmente a menos que exista algin
depredador. Este crecimiento exponencial estd representado en la ecuacion por el término
ax. El término de la ecuacién Sry viene a representar el encuentro de las dos especies y
su interaccién. Si 5 o ¢ son cero no existe interaccion. Se puede entonces interpretar esta
ecuacion como el cambio del niimero de presas que viene dado por su propio crecimiento
menos la tasa de encuentros con depredadores. Estas premisas son pues, réplicas de las
premisas del modelo de Lotka Volterra tradicional, el cual estudiaremos (en su versién
diferintegral fraccionaria) més adelante. Regresemos a la ecuacién (c):

13



& —0.20 - 0.168y"2z'?

y podemos argumentar lo siguiente: El cambio del nimero de presas ( ‘fl—f ) viene dado por
su propio crecimiento natural (0.2x ) menos una tasa de encuentros con depredadores,
pero que a diferencia de la ecuacién referida de Lotka Volterra, esta tasa no es propor-
cional al tamano de la poblacion humana multiplicada por el tamano de la poblacion de
atun (Sxy), sino que es proporcional al producto de las dos poblaciones relativas elevadas
a potencias mayores que 1, ( 0.168y'?z3 ). Las potencias mayores de 1 obedecen a que
la tasa de encuentros aumenta de manera desproporcionada cuando aumentan aunque
sea poca la poblacién humana y/o de atin, toda vez que el crecimiento de la poblacién
humana demanda un consumo alimenticio que no es satisfecho debidamente por parte de
la agricultura y la ganadera terrestres, y éste déficit alimenticio es compensado con creces
por los alimentos procedentes del mar; mas atin, un eventual crecimiento de la poblacion
de atun facilita su rapida localizacion y hace mucho mas eficiente la capacidad de pesca;
estos dos factores explican pues, los exponentes mayores de 1 de las variables x y y referi-

das antes.

1.8 Observaciones parciales

Un modelo tradicional que modela la interacciéon entre dos especies es el modelo de
Lotka Volterra, es popular por su simpleza, y vaticina el desarrollo de las poblaciones
que siguen ciclos periddicos. Este modelo no es entonces idéneo para modelar la relacion
humana-atin, toda vez que al menos la poblacion humana no sigue una tendencia ciclica.
Se puede recurrir a modelos sofisticados y recientes que utilizan sistemas de varias ecua-
ciones apoyados con técnicas intensivas del ordenador y métodos M C' M C'; pero la comple-
jidad de las mismas exigen la colaboracién de miembros de distintos perfiles de formacion.
El presente capitulo se inspiré en el modelo de Lotka Volterra, pero editado para evitar
los patrones ciclicos y que persiga la tendencia del crecimiento humano observado en las
ultimas décadas. Esta soportado por el uso de derivadas que usan la transformada de
Fourier, y ésta a su vez es ejecutada con el efectivo cédigo novedoso X FT',(el sustento
teorico del codigo X FT puede consultarse en el anexo) . Es un modelo sencillo en su
estructura, pero su sencillez no impide que pueda que considerar la interaccion entre las
dos especies y que controle la influencia de factores circunstanciales (disposicién o no de
otros alimentos en el hombre, eficacia en la labor de la pesca). Es entonces, un modelo
en persigue el equilibrio entre lo sencillo y lo multidisciplinario. Los resultados de este
modelo arrojan el fatal reporte de la extincion del atin en las préximas décadas.
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2 Variacion fraccional

El sistema obtenido antes: % = 0.14723y(1 — y/6) y 2 = 0.2z — 0.168y*?z'3, no
es el Unico que permite hacer prondsticos futuros en torno a la eventual extincion del
atun. Pero nos inspiraremos en él para plantear un sistema similar, pero que involucre
derivadas fraccionales. Ese sistema similar persigue entonces el mismo fin: Pronosticar la
evolucion de la poblacion del atin en las proximas décadas. En este sistema similar se
plantearan ecuaciones que involucren fracciones no sélo en los exponentes sino también
en el orden de derivacién. Apelamos a la flexibilidad en torno a la eleccién de ecuaciones
que simulen mejor los fenémenos fisicos o bioldgicos, tras el intento de ir mas lejos que el

simple planeamiento de ecuaciones con exponentes enteros y ordenes de derivacion enteros.

Se pueden hacer distintas formulaciones del orden de derivacién fraccional, (usando la
férmula numérica (10), cuyo sustento analitico es (11), del Anexo); asigandose distintos
valores equiespaciados tales como 0.1, 0.2, ....,0.9, tales que interpolan los 2 tiempos (al
menos) referidos.

2.1 Parametros y ecuaciones

Se asignaron distintos valores al pardmetro r de la ecuacién 2% = ry(1 — y/K),
hasta obtener el valor de r que satisfaciera la condicién de que en el ano 65 fuese y=2.97
(puesto que en ese ano 2015 o ano 65 la proporcién de la poblacién humana era 2.97 veces
la poblacién del afio 1950 o afio 0), y se hallé que las ecuaciones fraccionales resultaron

ser:

d0410

D2 — 0.10y(1 — y/20)
Coy = 0.0701y(1 — y/20)

EoY = 0.063y(1 — y/20)

(0-40

S8 = 0.062y(1 — y/20)

d0-50

E2 — 0.064y (1 — y/20)

d0.60

s = 0.069y(1 — y/20)
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(d0-70

o = 0.075y(1 — y/20)

d0.80

s = 0.084y(1 — y/20)

d0.90

oo = 0.096y(1 — /20)

Asi también, se llevaron a cabo una serie de ensayos con el fin de estimar los parametros
en la ecuacién ‘Zn—,f = ax — By’z® hasta hallar el conjunto de valores de los pardmetros
que satisfaciera la condicién de que en el ano 58 fuese x=0.33 (puesto que en el ano 58 6
2008 la poblacién del atin era apenas el 33 % de la poblacién del ano 1950 o ano 0). y

se hallé que esas ecuaciones fraccionales fueron:

d0-10,4

E0r — 0.20 — 0.18y" 2"

d0.20

B = 0.20 — 0.158y 20"

d0-304

EEE = 0.20 — 0.152y 22"

d0.40

O — 0.20 — 0.152y"21?

d0.50

@O — 0.20 — 0.154y 203

0-60

Wﬁg = 0.2z — 0'156y1'2$1'3

d0.70

e — 0.22 — 0.163y" 223

d0.80

O — 0.20 — 0.168y %23

d0-90 4

B = 0.20 — 0.176y" 23

. m , . .
Considere que en flt—,,’f = ax — Bybx?, el pardmetro a se mantuvo invariable en esas

ecuaciones. Este parametro es una medida de la capacidad reproductiva, supone que se
reproducen exponencialmente y se asocia también al crecimiento intriseco (removiendo la
mortalidad por cualquier causa del atin). Por otro lado, el pardmetro que se hizo variar
en cada ecuacién, ademds del orden de integracion, es el parametro 3, el cual mide el
grado o nivel de encuentros entre los atunes y los humanos. Las anteriores ecuaciones
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vienen a representar pues, una amplia gama de posibilidades en el grado de interaccion
entre esas 2 especies. Elegir la ecuacion que mejor se ajusta a la realidad es un desafio que
para dilucidarse implica el acceder a mas informacién en torno a la evolucion del tamano
de la poblacién de atin, (conocer més de los 2 tiempos que se trabajaron en el presente
escrito). Dicho escenario, darfa lugar al manejo de técnicas tales como AIC (Arkaike
Information Criterium) y BIC (Bayesian Information Criterium), que permiten elegir la
ecuacion que arroje mejores predicciones entre las existentes, o la ecuacién correcta, con
maxima probabilidad a posteriori. [2]

En torno a 222 = ry(1 — y/K); las distintas derivadas fraccionales obtenidas pueden
también competir tras la bisqueda de la que mejor se adeciie al crecimiento poblacional
humano en la historia reciente, ello representa un desafio posible de superar. Observe
que % =ry(1 —y/K) = ry — ry*>/ K, entonces, el término positivo ry explica el crec-
imiento de la poblacién y el término negativo ry?/K explica el decrecimiento. Esto tiene
implicaciones bastante significativas: el parametro r viene a ser un indice intrinseco de
natalidad humana, sin incluir los decesos, no estimable directamente de tablas, pues no
es precisamente el indice de crecimiento anual ni sexenal (el cual incluye también los de-
cesos), mientras que el término ry?/K encierra todos los decesos, por cualquier causa de
mortandad. No obstante, un hecho observado que nos permite tener relativa tran-
quilidad en torno a las diferencias en las conclusiones que pudieran derivarse de la diversa
gama de fracciones de derivada tiene que ver con la no diferencia significativa entre las

graficas que se obtienen con esas distintas fracciones, excepto, quiza con la fraccion 0.50.

2.2 Resultados

Nos permitimos exhibir la siguiente grafica que maneja tres fracciones de derivacién
comunes en lo tocante al atun:
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Esta grafica, por si sola, viene a ser una de las principales aportaciones del presente
articulo, toda vez que, con un nimero previo de corridas (ensayos) que la perfeccionaron
y que se cuantifican en decenas o centenas de veces; viene a exhibir, de forma expedita
la evolucion futura de la especie estudiada, haciendo uso del mecanismo mas complejo de
los usados aqui: las diferintegrales fraccionarias, auxiliadas con la técnica computacional

XFT.

En torno a la lectura de la grafica, se tiene que para la fraccién 0.10, el modelo
proyecta al ano 2070 una cantidad de atin del monto del 2% de la cantidad inicial (1950),
y en 2094 la cantidad de atiin tomaré el valor de 0.9% aproximadamente de esa cantidad
inicial. En torno a la fraccion 0.50, en el ano 2070 la cantidad de atiin tomara el valor de
1% de la cantidad inicial (1950), y en 2094 serd 0.4% aproximadamente de esa cantidad
inicial. Y en relacion a la fraccién 0.90, el modelo apuntalado al ano 2070 determina
que la cantidad de atin tomara el valor de 1% de la cantidad inicial (1950), y en 2094
la cantidad de atin serd el 0.4% aproximadamente de la cantidad inicial. No deja de
ser interesante el hecho de que las tres fracciones referidas arrojan prondsticos bastante
similares entre si. Estas conclusiones no serian demasiado distintas de las reportadas por
una revista cientifica, que hacen pensar del posible exterminio del atin en los tiempos
venideros, como se vera en el capitulo 5. Como se comentd antes, éstos son prondsticos en
el &mbito ambiental-social, de los tantos que se formulan en torno al escenario tragico que
le espera a la humanidad, al menos de que se implementen medidas emergentes radicales
en la planificaciéon alimentaria y en la conservacién de los habitats.

Es interesante observar el comportamiento atipico que se descubre en la anterior grafica
en torno a las distintas fracciones de derivacién. De las tres fracciones contrastadas, la
fraccion intermedia en valor es 0.50; no obstante, su curva asociada es tal que no se
posiciona de forma intermedia, pues en el extremo izquierdo de la grafica se despliega mas
arriba, con una “joroba”, que las otras dos. Dicha “joroba” puede ser un sintoma que le
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reste fuerza en una competencia que libre contra las demas fracciones en un contexto de
la busqueda de la derivada fraccional con un comportamiento més sensato o realista.

El uso de las distintas fracciones de derivada parece también exhibir diferencias bastante
tenues en lo que toca a la evolucién de la poblacion humana, segin se observa en la
siguiente grafica:
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Por otro lado, es curioso observar la relacién entre el orden de la derivada fraccional:
0.1, 0.2, ....,0.9, y los valores correspondientes del parametro § en fl;n—wf = az — fy’z?. El
parametro  es un indicador de cuan rapido disminuye el valor de la ecuacién, pero, para
que la solucién de la ecuacién pase por los 2 puntos “interpolados” ( correspondientes al
ano 1960 y 2011), entonces se puede decir que el orden de la derivada fraccional “com-
pensa” el valor de 3, de forma tal que la grafica siempre pase por los 2 puntos. Esto se
puede describir de otra forma: El salto de 0.10 a 0.20 es, en términos de distancia, igual
al salto de 0.50 a 0.60, e igual al salto de 0.90 a 1; pues en todos esos casos el salto es
de 0.10, pero el salto de la derivada de orden 0.10 al orden 0.20, en términos del “rigor”
de derivacién es distinto al salto de derivada de orden 0.50 al orden 0.60, en términos del
“rigor” de derivacion, el cual es distinto a su vez, al salto de derivada de orden 0.90 al

orden 1. Estas ideas se puede ilustrar con la siguiente grafica:
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La cual descubre las diferencias ya descritas, e inclusive descubre cierta “asimetria”
entre los valores 0.1, 0.2, .., 0.9. Estas diferencias y esta asimetria son entonces, carac-
teristicas de la deriva fraccional que valen la pena subrayarse.

En relacién a % = ry(1 — y/K), algo similar se presenta al contrastar r contra la

fraccion, aunque el comportamiento atipico se pueda quizas explicar por la potencia 2 de
la y:
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2.3 Observaciones de este modelo

El modelo usado en el presente capitulo se inspiré en el modelo de Lotka Volterra
del capitulo anterior, pero involucrando la novedosa definicion de la derivada fraccional,
cuyo codigo computacional sigue estando soportado por el uso de derivadas que usan
la transformada de Fourier, y ésta a su vez es ejecutada con el cédigo novedoso X F'T,
(el sustento teorico del codigo X FT puede consultarse en el anexo) . El uso de las
derivadas fraccionales permiten ir mas alld del prevaleciente paradigma que supone que
todos los fenémenos naturales, econémicos o sociales deban estar regidos con el manejo
de derivadas (o integrales) de orden entero. Una ventaja analitica de la inclusién de la
derivada fraccional en los modelos es conseguir una mayor flexibilidad en la busqueda
de las soluciones (mayores grados de libertad dicho en la jerga estadistica), pues el orden
fraccional: 0.10, 0.20, etc. se puede introducir como una nueva variable a estimar; pero ese
exceso de flexibilidad debe ser compensado imponiendo més condiciones al sistema (més
condiciones iniciales, mas condiciones de frontera, variables forzadas a ser transformadas
a constantes, etc.) La teoria que involucra el uso de diferintegrales fraccionarias estaria
en una etapa de notorio desarrollo tedrico y experimental.

Los resultados de este modelo fraccionario, al igual que en modelo no fraccionario del
capitulo anterior, arrojan el fatal reporte de la extincion del atin en las préximas décadas.

2.4 El valor de K, un dilema a considerar en nuestros pronésticos

Como se senal6 anteriormente, el parametro K usado en la ecuacién (1) representa la
capacidad sustentable, esto es, la tolerancia maxima de personas en el globo terraqueo.
Mas alla del valor que se le asignd, no hay consenso en torno a su valor entre los estudiosos
de demografia. Por ejemplo, Brown examina cuidadosamente la probabilidad de que la
capacidad del planeta para soportar la poblaciéon humana esté entre 50 000 y 200 000
millones de personas [3]. También, se argument6 que si toda la tierra se dedicase al
cultivo de alimentos de origen vegetal, excepto una fraccién de 750 metros cuadrados
por persona para usos urbanos, la capacidad poblacional de la tierra seria de 146 mil
millones de personas [4]. Hay quienes, sobrevalorando factores tales como la produccién
de alimentos, la cantidad de agua disponible, la cantidad de radiacion solar, etc. proponen
otros distintos valores para K, y esos valores son disonantes unos con otros casi siempre.
Para evitar entrar en la polémica de su valor mas adecuado, usufructuaremos el valor
asignado antes de K = 20 e incursionaremos, en la siguiente tabla, en otros dos valores:
( K =10y K =40 ), para contrastar los pronésticos que derivan de cada valor. No nos
aferraremos a un soélo valor de K, toda vez que pueden emitirse voces para desacreditar
ese valor a partir de argumentos que se sustenten en recientes investigaciones o en nuevas
teorias.
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K veces la poblacién mundial en 1950, y seria la afio Porcentaje restante del atin

capacidad maxima de albergue en el planeta respecto del que habia en 1550
K=20 2070 1.5%
dx/dt=0.2x-0.187yl 7 x 17 2004 0.4 %

dy/dt =0.111y (1-y/20)

K=10 2070 20%
dx/dt=0.2x-0.184y" x *- 2004 0.7 %
dy/dt =0.124y (1-y/10)

K=40 2070 1.4%
dx/dt=0.2x-0.19y - 2004 03%
dy/dt =0.105y (1-y/40)

Afortunadamente, para esos tres valores de K, los prondsticos futuros no difieren de
manera significativa, ni la evolucion futura de esa poblacién de atin, segun la siguiente
grafica:

3

£ 1.0F

cBRAN

= 0.8

: ‘Ll\ K=20
5 0.6 lb

s ™ 1hk\ K=10
= 02f At

£ 0.0F

- 0 50 100 150 200 K=40

afios a partir de 1950

3 Interpretacion del sistema de Lotka Volterra frac-
cional

El presente capitulo escueto es el antecedente tedrico del proximo capitulo. Pues se
describen las premisas y la estructura del sistema de Lotka Volterra fraccional, el cual
se abordara en el siguiente; y las cuales, a su vez, se han inspirado del sistema de Lotka
Volterra estandar (no fraccional).
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La primera ecuacion del sistema:
dO.SOZ, o
41050 — x(oz - By)

supone que las presas tienen suministro de comida ilimitado por tiempo definido, y se
reproducen a menos que exista algin depredador. Este crecimiento estd representado
en la ecuacion por el término ax. El término de la ecuacién Sxy viene a representar el
encuentro de las dos especies y su interaccién. Si o § son cero no existe interaccién.

Se puede interpretar la anterior ecuacién como el cambio del nimero de presas que
viene dado por su propio crecimiento menos la tasa de encuentros con depredadores.

En la segunda ecuacion del sistema:

d0450y

2050 — —y(y — 6x)

dxy representa el crecimiento de los depredadores, y vy representa la muerte natural de
los depredadores; a mas depredadores es necesario que el nimero de victimas o presa
aumente para mantener la poblacion.

Se puede interpretar la anterior ecuacién como el crecimiento de los depredadores por
la caza de presas menos la muerte natural de éstos.

4  El sistema de Lotka Volterra fraccional para el
atin

La relacién entre el hombre y el attin rojo también puede concebirse en el contexto
de las ecuaciones de Lotka Volterra (LV). Las soluciones del sistema de LV con derivadas
enteras son siempre periddicas regulares ( con el mismo periodo a lo largo del tiempo).
Estas soluciones son entonces incongruentes con la evolucion de la poblaciéon de atin y
sobretodo la humana, pues es natural suponer que la evolucion de la poblacién humana no
es periddica regular. Afortunadamente, la inclusién de los sistema LV con derivadas frac-
cionales es una atractiva opcién toda vez que las soluciones no son periddicas, y en el peor
de los casos son periddicas pero no regulares. Nos permitimos el planteamiento entonces,
del uso de un sistema de LV usando el orden de derivacion mas comun y representativo:
la fraccion 0.5. Dicho sistema adquiere la estructura:

Gt = (o — By)

d0‘50

o = —y(y — dx)
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Desarrollemos un procedimiento similar al de las secciones pasadas en la estimacién
de los cuatro parametros involucrados en el sistema. Conviene entonces fijar al ano 0
como 1950 y al ano 58 como 2008. (Otra estimacién similar se puede hacer para el atin
del Atlantico Occidental). Esto di6é pauta para asignar distintos valores a cada uno de
sus cuatro parametros, hasta hallar, que por un lado, el sistema satisfaciera la condicion
de que en el afio 58 fuese x=0.33 (puesto que en el ano 58 6 2008 la poblacién del atin
era apenas el 33 % de la poblacién del afio 1950 o afo 0); y que por otro lado, también
satisfacieran la condicién de que en el ano 65 fuese y=2.97 (puesto que en ese ano 2015 o
ano 65 la proporcién de la poblaciéon humana era 2.97 veces la poblacién del ano 1950 o
ano 0).
Procediendo de esta forma, el sistema resulto ser:

P2z — 2(0.021 — 0.045)
L2 — —y(0.004 — 0.1z)

La busqueda de valores de parametros no estuvo exenta de dificultades, toda vez que
varias veces el cddigo no alcanzaba convergencia en la bisqueda de las soluciones.

La estimacién de los valores de los parametros se refind hasta hasta obtener resultados
para x que difirieran a lo mucho 5 milésimas respecto a 0.33, y para y que difirieran
también a lo mucho 5 milésimas respecto a 2.97. Resulté ser una tarea dificil dada la alta
sensibilidad de los mismos ante cualquier pequeno cambio en cualquier componente de las
ecuaciones.

Proyectando este modelo al ano 2070, la cantidad de atiin tomara el valor de 4.7% de
la cantidad inicial (1950), y en 2094 la cantidad de atin tomara el valor de 2% de esa
cantidad inicial.

3.0

2.5
2.0 hombre

15—
1.0 \
0.5

0.0f, T~

0 50 100 150 200
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Cabe senalar que la formulacion de la ecuacién de LV en la relacion atiin-hombre tiene
un caracter mas simboélico que realista, toda vez que el depredador ( hombre) no depende
exclusivamente de la existencia del atin (presa) para su subsistencia, por lo que no se
satisface una premisa implicita de la relacion depredador-presa en LV, la cual supone que
el depredador depende exclusivamente de la presa para su subsistencia. Esto da pauta
para concluir en el sentido de que la evolucién de la poblacién humana en el tiempo
futuro inmediato no tiene que seguir el desarrollo que se exhibe en la grafica anterior.
No obstante, dado que el atin si tiene como depredador importante y quizés principal,
al hombre; nos induce a tomar con seriedad la evolucion de la poblacién del atin que
vaticina la grafica anterior, lo cual, en coincidencia con otras conclusiones del presente
articulo, nos hace creer que el atin rojo se extinguira, efectivamente, en las proximas
décadas.

4.1 Observaciones parciales

El modelo usado en el presente capitulo se inspiré en el modelo de Lotka Volterra
estandar, cuyo cédigo computacional sigue estando soportado por el uso de la transfor-
mada de Fourier, y ésta a su vez es ejecutada con el codigo novedoso X F'T', (el sustento
teorico del codigo X F'T puede consultarse en el anero) . Este modelo estdndar- fraccional
tiene un caracter mas simbodlico que realista, aunque el caracter no realista puede estar
sujeto a discusion, pues existen argumentos que hacen suponer que puede ser més real-
ista de lo que se imaginaba. Se coment antes que no satisface a cabalidad algunas de las
premisas del modelo Lotka Volterra (plena dependencia del depredador (hombre) respecto
de la presa (atin) por ejemplo); pero la evolucién en este modelo de ambas poblaciones:
la del atin en decadencia fatal, y la del hombre atin en ascenso numérico pero sujeto a
una futura decadencia a partir del 2070 aprox., son evoluciones que no distarian mucho
de la realidad. En particular, la del hombre puede seguir esa propension decadente en las
proximas décadas, dada la escasez alimenticia, la contaminacion y la destruccién de los
hébitats.

Los resultados de este modelo fraccionario, al igual que los dos modelos anteriores,
arrojan el fatal reporte de la extincion del atin en las préoximas décadas.

5 Contraste de las conclusiones del presente articulo
con un articulo referente.

El estudio publicado en 2011 en revista cientifica PLoS ONE [1], que exhibe un modelo
matematico de gran complejidad y riqueza, inspirado en simulaciones MCMC; es un ref-
erente obligatorio para cualquier estudio que se aventure en prondsticos de la poblacion
de atin. Segun dicho articulo, de continuar la tendencia del monto de pesca del ano 2007;
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esto es, 60 000 toneladas por ano en la poblacién de attin del Atlantico Oriental, ( y 1750
toneladas para la poblacién occidental, la cual no es considerada en nuestro articulo),
entonces, en la poblacion Atlantica Oriental, la relacién de la biomasa en 2020 entre la
biomasa del rendimiento maximo sutentable, serd de 0.35 ( en la Atlantico Occidental serd
de 0.36). Cabe senalar que el rendimiento maximo sustentable es el monto poblacional
para el cual la pesca de individuos no afecta la continua reproduccion y consecuente crec-
imiento de la poblacién; en otras palabras, hay un excedente de individuos que pueden
ser capturados porque el crecimiento de la poblacién estd en un momento robusto, debido
al gran numero de individuos que se reproducen [28]. Cuando se reporta un radio de
0.35 de la relacion de la biomasa en el 2020 entre la biomasa del rendimiento méximo
sutentable, se interpreta entonces que la poblacion, en el 2020, estard en una situacion
critica de sobreexplotacion al grado de condenarla al exterminio en un futuro.

Cabe decir que en dicho estudio se consideran las interacciones entre esas dos pobla-
ciones, (separadas por el meridiano 45), a partir de estimaciones de la migracién de
los peces entre una y otra poblacion. En nuestro articulo, en cambio, se considerd a
la poblacion del Oriente del Atlantico como una séla, sin interacciéon con la poblacién
Occidental.
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ANEXOS

6 El método de soluciéon numérica

Muchos problemas de valores a la frontera consisten de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias y valores a la frontera en dos puntos. En los tltimos anos se han
usado métodos de solucién que han usado matrices cuando la derivada o integral esta
dada como combinacién lineal de los valores de la funcién evaluada en los nodos.

La matriz de diferenciacion usada para resolver la ecuacién de Schodinger, que lla-
maremos después D, es diagonalizada por una matriz F' que procede de una féormula de
cuadratura para la Fractional Fourier Transform; y recientemente, un nuevo algoritmo
para calcular la transformada de Fourier ha sido creado y llamado X F'T'. La matriz D
produce derivadas exactas para combinaciones lineales de funciones de Hermite, y por lo
tanto, derivadas aproximadas para operaciones de L?(—o00,00), usaremos la X F'T para
calcular operaciones de punto flotante en O(nlog(n)) de derivadas de funciones y usaremos
la invertibilidad de D para obtener antiderivadas.

Consideremos N diferentes nodos complejos 21, 2, ..., 2y y un polinomio f,,(z) de
grado m < N — 1. Entonces, los N valores de la derivada de f,,(z) obtenidos de la

interpolacion de Hermite en el plano complejo evaluada en los nodos puede ser escrita de
la forma [16], [23], [24]

N
Fru(z) =Y Djgfnlz), (1)
k=1
donde .
> % J=F
7 VA
P'(z) .
(G Py 70

y P(z) = H]kvzl(z — z;). Esto significa que D es una matriz de diferenciacion que da
derivadas exactas en el espacio de polinomios de grado de al menos N — 1.

Ahora consideremos una funcién no nula 7(z) en el intervalo considerado. La derivada de
la funcién u,,(z) = v(2) fi(2), evaluada en los nodos viene a ser

() = Az) (mj) - Mfm(zj)) — (z) (Z Dy - M) Fnl22)

7(z)) — (%)

= Z Dt (z1), (3)
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donde los elementos D, dados por

Dy =10z (P = T ) (e, @)

V()
definen la N x N matriz de diferenciacién D la cual aporta derivadas exactas en el espacio
generado por u,(z), m=0,1,..., N — 1. Elijamos ahora la funcién real e*/2 como

~v(x). Ya que el sistema ortogonal e=**/2H,,(z) es cerrado en L2(—oc0,c0), (4) genera una
matriz para derivadas aproximadas en el espacio para esta eleccién de vy(x). Ya que los
elementos diagonales de D vienen a ser

= (@ —w) ()

podemos seleccionar los ceros del N ésimo polinomio de Hermite Hy(x), x1, %2, ..., 2y,
como nodos y aplicar las formulas electrostaticas para los ceros de los polinomios clasicos
ortogonales [17] para obtener una matriz de diferenciacién D con ceros en las entradas de
la diagonal, i.e.,

D = GDyG ™, (5)

donde G es la matriz diagonal cuyos elementos estan dados por e 2 H n(Tj), xjeselj
cero de Hy(x),y

0, J =k,
(Do)jk = 1 (6)
, JFk.
(x; — ) 7
En [18] es mostrado que
E7'DyE =iX,
donde X es la matriz diagonal cuyos elementos son los cero de Hermite z;, j = 1,2,..., Ny
E' es la matriz de elementos
2N—1 (N N—-1 i
Ej, = n(tr). 7
ik NHN_l( HN . tk TLZ:% on n' (k‘) ( )
Asi, definiendo
F=GES, (8)

donde Sj, = (1)1, j,k =1,2,..., N, tenemos que F'DF = ST'E"'G'DGES =
STENG'DG)ES = STE-NG'DQ)ES = STE-(Dy)ES = §~{(E-'DyE)S =
S~71(iX)S = iX. En resumen:

F'DF =iX, (9)

y ya que x; # 0Vj, para N par (pues en tal caso el 0 no formaria parte de los ceros
de Hermite) obtenemos que D = F(iX)F~!, y entonces D* = FiX)F'F(iX)F~! =
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FX)(F'F)(iX)F~!' = F(iX)(I)(iX)F~' = F(iX)(iX)F~!' = F(iX)2F~! | y en gen-

eral:

D' =F(iX)'"F' q€Z. (10)

no obstante, la formula anterior es valida para ¢ fraccionario y hasta complejo. El uso de

D allana un camino para definir una novedosa expresion de diferintegrales fraccionarias.
La ecuacion (10) es la representacion numérica de la derivada fraccional que usaremos en
el proyecto. La forma continua de esta derivada estd dada en términos de la transforma
de Fourier de la forma siguiente:

1/2n / h [e™ ™ (jw) ] /_ " g f(7)dr]] dw (11)

—00 o0
Esta expresion es una derivada fraccional analitica y daremos una férmula numérica en
un capitulo posterior; se ha usado ademds como derivada fraccional en los articulos [25],
[26] entre otros. Nos permitimos desarrollar la teoria anterior mediante casos numéricos
utilizando el software Mathematica:

Inf21:= Lnd de nod .
P nes el numero de nodos nuamero de nodos, (son pocos)

In[3):= m = 50
In[4]= a = NSolve[HermiteH[n, y] =0, v]: Halla las raices del polinomio de Hermite de grado n

NEl- Z=v /. a; z es el vector conformado por esas raices

inEl= Hn[ x 1 := HermiteH[n, x] El polinomio de Hermite de grado n es definido como Hn
In[f}= Bderivada = Hn'[x]; Se define la derivada del polinomio anterior
In[8]:= Allanemos el camino para obtener ©, me da derivadas aproximadas enel espacio e"z/z = Hm[x],

paraellohallemos primero G, Ginversa y 00 :

Se albergan espacios para una matriz n x n, es la matriz G
In[gl:= G = Table[D, {k, n}, {Jj, n}]:

. . . . .. -=[A132 o, . . .
Infs]:= F'm“[1 =1,i=n, 1++, Gl[E,1]1=e /2 un lzlhlllr] Se definen los elementos de la diagonal de
G

In{10]:= Obtengamo= 1a matriz o0

In[11}= 00 = Table[0, {k, n}, {J, n}]: . . .
Se albergan espacios para una matriz n x n, es la matriz Do

Do[DO[[3, 111 =1/ (=[[311-=[[i11) , {i, 1, n}, {3, 1, i-13] Se definenlos elementos de Do
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In[13]:

In[14]:

In[14]:

In[15]:

In[1]:

In[15]:

In[18]:

Inf17]:

In[1]:

In[149]:

In[13]:

In[20]:=

Inf21]:=

In[21]:=

In[Z2]:=

= Do[DO[[1, 311 = -90[[], 111, {1, 1, n}, {3,1,1-1}]  Se definen mas elementos de la matriz Do

= A continnacidn tenemos a P goe da derivadasaproximadas enel espacio e / «Hm[x]

D =G.90.Inverse[B] ; Se formula a D como D = (G )(Do) (G inversa)

= Consideremos lasiguniente funcidén "fm" =
=fm[z ] :=(£-2z'-7+4z:+5); Un polinomio ordinario de grado menor que n-1

= ghora definamcs la siguniente funcidn y[x] ywmnltipliguémosla por ese polinomio =

gl ] s e La funcién exponencial clave de la teoria presente
=mmfz ] :=y[z] +fm[z]; El producto del polinomio por la funcién exponencial, se le llamara um
0 ez una natrizgme di derivadas aproxinadas en el espacio e"z/z Hu[z], Probemos laeficaciadeD,

paraello, mmltimpliguemcs © porum[z] ¥ veamos suaproxinacidna laderivadaexactademm[z].

z evalnado enum [z] resulta ser :

um evaluado en z ( en las raices del polinomio de Hermite)

= mm[z];
= Laderivada exactademm[z ] evalunacaenxzss:

- derivadaexactadeum = um ' [z] ; la derivada de um evaluadaen z

derivadainspiradaenXFT = o. um[z]; matriz de diferenciacion (D) operando en um(z), esto es una construccion

no refinada aun de la derivada XFT

Las graficas de ambos vectores, ysudiferencia, siguenacontinmacion:

tl = Table[{z[[k]], derivadaexactademm[[k]1}, {k, 1, n}]1; tabla que alberga las raices y las derivadas exactas

evaluadas en esas raices
t2 = Table[{z[[k]], derivadainspiradaen¥XFT[[k]]}, {k, 1, n}]:

GraphicsRow [ refinada evaluada en las raices
{Li=stLinePlot[{tl, t2}, Background -+ White, PlotRange - All, GridlLines + Antomatic, Frame -+ True,
FrameStyle -+ Directive[Thick, 20, Bold], codigo de los atributos de la siguiente grafica

PlotStyle + {Directive[Thicknes=s[0.01], Black, Thick], Directive[Thicknes=[0.01], Orange, Thick, Dashed]},

GridlLines + Antomatic, Framelabel + {"x", "derivadas exacta y HFT"}]
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diferencias entre la derivadasexacta y la XFT

10}

~——

derivadasexacta vy XFT

\

t3 = Table[{z[[k]], derivadainspiradaen¥FT[[k]] - derivadaexactademum[[k]]}, {k, 1, n}]:

graficas dela
derivada XFT no
refinaday de la
derivada exacta
evaluadas en las
raices, es notoria
la semejanza
entre ambas

tabla que alberga las raices y las diferencias entre las derivadas exactas y las

derivadas XFT no refinadas
GraphicsRow [

{ListLinePlot[{t3}, Background -+ White, PlotRange -> All, GridlLines -+ Antomatic, Frame -+ True,
FrameStyle + Directive[Thick, 20, Bold], PlotStyle - {Directive[Thickne==[0.000005], 20, Red]},

Gridlines + Antomatic, FrameLabel -+ {"x", "diferencias entre la derivadas exacta y la HFT"}]

1
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El siguiente es el codigo de 1a XFT para derivar : . R
codigo para derivar sustentado enla XFT

: DXFT[f , g , frem ] :=

Hodule[{n, ep=si, x, apar, 5, 8i, f=, fpg},

n = Length[f]: (« I£f[0ddQ[n], (F t["El nimerc de puntos )y B8 ]

apar=4. /Pi; epsi=Pi/8grt[2n]; x=Table[N[(k-n/2-1/2) epsi

s = Tahle[H[Exp[—i x% 3]] i, o, 11_1}],- Si= 1/5;

fz=5i«f;
fpg = S« Fourier[ (I apar x) * g « InverseFourier[f=s, FourierParameters + {1, 1}], FourierParameters » {1, 1}]:
M*qwfpg ]

nes el nimero denodos, ahora seran mas nodos el namero de nodos sera de 1000, es mucho mas que

n=1000:q=1: anteriormente

frem = 3; apar=4. /Pi; epsi=Pi/Sqgrt[2n]; x=Table[N[(k-n/2-1/2) epsi], {k, n}]; M=epsixfrem;
2
¥lx ] i=e” /2 ;

iz 1= (F-22-Fedzes)s las mismas funciones involucradas en el ensayo

anterior, esto es, cuando n= 50
Flz ] :i=vy[z]l=fm[z];

fe = Table[F[x[[k1]1 /M1, {k, n}]1; fpe = Table[F '[x[[k]1]1/M], {k, n}1:

fepar = (fe + Reverse[fe]) /2; feimpar = (fe - Reverse[fe]) /2; se parte la funcion en sus componentes pare
impar para después aplicar la derivada XFT

fpa = DXFT [Most [fepar], q, frem] + Most[DXFT[feimpar, q, frem]]; refinada a cada componente

np = 10; tabla que alberga las raices y las derivadas exactas

tre = Table[{x[[k]], Re[fpe[[k]111}, {k, 400, 600}]; evaluadas en esas raices

tra=Table[{x[[K]1, Relfpal[kl11}, {k, 400, 60031 tabla que alberga la raices y las derivadas XFT refinadas

evaluadas en esas raices
GraphicsRow [ {

ListLinePlot[{tre, tra}, Background + White, PlotRange -> All, Gridlines + Antomatic, Frame -+ True,
FrameStyle -+ Directive[Thick, 20, Bold],
PlotStyle -+ {Directive[Thickness[0.01], Black, Thick], Directive[Thickness[0.01], Orange, Thick, Dashed]},
GridLines + Antomatic, Framelabel -+ {"x", "derivada=s exacta vy XFT"}] }1

codigo de atributos de la siguiente grafica

10} :

5 gréaficas dela
derivada XFT
refinaday de la
derivada exacta
evaluadas en las
0 . raices, es notoria
la semejanza
entre ambas

derivadasexacta y XFT
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dif = Table[{x[[k]], Re[fpe[[k]]] -Re[fpallk]l]1}, {k, 400, 600}];
tabla que alberga las raices y las diferencias entre las derivadas exactas y las
GraphicsRow [ { derivadas XFT refinadas
ListLinePlot[{dif}, Background + White, PlotRange -> All, Gridlines + Antomatic, Frame -+ True,
FrameStyle -+ Directive[Thick, 20, Black, Bold],
Framelabel -+ {"x", "diferencia entre la derivada exacta y la HFT"},

PlotStyle -+ {Directive[Thickness[0.000005], 20, Red], Gridlines -+ Antomatic}] }]

codigo de atributos de la siguiente grafica

-14
1.5x10 grafica de las
diferencias entre
_14 la derivada XFT
1.x10 refinaday la
derivada exacta,
5.% 1015 observe las

diferencias tan
minusculas del
ordende10ala-14

—1.x107H

diferenciaentre la derivadaexacta y laXFT

7 Método deductivo de la XFT

Consideremos la familia de polinomios de Hermite H,(t)n = 0,1,2,.. que satisfacen
la férmula de recurrencia:

Hypor (t) + 20H, 1 (t) = 2tH, () (12)

con H_4(t) = 0. Como es mostrado en [8], de (12) se siguen las férmulas de Christoffel-
Darboux:

Si x # y entonces
N-1

Hy (x) Hn(y) _ Hy(x)Hy—1(y) — Hy—1(2)Hy(y)
20l 2N (N = 1)i(z — y)

(13)

3
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Si z = y entonces

N-1

N2 A H) _ By Hyor(o) = H (o) (o) "
2nn! 2N(N —1)!
n=0
Note que la ecuacién de recurrencia (12) puede ser escrita de la forma:
0 1/2 0 Hy(t) Hy(t)
1 0 1/2 ... Hi(t) H,i(t)
0 2 0 .. Hy(t) | =t Hay() (15)

Consideremos ahora el eigenproblema asociado con la submatriz principal de dimensién
N de la expresion (15):

0 1/2 0 0 0

1 0 1/2 0 0

0 2 0 0 0
H = .

00 0 ... 0 1/2

0 0 0 ... N—1 0

Esta es una técnica general [9] [10] para obtener cuadraturas gausianas de polinomios
ortogonales: La ecuacion de recurrencia es reescrita en forma matricial para obtener
vectores ortonormales de RY cuyas entradas estdn dadas ( en nuestro caso) en términos
de los valores de Hy(x),k =0,1,2.., N — 1, en los ceros de Hy(x). Procedemos tomando
una transformacién de similaridad para simetrizar H. Note que la matriz diagonal dada
por:

1 1
V2T 2NN — 1))

S = diag{1 } (16)

genera la matriz simétrica:

0 +1/2 0 0 0

1/2 0 2/2 . 0 0

0 2/2 0 0 0
H = SHS™! :

0 0 0 0 At

0 0 0 N-l1 0




La ecuaciéon de recurrencia (12) y las férmulas (13)y (14) pueden ser usadas para
resolver el eigenproblema: Huy = tiug, k = 1,2,...N el cual es una version finita de (15),
Los eigenvalores tj son los ceros de Hy(t) y el k-ésimo eigenvector uy estd dado por:

Ck(SlHo(tk), SQHl(tk), SgHQ(tk), ceny SNHN_l(tk))T (17)

donde s1, so, .. son los elementos diagonales de S y ¢; es una constante de normalizacién
que puede ser determinada por la condicién uluy = 1; i. e. de
N-1
H,(
c n ) =1 (18)

2” n'
=0

Ya que Hy(ty) =0y Hy(ty) = 2NHy_1(tx), el uso de (13) y (14) da lugar a:

3

_2N-Y(N = 1) 1 _[2NY(N —1)! (—1)N+k
Cp = N | Hy_1(te) | N Hy 1 (tn) (19)

donde hemos usados el hecho de que | Hy_1(t1,) |= (=1)N**Hy_1(t) Asf los componentes
de los vectores ortonormales u;, k= 1,2, ..., N, son:

(ug)a = (~1)N* \/2]\’]\—[(2]\1 I)!1>! ]I;leﬁg n=1,.,N (20)

Sea U una matriz ortogonal cuya k-ésima columna es uy, y sea D(z) la matriz diagonal
S = diag{l, z, 2%, ...,2V "1} donde z es un nimero complejo . Ahora definamos la matriz

F. =\V2rU'D(2)U (21)

cuyas componentes estan dadas por:

( 1)]+k2N 1 N 1 on
t
N Hy_1(ty) HN 1 tk nz Hate)

(}-Z>jk = \/2_ (22)

Esta es la matriz que representa el kernel de la transformada fraccional de Fourier en
un espacio N- dimensional, como lo mostraremos después.

Veamos las formas asintéticas de las componentes de F,, Primeros notemos que la
expresion asintética de Hy(t) en la regién oscilatoria es ( ecuacion 8.22.8 de [8] )

Hy(t) = —Fif(vjj 2++1i)et2/2(cos(\/mt - AT o) (23)

Esto arroja a los ceros de Hy(t) de forma aproximada:
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2k—N-—-1.7
ly = —= 24
= AN (24)
k=1,2,...,N, asi el uso de (23) y (24) da:
I'(N) .
Hy_1(ty) ~ (_1)N+kr(§v+2)etk/2 N — oo (25)
2

Por tanto, para N lo suficientemente grande, (22) puede escribirse como

NI (A2 —(24+42)/2 — 2"
(Fo)jn = V2 ST > g () Hat) (26)
n=0

y finalmente, la féormula de Stirlig’s y Mehler’s [11] da lugar al resultado:

2 B (1+z2)(t?+ti)74t]~tkz
1— 22

e 2(1-2%) Aty (27)
donde At es la diferencia entre dos consecutivos ceros asintéticos de Hermite, i. e. :

(J:Z)jk ~

Atk:tkﬂ—tk:\/%, k=1,2..N (28)

definiendo tg y ty41 como en (24), con k = 0y k = N —1 respectivamente . Consideremos
ahora la funcién de valores complejos g(t) definida para teR y formemos el vector

g=(g(tr). g(t2), ... g(tn))" (29)

Por lo tanto, la multiplicaciéon de la matriz F'z por el vector g resulta en el vector G
con entradas :

N 9 N () a1y 2
G =2 (Flualt) myJ3= 2 =0 glwht (30
n=1 n=1

para j = 1,2,..., N. Note que esta ecuacién es una suma de Riemann para la integral:

2 00 (1422 (12 4t%)—4tt’ =
S.lg(t),t] = e / e 2(1-22) gthdt  |z]<1 (31)

Flo) 5] = Y (Fo)mg(ts) N — o0 (32)

esto es,
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Note que §.[g(t'),1;] es la transformada de Fourier continua de g(¢') hasta una con-
stante. Esto es, la matriz Fz es la transformada de Fourier fraccional discreta. Debe
notarse que esto es una discretizacion de la transformada de Fourier fraccional para un
valor complejo z del disco unitario | z |[< 1 y no sélo para z en su frontera, tal como
usualmente se considera, y que el argumento ¢ de z = re’# es real y no complejo como en
algunas aplicaciones. En el caso de z = 41 viene a quedar:

F}‘k = (fiz)]k ~ €iitjtkAtk (33)

Asi, tenemos una DFT. Esto ha sido previamente obtenido en [7], donde algunos

ejemplos numéricos son dados, y esto se ha aplicado en el andlisis de senales cerebrales.
[13]

La FFT puede ser usada para obtener un algoritmo rapido para (32) como sigue. Ya
que la matriz Fz representa una cuadratura para la transformada de Fourier fraccional
con tendencia a converger cuando un grande nimero de nodos son usados, consideremos
la forma asintética de (32), la cual puede ser expresada con més detalle como:

2

(Foie =75 e e et (34)
—z
donde hemos usado las definiciones:
1+ 22 22 (35)
= - v =
H=o0— ) 1— 22
Observe que hemos reemplazado el signo "~ por el signo ” = ” en (37), redefiniendo

Fz en (39). Para distinguir la implementacién O(n log(n)) de la presente transformada
fraccional discreta de otras importantes contribuciones, denotaremos ésta como la trans-
formada de Fourier rapida extendida (XF'T). Para mostrar las principales diferencias
entre la XFT y la usual FFT, consideremos primero el caso de la transformada de
Fourier estandar.

Como lo podemos notar de antes, el caso z =i en (34) corresponde a una DF'T

L e
V2N

donde ahora j,k = 0,1,2.., N — 1, y hemos usado (24) y (28), Ya que chvzl Firg(ty) es
una cuadratura y por tanto una aproximacién de

Fip = (36)

Gluy) = [~ emrgar (37)

—00

podemos usar la propiedad béasica de la transformada de Fourier:
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G(aw;) = /OO e ity (t)dt (38)

o0

para reescribir (36) de la una forma mas conveniente:

F = 6iaﬁ(j—T
( a)] \/W
en el entendido de que esta matriz sigue una escalada transformada de Fourier discreta.
El parametro de escala a puede ser usado para conectar la X F'T' con la forma estandar
de la DFT. Si escogemos a = % entonces (39) se puede reescribir como:

(39)

jx (N=1)?
e 2 N o N—1. .27 . s N-—1
(Fé)jk — - ity jelek‘e ik (40)

V2N

donde 7,k =0,1,2.., N — 1. En forma matricial, y definiendo F=F. para simplificar la

notacion, la siguiente DF'T, i.e. F', puede ser dada en términos de la usual DF'T i.e. Dp
€como

L (N=1)2
me'2

V2N

donde S es la matriz diagonal cuyos elementos no cero son i o j=0,1,2.,N—-1y
Dp(+) puede ser calculada a través del algoritmo estandar de la FFT. Nota: M(-) denota
la multiplicacion matricial de M por las matrices y/o vectores que se encuentren dentro
de (-). Por lo tanto, el costo computacional de F'(-) es el mismo que el del algoritmo usado
para calcular la F'F'T del vector S(-). Sin embargo, los resultados del presente método son
mas precisos ya que éste procede de una féormula de cuadratura convergente. La inversa
de F es facilmente obtenida:

F = SDpS (41)

2

(B = = RO (42)
donde 7,k =0,1,2.., N — 1.

Ahora obtengamos una implementacion discreta y rapida de la transformada de Fourier
continua fraccional. La definicién de la transformada fraccional dada por (31) esyv/2r la
dada en [5]. Esto debe ser tomado en cuenta para nuestros propdsitos de comparacion.
Consideremos primeramente la transformada fraccional dada en (31):

, 2 42 &0 v 1412 / /
GZESZ[9<t>7t]:\/1_22 e “t/ eV e g(t)dt (43)

El simple escalamiento:
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2 > / 7
Gz(at) =4 / T e_Ma2t2/ eavtt e—ut2g<t/)dtl (44)

y la discretizacion del kernel:

2

a2+2 ) )
(Fjr = 1 e M e titk e T M N, (45)
nos permite implementar un algoritmo rapido para calcular la X F'T" en términos de la
i2(1—22)

FFT. Esto puede hacerse escogiendo a = porque entonces :

TZ ’

2

(F)1 = — efuaztﬁ(p)jke—mi (46)

donde F' dada por (41), es la X F'T rapida para el caso de la transformada de Fourier
~ i2(1—22 ~

rapida. Para simplificar la notacién, sea F, la F = Ya que S0 (F.)jrf(tr) es una

i2(1—22 ~ . . .
cuadratura de (44) con a = * (mz ) F. es una transformada de Fourier fraccional discreta

rapida la cual aporta una aproximacién de la funcién escalada G (at) en los nodos tg.

8 La importancia de la XFT

El rango de aplicaciones de la Fourier transform abarca un amplio espectro de campos
del conocimiento. Tipicas aplicaciones son las siguientes [22]:

Sistemas lineales: La transformada de la salida de un sistema linear esta dado por el
producto de la funcion del sistema de transferencia y la transformada del signo de entrada.

Antenas El patrén del campo de una antena estd dado por la transformada de la
iluminacion en curso.

Optica Los sistemas épticos tienen la propiedad de que la transformada se relaciona
con la distribucién de la amplitud de la luz y los planos focales de frente y de atras del
lente convergente.

Procesos aleatorios El espectro de la potencia de la densidad de la potencia de un
proceso aleatorio estda dado por la transformada de la funciéon de autocorrelacién del
proceso.

Probabilidad La funcién caracteristica de una variable aleatoria est definida por la
transformada de la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria.

Fisica cuantica El principio de incertidumbre de la teoria cuantica estda fundamental-
mente asociada con la transformada ya que el momento y la posicién de la particula estan
esencialmente relacionados con la transformada.
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Problemas de valores en la frontera La solucién de ecuaciones diferenciales parciales
puede ser obtenido mediante la transformada.

Por otro lado, el requerimiento de la fractional Fourier transform descansa en la exis-
tencia abstracta de transformaciones ”parciales” (fraccionales) tales que la sumas de los
efectos de esas transformaciones ”parciales”, desplegadas una tras otra, equivalga al efecto
de una unidad completa (u otra parcial) de la transformada ” estandar”. En simbolos:
F(F*(g)) = F*(g) donde a y b son fracciones y a+b un entero o fraccién inclusive. Una
sencilla ilustracién fisica que apunta a su existencia es la distribucién de un campo f(z,y)
en un plano [22], que puede ser excitado en un plano paralelo, un campo de distribucién
que es la transformada 2 dimensional de f(z,y). Por lo tanto, el campo de distribucién
en un plano intermedio es candidato de una transformada fraccional con 0 < a < 1. La
radiacién difractada por una apertura en el primer plano escapa afuera, a la larga cercana
a la transformada de Fourier en el plano en el infinito, una configuracién que puede ser
compactada por la insercién de una simple lente de longitud focal f detras del plano xy,
con lo cual la transformada aparecera cerca del plano focal de la lente en z = f.

Otros ejemplos [22] de las aplicaciones de la fractional Fourier transform se tienen en
la ecuacion de Schodinger y otras ecuaciones diferenciales de segundo orden en una o mas
dimensiones, aplicaciones en fibras opticas, en sistemas de procesamiento de informacion
Optica. Se ha relacionado la transformada de Fourier fraccional con la rotacion de la
distribucion de Wigner para aplicaciones en analisis de tiempo-frecuencia de signos. Se
han derivado relaciones entre la difraccién de espacio libre y la transformada fraccional.
Se ha usado también la restauracion de imagenes opticas.

En todas éstas aplicaciones y campos, el algoritmo computacional para obtener trans-
formadas de O(n log(n)) en las tdltimas décadas ha sido la FFT. Pero como se vi6
en la ultima seccién, la X FT conserva los beneficios de la F'FT, pues en un sentido
"la lleva en sus entranas”, recordemos la razon analitica de ello: el pardmetro a siem-
pre se eligio previamente de forma acertada con el fin de que el cédigo que involucra

la FFT apareciera en las distintas expresiones de la X F'T', recordemos la férmula (46)
N iz (W—1)?
concerniente a la X F'T no fraccional: I = %SDFS donde Dy puede ser

calculada mediante un algoritmo F'FT, y la férmula (51) concerniente a la X FT frac-
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e (F) jke_“ti donde F dada por (46), lleva el algoritmo
FFT implicito. En ambos casos el costo computacional de la X F'T" es el mismo que el
de la FF'T. Mas aun, la X FT lleva impresa un sello de mayor exactitud en el célculo
de las transformadas: en pruebas con varios tipos de funciones, incluidas funciones no
periddicas y funciones singulares, la X F'T" arroja resultados mas precisos que la F'FT,
toda vez que su formulacion se inspird en cuadraturas convergentes. Los alcances de la
XFT se vislumbran prometedores en la obtenciéon de transformadas no fraccionales y
fraccionales. En las distintas vertientes del campo cientifico, la X F'T' se erige como una
poderosa herramienta cuyas bondades pueden y deben aprovecharse al maximo.

cional:  (F2)ji = /2

9 Meétodo de Picard

El método de aproximaciones sucesivas Picard es un método iterativo para obtener
una solucién a una ecuacién diferencial. Si iniciamos con la ecuacion diferencial ordinaria
no lineal:

D= f) vl = (47)

y si integramos ambos lados de la ecuacion para xy < z < 7 tenemos:

vlan) — ylan) = [ Yy = / " f e, y(@)da (48)

y usando a t como la variable de integracién en lugar de x y poniendo x = z; como el
punto arbitrario final, tenemos:

e = ylao) + [ (ty)at (49)
zo
Sustituyendo una ”partida” inicial de y(z) = ¢o(x) en el lado derecho de (54) tenemos:

o (x) = ylxo) + / "1t do(t))dt (50)

En el fortuito caso de que ¢1(z) = ¢o(x) habremos terminado, encontrando la solucién,
en el otro caso, haremos iteraciones:

buir () = y(z0) + / CF(t, o))t (51)

Si no hay informacién extra, podemos escoger ¢o(x) = ¥o. En general [19], para
un problema de Cauchy y dada la ecuacién (52) con condicién de entorno y(zg) = yo se
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puede asegurar la existencia y unicidad para la solucién en el dominio D :| x — xy |[< a
v | ¥y —yo |< b, y es posible construir una solucién de forma iterativa segin la siguiente
expresion:

() = o + / F(t yna (1))t (52)

donde ¥ se puede elegir arbitrariamente, lo usual es elegir yy = y(xo).

La convergencia de esta serie de funciones es demostrable en el intervalo zg —h < x <
zo + h donde h = min(a, =) y donde M = maz . yep | f(z,y) |.

Ejemplo: Considere el problema de valores iniciales [21]:
y'=2x(1+y) y(0)=0 (53)
Primero observemos que si y = ¢(x) entonces la ecuacién integral correspondiente es

b(z) = / "1+ o(0))dt (54)

Si la aproximacién inicial es ¢g(x) = 0 se deduce que

b1 (x) = /03; 2t(1 + ¢o(t))dt = /Ox 2tdt = 2° (55)

De manera semejante

T T 4
Py(x) = / 2t(1 + ¢y (t))dt = / 2t(1 + t*)dt = 2* + % (56)
0 0
y
T T t4 $4 $6
p3(x) = / 20(1 + ¢o(t))dt = / 2t(1 + % + —=)dt = 2> + — + (57)
. . 2 2 " 2%3
Mediante las ecuaciones (60), (61) y (62) se tiene que
LU4 .CL’G xZn

para cada n > 1, y este resultado puede establecerse por induccién matemtica. Obvia-
mente, la ecuacién (63) es verdadera para n = 1, y ahora tenemos que demostrar que, si
es valida para n = k, también lo es para n = k 4+ 1. Tenemos

T T ) t4 t2k ) $4 $6 x2k+2

= 2t(1 t))dt = 2t(1+t“+—=+...+—)dt = —t—F .
ouir(@) = [ 2 +0u0)dt = [ 2048+ Gt Tl = P G Gt o
(59)
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y de esta manera se completa la prueba inductiva. Con base a la ecuacién (63) es obvio
que ¢,(x) es la n-ésima suma parcial de la serie infinita

Z ””k— (60)

de aqui que lim,,_,, ¢, () existe, si y sélo si, la serie (65) Converge Aplicando la prueba
de la razon, vemos que para cada x se tiene que |%| =77 0 conforme k — oo
por tanto, la serie (65) converge para toda x, y su suma ¢(z) es el limite de la sucesion
{pn(x)}. Ademds, como la serie (65) es una serie de Taylor, puede derivarse o integrarse
término a término, en tanto que x permanezca dentro del intervalo de convergencia que,
este caso, es el eje x completo. Por tanto, podemos verificar por calculo directo que
dlx) =00, xki,k es una solucién de la ecuacién integral.

Vale la pena programar el método de Picard del presente ejemplo en algin software,
digamos Mathematica, las siguientes imagenes arrojan una descripcion ilustrativa del
manejo de ese programa con miras a alcanzar la soluciéon numérica y compararla con la
solucién analitica recién hallada:

mji}= ¥ = 0;
¢l[x ] :=Integrate[2t (1+y), {t, 0, x}]
Inj3p= @2[x ] := Integrate[ 2t (1 +¢1[t]), {t, 0, x}]
ni4p= $3[x ] := Integrate[ 2t (1+62[t]), {t, 0, x}] &Se programan
g ¢4[x 1 i- Integrate[ 2 £ (1+63[t]), {t, 0, x}] !as pr_lmeras o
iteraciones
= ¢5[x 1 i= Integrate[2 £ (1+64[t]), {t, 0, x}]
7= Plot[¢5[x], {x, 2, 3}]
Y.
800 /
500 // .
r // Se plotea la quinta
o= | / iteracion, en un
P ;
P intervalo, digamos
= _— en [2,3]
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Infg}= Table[$5[x], {x, 1, 10}]

o (103, 628 18723 156432 1207175 291164 156901087 185390528 618841701 263015300
Ut B
e0" 15" 20 " 13 " 1z 5 &0 ! 15 ! 20 ! 3

In5l= panaliticalx ] 1= x*2 + ¥*4/ 2! +x*6/31+x*B/4)+x"10/5!

In[i0)= Plot[danalitica[x], {x, 2, 3}] Se tabUIan CIertos
y valores de la
ol quinta iteracion
af Se plantea la
// solucién analitica

Out[10}= w .
en sus 5 primeros
ol /,,/ términos
_—— . . . Se plotea la solucion analitica
22 24 26 2.8 ERY

1911;= Table[ganalitica[x], {x, 1, 10}]

o rl03 62° 18729 184432 1207175 2911644 1569010“7 14539052° 618841701 263015300
il { —, —

teo" 15" 20 " 15 3
Inji7)= Table[¢5[x] - ¢analitica[x], {x, 1, 10}]
owfiz= {0, 0, 0,0,0,0,0,0,0, 0}
In[13]:=
Se tabulan los
valores de la
solucion analitica

Se comparan las diferencias de los
valores de la quinta iteracion y de la
solucion analitica

10 El problema de valor inicial

Un problema de valor inicial o de Cauchy [27] consta de una ecuacién diferencial de
orden n y de n condiciones iniciales impuestas a la funciéon desconocida y a sus n — 1
primeras derivadas en un valor de la variable independiente, es decir:

d™y e
ﬁ = f<x>yay(1)>y(2)7“'>y( 1)) (61)
y(xo)=v yP@)=um  yP(z0) =y - ¥ (z0) = Y- (62)

Un teorema importante [20] que garantiza la existencia y la unicidad de la solucién de
una ecuacién de primer orden, es el teorema de Picard: Sea R = [a, b]z[c,d] C R? tal que
(xo,y0) € R. Si f(z,y) y g—’; son continuas en R, entonces existe un intervalo abierto I,

centrado en xq y contenido en [a, b], y una tnica funcién y(x), definida en I, que satisface
el problema de valor inicial:
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Wby o) =w (63)

dx

Las conclusiones establecidas [21] en el anterior teorema son suficientes para garanti-
zar la existencia y unicidad del problema con valores iniciales (68), sin embargo puede ser
dificil la determinacion del la longitud del intervalo I. Es mas, incluso , si f no satisface
las hipdtesis del teorema, atin es posible que exista una tinica soluciéon. De hecho, la con-
clusién del teorema es valida si la hipdtesis acerca de la continuidad de (‘3—5 se reemplaza
con otras condiciones més débiles. Mds ain, la existencia de una solucién, (pero no su
unicidad) puede establecerse tinicamente en base a la continuidad de f, sin recurrir a
ninguna otra hipotesis.

Ejemplo. [21] Encontrar la solucién de 3/ = y3  y(0) = 0 para z > 0

Este problema se resuelve con el método de ecuaciones separables. Por ahora puede
verificarse que la funcion

2
y=o(x) = (ga:) , x>0 (64)
satisface las dos ecuaciones ' = y% y y(0) = 0. Por otra parte, la funcién

y=1(x)=0 (65)

también es una solucién del problema con valores iniciales dado. Por lo tanto, este prob-
lema no tiene una solucion unica. El hecho de que tenga al menos 2 soluciones no con-
tradice al teorema de existencia y unicidad, el cual garantiza la existencia de una tnica
solucion; toda vez que se transgredié una de sus premisas o condiciones, ya que:

0 0 1 -

a (z,y) = a—y(y ) = i (66)

Wl

y esta funcién no es continua en (xg,yo) , ni siquiera estd definida ahi. No obstante, si

(x0,90) es cualquier punto que no esta sobre el eje x, entonces existe una solucién unica
o L 1

de la ecuacién diferencial ¢y = y3 que pasa por (zg, o).

Otro teorema [21], que generaliza el anterior para varias funciones es el siguiente:
Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

ry=Fi(t,z, ..., 1) zy = Fy(t,x1,yzy) x, = Fu(t,x,...,x,)  (67)

n

Sujeto a las siguientes condiciones iniciales:

z1(ty) = 29, 2o(tg) = 29, ... 20 (to) = 2° (68)
donde ty es un valor especificado de t en o < ¢t < By 29, ...2° son nimeros prescritos. Las

ecuaciones (61) y las condiciones iniciales (62) forman un problema de valores iniciales.
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Suponga que cada una de las funciones Fi, ..., F,, y cada una de las derivadas parciales

OF OF, OF, . ., : .
Tor o Gas e g son continuas en una region R del espacio txyxs...x, que contiene al

punto (g, 29,29, ...,2%). Entonces existe un intervalo | t — ¢, |< h en el que existe una
solucién tnica x; = ¢y(t), ..., ¢, (t) del sistema de ecuaciones diferenciales (61), la cual
también satisface las condiciones iniciales (62).

Note que el teorema nada dice acerca de las derivadas parciales de I’ con respecto a t,
tampoco se especifica exactamente la longitud 2h del intervalo en donde existe la solucion
y, en algunos casos, puede ser muy corto, ademds, las condiciones dadas son suficientes,

pero no necesarias, para asegurar la conclusion.

11 Deduccién de la ecuacién & =rP(1 — P/K’)

Sea
Yy = yoP (69)

donde y es la poblacion humana en cualquier tiempo, ¥, la poblaciéon inicial y P la
proporcion de la poblacién humana en cualquier tiempo respecto a la poblacién inicial.
La ecuacién logistica tradicional es:

dy

&~ ry(1—y/K) (70)

Sustituyamos (74) en (75):

Wol) — 1y, P(1 — y, P/ K)

yocfi_]; = 7ay0P<1 - yoP/K)

ar

= rP(1 —y,P/K)

ar

7 =rP(1— P/y%)

P _ 1P(1— P/K")

Donde K’ = % es la que usaremos en lugar de K. Dado que K representa el cupo
maximo en el planeta, y ¥, es la poblacién en 1950, entonces K’ viene a ser cuantas veces
es mayor K que esa poblaciéon de 1950. Por tanto K’ viene a admitir valores de tipo
proporciones.

Por ejemplo, si la poblacién mundial en 1950 era de 2 518 630 000, y usamos un valor
de K’ = 20, entonces K = K'y, = (20)(2 518 630 000)= 50 372 600 000 personas. No
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obstante, vale enfatizar que en el presente articulo, usaremos K en lugar de K’', esto
quiere decir que cuando en el articulo se diga que K = 20 , en realidad se quiere decir
que K’ = 20, o sea, que se estd suponiendo que el cupo maximo del planeta es de 50 372
600 000 personas.
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Demostraciéon del teorema de la existencia y uni-

cidad .de la solupién del sistema de ecuaciones frac-
cionarias del articulo

La siguiente demostracion esta inspirada en la demostracién usual de la existencia
y unicidad de la solucién para problemas no fraccionarios [3] . Esta nueva demostracién
incorpora derivadas fraccionarias en las ecuaciones. Se ha publicado [1] una demostracién
de la existencia y unicidad de la solucién de una ecuacion diferencial fraccionaria en torno
a la definicién de Riemann Liouville. En estas demostraciones es fundamental el manejo de
la integracién (fraccionaria) de una potencia de la variable independiente ¢. La definicién
fraccionaria de Riemann Liouville coincide con la definicién fraccionaria determinada por
la X F'T" cuando se manejan potencias de ¢t cuando t > 0. Por lo tanto, se puede inferir
que ya esta establecida, en lo fundamental, la demostracion de la existencia y unicidad
de la solucion del sistema de ecuaciones fraccionarias usadas en el articulo. No obstante,
por razones de formalidad y completez, nos avocaremos a desarrollar la demostracion que
en particular nos atane, siguiendo un procedimiento ajeno y distinto a la demostracion
asociada a Riemann Liouville.

Comencemos con ciertos antecedentes de la demostracion.

Se demostrara que el sistema general

Ly — g(t, x(t), y(t))

sujeta a x(to) = o, y y(to) =y (B).

Y por consiguiente el sistema usado en el articulo

T4 = ry(1 —y/K)

d%z __ b,.a
die — PT —qy'r
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tiene una solucién en un intervalo [ abierto para t y que esa solucion es unica.

Supongamos que las funciones y(t) y z(t) que satisfacen las ecs. (A) y (B) son cono-
cidas. Entonces el segundo miembro de esas ecuaciones son unas funciones conocidas de
t y ademas continuas y por lo tanto pueden ser integradas. Integrando las ecs. entre los
limites ¢y y t y haciendo uso de las condiciones iniciales obtenemos

y(t) = ylto) +a fyy 9(t,x(t),y(1))dt

o(t) = (to) +a fy, f(tx(t), y(t))dt
(@)

En vista de que las funciones f(¢,x(t),y(t)) v g(t,z(t),y(t)) aparecen dentro de las
integrales del anterior sistema, al sistema anterior se le puede llamar ”sistema integral”.
Es posible demostrar que cualquier solucion del sistema integral es también solucion del
sistema (A) y viceversa. Nuestra demostracién girard en torno al sistema integral, con-
siderando que la solucién que se obtenga para éste, aplica también para el sistema (A).
Nuestra estrategia partira del manejo del método de aproximaciones sucesivas o de Picard.
Definiremos una secuencia de funciones z(t) y y(t) de la siguiente forma:

xo = x(to)

Yo = y(to)
z1(t) = 2o +a ftto flt, o (t), yo(t))dt
yi(t) =y +a [, glt, 2o(t), yo(t)]dt
To(t) = o +a fti [t @i (t), ya(2))dt
Y2(t) = yo +a [y, glt, 21(t), y1 (1))t

Supondremos, como premisas, que f(t,z(t),y(t)) y g(t,z(t),y(t)) son continuas en
la regién acotada y cerrada | t —to |[< s, | y(t) —wo |< hy | x(t) — zo |< h, y por lo
tanto también estan acotadas ahi. (y(t) y x(t) son continuas en los intervalos referidos).
Esto implica que existen nimeros positivos M’ y M” tales que f(t,z(t),y(t)) < M’y
g(t,z(t),y(t)) < M" para |t —ty |< s, |y(t) —yo |< hy | x(t) — x¢ |< h. Designaremos
como M al més grande de M’y M".

Comparando los nimeros h, h/M, s, h®, (h/M)* y s y designando p como el més
pequeno de ellos, consideremos de aqui en adelante la regién D definida por | t — ¢ |< pé,

| y(t) —vo |Shy|a(t)— a0 < D

y estableceremos tres importantes lemas para la demostracion del teorema.

51



Lema 1

Sih:G— R (donde G C R®) es una funcién en D, diferenciablemente continua en
su segunda y tercera derivada,! y las funciones z(t) y y(t) continuas en D, entonces existe
una constante K tal que

| At 21 (), y2 (1) = h(t, 22(t), y2(1)) | < K [ 2(t) — w2(?) | (1)

para | t —to |< p, [ yi(t) —yo |< hy | 21(t) — 20 |< By | ya(t) — 4o |< By | 2a(t) — 20 |< D

Para probar el lema, nos apoyaremos en el teorema del valor medio [2] para después
construir una generalizacion del mismo. El teorema del valor medio establece que si G es
un subconjunto abierto de R" y h : G — R una funcién continua; y los puntos u y v y el
intervalo que los une estdn en G, entonces para cierto ¢ € [0, 1] se tiene que

| h(v) =h(u) | < [VA(A=cutecv)| |v—u] (2)

La generalizacion del este teorema es relativamente sencilla: Haciendo las sustituciones
0= (0 (£),32(8)) ¥ 1 = (t,22(2), yo(t)) en (2) se tiene que:

| Al 2 (1), 91 (1))] = h[(?x‘z() R <

| VA[(1 = ¢)(t, 22(t), 42(1)) + (2, 951( i@ [ (1), 9 (8) — (1 22(8), 92(8)) | =
| VA[(L = e)(t, 22(t), 4a2(1)) + c(t, 21(8), 42 (D)) | (0, 21(8) — wa(F), 91(8) — w2(t)) | <
| VA[(L = e)(t, 22(t), y2(1)) + c(t, 22(6), y)a ()] | [ 21(8) — 2() [ [ 92 (t) — w2(t) |
Haciendo K = Max{| Vh [(1 —c¢) (t,z2(t),y2(t)) + c(t,x1(t),11(t)] | | x1(t) —

25(t) |}, (haciendo variar t en el intervalo | t — to |< pa para hallar ese maximo), se
demuestra el lema. De forma similar, se puede probar que existe una constante K’ tal
que

| h(t,21(t), y1 (1) — h(t, 22(t), y2(1) | < K" | 21(t) — 2(t) | (3)

Lema 2

Si|t—to|<pay
2a(t) =20 +a [ fItTao1(t), yna (D]t n=1,2,...
donde f denota la integral fraccionaria de orden «, y ademas n = 1,2,.., entonces
| mn(t) — Zo |§ h y | yn(t) — Yo |§ h: (n = 07 172’ )

La demostraciéon es por induccion.

En primer lugar, si to <t <ty + pé entonces

[oa () —wo | = o [y fltos (o), y(to))dt | < o fy | Flto, 2(to), y(to)] | dt

IEstas condiciones se pueden enunciar en términos de las condiciones de Lipschitz, pero se redactan
aqui de forma coloquial por respeto hacia el lector
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Pt = ML g gt
< M, [, dt =M (1+a)t t= Mer—

M(t —t)* < M(ph)* = Mp < h

o |t = M < MR = (e — 1) <2

1"(1+a I'l4oa) — (1)

y de igual forma: | wyi(t) — w | = |a ft [to, z(to), y(to)]dt | <
t t a a —tg
o fto | glto, 2(to), y(to)] | dt < M, ft dt = MF(Fl(+)a ¢ |to Mr(1+a ¢ |to Mrf(lfg) =
Mgt = M(t% = t5) < M(t —to)* < M(p=)* < Mp <h

Ahora suponiendo que | @,_1 () — 2o |< by | yn_1(t) — w0 |< hy y to <t < to + pa
se deduce que ((¢,2,_1(t),yn_1(t)) estd en D, por lo que
| f1(t, 21 (t), Y1 ()] |< M, y por 10 tanto
[2a(t) —a(to) | = o fy Fltwaa () ga@))dt | < o i | FIt 201 (0), ya(8)] | dt
< M, [, dt = MF(ZQQ o t= M
M(t — to)* < M(pa)* < Mp < h
y de igual forma
[ yn(t) = 4o [< D

Un proceso similar se puede hacer si ty — pi <t<ty

St = Myl < Mg = M@ —t5) <

I‘( F(l4a) — (1)

Este resultado es importante porque demuestra que conforme son generadas las aprox-
imaciones sucesivas, los puntos [t, (), y,(t)] caen en D.

Lema 3

Si|t—to|<pay za(z) ¥ yn(z) estén definidas por las ecuaciones

{L'n(t) = Yo ta j:; f[ta xn—l(t)v yn—l(t)]
Yn(t) = Yo +a [, 9t Tn1(t), Yn1 (1))

entonces

| 9l 2n(®), yn (D] | = | 9l 2n1 (D), yna D] | < K [ yn(t) = yna(?) | (4)
Similarmente:

| F1E () yn ] | = [ FI(E 2na(8)yna] | < K[ @n(t) —2na(t) [, n=1,2,.

o — & < (t —t)® si a = 0.5, valor usado en la ecuaciones del articulo, y en general es vélida la
relacién para las funciones denominadas Lipschitz
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Por el lema 2, | y,(t) —yo |< h, y | x,(t) — zo |< h, (para toda n); de aqui los puntos
[t, Xn1(t), Yn—1(t)], v [t, 20 (t), yn(t)] pertenecen a D, y la desigualdades (4) se deducen de
la del lema 1.

Demostraciéon

Ahora iniciaremos la demostracién del teorema. Para establecer que las secuencias
xn(t) v yn(t) convergen, estimaremos la diferencia entre aproximaciones sucesivas. (Lo
que se hard de aqui en adelante en la demostracién con y(t) se puede hacer también par-
alelamente con x(t)). Supéngase primero que ¢ estd en el intervalo (g, to + pé). Entonces
como en la demostracion del lema 2:

| y1(t) —yo | < M(t —1o)* (5)

De forma similar
| e® = wl) | = e [gltm(t —a [ glt,xo(t), yo()]dt |
o [ L glt,za(8), y(8)] — glt, 2o(t), yo(t)] | dt

Usando la ec. (4) para n =1 tenemos que:
t
| (go(t) =) | <K o[, | 91(t) —yolt) | dt

IN

La ec. (5) da:

t o KMD(a+1)(t—t0)**+® _ KMTD(a+1 o
[(e() —n® | < KM, [, (t —to)*dt = §“(;r+)ogilt)0) - F(2a(+1+) {(t — to)?

En la misma forma puede demostrarse que

K2MT (a+1 3a
| (ys(t) — () | < EMEEDI0)

El caracter de estos resultados sugiere que se puede usar una demostracion inductiva
para establecer que
K" 'MT (o + 1)(t — to)™
I'(na+1)

(6)

| (yn(t) - ynfl(ﬂ ’ S

para toda n > 1.

Para establecer este resultado suponemos que

K" 2MTD(a 4 1)(t — to) "1
'((n—1a+1)

| (Yn-1(t) = Yna(t) | <

Entonces :
| W) = Y1) | = o [ glts20(t), Y1 (B)] —a [y, glt. z0(t), yoa(t)]dt |<

o Sy | 91, 20(8), Y1 (D] = gt 70 (t), yna(?) | dt
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Usando al ec. (4) obtenemos que :

t
| (yn(t) - yn—l(t) | < Ka ft | yn—l(t) - yn—?(t) | dt

0
y se deduce de la ec. (7) que

KMT (a+1)Kn—2 (n—Da

| (Yn(t) —yna(t) | < (n+la+1 fto (t —to)" 1 | dt
y evaluando esta integral resulta en

KME" 2I'(a+1) T((n—1)a+1) na . ME"1 o
| (yn (t) - yn—l(t) | S T((n—1)a+1) T'(na+1) (t - t()) - m(t - to) .

La ecuacién (6) ha sido establecida para ty < t < ¢y + pé, la demostracion para
to — pa < t <ty es similar. Asf tenemos que para |t —to |< pa = p? (pues a = 0.5,
valor usado en la ecuaciones del articulo).

ME™'T(a + 1)
I'(na+ 1)

MEK™'T(a+1) 5., ME"™'T(a+1)
I'(na+1) pe= I'(na+1)
(8)
Al usar la ec. (8) para probar la convergencia de la secuencia de funciones y,(t) es
conveniente considerar la serie infinita

7

| (Yn(t)—=yn-1(t) |< | t—to "<

Yo+ [y1(t) — vol + [12(t) — (@] + ... = y(to) + ol [Un(t) — Yn-1(?)] 9)

Se observa facilmente que la n—ésima suma parcial de esta serie es precisamente ¥, (t),
es decir

Un(t) = Yo+ Xn_i[yYm(t) — Ym_1(t)] (10)

Por lo tanto la secuencia y,(t) converge si y sélo si la serie (9) es convergente. La
convergencia de esa serie infinita puede ser establecida con el método de comparacion. De
la ec. (8)

Kn—l
=IP((n— 1)+ 2)

Yo+ X0l | yn(t) —yn—a(t) | < y(to) + ME (11)

y se deduce que la serie del segundo miembro de la ec. (11) converge, (si hacemos
p < % ). Por lo tanto la serie del primer miembro de la ec. (11) también converge. Como
consecuencia la serie (9) converge, al menos para | t —ty |< pé. Denotando la suma de la
serie (9) por y(t) , se deduce de la ec. (10) que

y(t) = Limpo0yn(t) (12)
Ademas, la convergencia de la serie (9), y por lo tanto, de la secuencia del lema
(3): yn(t) = Yo +a ftto glt, n—1(t), yn—1(t)]dt, es uniforme. Hablando vagamente, existe

alguna razén minima de convergencia para la secuencia, sobre todo en el intervalo. Dicho
mejor, dado una pequena € > 0 arbitraria, podemos determinar un entero N tal que para
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cualquier ¢ en el intervalo | t — g |< pé

| y(t) —yn(t) [< € (13)

Para todan > N. Debido a la convergencia uniforme de y(t), esta funcién es continua
en |t —to |< pa.
Para cada t en el intervalo | t — ¢y |< p, el punto [t, z(t), y(t)] pertenece a D. Esto se
deduce del hecho de que | y,(t) —yo |< h y | ,(t) — 2o |< h para cada n y para t en
|t —1to |< pa: la misma desigualdad debe ser satisfecha por y(t) = Limp_o0yn(t)

A continuacién demostraremos que y(t) satisface la ec. integral (C'). En virtud de que

w(t) = mm/lw%mm%qu (14)

to

se deduce de la ec. (12) que

t
o) = ot Lima [ gltmaa(®) v (0 (15)
to
La pregunta central es cuando el proceso limite puede ser intercambiado con la integral
de la ecuacién para obtener

t t
y(t) = y0+a/ g[ta Lzmn%ooajnfl (t)a Lzmnﬁooynfl (t)]dt = y0+a/ g[t7 .T(t), y(t)]dt

to to
(16)

La justificacién de este intercambio es debida a la convergencia uniforme de y, ()
a y(t) (y de x,(t) a x(t) ) y por la continuidad de la funcién g(¢,z(t),y(t)). Como la
ecuacién (16) es idéntica a la ecuacién (C'), se deduce que la funcién limite y(¢) también
constituye una solucién del problema valuado inicialmente de las ecuaciones (A) y (B).
Esto completa la demostracion de la existencia de una solucion del problema original.

Podemos demostrar también que el problema tiene a lo mas una solucién; la solucién
por lo tanto, es unica. Consideremos una segunda solucién de una de las dos ecuaciones
paramétricas de (A) y (B). Sin pérdida de generalidad sea Y'(t), (algo similar se puede
hacer formulando a X (t)). Como Y () es una solucién del problema valuado inicialmente,
existe un intervalo tg — k <t < tg+ k, donde k < pé, en el cual

| Y(t) =y [<h (17)

y en el cual Y (t) también satisface la ecuacién integral (C)

ww:%m/ﬂwﬂmWMﬁ (18)

to
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Considérese ahora la diferencia entre Y (¢) y las aproximaciones sucesivas que nos
sirvieron para definir y(¢). Claramente para to <t <ty + k

YO = w® L= e Sy gl Y] —a ft [t,zo(t), yo(t)]dt | <
o J | 91t 2(8), Y (8)]=g[t, z0(t), y ()] [dt < K L | Y(?) ()Idt < Kh [ dt
Kh [ dt = Khg [} #°dt = KherBote |f = Khi =5 < Khi to

F(a+1) T'(a+1)

a+1

Nuevamente, usando una demostracion inductiva, suponemos que

Kn—1p(t— (n—1)a
| (Y (E) = yar(t) |< r(<n(t_1§2+1>

Entonces
Y =y | = e [y ltm@®),Y @] = [ | gltz®), g @)t | <
o i | alt (), Y(t)] glt, 2()syna (D] | dt < Ko fy | V() = yoa(t) | dt <
F(I;Krll ojﬁl)afto n_l)adt - F(ﬁzn—hlr)(ofiz)lr)(ojzzlll)(t_to)m - F(na+1)(t_t0)

Un resultado similar se deduce para to—k < t < to; esto es, en general, para | t—tq |< k

K"h K"h
Y (t) — yn(t < —|t—t|™ < k™ 19
B B L1 G vy (19)

Como el segundo miembro de la ecuacién (19) se aproxima a cero conforme crece n,
la funcién Y (t) debe ser igual a la funcién limite y(¢). Por lo tanto, la solucién es tunica.
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