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Resumen

En la presente tesis se tuvo como propdésito abordar el problema de deteccion de
bordes, el cual es un problema del procesamiento de imagenes digitales. Prin-
cipalmente se analizaron dos formas de llevar a cabo la deteccién de bordes,
las cuales son el uso de diferencias finitas en mallas adaptativas y un método
propuesto durante el presente trabajo, el cual denominamos algoritmo Fuerte.
En el caso de mallas adaptativas se empleé el funcional arménico de suavidad
adaptativo. Dado que el principal desafio en la generacién de mallas adaptativas
es la solucién de un problema de optimizacién a gran escala, entonces se em-
pleé el método LBFGS. Las diferencias finitas, en el caso de mallas adaptativas,
son usadas durante la discretizacién del funcional utilizado. Para la generacion
de mallas adaptativas se investigaron distintos caminos, tales como la genera-
cién de mallas adaptativas usando el método LBFGS y el algoritmo Fuerte en
conjunto con el método LBFGS, los resultados obtenidos con estas metodologias
son bastante interesantes, pues fueron obtenidas caracteristicas buscadas en las
mallas, como la calidad en deteccién en los bordes y la convexidad de la malla.
Por otra parte, el algoritmo Fuerte surgié durante la elaboracion de esta tesis,
pues en un intento de reducir la cantidad de datos al generar mallas adaptati-
vas, se plantearon ideas que simplificaban la eleccién de los datos de la imagen
a utilizar, el algoritmo Fuerte tiene como unica inspiracion la naturaleza local
de la funcién de intensidad de una imagen, asi como una clasificacién de regio-
nes en dicha funcién, por tanto las ideas y la formulacién del algoritmo Fuerte
son batante simples, el agoritmo Fuerte no es costoso computacionalmente y
tiene buena calidad en sus resultados. Es importante mencionar que desde la
creacion del algoritmo Fuerte hasta el final de la redaccién de esta tesis, no se
encontrd ningun otro algoritmo que ya empleara las ideas del algoritmo Fuerte.
Otro camino empleado para la deteccion de bordes fue el filtro de Perona-Malik
usando diferencias finitas generalizadas en mallas adaptativas. En la presen-
te tesis se abordaron las nociones basicas de imagenes digitales, la descripciéon
basica de algunos filtros relevantes en la deteccién de bordes, la teoria general,
variacional y adaptativa de la generacién de mallas, la formulacién del algoritmo
Fuerte, el planteamiento de las diferencias finitas genealizadas y los resultados
obtenidos con las metodologias mencionadas. Finalmente, presentamos la ela-
boracién de dos implementaciénes, una hecha en el ambiente GUI de Matlab y
una implementacion propia desarrollada en Java, en las cuales se conjuntan las
implementaciones de la teoria para llevar a cabo deteccion de bordes en image-



nes digitales.

Palabras Clave : Detecciéon de bordes en imagenes digitales, Mallas adap-
tativas, Diferencias finitas generalizadas, Algoritmo Fuerte, Método LBFGS,
Problema de optimizacién a gran escala.



Abstract

In this thesis the main purpouse was to research the edge detection in digital
images, an image processing problem. We mainly analysed two ways to achieve
edge detection, first using finite differences in adaptative grids, and second an
algorithm that we developed and that will be refer to as strong algorithm. In
the case of adaptative grids, an adaptative harmonic functional was used. Sin-
ce the main problem of generation of adaptative grids is to solve a large scale
optimization problem, we used the LBFGS method. The finite differences are
used in adaptative grids when the mentioned functional is discretized. To ge-
nerate adaptative grids, we used different ways to achieve it, using the LBFGS
method, and using strong algorithm and LBFGS together, the results obtained
are of interest, because we get features as robust edge detection and convexity.
On the other hand, we proposed strong algorithm during the elaboration of this
work, because in an attempt to reduce data usage in adaptative grid generation,
we developed some ideas that simplify wich data to use from the digital image,
strong algorithm is based in the local nature of intensity function, as well as a
classification of regions in the intensity function, then the ideas that compose
strong algorithm are simple, this implies that strong algorithm is not expensi-
ve and the results are interesting. It is important to point out that, up to our
knowledge, there is not an algorithm to the strong one. Another way that we
reseached for edge detection was to use finite difference in adaptative grids in
the filter of Perona-Malik. In this thesis we present the basic theory of digital
images, a basic description of some famous filters used for edge detection, the
theory of general, variational and adaptative grid generation, the formulation
of Strong algorithm, the theory of generalized finite differences and the results
obtained with the different methodologies mentioned. Finally, in this work we
present two implementations, the first implementation was made in the GUI
enviroment of Matlab and a the anothe is a own implementation developed in
Java, this interfaces group all the theory mentioned to achieve edge detection.

Key words : Edge detection in digital images, Adaptative grids, Generalized
finite differences, Strong Algorithm, LBFGS method, Large scale optmization
problem.
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Capitulo 1

Imagenes digitales

1.1. Introduccidon

En este capitulo se describen los conceptos de procesamiento de imagenes que se
emplearan en el presente trabajo. Es necesario enfatizar que solamente se pre-
sentan los conceptos de imagenes digitales y filtros involucrados en el problema
de deteccién de bordes. De aqui en adelante, cuando se haga referencia a una
imagen, estard implicito que se trata de una imagen digital.

Los filtros descritos en este capitulo son: el filtro de Perona-Malik [11], el filtro
de Canny [1] y el filtro de Sobel [12], los cuales son algunos de los los filtros méas
usados para le deteccién de bordes.

1.1.1. Procesamiento de imagenes

El procesamiento de imégenes es un campo de estudio de las ciencias de la
computacién que busca obtener informacién o modificar una imagen a partir de
una imagen inicial. Al aplicar tales procesos a una imagen se modifica alguna
caracteristica de la imagen; en la figura 1.1 se muestra esta idea.

PROCESO

Imagen
original

Imagen
modificada

Figura 1.1: Diagrama que describe el procesamiento de imégenes.
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Existen diversos procesos que pueden ser aplicados a una imagen, pero el tipo de
proceso empleado depende directamente de los propdsitos que se tengan para la
nueva imagen, es decir, si se quiere modificar una caracteristica especifica de una
imagen, entonces se debe elegir un proceso particular que sea capaz de modificar
de la mejor manera la caracteristica deseada. Existen distintas modificaciones
que con frecuencia se hacen a una imagen, por ejemplo:

= Suavizamiento.
» Eliminacién de ruido.
= Segmentacion.

= Deteccién de bordes.

Algunos de los procesos que son empleados para lograr las modificaciones ante-
riores en una imagen son los llamados filtros, los cuales consisten en la misma
idea del diagrama de la figura 1.1. En el siglo XX, con el surgimiento de las
computadoras y las nuevas tecnologias, surgieron entre otras cosas, las image-
nes digitales, las cuales al pasar el tiempo han evolucionado considerablemente,
pues hoy en dia las imagenes son empleadas en diferentes areas de la ciencia.
Los posibles usos de un imagen van desde aplicaciones al campo de la salud para
realizar diagndsticos, investigacion cientifica, mapas geograficos mas precisos y
lamentablemente en tecnologia bélica.

La deteccién de bordes de una imagen simplifica el manejo de la misma, pues
se reduce significativamente la cantidad de informacién (datos) que representa
a una imagen, es por esto que cualquier mejora en la detecciéon de bordes tiene
una repercusion directa en la tecnologia.

1.1.2. Descripcion computacional de una imagen digital

En la ciencia, una de las principales herramientas usadas en toda su historia
ha sido la observacién, pues por la capacidad de la observacién humana han
surgido las interrogantes fundamentales que han llevado a la humanidad hasta
donde esta. Pero desafortunadamente, la capacidad de observacién empleando
los sentidos es temporal, y es aqui que las imdgenes (entre otras herramientas)
entran en juego para el desarrollo cientifico. Las imagenes son un medio que
permite analizar y almacenar gran cantidad de informacién, con la cual se pue-
den detectar aspectos que pasarian desapersibidos a simple vista.

Existe una idea intuitiva del concepto de imagen, esta idea generalmente con-
siste en entender o asociar el concepto de imagen con una fotografia, aunque no
del todo incorrecta, esta manera de entender una imagen es limitada, pues una
imagen digital es un concepto més general, por lo que es necesario deshacerse
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esta asoaciacion.

Es importante mencionar que una imagen no esta restringida a dos dimensiones,
una imagen puede ser tridimensional. Por esto surge un aspecto importante, el
cual consiste en como visualizar una imagen. La respuesta computacional es
entender el concepto de imagen como una estructura datos, mientras que la res-
puesta matematica es visualizarla como una funcion.

Estas maneras de visualizar imagenes se basan en la clase de representacién de
imégenes [6], pues dado que una imagen contiene informacién, esta debe estar
organizada de alguna forma, este tipo de organizacién es lo que se llama repre-
sentacién de una imagen, el cual es un concepto importante. Para entender
en que consiste una imagen, se parte de la clase de representacion, la forma
mas simple y practica para la representacién de una imagen es por medio de
la llamada representaciéon espacial. La representacién espacial consiste en repre-
sentar una imagen usando variables espaciales para darle posicién a los datos
que componen la imagen, en el caso bidimensional los datos que componen la
imagen tienen un arreglo matricial.

Bajo la representacién espacial, las imagenes se representan por medio de ele-
mentos basicos, los cuales en el caso bidimensional son llamados pixeles, y en
el caso tridimensional se usa una generalizacion del pixel llamado véxel. Una
imagen tridimensional consiste en una extension de la representacion matricial,
(ver figuras 1.2 y 1.3).

01 2 34 wi mlm

LT

Figura 1.2: Estructura de una imagen en 2D bajo la representacion espacial.
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Figura 1.3: Estructura de una imagen en 3D bajo la representacién espacial.

Por tanto, como una imagen bajo la representacion espacial estd compuesta por
un arreglo de pixeles (o véxels en el caso 3D), entonces sélo falta definir el
concepto de resoluciéon de una imagen. Por simplicidad, pero sin perdida de ge-
neralidad, solamente se hard uso de imégenes en dos dimensiones.

La resolucién de una imagen se define como el nimero de pixeles la compone,
dado que se esta bajo la la representacion espacial y aclarando que sélo se usan
pixeles de tipo rectangular (pues existen otras geometrias para los pixeles, se
muestra en la 1.4), entonces en este caso las imdgenes tienen estructura rec-
tangular, y por tanto si la imagen tiene n pixeles horizontalmente y m pixeles
verticalmente, entonces la resolucién de la imagen serd de n x m, pues se tienen
nm pixeles en la imagen.

a) b} <)

Figura 1.4: Tipos de geometrias de pixeles.

Finalmente, dado que en este trabajo se restringié a imagenes de dos dimen-
siones, se concluye que una imagen vista desde la perspectiva computacional se
debe visualizar como un arreglo matricial de datos, donde cada entrada es el
valor de color de un pixel en la escala de grises.
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1.1.3. Funcién de intensidad de una imagen

Bajo la representacion espacial, también es posible entender a una imagen desde
el punto de vista matematico, es decir, se puede entender una imagen como una
funcién I tal que I : Q € R? — R, donde la funcién tiene la forma I(z,y) y
(z,y) denota la posicién del un pixel.

Figura 1.5: Imagen de Lenna Gray, clasica en el procesamiento de imagenes.

A la funcién I se le conoce como funcién de intensidad y es propia de cada
imagen, pues la funcién de intensidad asocia a la posicién de cada pixel de la
imagen con un valor numérico que representa el color del pixel.

En la presente tesis se utilizé la escala de grises en las imagenes para cons-
truir las funciones de intensidad. La funcién de intensidad fue fundamental en
el presente trabajo, pues dada una imagen, se obtuvo su respectiva funcién de
intensidad I, la cual nos muestra caracteristicas importantes de la informacién
del color de la imagen, en otras palabras, la funcién de intensidad es una forma
de modelacién matemaética del color de una imagen, por lo que se pueden utili-
zar conceptos mateméaticos para analizar una imagen.
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La figura 1.5 nos muestra la imagen de Lenna Gray, esta misma imagen pero
en escala de grises se muestra en la figura 1.6. Para dicha imagen en escala de
grises, las figuras 1.7, 1.8 y 1.9 muestran distintas perspectivas de la funcién de
intensidad de la imagen 1.6.

Figura 1.6: Imagen de Lenna Gray en escala de grises.

La funcién de intensidad de una imagen es de gran utilidad, pues a simple vista
se puede ver la variacion de color en la imagen. Esto ultimo ha tenido muchas
aplicaciones, en los préximos capitulos se muestra como se usé la funcién de
intensidad en los propdsitos de este trabajo. Es importante sealar que se puede
analizar mateméaticamente la funcién de intensidad usando algunos otros con-
ceptos matemdticos, como los son las curvas de nivel, en las figuras 1.10 y 1.11
se muestra un ejemplo de distintas perspectivas de curvas de nivel de la funcién
de intensidad de la imagen 1.6.

La funcién de intensidad sirve de inspiracién para el surgimiento de nuevos
métodos, pues la idea intuitiva principal que surge al observar su grafica para
detectar los bordes en una imagen es que los mismos estan localizados en las
discontinuidades més notables de la funcién de intensidad.
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Figura 1.7: Funcién de intensidad de la imagen de Lenna Gray.

1.2. Filtro de Perona-Malik

1.2.1. Planteamiento

Existen diversas maneras de detectar bordes en una imagen, en la presente tesis
se us6 un método basado en una EDP, en el cual se emplearon diferencias finitas
generalizadas. Este método es el Filtro de Perona-Malik, el cual estd basado en
la ecuacién diferencial de difusién anisotrépica. Este método fue desarrollado
por Pietro Perona y Jitendra Malik en 1987 [11], la aplicacién de las diferencias
finitas se da en una regién €, en la cual se va a aproximar la solucién de la EDP,
por lo que la regién  es el dominio rectangular de la funcién de intensidad de
la imagen.

ug = V- (c(z,y,t)Vu(z, y,t)). (1.1)

La ecuacién de difusién anisotrépica esta dada por la ecuacién diferencial par-
cial no lineal (1.1), donde la funcién ¢(z,y,t) es llamada coeficiente de difusion.
Si ¢z, y,t) es una funcién constante para toda (x,y) € 2, entonces la ecuacién
1.1 se reduce a la ecuacién de difusién isotrépica.
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Figura 1.8: Funcién de intensidad de la imagen de Lenna Gray vista desde otra
perpectiva.

Las imagenes tienen distintos tipos de regiones, los bordes y el complemento de
los bordes, en donde la funcién de intensidad es constante o casi constante, estas
regiones seran llamadas regiones homogéneas o casi homogéneas de la imagen,
pues la variacién del color en este tipo de regiones es muy baja. Puesto que el
objetivo de este modelo es lograr la detecciéon de bordes y el suavizamiento en
el resto de la imagen, entonces se busca una funcién ¢(z, y) adecuada que tenga
las siguientes caracteristicas:

= La funcién c¢(z,y,t) tenga un efecto nulo en los bordes.

= La funcion c¢(z,y,t) tenga un efecto difusivo en el resto de las regiones
de la imagen para lograr un suavizamiento y donde el efecto difusivo sea
maximo en las regiones homogéneas.

Por tanto, teniendo en cuenta las caracteristicas mencionadas, se busca una
funcién c(x,y,t) tal que:

= La funcién c(z,y,t) tenga valor 0 en los bordes.

= La funcién ¢(x,y,t) tenga valor 1 en el resto de las regiones de la imagen.

Dado que en principio no se sabe donde estdn los bordes en una imagen, en-
tonces se necesita primero encontrar un tipo de medida E que sea usada como
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Figura 1.9: Una interpolacién de la funcién de intensidad de la imagen de Lenna
Gray en escala de grises.

pardmetro para la funcién c(x,y,t), es decir, una medida E para denotar la
funcién de difusion tal que ¢(F). Se necesita que la medida E esté en términos
de las variables espaciales = e y, y que ademds ayude a saber si un pixel de la
imagen forma parte de un borde o no, dichas ideas se examinan con mas detalle

en [3] y [15].

Observando la funcién de intensidad, se produce una idea intuitiva, esta idea
consiste en que los bordes se encuentran en las discontinuidades més notables,
donde se tienen variaciones locales mayores de color, es decir, esta idea intuitiva
consiste en que los bordes de la imagen seran aquellos donde se tenga mayor
variacion de color, en otras palabras, un gradiente mayor. Es por esto que se
propuso que E =|| VI ||, esta propuesta tuvo buenos resultados en los primeros
experimentos realizados por Perona y Malik.

Por tanto, si se establece E =|| VI || y compactando las ideas establecidas y para
que se cumplan las caracteristicas buscadas de la funcién de difusion c¢(z,y), se
tiene que:

= Sien (z,y) se tiene que || VI || oo entonces es mds probable que se
trate de un borde, y por tanto se debe cumplir que ¢(VI) — 0, , para
asi tener un efecto difusivo menor en (z,y), pues asi se tendrd un efecto
de conservacién y por tanto deteccién de bordes al final del proceso.

= Sien (x,y) se tiene que || VI ||= 0 entonces es muy probable que no se
trate de un borde sino de un punto que pertenece a una regiéon homogénea
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Figura 1.10: Curvas de nivel de la funcién 1.7.

o casi homogénea, y por tanto se debe cumplir que ¢(VI) — 1, para asf te-
ner un efecto difusivo mayor en (z,y) y por tanto un suavizamiento.

Puesto que se busca la funcién ¢ que cumpla con las caracteristicas anteriores,
entonces esto implica que la forma de la funicién ¢ tenga una forma peculiar, la
cual se muestra en la figura 1.12, pues las ultimas dos caracteristicas menciona-
das implican que si la funcién c esta en términos del gradiente de I, esta debe
tener un comportamiento monétonamente decreciente. Esto ultimo restringe a
la funcién ¢ a un tipo maés especifico de funcién, Perona y Malik propusieron la
funcién ¢ dada por

1

(1.2)
Analizando esta expresion se puede ver que cumple con las caracteristicas bus-
cadas, teniendo un efecto difusivo mayor en regiones homogéneas o casi ho-
mogéneas de la imagen. La funcién de difusién dada por la expresién (1.2)
logré muy buenos resultados en la detecciéon de bordes y suavizamiento.

Es muy importante aclarar que la funcién u que aparece en la ecuacién (1.1), no
puede ser cualquier funcién en la aplicacién a imagenes, pues para la deteccién de
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Figura 1.11: Otra perspectiva las curvas de nivel de la funcién 1.7.

bordes, la funcién u en la ecuacion de difusién anisotrépica debe ser precisamente
la funcién de intensidad de la imagen I. Por tanto, la ecuacién de difusiéon
anisotrépica, para la deteccion de bordes, estd en términos de la funcién de
intensidad I, por lo que el filtro de Perona-Malik estd dado por la siguiente
ecuacion

I; =V - (c(z,y,t)VI), (1.3)

donde el coeficiente de difusién c(z,y) estd dado por la expresién (1.2), nétese
que VI tambien varia con el tiempo. Hay que observar que la funcion c estd en
términos de las variables espaciales x e y, pues VI estd en términos de z e y.

1.3. Filtro de Canny

1.3.1. Planteamiento

El filtro de Canny fue disefiado para la deteccién de bordes en una imagen [1],
es uno de los més utilizados. Los criterios en los que se basa son los siguientes:

= Criterio de deteccién: lograr que la probabilidad de obtener pixeles que no
son parte de un borde sea muy baja.
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&(x]

Figura 1.12: Forma general de la funcién ¢(VI) para cumplir las carateristicas
para la deteccion de bordes.

= Criterio de localizacion: los pixeles que sean determinados como parte de
un borde deben de estar lo mas cerca posible del centro del borde real.

= Criterio de una sola respuesta: obtener sélo un posible borde por cada
borde real.

En lo que respecta a la modelacién de los criterios de deteccién y localizacién, en
el caso de una dimensién se tiene lo siguiente: sea f(x) la respuesta impulsiva del
filtro, n(z) el ruido y sea G(x) una funcién que denota al borde. Sin perdida de
generalidad se puede suponer que el borde esté centrado en x = 0. La respuesta
del filtro en el centro del borde denotado por H¢ se obtiene mediante la integral
de convolucién siguiente

+W
fo= [ G(-a)f(w)is,

-W

donde se asume que el filtro tiene una respuesta impulsiva acotada por [-W, W].
La respuesta media cuadratica al ruido es

w
H, =ng / f2(x)dx,
w
donde ng? es la amplitud de ruido medio cuadratico por unidad de longitud.

Por tanto Canny uso la razén de salida de senal a ruido SN R, por sus siglas en
inglés, como

I G(=a)f(w)da|

104/ f,WW f2(x)dx .

SNR =
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Para el criterio de localizacién se desea encontrar una cantidad o medida que
incremente si la localizaciéon incrementa, Canny usé el reciproco de la distan-
cia media cuadratica del posible borde al centro del verdadero borde. En el
analisis unidimensional, Canny considerd que los posibles bordes estarian en un
méximo local del operador f(x). Al realizar una andlisis unidimensional, Canny
determiné que la localizacion L estaba dada por

= He _ 2w G(—x)f/(x)dx\.

B gy £2(@)de

Los criterios de deteccion y localizacién se ven reflejados matemaéaticamente por
SRN y L,respectivamente, por lo que el problema se reduce a maximizar SN R
y L simultaneamente. Para lograr una maximizacién simultdnea se maximiza
el producto de L y D, esto se hace empleando la desigualdad de Schwarz para
integrales, pues SRN esta acotada por

ng! / G?(z)dz,

y L esté acotada por

w
ngt / G'%(z)dz,

por lo que el médximo del producto se alcanza si f(x) = G(—z) en [-W, W].
Lo tnico que resta por hacer es abordar el tercer criterio para evitar multi-
ples respuestas, Canny abordé este problema agregando algunas reestricciones
al problema. La base del filtro de Canny es la aplicacion de los modelos de los
tres criterios.

1.4. Filtro de Sobel

1.4.1. Planteamiento

Este algoritmo fue utilizado en el sistema de vision del laboratorio de inteligen-
cia artificial de la universidad de Stanford en 1968 [12] para la deteccién de un
punto que pertenece a un borde. Desde entonces, el operador desarrollado por
Sobel ha sido referenciado y usado en multiples trabajos de investigacion hasta
la actualidad.

Existe una descipcién un poco méas amplia de la implementacion de este ope-
rador en la literatura. La principal motivacién de Sobel para desarrollar este
operador fue que queria desarrollar un método para obtener de manera eficiente
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un estimador del gradiente que fuera computacionalmente viable, a este opera-
dor se le llama operador gradiente isotrépico de 3 x 3 en iméagenes.

El estimador de gradiente pensado por Sobel pretendia ser més isotrépico que
el operador que se usaba en aquel momento, el cual era el operador de cruz
de Robert. Para lograr su objetivo, Sobel ideé un operador que estimara el
gradiente de una imagen digital en un punto mediante la suma de las cuatro
posibles estimaciones del gradiente central en una vecindad de 3x 3 de la imagen.

Sobel propuso que si la funcién de intensidad era muy uniforme, entonces como
es de esperarse, las cuatro estimaciones del gradiente en la vecindad tendrian
el mismo valor y en el caso de presentar una diferencia, era consecuencia de la
naturaleza (no uniforme) local de la funcién de intensidad en la vecindad. Sobel
tenia la intencién de obtener la mejor direccién sin tanto rigor.

Es por esto que si se tiene una vecindad de 3 x 3, entonces el pixel central tiene
ocho vecinos, como se muestra en la figura 1.13, entonces se define el modulo
del vector de la derivada direccional g de esa vecindad tal que

n
‘g| =
m

donde n es la diferencia de densidad y m es la distancia a la vecindad.

g h ]

Figura 1.13: Valores de la funcién de intensidad en una vecindad de 3 x 3.

La direccién de g estd dada por un vector unitario apropiado para la vecindad,
se puede observar que los distintos pares formados en la vecindad son: (a,?),
(b,h), (¢,)g v (f,d). Por lo que se definié la estimacién del gradiente G como

G=(lc—g—a+ti)/d+(f—d)/2,[(c=g+a—i)/d+(b—h)/2]).

Sobel considerd que si esta estimacién del gradiente era métricamente correcta,
entonces se debia dividir entre cuatro, para asi obtener el gradiente promedio;
ademads, para aumentar el nivel de precisiéon, por lo que decidié escalar a 4 el
vector anterior y asi evitar la perdida de precisién al realizar la divisién, por
tanto, se definié G tal que



1.4. FILTRO DE SOBEL 25

Figura 1.14: Pesos de la componente en x asignados a la vecindad 1.13.

G =4G=((c—g—a+i)+2(f —d),[(c—g+a—i)+2(b—h)]).

Para expresar la definicion de la ultima expresion de una manera mas practica,
a la vecindad se le asignan los pesos mostrados en la figuras 1.14 y 1.15, de las
componentes x e y, respectivamente.

-1 -2 | -1

Figura 1.15: Pesos de la componente en y asignados a la vecindad 1.13.

Utilizando este algoritmo, se consideraba que un punto estd en un borde si y
solo si

2G| >T

donde T es un valor umbral dado.
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Capitulo 2

(Generacion variacional de
mallas adaptativas

2.1. Generacion de mallas

2.1.1. Planteamiento general

La generacion de mallas tiene como objetivo construir una particiéon por medio
de un conjunto de puntos, llamados nodos de una regién €2 € R™ en un nimero
finito m de subregiones «; tal que

- U?llai =
» i)y =0

la regién (2 es llamada regioén fisica, la cual debe ser usualmente convexa, aunque
en el caso de que no sea asi, se divide dicha regién en subregiones simplemente
convexas y se hace la particién en cada subregion.

Se dice que una malla es estructurada si existe una estructura de orden sobre
los nodos de la malla, es decir, una malla es estructurada si se sabe que nodos
estan en la frontera y cuales nodos son interiores, ademas de que cada clase de
nodos tenga propiedades propias, como una estructura.

Por lo general, la aplicacion principal de estas mallas es la solucion de ecuaciones
diferenciales, como la EPD usada en el filtro de Perona-Malik. Para aproximar
la solucion de una EDP empleando diferencias finitas, se necesita una malla pa-
ra calcular las aproximaciones. La generaciéon de mallas se vuelve un problema
mas complejo si la region Q tiene una frontera muy irregular, afortunadamente
en la presente tesis se trabaja en imagenes, por lo que las mallas tienen simpre
una frontera en forma de rectangulo. La figura 2.1 muestra un ejemplo de una
malla como las que se usaron para generar mallas adaptativas en imagenes, por
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otra parte la figura 2.2 muestra una malla en una regiéon con una frontera muy
irregular.

Figura 2.1: Malla rectangular inicial.

Por tanto, se plantea el problema de la generacién de mallas de la siguiente
manera: sea ) la region fisica simplemente convexa y acotada donde se quiere
generar una malla estructurada. Se propone utilizar una funcién X (también
llamada tranformacién o mapeo) tal que X : B — ., donde B es el cuadrado
unitario. El cuadrado unitario es la regién del plano definida por el producto
cartesiano [0, 1] x [0, 1]. El dominio de X, que en este caso es el cuadrado unita-
rio, es llamado regién légica, la figura 2.3 ilustra la idea de un mapeo X general.

Por tanto, en el contexto continuo, se dice que una malla sobre la regién fisica
Q es la funcién continua (o mapeo) X tal que

X:B—Q,
siendo B el cuadrado unitario, y donde

X(&,n) = (x(&,m),y(&n)).

Para que el mapeo continuo X sea una malla, se debe cumplir que:

= X sea biyectivo.

» X(9B) = 0Q.

Noétese que si se genera una cuadricula en B, entonces el mapeo debe generar
una malla sobre € tal que las lineas en 2 no deben entrelazarse. Las condi-
ciones anteriores establecen que la funcién continua X serd una malla si el es
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Figura 2.2: Malla irregular compuesta por cuadrildteros.

uno a uno y las fronteras corresponden entre si, es decir, un punto de la fronte-
ra del cuadrado unitario bajo el mapeo X corresponde a un punto frontera de €.

El que el mapeo X sea continuo, en especial en la frontera del cuadrado unitario,
garantiza que el orden que resulta al considerar el cuadrado unitario como la
unién de cuatro segmentos sea también preservado en la regién fisica.

Usualmente, surge la idea de dividir la frontera del B en cuatro segmentos,
y asi generar la malla por medio de la aplicacién del mapeo a las lineas que
unan las fronteras opuestas del cuadrado unitario, por la continuidad del mapeo
X las lineas en B generaran lineas continuas en €2, que da como resultado una
malla en la region fisica 2. La ilustracion de esta idea se muestra en la figura 2.4.

Es importante senalar que general las mallas estan compuestas por triangulos o
por cuadrilateros. Las figuras 2.5 y 2.2 muestran mallas compuestas por tridngu-
los y cuadrilateros respectivamente.

Los elementos que definen la malla, ya sean tridangulos o cuadrilateros, son lla-
mados celdas. En el presente trabajo solamente se usaron mallas compuestas
por cuadrilateros.
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X(En

1 /\

o

Figura 2.3: Mapeo X definido del cuadrado unitario B a la regién fisica

B XP) 0 X(P2)
P1 P:

X{Ps)

Ps Pa X{P:)

Figura 2.4: Frontera y lineas interiores bajo el mapeo

2.2. Generacion variacional de mallas

2.2.1. Planteamiento

Para generar mallas en una regién fisica () existen diversos métodos, sin em-
bargo, en este trabajo se empled el método variacional de generacion de mallas
(capitulo 2 de [2]), esto es, generar mallas utilizando ideas del cdlcuo de varia-
ciones, tales como los funcionales.

Puesto que las mallas tienen caracteristicas geométricas especificas interesantes,
se propusierén formas de optimizar dichas caracteristicas geométricas por medio
de la minimizacién un funcional, siendo asi el surgimiento de la generacién va-
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2L,

Figura 2.5: Malla compuesta por tridngulos.

riacional de mallas. Las caracteristicas geométricas que se quieren obtener por
medio de el proceso de optimizacién pueden ser:

» La uniformidad de las dreas de las celdas de la malla.
= Ortogonalidad entre las lineas de la malla.
» Suavidad de las lineas de la malla.

= La uniformidad de la longitud de los lados de las celdas que componen la
malla.

Pero ademaés se pueden contruir mallas en donde se busque optimizar dos carac-
teristicas simultaneamente, es decir, Si F} y F» son dos funcionales, en donde
cada uno optimiza una caracteristica de la malla, entonces es posible crear un
funcional F* tal que

F* =0 F) + oo F3,

donde a1 + ag = 1 y F* es un funcional que optimiza las carecteristicas de Fj
y F5 en menor o mayor grado dependiendo de los valores de a1 y s, pues si
a1 < ag, entonces el funcional F; tendra mayor peso en la optimizacion. Esto
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permite crear mallas donde haya un balance entre dos caracteristicas geométri-
cas, por ejemplo, es posible generar mallas donde se combinen suavidad y area
o suavidad y ortogonalidad simultaneamente.

El planteamiento del problema de generacién de variacional de mallas es bésica-
mente el mismo que el planteamiento general, pero a diferencia de la formulacién
de la seccién anterior, el mapeo buscado en la generacion variacional debe cum-
plir condiciones adicionales; no sélo se busca un mapeo que genere una malla
convexa en la regién fisica, sino que ademds optimice una propiedad geométrica
de la malla (suavidad, ortogonalidad, drea o longitud), por tanto de entre todos
los mapeos continuos y biyectivos posibles del cuadrado unitario a la region
fisica, se busca un mapeo que minimice un funcional de la forma

IX] = /B f(Xe, X,)dedn

2.3. Funcional continuo de suavidad

2.3.1. Planteamiento

El funcional de suavidad en ocasiones es llamado funcional armdnico, pues
satisface la ecuacién de Laplace, las ideas de esta seccién pueden revisarse en
el capitulo 2 de [4]. Los inicios de este funcional fue la formulacién del sistema
eliptico més simple que se puede formular a una region fisica, este problema
propicié las bases para el funcional de suavidad, el cual ha tenido cambios en el
contexto continuo y discreto.

Sea () la region fisica y sea su frontera la unién de los cuatro segmentos I;, lg,
ls v l;n como se muestra en la figura 2.6.

X(P1)

Figura 2.6: Divisién de la frontera de la region fisica {2 en cuatro segmentos.
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Se planted la construccién de un mapeo directo X del cuadrado unitario B a
Q, como el que se ilustra en la figura 2.3, y donde ademds se buscaba que las
componentes del mapeo 2.1 satisfacieran la ecuacién de Laplace, es decir, si

Y W _ x(fan)
x=xen=(1e0 ). 2.1)

y por tanto se debia satisfacer que

entonces

Tee + Ty =0 (2.2)

Yee + Ynn = 0. (23)

Al establecer que las fronteras correspondan, se debian cumplir las siguientes
expresiones

Y _ 1(670) .
x(e0) = (5 0) ) =an(® (2.4
% _ l‘(f,l) —
xc.)= (Y ) = o (25)
X0, = (500 ) =) (26)

X1 = (540 ) =it 1)

donde z;, x4, s ¥ X;n son parametrizaciones para los segmentos l;, lg, ls ¥ Lin
de 09, respectivamente.

En este sistema eliptico se supone que X es suficientemente suave, por lo que
existe una solucién tunica infinitamente diferenciable al interior de 2.

El problema, es que aunque el mapeo directo X sea suave en €, en regiones no
convexas la malla resultante puede tener celdas no convexas. El mapeo (2.8)
propuesto por Ivanenko muestra este problema.

1(¢2 2 2
en el cual las componentes satisfacen la ecuacién de Laplace. Sin embargo, en la
figura 2.7 se muestra como la malla resultante en una regién se producen celdas
no convexas. La causa de este problema es que si
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Figura 2.7: a) Malla resultante del mapeo propuesto por Ivanenko que cumple
con las condiciones establecidas,b) se tienen celdas no convexas.

1 2
=0 - << =
n=0 3 1 3

entonces el Jacobiano J(&,7) es negativo, pues se tiene que

1

T&m) = zeyn — wype = (€~ 2)(E—3) + 0l + 3).

Esto implica que algunas lineas de la malla en el cuadrado unitario B, al ser
mapeadas, produzcan lineas que se doblan. También se tendra el mismo pro-
blema si se tiene una regién fisica muy irregular, en particular, se generara este
problema en donde haya picos en la frontera de la region fisica.

A pesar de este detalle, el mapeo de Ivanenko tiene la ventaja de ser muy simple y
generar lineas suaves en la malla, pero este fue un hecho que motivé la incursiéon
en el estudio de generacion de mallas desde una perspectiva variacional, pues
las ecuaciones de Laplace (2.2) y (2.3) son las ecuaciones de Euler-Lagrange del
funcional

1 1
IX] = / / (xg + 3:,27 + yg + yf,)dfdn, (2.9)
Jo Jo

en donde las condiciones de frontera siguen siendo las parametrizaciones esta-

blecidas en 2.4, 2.5, 2.6 y 2.7.

Aunque la suavidad en las lineas de la malla es importante, también lo es la
convexidad de las celdas que componen la malla. La convexidad de la malla
estd directamente relacionada con el Jacobiano del mapeo, por lo que Winslow
hizo una versién un poco distinta del funcional de suavidad, dado por la siguiente
expresion
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_ 1 1 ($2+$2 +y2 +y2)
I[X] :/ / ¢ x"tjzf " dgdn, (2.10)
o Jo eJ Ty

donde J es el Jacobiano y esta dado por

J(&,n) = xeyn — Tyye.

2.4. Funcional Discreto de suavidad

2.4.1. Planteamiento

En esta seccién se describe la discretizacién del funcional de suavidad de Wins-
low (2.10), partiendo del funcional continuo, pues es mds préctico resolver un
problema con el funcional discreto de suavidad, que resolver el sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales de Euler-Lagrange resultantes de la minimizacién
del funcional continuo.

Para plantear la discretizacion se hace uso de mapeos bilineales, ademas en esta
seccién se aborda la teorfa involucrada con la convexidad de la malla (seccion
2,2 de [10]), pues como se ha mencionado antes, no sélo se busca suavidad en las
mallas, sino que también se buscan mallas convexas, es decir, mallas con todas
sus celdas convexas.

Por tanto, supongase que en la regién fisica §2 se plantea generar la malla y sea
P, el conjunto de puntos en 02 dado por

PQ:{p17p27p37p4a""apk}7 (211)

donde el conjunto Py forma el poligono que compone 2; un ejemplo de esta idea
se muestra en la figura 2.8.

Se puede definir a una malla G de dimensién n x m sobre la regién §2 como el
conjunto G tal que

G={pi;j:1<i<n1<j<m} (2.12)

Notese que al considerar una malla sobre 2 ya no sélo se consideran los no-
dos P, que estdn en su frontera, sino que se estan considerando nm nodos. En
una malla de dimensién n x m, (2n 4+ 2m — 4) nodos estarén en la frontera, y
(n —2)(m —2) estardn en el interior, por tanto es importante notar que Pp C G
y que ademds n,m € N\ {1,2}.

Entonces, es posible visualizar a una malla G como un conjunto estructurado
de nodos (puntos en el plano), pues al manejar un orden en los nodos por medio
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P2

P3 Pa

Ps

Pe

Piz

Pz

P10 Py

Figura 2.8: Poligono compuesto por Py que define la region €.

de los subindices 7, j, como se hace en una matriz, se tiene una forma natural
de estructurar los nodos. Se puede observar en la figura 2.9 un ejemplo de una
malla estructurada; a los nodos que estian sobre la frontera se les llama nodos
frontera y a los nodos en el interior se les llama nodos interiores.

En la seccién anterior se mencioné que se debe considerar la frontera de la regén
fisica como la unién de cuatro segmentos, asi como establecer una orientaciéon
en estos segmentos, los cuales se denotan como segmento izquierdo, segmento
derecho, segmento inferior y segmento superior. Por tanto, dado el conjunto
G que define la malla, se desprenden autométicamente los siguientes cuatro
conjuntos que definen la orientacién de la malla

Gio=1{pi; €G:i=1,234, .. nj=1} (2.13)
Ga=1{pi; i=1,234,..nj=m (2.14)
Gi={piji=nj=1234,..m} (2.15)
Gs={pij:i=n,j=1,2,3,4,...,m} (2.16)

Es importante hacer algunas observaciones, cada nodo interior tiene ocho nodos
vecinos, ademads en la malla habra tinicamente cuatro nodos esquina, los nodos
esquina son pi.1, Pi,m, Pn,1 Y Pn,m (ver figuras 2.9 y 2.10).

Lo comentado en esta seccién sirve para describir lo que significa una malla
estructurada en el contexto discreto, es decir, se debe entender una malla tanto



2.4. FUNCIONAL DISCRETO DE SUAVIDAD 37

Figura 2.9: La estructura de la malla esta definida por los indices de los nodos.

como una estructura de nodos y como un mapeo que cumple ciertas condicio-
nes especificas. Estas ideas ayudan a poder visualizar de forma geométrica una
malla légicamente estructurada.

Pero no hay que olvidar que para generar una malla variacionalmente se debe
encontrar un mapeo que satisfaga las condiciones mencionadas en la seccién an-
terior. En la siguiente seccion se abordan los mapeos bilineales, los cuales sirven
para hacer la discretizacién del funcional de suavidad de Winslow.

2.4.2. Mapeos bilineales

Los mapeos bilineales son los mapeos méas simples de formular, una descripcion
alternativa de este tipo de mapeos puede verse en la seccién 3,3 de [2], pues
hasta ahora sélo se han estudiado mapeos que van del cuadrado unitario a B a
una region fisica €2, pero a diferencia de esos mapeos, los mapeos bilineales van
de B a un cuadrildtero arbitrario.

Para encontrar el mapeo adecuado de B a (2 se utilizan los mapeos bilineales,
pues para encontrar el mapeo se construye una cuadricula uniforme en B pa-
ra formular mapeos bilineales, donde cada mapeo bilineal tiene como dominio
una celda de la cuadricula, en cierto sentido se construye el mapeo principal
basandose en la filosofia de divide y venceras usando mapeos bilineales.

Puesto que la region mas sencilla para construir una malla es un cuadrildtero, es
por esto que surge el concepto de mapeo bilineal. A continuacion se describe la
formulacién de un mapeo bilineal X de B a un cuadrildtero arbitrario OPQR.S,
es decir, X : B — OPQRS, la figura 2.11 ilustra el mapeo bilineal x.
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Pit+1,j-1 g Pi*.l’j
Pi+]._j+1
Pij+1
Pij
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PiLi1 g > Pi-1j+1
Pi1j

Figura 2.10: Nodos vecinos del nodo P; ;.
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Figura 2.11: Mapeo bilineal x

El mapeo bilineal X que se describe en esta seccion tiene la forma
X =a+ B+ + 68,

donde
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Para definirlo, se debe encontrar «, 8, vy d, esto se hace usando la condicién de
que las fronteras deben corresponder, por tanto los vértices de B bajo el mapeo
deben coicidir a los vértices de OPQRS en un orden dado.

Sin pérdida de generalidad, supongase que las esquinas corresponden de la si-
guiente manera (ver figura 2.11)

%(0,0)=P %(1,0)=Q %(1,1)=R %(0,1)=S5. (2.17)

Entonces, evaluando x en las esquinas de B y utilizando las ecuaciones anterio-
res, se tiene que

%(0,0) = a+p5(0)+~(0)+46(0)(0) =«

=a=P (2.18)
x(1,0) = a+B8(1)+~v(0)+46(1)(0)=a+p

sa+6=Q

=0=0Q—«

=p=Q—P (2.19)
x(0,1) = a+p(0)+~(1)+6(0)1) =a+y

=a+v=295

>7=5—-«

= S§-P (2.20)
X(1,1) = a+p1)+y(1)+0(1)A)=a+B+y+0

a+pf+v+d=R
=d=R-a—-08-v
=7y=R-P-S+P-Q+P=R+P-5-Q. (2.21)

Por tanto, el mapeo bilineal buscado esta definido por la la siguiente ecuacion

x=P+(Q-P)¥+(S—Pn+(R+P—S5—Q)n. (2.22)

Se puede ver que efectivamente las fronteras corresponden, es decir, un punto
en la frontera de B va a un punto en la frontera de OPQRS, por ejemplo, sea
mg un punto en la frontera de B tal que mo = (£,1) y donde 0 < £ < 1, entonces

(S=P)(1)+(R+P—-5-Q)(1)
(Q—P)¥+S—-—P+(R+P-5-Q)
Q—-P+R+P—5-Q)

R - S)¢. (2.23)
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Se ve que efectivamente la frontera superior de B corresponde a el segmento de
frontera entre S'y R de OPQRS, pues como 0 < ¢ <1y (R—S) es el vector
que va de S a R, andlogamente se puede comprobar para las otras.

Existe una relacién directa entre el Jacobiano y la convexidad de una celda de
la malla, lo que nos permite saber si una celda es convexa o no. Si se denota al

mapeo X Como
. w@m>
XS = ’
&m) (y@m
entonces es claro que
. ze(§,m) >
X ) = )
e = e
< — l'n (ga 77) >
s = Sen ).
El Jacobiano de x estd dado por la siguiente expresion

J(&,n) = eyn — Tnye, (2.24)

calculando las parciales X¢ y X, de (2.22), se tiene que

Xe=Q—-P+(R+P-5—-Q)n

Xp=S—-P+(R+P-S5—-Q),

por tanto

xEZQz_Px"’_(Rx"_Pz_Sx_Qm)nv
xn:Sm_Pm+(Rz+Pm_Sx_Qm)€v
Ye = Qy — Py + (Ry + Py — Sy — Qy)n,

Yp =Sy — Py + (Ry + Py — S, — Qy)¢,

sustituyendo las expresiones anteriores en (2.24), se tiene lo siguiente

J(fﬂ?):[Qm_Pa:"‘(Rw"'Pw_Sw_Qw)n][sy_Py"’(Ry"‘Py_Sy_Qy)f]_

expandiendo y agrupando términos se tiene la siguiente expresion del Jacobiano
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J(&n) = (Qe — Po)(Sy = Py) — (Sa —Fu)(Qy — Py) + (2.25)
+[(Q~L _Pw)(Ry+Py_Sy _Qy) - (Qy_Py)(Rw+P'£ _Sac _Q»L)K"'
+[(Sy_Py)(Rw+Pw_Sm_Qw) - (Sz_Pw)(Ry+Py_Sy_Qy)]77-

Notese que si se evalua el Jacobiano en una esquina de B, por ejemplo en la
esquina (0, 0), esto implica que

J(070) = (QI _Pﬂc)(sy _Py) - (Sw —Px)(Qy _Py)v

sustituyendo esta ultima expresién en (2.25) se obtiene la siguiente expresién
del Jacobiano

J(&n) = J(0,0)+ (2.26)
H(Quw — Po)(Ry + Py — Sy — Qy) — (Qy — Py)(Ry + Py — Sy — Q)6 +
‘H(Sy — Py)(Ry + Pr — 82 — Qu) — (So — Po)(Ry + Py — Sy — Qy)]’?

Evaluando J(1,0) y J(0, 1), se obtiene lo siguiente

J(1,0) = J(0,0) + [(Qu = Pu)(Ry + Py = Sy = Qy) = (Qy — Py)(Ro + P — 50 — Q)]

= [(Qw_Pz)(Ry+Py_Sy_Qy)_(Qy_Py)(Rac‘f'Pw—Sw—Qz)] =
= J(1,0) — J(0,0),

J(O>1) = J(070)+[(Sy_Py>(Rx+Pac_Sac_Qw)_<Sw_Pw)<Ry+Py_Sy_Qy>]
= [(Sy = Py)(Re + Pr — Se — Q) — (Se — Pu)(Ry + P, — 5y, — Q)] =
= J(0,1) — J(0,0),

por lo que si también se sustituyen estas ultimas dos expresiones en (2.26),
entonces se reduce a la siguiente expresion

= J(&n) = J(0,0) + [J(1,0) = J(0,0)]¢ + [J(0,1) = J(0,0)]n.  (2.27)
Finalmente, al evaluar J(1,1) se tiene que

J(1,1) = J(1,0) + J(0,1) — J(0,0).

La importancia del trabajo algebraico anterior es que se encontré que el Jaco-
biano de un mapeo bilineal es lineal, ademas del hecho de que tal Jacobiano
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estd expresado en términos de J(0,0), J(1,0) y J(0,1), los cuales son las evalu-
caiones del Jacobiano en esquinas de B.

Respecto a las celdas de una malla G (en 2), Ivanenko y Barrera propusieron
trabajar con los tridngulos que componen las celdas de la malla. Barrera pro-
puso considerar a la malla como un conjunto de tridangulos, estos triangulos son
resultado de visualizar las dos diagonales de cada celda de la malla y que por
tanto se tienen cuatro posibles tridngulos por cada celda. Sin embargo, Barrera
no sélo consideré a la malla como un conjunto de tridngulos, sino aun més,
considerd que los tridngulos tienen una orientacion.

G Q
P P

Figura 2.12: Los cuatro triangulos en los que se puede dividir una celda usando
sus dos posibles diagonales

La figura 2.12, nos muestra la idea de Barrera [10], es decir, en una celda de la
malla considerar los cuatro triangulos posibles que se obtienen al emplear las
dos diagonales de la celda. El la misma figura se muestra también la orientacion
de los tridngulos, la cual consiste en que un tridngulo estd orientado positiva-
mente si sus vertices estan ordenados en el sentido contrario a las manecillas
del reloj, y por tanto, si los vertices del triangulo estdn descritos de manera que
tienen un orden en el sentido de las manecillas del reloj, entonces el triangulo
estd orintado negativamente.

En la figura 2.12 se puede ver los cuatro tridngulos que se forman en una celda
al considerar las dos posibles diagonales, tales tridngulos son:

= APQS.
= AQRP.
= ARSQ.

= ASPR.
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a) b)

Figura 2.13: a)Celda convexa b)Celda no convexa

Se considera que un tridngulo estard orientado positivamente si el orden en que
se denotan los vertices estan en sentido contrario a las manecillas del reloj, por
ejemplo, el tridngulo APQS de la figura 2.12 esté orientado positivamente, por
otro lado, el tridngulo APSQ tendra una orientacién negativa.

Se define la funcién a tal que
1 S oo o
a(ANABC) = idet(B —A,C - A,
donde la funcién « calcula el drea del tridngulo AABC.

La formula de drea anterior se puede expresar de la siguiente manera

Tp— Tg Lo — Tq
Y —Ya  Yec — Ya

0 1
(%)

Nétese que (2.28) tiene implicita la orientacién establecida, es decir, si un
tridngulo AABC' estd orientado positivamente, entonces a(AABC) > 0, en
cambio si estd orientado negativamente, entonces a(AABC) < 0.

a(AABC) =

1
2
donde

Ivanenko propuso una idea muy ingeniosa para saber si una celda es o no con-
vexa, pues si los cuatro tridangulos de una celda estan orientados positivamente,
entonces bajo la formula (2.28) los cuatro tridngulos tendran areas positivas, y
si los cuatro tridngulos tienen area positiva, entonces la celda es convexa. La
figura 2.13 muestra un ejemplo de una celda convexa y una no convexa.

Ya se establecieron por separado los argumentos respecto al Jacobiano y a la
convexidad de una celda, ahora falta establecer que relacién hay entre el Jaco-
biano y la convexidad. Supongase que de nuevo que se tiene un mapeo bilineal
% como el de la figura 2.11, se encontré que
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J(070) = (Qm - Pas)(sy - Py) - (S:v _Pac)(Qy - Py)
acomodando los términos del lado derecho de la igualdad anterior en forma de
determinante se tiene que

J(O7O) = (Qa _Pz)(sy _Py) - (Sx—Pm)(Qy _Py) =
— (Qz*Px) (Sxfpr) —
(Qy_Py) (Sy_Py)

= (Q - P)'Jo(S — P) = 20(APQS) = 2a(ASPQ),

por tanto, J(0,0) > si a(APQS) > 0, es decir, J(0,0) > siy sélo si a( ASPQ) >
0.

para J(1,0) se tenia que

J(LO) = J(Oa0)+(Qz_PI)(Ry+Py_Sy_Qy)_(Qy_Py)(Rr+Pz_Sz_Qz)

por tanto

J(LO) (Qx_Pz)(sy_Py)_(Sx_Px)(Qy_Py)+
(Qm*Pz)(RyﬂLPy*Sy*Qy)*(nypy)(RerPm*Sm*Qm):
(Rx—Qa:)(Py_Qy)_(Ry_Qy)(Px—Qy):

Ry = Qz) (Po—Qa)
Ry—Qy) (Py_Qy)
= 2a(AQRP) =2a(APQR),

+

_ | (
(

analogamente se tendra que

J(0,1) = a(ARSP),

J(1,1) = a(AQRS),

por lo que se puede concluir que J(0,0), J(1,0), J(0,1) y J(1,1) son positivos
si y sélo si a(ASPQ), a(APQR), a(ARSP),a(AQRS) > 0, es decir, J(0,0),
J(1,0), J(0,1) y J(1,1) son positivos si y sélo si el drea de cada uno de los
cuatro tridngulos de la figura 2.12 son positivas.

Se encontré que el Jacobiano de un mapeo bilineal es lineal, por lo que el lugar
geométrico del Jacobiano es un plano, por lo que el valor minimo del Jacobiano
estara en una de sus esquinas del cuadrado unitario. Por tanto, se concluye que
el Jacobiano es positivo si y solo si la celda OPQRS es convexa, esta es preci-
samente la relacion entre el Jacobiano y la convexidad de una Celda.
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2.4.3. Discretizacién del funcional de suavidad

A continuacion se muestra la discretizacion del funcional de suavidad de Wins-
low (seccién 2,3 de [4], esto se hace para poder trabajar en un problema discreto
que aproxima el problema continuo. El funcional de Wislow estd dado por 2.10,
y en su forma matricial esta dado por

1l x 2 X 2

S X + | X

x = [ R e Ry,
o Jo X2 Xy

0 1
=% )

Haciendo uso de los mapeos bilineales se puede formular el funcional 1[X] como
un funcional compuesto de un conjunto finito de mapeos bilineales (filosoffa de
divide y vencerds). Sea G g una cuadricula uniforme estructurada en el cuadrado
unitario B, bajo el mapeo esta malla seria transformada a una malla Gq en .
Si B; ; es una celda de la malla G g que es mapeada a una celda C; ; de la malla
en 2, entonces bajo el mapeo X se debe cumplir la condicién

donde

X(B; ;) = Ci ;. (2.29)

Usando también el hecho que de cada mapeo bilineal que va de una celda de B
a una celda C;; de la malla en 2, entonces se puede expresar el funcional de
Winslow como la siguiiente sumatoria

N _ _

_ Xe |2+ | X, |12

X] :Z/ [ Xe P41 X0 I gy, (2.30)
P y X J2 X,

en donde N es el numero de celdas de Gpg, por tanto, si se discretiza cada

evaluacién del funcional en cada mapeo bilineal, entonces se conseguird una
distcretizacion del funcional en el mapeo principal X.

Por tanto, para hacer la discretizacién del funcional de Winslow es conveniente
primero realizar una discretizacién de una integral de (2.30). Sea Z; ; un mapeo
bilineal cualquiera entre una celda B; ; de B y una celda C; ; de la malla por
construir en {2, la figura 2.14 muestra una ilustracién del mapeo Z; ;.

Es por esto que el funcional de Winslow se aproxima de la siguiente manera

| 252 1P+ 1) 25 1P

Z / dedn.

C%W) J me)
on

Dado que la malla es de G es de dimensiones nxm, entonces N = (n—1)(m—1).
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=

A

Figura 2.14: Mapeo bilineal Z; ; establecido entre la celda B; ; y el cuadrildtero
Cij.

La forma general de un mapeo bilineal como Z; ; es la siguiente

zi,j(g,n)i+§(§;> +6<ni) +13<gni> <’7fz) (2.31)

Se establece el siguiente orden en la correspondencia de las esquinas en el mapeo
bilineal (ver figura 2.14)

_ i J - _ 1+1 3 ~
xi,j <m7 n) - Pv xi,j ( m 9 n) = Q?
i+1 7+1 = o j+1 =
ji,j <Z+ 7H> :R7 j’b,j (zaj—’_ ) :Sa
m n m n

nétese que se se estd usando notacién vectorial. Al evaluar en el mapeo (2.31),

se tiene que
_ i j -
L5 (, > = A
m'n

= A=P
15 . B
l’(;i) = AR
. B .
+1 j+1 . B C D
xz,](lm 7jn ) = A‘i‘E‘Fg‘i‘%
. B ¢ D =
= A+—+—-+—=R
m n mn
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n

. . 1 .
«’Z'i,j (27 ]“r) — A+
m

resolviendo el sistema anterior, se tiene que los coeficientes de (2.31) estan dados
por

— — —

A=P, B=m(Q - P)

C=n(S—P), D=mn(R+P—-G-25),
2.31),

sustituyendo en (2.31), entonces el mapeo tienen la forma siguiente

s = Prm@-P) (e L) raE-7)(n-2)+
+mn(R+P—Q—5) (5 - ;) (n - j) . (2.32)

Esto implica que las derivadas parciales del mapeo bilineal estdn dadas por las
siguientes expresiones

02 &m) _ G- Py mn(R+P-G-9H-2),  (2.39)
o€ n

a_i i\S» o D D D 5 G ‘

%(3357577) —n(§-P)+mn(R+P-G-9)¢-—). (239

Evaluando las derivadas parciales en las esquinas de la celda B; ;, se tienen las
siguientes expresiones

Pilwd) _pgop, Pl g
3%4(%53751) (R 3, a@ﬁ(éigjrf) —m(B- 3
8901](;,7;,51) —n(§-P), axi’j(a:;rml”jl) =n(R - Q)
axw(gi,ﬂf) - 0) 63:1,](5:77 S G- P

Ahora, haciendo uso de una cuadratura para aproximar la integral en B; ;, en-
tonces se tiene que
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/ I 8:6” ”2 + 1l Bz” Hngd Nl [ M ||2 + M H2 N
B, . Glld 8081,] = 4 Bm”( , 0 (L, 1)
i, D€ J2 on 8? ” J ’:7n -
0z (L 4y o 0% (B2, L) 19
L[ = HI#”
"’1 i i+l g +
allj(m’n J m_n
¢ %
8]'“’, 1 87‘ ,173+1
+1 8:31,,]'(1;17%) J (1;17J11) "
o€ on
0z; 9z,
+1 ||%”2+”M”2
4 ax”(,;,fjgl) T dacz,(’ ) 7
on

sustituyendo las expresiones de las derivadas parciales de Z; ; evaluadas en las
esquinas, entonces

Owlj Bmlj o N - R
/ || ( ) ”2 + || ( ) H2d§d77 N 1 m2 H Q-P ||2 4n? H S—_PpP H2 N
B 3% ) J 893(7_ ) 4 mn(Q — P)Jy(S — P)

v o€ an

+1 <m2 H Q—_'P Hz_‘_‘_n2_|‘| R:Q' ”2) <m2 H R’—_‘S_" ||2_'+n2_|! E:Q ||2> N
4 mn(Q — P)J2(R - Q) mn(R — S)J2(R — Q)
L(m* | R=S|?+n || S—P|?
4 ( mn(R — §)J5(S — P) )

=

4

Se puede observar que en la expresion anterior cada sumando de la aproxima-
cién depende tinicamente de tres puntos del cuadrilatero C; ; y no de los cuatro
puntos, esto hace que se comience en pensar en los tridangulos que conforman la
celda.

Nétese que los denominadores de la aproximacién de la integral en B; ; se pueden
expresar en términos de la funcién de drea (2.28), pues por ejemplo, para el
denominador del primer término se cumple que

(@ — P)Jo(S — P) = 20(APQS).

Ademais, si se observan los numeradores, puede notarse que se estan calculando
la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados del tridngulo que no son
una diagonal, por tanto se define la funcién A(APQS) dada por

MAPQS) =[G -P >+ 5-P|*. (2.35)
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Por tanto, para compactar la notacién, se define la funcién f como
AMAPQS)
2Area(APQS)’

aplicando esta notacién en la aproximacién de la integral sobre B; ;, se tiene
que

f(APQS) =

I ‘910 9 ||2 + ) 85”(11) 12
/ aw oz dfd?] ~
B; 6(21) JQ 8(;7-,1)

1] MAPQS) AAQRP) AARSQ) MASPR) |
! [2Area(APQS) * 2Area(AQPR) = 2Area(ARSQ) 2Area(ASPR)} N

4

i [/(APQS) + f(AQPR) + f(ARSQ) + f(ASPR)] iz

k=1

donde la variable k sirve para denotar cada uno de los cuatro tridngulos que
componen la celda. Finalmente se tiene la aproximacién del funcional de Wins-
low dada por

i > f (2.36)
j=1 k=1

donde los indices i, j denotan la celda y k uno de los tridangulos de la celda, es
decir, la sumatoria anterior es sobre todos los triangulos que componen la malla.

2.5. Generacion de mallas adaptativas

2.5.1. Planteamiento

Para los propésitos de este trabajo sélo se tuvo interés en funcional de suavidad
por una razén muy especial, dado que se planted desde el inicio del presente
trabajo, el uso de mallas adaptativas, entonces se empled la teoria para generar
dichas mallas [9], pero para generar este tipo de mallas sélo se dispone de teoria
para el funcional de suavidad, esta es la razon por la que solamente se descri-
bié la teoria del funcional de suavidad.

Anteriormente se discutié la teoria de generacién variacional de mallas, esto
implicaba encontrar un mapeo que debia cumplir con caracteristicas especiales.
La teoria para generar mallas adaptativas variacionalmente es casi la misma,
sélo que entra en juego un nuevo factor, el cual es una funcién ¢ : R? — R
que es precisamente la funcién a la que la malla se adapta, de aqui el nombre
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harmanic

L 4

)

X (&

Figura 2.15: Mapeos involucrados en la generacién de mallas adaptativas

de mallas adaptativas.

De igual manera, se considera que la regién fisica ) y el cuadrado unitario B
son regiones cuyas fronteras son poligonales cerradas orientadas positivamente.
La imagen 2.15 muestra en que consiste este nuevo enfoque para la generacion
de mallas adaptativas, en el cual estan involucrados dos mapeos en lugar de sélo
uno.

Simplificando ideas, el problema en el el caso de mallas adaptativas es encontrar
un mapeo x : B —  (2.3) tal que:

= X sea Uuno a uno.
= x sea diferenciable.

= X satisfaga que el Jacobiano sea positivo en B.

- 90 = x(9B).

En la figura 2.15 se aprecia como ademas de tener un mapeo del cuadrado uni-
tario B a la region fisica €2, también se tiene una superficie S, la cual se obtiene
al evaluar la funcién g en la region €.

En la seccién anterior se discretizé el funcional de suavidad de Winslow, obte-
niendo asi un funcional discreto, el cual se denotard por la siguiente expresién

iy (2.37)

donde para compactar la notacién, se definié la funcién f tal que
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ij ALY
iy =220 )
a(Ag?)
donde G es una malla de dimensién de n x m y las funciones A y « estan dadas
por (2.35) y (2.28), respectivamente.

La malla G serd convexa si min{a(Aq)} > 0, donde A, denota un tridngulo
cualquiera de la malla.

Por tanto, en lugar encontrar el éptimo del funcional continuo (2.10), el proble-
ma ahora consiste en resolver un problema de optimizacion, en el cual se debe
encontrar la malla G* tal que

N
G* = argming Z H(A),

g=1

donde N es el niimero total de tridngulos de la malla, como la malla es de di-
mensién n x m, entonces N = 4(n — 1)(m — 1).

Sin embargo existe en general una dificultad, pues para el problema de optimi-
zacién dado por la expresiéon anterior necesita una malla convexa inicial, pero
existen variaciones del funcional discreto que no requieren una malla inicial con-
vexa. Afortunadamente, este no es un problema en la presente tesis, pues como
el propésito es generar mallas adaptativas en imagenes, entonces la malla ini-
cial estard dada por una malla rectangular estructurada con frontera siempre
rectangular.

Pero para la optimizacién necesaria en la generacién de mallas adaptativas en
imégenes no se usé el funcional H, sino el funcional H,,, el cual es una variaciéon
de H. Este funcional fue producto del trabajo de Barrera-Sédnchez, Dominguez-
Mota, Ivanenko y Tinoco-Ruiz, donde H, es llamado funcional de suavidad
discreto quasi-armonico que depende del pardametro w.

La diferencia entre H y H,, es de solamente cambiar el término 1/a(A,) por la
funcién ¢, (a(4L,)), la cual estd dada por la siguiente expresién

ZW%Q(A"), si a(lg) <w
Pu((Dg)) = (2.38)
@ St Q(Aq) 2 w.

El propdsito principal de modificar el funcional H por el funcional H, es que
la funcién (2.38) penaliza con mayor rigor las dreas negativas que se puedan
llegar a tener por la no convexidad de algunos tridngulos de la malla durante el
proceso de optimizacién. Por tanto, el funcional H,, estd dado por la siguiente
ecuacion



52CAPITULO 2. GENERACION VARIACIONAL DE MALLAS ADAPTATIVAS

Hw(Aq) = /\(Aq)ﬁbw(Aq)'

Sin embargo, el funcional H,, debe incorporar una funcién g a la cual la malla se
adaptara. La idea principal para incorporar la funcién g en las mallas adaptati-
vas es el incorporar un mapeo arménico de la superficie S al cuadrado unitario,
donde S es la superficie de la funcién g(z,y) en , la figura 2.15 muestra esta
idea.

Se formuld el funcional continuo 44

Lot @+ a7) (L4 g2)? + 2909y (weye + qyn) + (Y2 + y) (1 + gy)°
IAd:// (g +23) (1 + 92)° + 2929y (Teye + Tyyn) + (VE +y;) (1 + gy) dedn,
0 Jo

(zeyn — xnyf)\/ 1+ g2+ g2

En forma matricial estd dado por

1 xt Axe + xt Ax
Laa = / / ( XTRTIean, (2.40)
o Jo

TeYn — xnyﬁ)\/ 1+g2+9;
donde

sen= (260 ). azam= (1R pe ),

(2.39)

notese que la definicién de la matriz A esta en funcién de un punto P del plano,
en el cual se obtienen las parciales de g para definir A.

El funcional adaptativo 44 es una forma general del funcional de suavidad,
pues si se considera una funcién constante g, entonces las derivadas parciales
con respecto a X e y son cero, por lo que 44 se reduce al funcional de suavidad
propuesto por Brackbill y Saltman

/1 /1 (2 +23)(1 +0)* +2(0)(0) (zeye + zyy) + (¥Z + y;)(1 +0) dédn =
o Jo

(Zeyn — 2nye) V1I+0+0

1 1 .702 +$2 + 2 + 2 1 1 1’2 + x2 + 2 + 2
o Jo TelYn — Tnle o Jo J

Finalmente, al discretizar (2.39) de manera similar a como se hizo con el funcio-
nal de suavidad de Winslow, se obtiene H 44, €l cual estd dado por la siguiente
expresiéon

ZZ/\Ad(A?,j)dﬁ(Af,j), (2.41)
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donde el inico cambio es el uso de la funcién A a4, que estd definida por

(A-B)'A(B)(A-B)+ (C — B)!A(B)(C — B)

Aad(AABC) = AT .

La figura 2.16 se muestra un ejemplo de una malla generada con el funcional de
suavidad de Winslow. La funcién g definida de la siguiente manera se empleé pa-
ra mostrar un ejemplo de generacién de una malla adaptativa, empleando una
funcién continua

g(z,y) = 672(4(71721)2+9(2y71)2)271'

La funcién g se muestra en la figura 2.17, se puede observar que tiene una forma
peculiar, pues tiene zonas donde el gradiente cambia radicalmente.

Figura 2.16: Malla generada usando el funcional de suavidad de Winslow en la
regién de la Habana.

La razén de usar mallas adptativas es que se producen celdas mas elongadas en
la malla sobre las regiones donde el gradiente de la funcién g(z,y) es més alto,
como se muestra en la figura 2.18, en la practica se ha encontrado que en celdas
elongadas se tienen mejores aproximaciones usando diferencias finitas.

Ademas hay que recordar que en el capitulo 1 se vio que por la definiciéon de
la funcién de difusién ¢(VI), los bordes son conservados en las regiones de la
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1.0,

0.5

l].(l'f

Figura 2.17: Grafica de la funcién g(z,y)

imagen donde se tiene un gradiente alto en la funcién de intensidad, entonces
si se usa la funcién de intensidad de las imdgenes como la funcién g(z,y), el
resultado sefa que se obtendran celdas elongadas las regiones cercanas a los
bordes de la imagen. Esta es la principal razén de porque se decidié emplear
especificamente mallas adaptativas en este trabajo. En el siguiente capitulo se
muestran ejemplos de mallas adaptativas generadas en imagenes.

2.5.2. Problema de optimizacién a gran escala

Durante la elaboracion de esta tesis se generaron mallas adaptativas a partir de
imégenes digitales de dos dimensiones con una resolucién definida. En un prin-
cipio se tenia pensado usar imagenes cuya resolucién oscilarad entre 250 x 250 y
600 x 600 pixeles, pero debido a que hoy en dia la resolucién de las imagenes
cada vez es mas alta, entonces se intenté enfocar el presente trabajo para image-
nes de resoluciones mas altas. Esto implica que el problema de busqueda de una
malla adaptativa de una imagen optimizando el funcional (2.41) se convierta en
un problema de optimizacién a gran escala, las nociones bésicas de esta clase de
problemas puede consultarse en el apendice textbf B de [4], pues suponiendo que
dada una imagen de resoluciéon de n x m pixeles y que por lo menos se genere una
malla adaptativa de igual dimensiones, entonces el niimero de variables a opti-
mizar es muy grande, mas adelante se analiza esta problemética con mas detalle.
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Celdas elongadas

Figura 2.18: Malla adaptativa generada sobre la malla de la habana y la funcién
g(x,y), donde se producen celdas elongadas.

Un problema de optimizacién en general es un problema en el que bésicamente
se busca una solucién que minimice (0 maximice) el problema incicial. Este tipo
de problemas es comin en matemaéticas, la industria e ingenieria, por mencionar
algunas areas. Existe toda una teoria de métodos de optimizacion, sin embargo,
la optimizacién es una rama de las matemaéticas que sigue en desarrollo, sobre
todo la optimizacion discreta, pues se busca mejorar la precisiéon y rapidez de
los algoritmos ya existentes. Actaulmente existen problemas de optimizacién
discreta que no se han podido resolver.

Los métodos de optimizacién generan una sucesién {zy}, con k €0UN, donde el
término xq es el término inicial. En estos métodos se realiza un ndmero finito
de iteraciones y donde en cada iteracién se obtiene un término maéas éptimo o
igual al anterior. Los métodos de optimizacién terminan cuando no se cumple
un criterio establecido.

Supongase que se tiene una funcién f : R™ — R™, en la cual se tiene interés en
encontrar el minimo local z* € R", por tanto, se debe emplear un método de
optimizacion de tipo descenso, es decir, se emplea un método de optimizacién
que genera una sucesién {zy} donde se cumpla que
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f(@rs1) < flar),

es decir, se busca que en cada iteracién se obtenga un término que produzca
una reduccién en la funcién f. La funcién f es llamada funcién objetivo y
una de las caracteristicas principales de los métodos de descenso es que en cada
iteracion se debe encontrar un vector p llamado vector de descenso, pues el
vector p nos indica en que direccién la funcion f tiene un maximo decrecimiento.

Por tanto, en la iteracién k el vector pi denotara el vector de descenso en xy
siempre y cuando la derivada direccional de la funcién objetivo en la direccion
pr. es negativa, es decir, p; serd el vector de descenso de la iteracion k si

Pe NV f(:vk) < 0.

En los cursos de optimizacién de nivel licenciatura se estudian métodos de opti-
mizacién para minimizar funciones objetivo de variable real, en otras palabras,
la funcién objetivo f es tal que f: R — R.

Pero si la funcién objetivo f tiene como dominio R", donde n es grande, es de-
cir, si se tiene un nimero muy grande de variables en la optimizacion, entonces
tenemos un problema de optimizaciéon a gran escala.

Este tipo de problemas tienen una teoria matematica bien planteada, capitulo
7 de [8] para ser resueltos, sin embargo, estos problemas son dificiles de imple-
mentar, pues los algoritmos de la teoria sélo indican el procedimiento, pero no
se menciona el costo computacional que tienen en un problema en especifico.

Dado que el nimero de componentes del vector xj (en cada iteracién) es muy
grande, esto implica el uso de una cantidad muy grande de memoria tan sélo
almacenar los datos, sin mencionar que el nimero de operaciones para realizar
una iteracion es muy grande, esto repercute en que tiempo ejecucién también
sea muy alto.

Es por esto que a mediados del siglo pasado se desarrollaron algoritmos que
solucionaban esta problemadtica, pues en 1950 el fisico estaunidense Davidon,
que trabajaba en laboratorio nacional Argonne, estaba empleando un método
de descenso para realizar un proceso de optimizacién a gran escala. Dado que
en ese tiempo las computadoras estaban en sus inicios, el poder de computo era
muy limitado.

Debido a que los cédlculos que intentaba hacer Davidon no llegaban a terminar,
pues el proceso siempre era interrumpido por las limitaciones computacionales,
entonces Davidon cansado y frustrado decidié idear una forma de mejorar el
proceso de optimizacion.
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Este fue el nacimiento de los métodos de optimizacién Quasi-Newton, los cuales
se han convertido en los métodos mas creativos de la optimizacién no lineal.
Fletcher y Powell demostraron después que este nuevo tipo de métodos eran
mas rapidos y confiables que los deméas métodos de esa época. Desde entonces
han sido propuestas distintas variantes de los métodos Quasi-Newton.

Tan s6lo como dato histérico y curioso, el articulo original que Davidon elabord,
en el cual planteé sus ideas para la creacién de los métodos Quasi-Newton no
fue aceptado para publicarse.

2.5.3. Solucién al problema de optimizacién a gran escala
para la generacién de mallas adaptativas

Puesto que se desea generar mallas adaptativas a partir de imagenes, entonces
en el proceso de optimizacion a gran escala se utilizé como malla inicial un malla
rectangular estructurada y uniforme con frontera rectangular, como la que se
muestra en la figura 2.19.

Figura 2.19: Malla inicial empleada para generar una malla adaptativa en una
imagen digital.

El objetivo del problema de optimizacién a gran escala es encontrar una malla
convexa G* que minimice el funcional de suavidad arménico H 44(G) dado por
(2.41) , es decir, se busca una malla convexa G tal que

G* = Argmingenr ) Haa(G),
donde M () es el conjunto de mallas convexas en la regién fisica .
Es importante establecer las ideas que se plantean hasta el momento, por ejem-

plo, en el problema de optimizacién, la funcién objetivo es el funcional H44(G)
y la malla G juega el papel del vector zj , pues el argumento del funcional es
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una malla. La figura 2.20 muestra la forma en que se enumeraron los nodos de
la malla, dado que la malla adaptativa 6ptima que se desea obtener es de una
imagen y la frontera se mantiene fija, entonces solamente los nodos interiores
participan en el proceso de optimizacién.

& —8
Nn-1,2f1n-1,2 Nr1,3 Nl 2 Mot
8 @ L 5 9
Na2 | N3zl Naa 3.2 Nzma
H ' .......... .—.
n:: N22| Nza N2z | N2my

Figura 2.20: Nodos interiores de la malla.

Si la malla es de dimensiones n x m, entonces se tendran (n — 2)(m — 2) nodos
interiores, donde cada nodo tiene dos componentes, pues no hay que olvidar
que los nodos en el presente problema son puntos del plano xy. Dado que es
una malla quien juega el papel de vector z; en cada iteracion del proceso de
optimizacién, entonces se debe encontrar una manera de representar una malla
(como la que se muestra en la figura 2.19) en forma de un vector de R™. Puesto
que los nodos de la malla fueron enumerados de la forma en que se muestra en
2.20 y cada nodo es un punto en el plano, es decir, cada nodo es tal que

ni; = < i; > (2.42)

Por tanto, si se concatenan los nodos siguiendo el orden mostrado en 2.20,
entonces se podra representar la malla inicial en forma de un vector. Si la ma-
lla inicial representada como vector la definimos como xg, entonces siguiendo
las ideas planteadas para representar una malla como vector, se tiene que xg
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esta dado por

Z22
Y2,2
T23
Y2,3
n2,2
n2.3
T2,m—1
Y2,m—1
3,1
n2,m—1 Y3
n3,1 z3,2
13,2 Y3,2
Tro = . = . . (2.43)
n3,m—1 T3,m—1
Na 1 Yzm—1
4.2 T4,1
Ya1
Ty2
Ya,2
Np—2,m—1
Nn—1,m—1
Tn—2,m—1
Yn—2m—1
Tn—1,m—1
Yn—1,m—1

Por tanto el vector zg tiene 2(n—2)(m —2) componentes, y son estos los valores
que variardn para encontrar la malla éptima convexa G*. En cada iteracién del
proceso de optimizacion se obtendra un vector x; que en realidad es una malla,
cuando el proceso de optimizacién finalice y sea obtenido un vector z*, entonces
este vector representa en forma vectorial la malla optima G*.

La forma inversa para obtener la malla G* a partir del vector z, es simplemente
deshacer la representacion de malla a vector que se describié. Para llevar a cabo
la optimizacién en la presente tesis, se utilizé en un inicio el método de Newton
truncado con busqueda lineal, pero fue descartado despues de la implementacién
por la cantidad de recursos computacionales requeridos por este método. En la
préxima seccion se describen los métodos de optimizacion que fueron conside-
rados y algunos implementados.
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Si se tiene por ejemplo una imagen de resolucién de 640X 740 pixéles y se deseea
obtener una malla adaptativa de 640X480 , esto implica que se estara optimi-
zando vectores que constan de 2(640 — 2)(480 — 2) = 609928 variables, es decir,
en cada iteraciéon del proceso de optimizacién tan sélo para calcular el vector
gradiente, se tendra que calcular un vector de 609 928 componentes y aproxi-
mar una matriz Hessiana de dimension de 609 928X609 928, lo cual repercute,
entre otras cosas, en una cantidad considerable de memoria necesaria para el
almacenamiento.

2.6. Meétodos de optimizaciéon a gran escala

2.6.1. Busqueda lineal, condicién de armijo y condiciones
fuertes de Wolfe

En los ultimos 40 anos se han desarrollado algoritmos muy poderosos para
problemas de optimizacién a gran escala. Estos algoritmos necesitan un punto
inicial x( para comenzar la optimizacion, el cual debe ser seleccionado con cui-
dado dependiendo de la naturaleza del problema, los conceptos abordados en
esta seccién se muestran a profundidad en [8] y de una manera més bésica en
el apendice B de [4].

Como se mencioné anteriormente, a partir del punto inicial x( los algoritmos de
descenso generan una secesiéon de puntos monotonamente decrecientes, donde el
proceso termina al cumplirse un criterio establecido en base de una tolerancia,
de igual manera, la condicién y la tolerancia dependen del problema.

Pero hay un aspecto importante, pues una de las primeras preguntas que surgen
al plantear un algoritmo de optimizacién es cémo moverse de la iteracién inicial
xo a la siguiente iteracién x; a través de la funcién objetivo f. Existen dos
estrategias hacer esto, estas dos estrategias son la busqueda lineal y regién
de confianza.

La busqueda lineal consiste en calcular un vector de descenso py en la iteracion
xk, €l cual es llamado vector de descenso, pues tiene la direccién maxima de
decrecimiento de la funcién objetivo. Ya calculado el vector de descenso pj en
la iteracién xj, entonces ahora serd en esta direccién en la cual se buscara la
nueva iteracion 4.

Sin embargo, no se puede establecer que en general la nueva iteracién sea
Tk+1 = Tk + Pk, sino que se debe calcular también un valor aj mayor que
cero llamado longitud de paso. La longitud de paso es necesaria pues para en-
contrar la nueva iteraciéon zjyi1, en realidad se debe resolver el problema de
minimizacién siguiente
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ap = mingsof (T + apy),

Al encontrar oy, es como finalmente se encuentra la nueva iteracién definida por

Tk+1 = Tk + Qg Pk-

Buscar oy, de manera casi continua para resolver el problema de minizacién an-
terior es muy costoso e innecesario. Por lo que al buscar oy, se hace de manera
més simple, esta manera consiste en buscar ay con los valores a« = 1, a = 1/2,
a =1/4, ..., etcetera, hasta encontrar ay.

Sucesivamente, se hace lo mismo con la nueva iteracién para encontrar la si-
guiente. En cambio la estrategia de region de confianza es muy distinta, pues se
usa informacion de la funcién objetivo f para formular una funcién modelo my,
la cual tiene un comportamiento especial, pues el comportamiento de m;, cerca
de la iteracién xj es muy similar al comportamiento de la funcién objetivo. Da-
do que la funcién my puede ser muy distinta a f mientras mas lejos se esté del
punto x, entonces se restringe la busqueda en una regiéon para minimizar my.

Por tanto, en los métodos de busqueda lineal se calculara en cada iteracion una
direccién de descenso py y se decidird que tando moverse en esa direccién me-
diante la longitud de paso ay.

Por lo que la eficiencia de esta clase de métodos depende de la efectividad en
que se calculen py y ag. Se debe tener en cuenta de que en general no todos los
métodos optimizacién de busqueda lineal requieren que pj sea una direccién de
descenso, sin embargo en los métodos que se abordan en este trabajo si debe
ser de descenso.

La manera en que se calcula la direccién de descenso depende directamente de
la clase de método que se esté usando, pues para los métodos de clase Newton
pi. esta dado por

pe = —H(f) "'V fr, (2.44)

donde H(f) es la matriz Hessiana exacta de f. Mientras que en los métodos
Quasi-Newton no se utiliza Hy, sino una aproximacion de la Hessiana denotada
como By, la cual es una matriz simétrica y no singular que ademas es actualizada
en cada iteracion, por lo que el vector de descenso esta dado por

pr = —By 'V . (2.45)

Se puede comprobar que si el vector de descenso se calcula por medio de 2.45 y
si By es una matriz definida positiva, entonces estara garantizado un descenso
de la funcién f, en la direccién py, pues se tiene que

pVf = -VB VS,
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dado que Bj es simétrica y definida positiva, entonces

PV f=-VfB'Vf <O,

por lo que pi es un vector de direcciéon de descenso.

Ahora, en cuanto a «ag, se busca (como en la mayoria de los métodos numéricos)
poder obtener un «j de manera eficiente y que tenga un efecto maximo en la
reduccién de la funcién objetivo f, lo cual se logrard si se encuentra el minimo
global de la siguiente funcién

O(a) = f(xr +apr) o >0, (2.46)

pero desde luego que esto en general es muy costoso y nada facil de lograr.
Por lo que la mejor opcién es tratar de enfocarse en encontrar minimos locales,
trantando de evitar tantas evaluaciones de f como sean posibles, pues no hay
que olvidar que en este trabajo se estd tratando con problemas de optimizacion
a gran escala.

Por tanto, para encontrar «y, se plantea lo siguiente, sea la funcién dada por 2.46,
dado que en general es muy costoso encontrar de manera exacta «y, entonces se
opta por buscar la longitud de paso con estrategias inexactas, no olvidando que
el objetivo es encontrar la longitud de paso que tenga un efecto de reduccion
significativo en f, por lo que lo usual es proponer valores de la longitud de paso
hasta que satisfagan algunas condiciones que garanticen que la longitud de paso
tenga un decrecimiento significativo en la funcién objetivo, es decir, que se tenga
que

f(xp 4+ arpr) < f(ak).

La expresion anterior es una primera y clara condicién que deben cumplir oy
Y Pk, sin embargo no es una condicién suficiente, pues se podria dar el caso de
que el decrecimiento sea muy lento e incluso que no haya convergencia, a con-
tinuacién se muestra en la figura 2.21 una ilustracién de este posible problema
con una funcién objetivo de una variable.

Por tanto son necesarias mas condiciones que nos garanticen el que un valor de
ay es el adecuado como longitud de paso. Una condicién muy comun para la
busqueda lineal de forma inexacta es la llamada condicién de Armijo, la cual
estd dada por la siguiente desigualdad

flar + owpr) < flar) + 10V fipr. (2.47)

Puede verse que la estrategia de busqueda lineal es més simple que la region de
confianza, pero no es por esto que se elijié la estrategia de busqueda lineal, la
razén por la que se opté por la busqueda lineal fue porque se emplearon métodos
basados en la busqueda lineal.
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fix) |

0 x

Figura 2.21: Caso en el que se puede presentar problemas con la convergencia.

La interpretacién gréfica de la condicién de Armijo se muestra la figura 2.22,
donde pueden verse los intervalos que satisfacen cierta condicién, donde I(«)
denota la recta dada por el lado derecho de (2.47), es decir, las regiones que
cumplen con la condicién de Armijo son los intervalos donde la funcién ®(a) =
f(zx + api) queda dabajo de la recta

(o) = f(xr) + c1aV fpg.

Sin embargo, la condicién de Armijo no es suficiente para asegurar una conver-
gencia relativamente rapida, es por esto que para lidiar con esta problematica
se considera la condicién de curvatura junto con la condicién de Armijo, a este
par de desigualdades se le conoce como condiciones de Wolfe, la condicién
de curvatura esta dada por

Vf(zk + cwpr)'pe > 2V fipr,

donde en la préctica ca € (¢1,1), de igual manera, la figura 2.23 muestra la idea
geométrica de la condicién de curvatura. Al conjunto de desigualdades com-
puesto por la condicién de Armijo y una versiéon modificada de la condicién de
curvatura, se les conoce como las condiciones fuertes de Wolfe, la longitud
de paso ay que cumpla estas condiciones generan un mayor decrecimiento, el
siguiente par de expresiones muestra dichas condiciones

flar + arpr) < f(@r) + 1wV fipe,

IV f (x4 cnpr) ' pr| = c2|V fipkl-



64CAPITULO 2. GENERACION VARIACIONAL DE MALLAS ADAPTATIVAS
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Figura 2.22: Intervalos adecuados que cumplen con la condicién de Armijo.

2.6.2. Método BFGS

El método BFGS debe su nombre a las iniciales de sus creadores Broyden,
Fletcher, Goldfarb y Shanno, siendo este método uno de los més populares de
la clase de métodos Quasi-Newton, revisar el capitulo 6 de [8]. Este método
consiste en lo siguiente, en cada iteracién se formila la funcién my(p) dada por

1
my(p) = fr + Vfip+ §ptka-

Noétese que si p = 0 entonces Vmy(0) = V fi.. Hay que senialar que By es una
aproximacion de la matriz Hessiana, la cual es simétrica y positiva definida, que
ademads es actualizada en cada iteracién. El vector de descenso es el minimo
local de la funcién convexa cuadratica, por lo que se puede calcular como

Pk = =B, 'V,
por tanto, después de calcular la longitud de paso usando busqueda lineal inexac-
ta y las condiciones fuertes de Wolfe, se puede calcular la nueva iteracién por
medio de
Th41 = T + O Pk-
Al desarrollar la funcién mg1(p), teniendo en cuenta que si p = 0 entonces
Vmg4+1(0) = V fry1 y calculando Vmyy 1 (agpk) se tiene que
Vi1 (okpr) = V fio + @ Bryipr = V frt1,

por tanto

Biyrokpe = Vfrr1 — Vi,
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Figura 2.23: La condicién de curvatura.

para simplificar se definen dos variables que seran muy utiles méas adelante, las
cuales son s; y yr y que estan dadas por

Sk =Th1— Tk, Yk = Vet1 — Ve, (2.48)

sustituyendo se tiene que

Brt18k = Yk
Esta tltima expresion es llamada ecuacion secante y que al multiplicar por la
izquierda por sk, entonces
¢ t
S Br+156 = spyk,

como By es definida positiva, esto implica que

sty > 0. (2.49)

La cual es la condicién de curvatura, esta condicién se puede visualizar en la
figura 2.23. Para actualizar la matriz By en cada iteracion, se hace por medio
de la siguiente formula

Biy1 = (I — pryrsy) Be(I — pesyk) + pryryp, (2.50)
donde
1
Pk = . 2.51
i y;tgsk ( )

Puesto que para calcular el vector de descenso p; se necesita la aproximacion
de la inversa de Hessiana, esta aproximacion se puede calcular como
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—1 t p—1 t
By yryi. By, SkSk

B! =B;'~- : (2.52)
k+1 k yZquyk Yok
por lo que se tiene la siguiente formula
B}y = (I — prsryk) Bi(I — pryksi) + prskst, (2.53)

donde py, esta dada por (2.51), la figura 2.24 muestra el pseudocédigo del método
BFGS.La aproximacion inicial de la inversa de la Hessiana se puede calcular por
medio de

Bt = WSk

Yr Uk

Dado un punto inicial xs, luna aproximacidn inicial de la matriz Hessiana Ho, ademas de una
tolerancia E tal gue E>3, entonces

Mientras ||gxl[~E
Calcular pu tal que
pk=-He" gk
Establecer a=1
Establecer xea=xk+ra*px
Si no se cumplan las condiciones de Welfe, entonces
a=af?
Mientras na se cumplan las candiciones de Welle
Establecer xks1=xXe+a™pr
a=af2;
Calcular gka
Caleular fie1
Una vez que xx+1 cumple las condiciones de Walfe, entonces calcular gs v sk,
Actualizar la aproximaciVon de la matriz Hessiana Hia

Figura 2.24: Pseudocodigo del método BFGS.

En la expresion (2.52) se puede ver la ventaja que tiene el método BFGS, pues
en lugar de calcular desde cero la aproximacién de la inversa de la Hessiana,
solamente se modifica la aproximacion ya existente.

El método BFGS no fue conveniente usarlo, pues se tuvieron limitantes compu-
tacionales como pasé con el método de Newton Truncado.

Si se optimizarda una malla de 400 x 400, entonces los vectores obtenidos en
cada iteracion, asi como el gradiente serfan de dimensién 316808 x 1 y la ma-
triz Hessiana (o su aproximacion) tendria dimensién de 316808 x 316808, si se
toma en cuenta de que en Matlab los ntimeros son de tipo double y que cada
uno ocupa 64 bits, entonces, el principal problema estd en el almacenamiento
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de la Hessiana, pues se necesitan 6,4235'2 bits para poder almacenar la Hessiana.
Teniendo en cuenta de que

1bit = 1,257 1°GB,

entonces

1,25"19GB

6,4235'2bit
(©, ’ )( 1bit

) = 802,9375GB.

Lo que significa que tan s6lo para almacenar la Hessiana en una iteracién se
necesita 802.9375 GB de memoria, por lo que dada la naturaleza del problema
de la presente tesis, no es posible usar los métodos de clase Newton ni el méto-
do BFGS. Pero no todo esta perdido, pues en la siguiente seccién se muestra el
método LBFGS, el cual es un método que si fue posible usar, pues es el método
BFGS modificado para usar un minimo de memoria, este método también es
llamado BFGS de memoria limitada.

2.6.3. Método LBFGS

Este método consiste en el método BFGS limitando el espacio de almacenamien-
to, de ahf sus siglas, revisar seccién 7,2 de [8]. Como se vio en la parte final de
la seccién anterior, no fue conveniente usar el método BFGS por las exigencias
de recursos computacionales que hacian imposible su implementacion.

Esto no hace que haya sido inntil la examinacion del método BFGS, pues es
precisamente el método BFGS el antecesor del método LBFGS, es decir, las
bases del método LBFGS son las mismas que las del método BFGS. El método
LBFGS es ideal para problemas de optimizacién a gran escala donde el cdlculo
de la aproximacion de la Hessiana es muy costoso computacionalmente, pues
corresponde a la clase de métodos Quasi-Newton de memoria limitada.

El método LBFGS no almacena aproximaciones anteriores de la Hessiana, en
lugar de eso solo usa un numero m de vectores de iteraciones anteriores que
contienen informacion de la curvatura, la cual es informacion importante y re-
presentativa matriz Hessiana exacta, a los m vectores que se almacenan y que
cambian en cada iteracion se les llama parejas de correccion.

La idea principal del LBFGS es usar las parejas de correccién para actualizar la
aproximacion de la matriz inversa de la Hessiana exacta, esta idea logra reducir
sustancialmente el espacio de almacenamiento. Sea Bl la aproximacién de la
matriz de la Hessiana, a diferencia del método BFGS, en el LBFGS se usa una
aproximacién de la inversa de Bly, es decir, el método usa Bl,:1 en lugar de Bly.

En el método LBFGS, el vector de descenso se calcula de la siguiente manera
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pr = =Bl 'V f. (2.54)

Al igual que en el método BFGS, en el método LBFGS se emplea busqueda
lineal en el vector de descenso por medio de una longitud paso, en otras palabras,
una vez obtenido el vector de descenso pi v la longitud de paso éptima ay, la
siguiente iteracién esta dada por

Tp4+1 = T + QgPk-

La férmula para calcular Bll;1 es la siguiente

Bl Ly = (I — prseyr) Bl (I = peyest) + prsksh, (2.55)
donde pj, y las parejas de correccién sy y yx estan dados por (2.51) y (2.48),
respectivamente. En la practica, el nimero m de parejas de correccién que se al-
macenan oscila entre 3 y 19. Se denota a cada pareja de correccién como{s;, y; },
la actualizacién de Bl,;_&l en cada iteracién haciendo uso de las m parejas de co-
rrecién sélo requiere del calculo de algunos productos punto y suma de vectores,
ademds de usar V fi. Sin embargo, la primera interrogante que surge es acerca
de como seleccionar las parejas de correcién y que par de vectores formarian la
primera pareja de correccién en la iteracién inicial.

La respuesta es la siguiente, en la iteracién inicial no se tiene ninguna pareja
de correccion, pues por ejemplo, no se dispone del gradiente V fj1 para el caso
de yi. Despues realizar la primera iteracion es que por fin se conoce la primera
pareja de correccién, al terminar la siguiente iteracion se almacen la segunda pa-
reja de correccion, esto se hace hasta acumular m parejas de correcciéon. Una vez
obtenidas las m parejas de correccién, en cada iteracién siguiente se almacena
la nueva pareja de correccién y se descarta la pareja mas antigua, manteniendo
asi un numero fijo m de parejas de correccién.

Es importanate agregar que la actualizacién de Bl,;il en cada iteracién, se hace
usando las parejas de correccién disponibles. El LBFGS requiere de una apro-
ximacion inicial Bl,;il, en la presente tesis se usé como aproximacioén inicial, la
matriz Blgp-1 que consiste solo de los elementos de la diagonal de matriz Hes-
siana exacta.

Para calcular el vector de descenso pg, se usa un proceso recursivo basado en
(2.55) y (2.54), este procedimiento usa las parejas de correcién disponibles. La
figura 2.25 se muestra el pseudocddigo del algoritmo recursivo para calcular el
vector de descenso.

En la figura 2.25 se muestra el pseudocodigo para calcular el vector p; de ma-
nera recursiva, usando las parejas de correccion disponibles.

La figura 2.26 muestra el pseudocédigo del método LBFGS. Puesto que las
mallas adaptativas se escalan al cuadrado unitario, entonces entre mayor sea la
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resolucién de la imagen, menos se podran distinguir las celdas elongadas que
aparecen cerca o en los bordes. Es por esto que se hace uso de la funcién de
distorsion, la cual es aplicada en cada celda de la malla y el valor resultante se
asigna al centroide de la celda, la funcién de distorsion esta dada por la siguiente
expresion

Lu (1= ) DM, e o,1], (2.56)

m m

F(A\) =\

donde Las, Iy, Dar v dy, son los valores de las longitudes del lado mayor, lado
menor, diagonal mayor y diagonal menor, respectivamente, en cada celda.

Es importante mencionar que en la implementacién del método LBFGS fue ne-
cesario agregar una condicién adicional a la longitud de paso «y, pues en cada
iteracion del proceso de optimizacion se generan pr y oy, donde en el nuevo
vector xi41 = T + P a pesar que oy cumpla con las condiciones fuertes de
Wolfe, puede pasar que algunos nodos se salgan del cuadrado unitario. Hay que
recordar que la malla adaptativa generada se escala al cuadrado unitario, por lo
que si durante el proceso de optimizacién existen nodos que se salen del cuadra-
do unitario, es muy probable que el proceso para generar la malla adaptativa
falle, por lo que la condicién adicional que se agrego en la presente tesis fue que
oy sea tal que 41 = xf + agpr esté acotado por el cuedrado unitario. esta
condicion es una clase de acotamiento a los nodos de la malla adaptativa.

Seagk el gradiente, B |a aproximacion de la inversade la Hessianay {s1, y1}, {s2, y2}, {s3. y3}.....,
{sq. ya} las parejas de correcidn disponibles, donde 1<=g<=m;, siendo m el nimero maximo
de parejas de correccidn.

Para i=k-1,k-2,k-3,...k-q
m=17{yi’*si)
ai=m*{si }* gk
Bk=Bk-ai* vi

Ahora, establecer p= B¥gk

Para i=k-1,k-2,k-3,....k-q
m=1f{yi *si)
b=m*(yi '}

P = P +si*{ai-b)

Finalmente pk=-p

Figura 2.25: Pseudocodigo para calcular el producto —BlkflVf;C y asi obtener
Pk
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Sea Bo la aproximacion inicial de la inversa de [a Hessiana, xo el vectar
inicial, y m el namero de parejas de correccion.

Realizar lo siguiente hasta cumplir un criterio de tolerancia.
Se calcula Brtal que Bx= g*Bka , donde
g={sk-1 Fyr1)/ {yk1 ¥ yiea).

Calcular el vector pi, por medio del método recursivo descrito
anteriormente.

Realizar una busqueda lineal en pk con longitudes de paso de |a

forma a=1, a=1/2, a=1/4,...., a=1/2"n,... hasta obtener un valor
de a tal que xk1= xx +a* pr satisfagan las condiciones fuertes de
Wolfe.

Actualizar las parejas de correccion {si, yi} tal que l<=i<=m.

Figura 2.26: Pseudocodigo del método LBFGS.

2.6.4. Método LBFGS-B

El método LBFGS-B es una variacién del método LBFGS, pues el método
LBFGS-B esta disenado para la solucién de problemas no lineales de optimi-
zacién a gran escala con reestricciones. Este método desarrollado por Jorge
Nocedal y su equipo [7], estd basado en el método de proyeccién del gradiente
y LBFGS para la aproximaciéon de la Hessiana, ademas de otras modificacio-
nes para hacer el algoritmo maés eficiente como lo son el empleo de matrices
compactas. Este método tambien se empleo por la problematica de recursos
computacionales y para compararlo con el método LBFGS en cuanto a tiempo
de ejecucion se refiere.

Sea el problema no lineal de optimizacién a gran escala con reestricciones si-
guiente

sujeto a | <& <,

donde f es una funcién no lineal tal que f : R™ — R, de la cual se conoce en
principio su gradiente g, las cotas inferior y superior, | y i, respectivamente,
tal que [,2 € R™. Una caracteristica importante del LBFGS-B es que no se
necesita conocer informacion de las segundas derivadas o informacion de la las
propiedades de la funcién, como lo es su estructura.
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En el método LBFGS-B al igual que en BFGS, se actualiza la aproximacién
de la matriz Hessiana que se denotard por Blb;, ademds se emplea bisqueda
lineal. En el LBFGS-B también se emplean las parejas de correccién, como se
hizo en el LBFGS, pero a diferencia del LBFGS, las parejas de correcion se
estructuran en matrices y son sometidas a cumplir con ciertas condiciones para
ser almacenadas. Hay que recordar que las parejas de correccion de la k —esima
iteracién son

Sk = Thk+1 — Tk Y = Gk+1 — k-

Las parejas de correccion se emplean para la construccion de las llamadas ma-
trices BFGS de memoria limitada. Sea m el nimero de parejas de correcciéon a
considerar, recordando que en la préactica 3 < m < 20, entonces surge una inte-
rrogante importante, la cual consiste en como representar las matrices BFGS de
memoria limitada usando las parejas de correccién sin formarlas y almacenarlas,
Nocedal, Byrd y Schnabel optaron por usar la forma compacta de representa-
cién para las matrices BFGS de memoria limitada, por tanto se define el par de
matrices Si y Yi tal que

Sk = [Sk—m|Sk—(m-1)[Sk—(m-2)|s o) [$k-1]; (2.57)
Yi = [Wk—m|Yk—(m—1)[Uk—(m-2) | -+ [Yr—1],
donde las parejas de correccion {s;, y; } satisfacen que sty > 0, por tanto usando

una variacion de la formula del método BFGS y las matrices 2.57, se tiene que
la actualizacién de la aproximacién de la matriz Hessiana esta dada por

Blby, = al — W, MW}, (2.58)
dondea € R, a >0y
Wk = [Yk\aSk], (259)
D, L 177
— | Yk k

w2 BT 2

y finalmente las matrices Ly y Dy de dimensiones m x m son tal que

o (Skeme14d) (Yk—m—144) st 1>]
(Li)ig = { 0 en otro caso (2.61)
Dy = diag([s}:cfmyk*m7 Szf(mfl)ykf(mfl)a Szf(mfz)ykf(mfﬂv ceey 3271yk71])~

(2.62)

Noétese que las matrices Ly v Dy son matrices de m x m, por lo que My es
de 2m x 2m y dado que Wy es de n X 2m, entonces efectivamente se puede
comprobar que Blby es de n X n. Hay que recalcar que m es un natural pequeo,
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entonces el costo de calcular M, ! es considerado despreciable.

Ahora, en cada iteracién se dispone del gradiente gi, de la aproximacion de la
Hessiana Blb, y un punto Z, pues en la primera iteracién como no se tiene
ninguna pareja de correccién, entonces se utiliza Blb = al para calcular la
aproximacién. El trasfondo del método LBFGS-B es el siguiente, primero se
forma el modelo dado por la funcién my tal que

(@) = J(@) + 0l (7 — F) + (7~ T Blbk(F ~ 7). (263)

La meta es minimizar 2.63 tomando en cuenta las restricciones | y u del proble-
ma inicial, esta minimizacién se hace por medio del método de proyeccién del
gradiente, para asi encontrar las cotas activas, posteriormente la minimizacion
de my se hace tratando a las cotas activas como restricciones dadas por igual-
dades. Por tanto con la direccién de maximo descenso en la region factible se
obtiene la trayectoria lineal a trozos dada por la siguiente funcién

z(t) = P(Z — tgr, 1, u), (2.64)
donde
P& l,u); = U; st T >u;  .(2.65)

T; si T; € [li,ui]

Es por esto que se calcula el punto generalizado de Cauchy z°, el cual esta defi-
nido como el minimo local de 2.63 usando 2.64, es decir, el punto generalizado de
Cauchy se define como el minimo local de la funcién g definida por la siguiente
expresién

qr (1) = my,(2(1)).

Se define el conjunto A(Z¢) como el conjunto que tiene como elementos los
indices de las variables cuyo valor en el punto de Cauchy generalizado es igual
a una cota inferior o superior. A las variables que no son activas se llaman
variables libres. Por tanto, ahora sélo se considera el problema de minimizacién
(cuadrético) de las variables libres, el cual estd definido por el siguiente problema
de optimizacién

min{my (%) : x; = x5, Vi€ A(z°)} (2.66)
sujeto a l; <x; <wy iV ¢ A(x©).

El problema 2.66 se resuleve empleando gradiente conjugado o por medio del
métod primal directo. Al optar por un método iterativo como gradiente con-
jugado, se utiliza ¢ como punto inicial. Al encontrar una solucién &, 11 del
problema 2.66, entonces se calcula el vector de descenso pi dado por
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Pk = Tpk+1 — Ty

donde finalmente sélo queda hacer una bisqueda lineal a través de p; para
encontrar Tpy1, teniendo en cuenta que Z41 debe satisfacer las siguientes con-
diciones

f(@rq1) < f(Zr) + crong)pr (2.67)
|gi+1pk| < calgprl,

donde aj es la longitud de paso resultante de la busqueda lineal hecha con xj
y k. Se usan valores ¢; = 1074 y ¢ = 0,9, y al igual que en el método BFGS,
se debe tener que Blby sea positiva definida para que pi sea una direccién de
descenso, pues hay que recordar que el punto de Cauchy es tal que

mk(fk) > mk(xc),

dado que

entonces

f(fk) > mk(ﬂﬁc)

Como la solucién aproximada & ;41 se calcula en una trayectoria que parte de
z¢ y en la cual la funcion my decrece, entonces

mp(2°) < mp(Tp rt1),

por lo que las ultimas dos expresiones implican que

(&%) > mp(Zpk+1),

puesto que
- - t/= - 1 N - -
m(Tpw1) = f(@) + G (@p 1 — ) + 5 (Tprr — Ta) Blow(Tp pr1 — Tk)
o . 1
mi(Tprs1) = f(Tk) + gipr + §PiBlkak, (2.68)

por tanto, al observar las ultimas dos expresiones, se tiene que

f( @) > f(@x) + gbpe + 3L Blbipy,
= 0> gipr + 3p. Blbypy,
= —ipi Blbipi > gipk,
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si Blby, es definida positiva se tiene finalmente que

gltgpk? < Ov

comprobandose asi que py es direccién de descenso.



Capitulo 3

Diferencias finitas
generalizadas

3.1. Introduccion

En general, en muchos aplicaciones, sdlo se puede aspirar a encontrar una apro-
ximacién de la solucién de la ecuaién diferencial (ED) que las modela, pues al
tratar con un problema con todas las condiciones reales que estdn involucradas,
el problema deja de estar planteado de forma idealizada.

Es por esto que surgen los métodos numéricos, un camino para obtener una
solucién aproximada. Afortunadamente, en la actualidad se dispone de muchos
métodos numéricos en la literatura, lo cual se ve reflejado en la tecnologia actual.

Sin embargo, también es importante mencionar que al resolver un problema
numéricamente, no sélo se debe lidiar con la complejidad del problema, sino que
tambiém surgen problemas adicionales, tales como las limitaciones fisicas de los
equipos de computo, pues aunque actualmente las computadoras tienen gran
potencial, en ocasiones no es suficiente.

En esta capitulo se aborda cémo aproximar la solucién de una ecuacién diferen-
cial por medio de diferencias finitas, las cuales son muy usadas, en esta tesis se
decidié emplearlas por su sencillez en su formulacion y aplicacién. Un aspecto
importante de las diferencias finitas es que se deben establecer ciertas propie-
dades en la frontera del dominio donde se pretende aproximar la EDP.

Las propiedades que se establecen en la frontera €2 son llamadas condiciones
de frontera. Las condiciones en la frontera juegan un papel complementario a
la condicidén inicial en un problema de evolucién, es decir, son fundamentales
para obtener las constantes involucradas en el problema de aproximar una EDP,
asi como para establecer restricciones en la frontera.
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Por tltimo, es importante senalar que las diferencias finitas tienen como tras-
fondo el pasar de un problema continuo de una EDP a un problema discreto,
aproximando la solucién de la EDP en un numero finito de puntos, que desde
luego pertenecen al dominio donde se pretende obtener la solucién aproximada.
Es por esto que el primer paso para emplear diferencias finitas consiste en dis-
cretizar el dominio; a la discretizacion del dominio se le denomina establecer
una geometria en el dominio.

3.2. Mallado del dominio

3.2.1. Planteamiento

La forma en que se discretiza el dominio para aproximar una EDP es un as-
pecto crucial para la precisién de las diferencias finitas. Es por esto que se ha
desarrollado toda una teoria de generacién de mallas, en la cual se han disenado
distintos métodos para la obtencién de mallas. Aunque en el capitulo anterior
se describié la teoria de generacién de mallas, en esta seccién se abordard un
poco el tema desde una perspectiva méas geométrica.

Una malla creada en un dominio (la regién donde se aproxima la EDP) no es
mas que un conjunto finito de puntos del dominio, a los que les llama nodos,
los nodos son obtenidos al discretizar el dominio, este conjunto pueden tener
o no una estructura especifica. Las mallas pueden ser generadas con distintas
caracteristicas y es en los nodos y aristas donde se aproxima la EDP.

Existen distintos métodos para la generacién de mallas, en la seccién 1.,4,1 de
[2] se muestra una descripccién de los siguientes métodos:

= Métodos algebraicos.
= Métodos elipticos.
= Métodos hiperbélicos.

= Métodos variacionales.

3.2.2. Mallas estructuradas y no estructuradas

Las mallas se pueden clasificar en dos grupos, las mallas estructuradas y las no
estructuradas. Una malla puede estar constituida por elementos geometricos fa-
cilmente manipulables. La mallas que son estructuradas son llamadas asi porque
se establece que los nodos tienen toda una estructura légicamente rectangular.
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Para entender un poco mejor que es la estructura de una malla, sirve de ayuda
establecer una analogia: las matrices de dimensiones de n X m con entradas
reales tienen una estructura rectangular, pues una matriz estd compuesta por
un conjunto de valores numéricos ordenados rectangularmente por renglones o
por columnas, estos elementos son llamados entradas de la matriz. La estructura
de la matriz estd dada por un par de indices, que son utilizados para indicar
en que renglén y en que columna estd una entrada especifica, dandole asi una
forma rectangular al ordenar las entradas por medio de los indices.

En el caso de una malla estructurada y rectangular en 2D, la estructura consis-
te en que los nodos se dividen en varios grupos, es decir, la malla tiene nodos
que estdn en la frontera y nodos que estan en el interior del dominio, los no-
dos frontera tienen cinco nodos vecinos, pero entre los nodos frontera estan los
nodos esquina, que a diferencia de los anteriores, sélo tienen tres nodos veci-
nos. En cambio todo nodo interior tienen ocho nodos vecinos; las figuras 3.1 y
3.2 muestran una malla rectangular estructurada y una malla no estructurada,
respectivamente, se puede apreciar que en el caso de la malla no estructurada,
no se puede establecer, por ejemplo, que existe alguna clase de nodos con un
numero fijo de nodos vecinos.

T}

Figura 3.1: Una malla estructurada compuesta por cuadrilateros.

Aunque formalmente una malla se define como una funcién, en la préactica y
para este capitulo se puede entender una malla como un conjunto de nodos
que discretizan una region. En este trabajo sélo se usaron mallas logicamen-
te estructuradas rectangulares. Se pueden generar mallas estructuradas en una
dimensién. Por ejemplo, considérese el intervalo [a,b], haciendo una particién
arbitraria del intervalo en n subintervalos, se obtien una sucesién de n+ 1 nodos
g, X1, L2, L3,...,%n, donde a = xg y b = x,; la figura 3.3 muestra una ilustra-
cién de este caso.
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Figura 3.2: Una malla no estructurada, en este caso una triangulacién.

Noétese que no es necesario que la distancia entre los nodos sea constante. La
estructura en este ejemplo estda dada por la indexacion entre los nodos, es decir,
o < x1 <29 < 23 < ... < 1, ademads los dos nodos frontera zg y x, sélo
tienen un nodo vecino, el resto de los nodos tienen dos vecinos.

Xo Xi Mz X3 Xa e Moz Xnz X2 Xn
+—.—0—. & *—8 .-+
a b

Figura 3.3: Una malla estructurada en 1D.

En el caso de mallas estructuradas rectangulares en 2D surge la problemaética de
que la frontera del dominio puede ser muy irregular, lo que produce mallas con
cuadrilateros muy irregulares, en el sentido de que se producen cuadrilateros
distorsionados, las figuras 3.4, 3.5, 3.6 muestran mallas en donde cada dominio
es cada vez mas irregular.

3.2.3. Diferencias finitas en 1D y 2D

En esta seccién se describe la deduccién de las diferencias finitas [14] en una y
dos dimensiones, pues es 1til saber el origen de esta herramienta matematica,
la cual se distingue por su sencillez y elegancia.

En el caso de una dimensién, sea f(x) una funcién de una variable real tal
que f: R — R, si f es diferenciable en g, entonces la derivada de f en xg
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Figura 3.4: Una malla rectangular estructurada en una regién con frontera rec-
tangular.

esta definida por

f’ ($0) — Aligo f(])o + AAI;Z - f(xo)7

la derivada de f en xq es el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica
de la funcién f(z) en zg.

Las diferencias finitas tienen su origen en el Teorema de Taylor: si f es una
funcién continua en [a, b] y diferenciable n veces en (a,b) y zg,x € (a,b), donde
x = xo + Ax, entonces por el teorema de Taylor se tiene que

Al’zf” (xo) - A:c"j(n) (‘LO)
2! n!

F(@) = f(zo) + Axf (z) +

donde R, (f) es el residuo de f.

+ Ra(f), (3.1)

Por tanto, del teorema de Taylor y tomando en cuenta que r = zg + Az,
es posible expresar la ecuaciéon 3.1 truncando a partir de la segunda derivada
usando la notacién O(-), entonces

f(@o) + Azf () + O(Az?)
Azf (x0) + O(Az?)

= f'(z0) +O(Ax).

f(xo + Ax)
= flao+Ax) — flao)

f(zo + Az) — f(z0)
Az

(3.2)

Ahora, reacomodando la expresién anterior se tiene
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LTI

R

e
RIS

Figura 3.5: Una malla rectangular estructurada en una regién un poco irregular.

£ () ~ f(@o + Az) — f(20)

Ax
Esta ultima expresion es precisamente la aproximacion por diferencias finitas
de la derivada de f hacia adelante (por la derecha), pues entre menor sea Az,
entonces  se acerca mas a xg por la derecha y se obtiene una mejor aproximacion
a la derivada como se puede ver en la figura 3.7, por tanto si se denota la
aproximacion en diferencias finitas de f por la derecha como fy, entonces fy
estd dada por

Falo) = f(xo + Az) — f(z0)
Ax

De manera analoga se deduce la aproximacién en diferencias finitas por la iz-

quierda, solamente tomando ahora z = x¢g— Az. La aproximacion de la derivada

de f en x( por la izquierda denotada por f; estd dada por la expresion

fulag) = L0 2 80) (3.4
No solamente estan las aproximaciones por la derecha o por la izquierda, también
se puede formular una aproximacoén centrada en xg; esta aproximacién se denota
por f. y esta definida por el promedio de las aproximaciones por la derecha y
por la izquierda dadas por. Por tanto, f. estd dada por la siguiente expresién

1 (f(l”o-l-Aa?)—f(l"o) n f(fCO—Al”)—f(on)),

. (3.3)

fel@o) = 2 Az Az
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]
A
"'11':';':"'fmmﬂl'll'|' Ny
il
L

Figura 3.6: Una malla rectangular estructurada en una regién irregular.

f(zo + Ax) — f(zo — Ax)
2Ax ’
La imagen 3.8 muestra las respectivas aproximaciones por diferencias finitas
que se han descrito hasta ahora, es decir, se muestra las aproximaciones de la
derivada de una funcién f por la derecha, por la izquierda y centrada.

= fe(wo) = (3.5)

Para deducir formulas para la segunda derivada (ya sea por la derecha, izquierda
o centrada) basta con elegir con que términos se desea obtener la formula, por
ejemplo, a continuacion se mostrard como obtener la formula de la segunda de-
rivada de f en diferencias finitas centradas, esta aproximacién se denotara como

f2

2 (z0) = af(xo + Ax) + bf (x0) + cf (xo — Ax), (3.6)

entonces, usando el teorema de Taylor para expandir f(zo+ Az) y f(xg — Ax),
se tiene lo siguiente

agrupando términos

= f2(x0) = (a+ b+ ) f(wo) + (a — O)Azf (x0) + (a + )AZ2f (o) + .. ..
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fix)

Xa Ax x

Figura 3.7: Aproximacién de la derivada de f en xg por la derecha.

Dado que f2 es la segunda derivada, entonces se debe cumplir que f2 sea del
mismo orden que f (xg), por tanto a,b y ¢ deben cumplir que

a+b+c=0
a—c=0
. 2
at+c=—=
Az?
resolviendo el sistema anterior se obtiene
1
Ax?
=2
Azx?
1
c=—.
Ax?

Sustituyendo en (3.6), entonces se obtiene la expresién
2, _ J(@o+ Ax) —2f(xo) + f(zo — Ax)
fc (mo) - AxQ .

La deduccion de una derivada de orden mayor se hace de manera analoga, aun-
que naturalmente mas complicada. Finalmente, aclarando ideas, se tiene que
para aplicar las diferencias finitas en un intervalo [a, b], dada una malla en [a, b]

(3.7)
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fx)7

fe

f/ fa

Ax X Bx X

Figura 3.8: Aproximaciénes por la derecha, por la izquierda y centrada.

de una dimensién, se tenia un conjunto de puntos a = g, 1, T2, T3, --vr ,Tn-
Para utilizar, por ejemplo, la formula de diferencias por la derecha f;, basta con
tener en cuenta quien juega el papel del nodo zy en cada aproximaciéon y que
Az = Tit+1 — Tj.

En el caso de dos dimensiones el teorema de Taylor también es la base pa-
ra la deduccion de las diferencias finitas. A veces se pueden formular esquemas
implicitos o explicitos, dependiendo de la naturaleza del problema que es crucial,
pues la EDP a aproximar y la informacién del problema influye directamente en
la seleccion del esquema. A continuacién se aborda el esquema hacia adelante
en el tiempo y centrado en el espacio llamado FTCS por sus siglas en inglés
(Forward Time Centered Space).

El problema consiste en lo siguiente: sea {2 la regién donde se aproxima la funcién
u, sea w una funcién tal que v : R2xR*T — R, y que ademds depende del tiempo,
por lo que denotamos a u como una funcion de 2+ 1D, es decir, como u(z, y, t),
la ecuaciéon de difusion isotropica esta dada por siguiente expresién

ug = V- (¢Vu), (3.8)

donde ¢ es una constante llamada coeficiente de conduccién; ademds se tienen
las siguientes condiciones de frontera de Dirichlet y la condicién inicial dadas
por

» u(w,y,t) = h(z,y,t), Va,y € 00

» u(z,y,0) = g(z,y,0), Va,y € Q.
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a)

Condicion inicial {t=0] Condicion de frontera

Figura 3.9: En a) se conocen los valores de la funcién en todos los nodos de la
malla, en cambio, en b) sélo se conocen los valores de la funcién en los nodos
de la frontera.

Noétese que las condiciones anteriores dadas por la funcién g significan que se
conoce a la funcién w en los nodos de la malla en un inicio, es decir en t = 0
conocemos los valores de u en los nodos frontera e interiores, ademas a través
del tiempo se conoce la funcién u en los nodos frontera.

Sea M una malla de dimensién de n x m. La figura 3.9 muestra el planteamiento
numérico del problema. Por medio del esténcil (molécula) FTCS que se muestra
en la figura 3.10. Como se ve este esténcil es el resultado de utilizar diferencias
centradas en el espacio (en las variables z e y) y utilizar las aproximaciones ya
conocidas del paso de tiempo hacia adelante para conocer la aproximacién en
el proximo paso de tiempo, el superindice k indica el paso de tiempo, los subin-
dices 7, j indican el nodo espacial de la malla que se utiliza; como se puede ver
+1

el nodo nf” ;~ es aproximado usando los nodos ya conocidos del paso de tiempo

: k. ok k k k
anterior ng ;i q iy NG i Y N g

Al sustituir en la ecuacién de difusién las formulas centradas de diferencias
finitas, tanto en la direccién x e y, ademés de la formula hacia adelante en
diferencias que aproxima ug, la formula del esquema FTCS estd dada por la
siguiente expresion

t t t t t t
G Al (ug ;g — duj; +ug i) n Al (uj_y,; —duj; + uiyy)

Y 7 AJ)Q AyQ

. (3.9)

Por mencionar un caso de la aplicacién de la ecuacién (3.8) con las condiciones
mencionadas, por ejemplo, seria el problema de difusién de calor en una regiéon
), donde se busca aproximar el comportamiento de la temperatura u a través
del tiempo en una regién €2, donde en principio se conoce la temperatura inicial
en la regién € y la temperatura en la frontera de la regién tambien es conocida
en cualquier tiempo ¢, por lo que solamente hay que aproximar la temperatura
en mediante diferencias finitas en los nodos interiores de la malla que estd sobre
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k
Nis1

Figura 3.10: Forma del estencil FTCS para aproximar la ecuacién de difusion
isotrépica.

Q.

3.3. Diferencias finitas generalizadas

3.3.1. Formulacién general de un esquema en diferencias

Por tanto para comenzar la formulacién general [5], sea Lu un operador dife-
rencial lineal de segundo orden definido por

Lu(po) = A(po) ez +B(po)tzy +C(po)uyy +D(po)us+E(po)uy + F(po), (3.10)

donde se considera un conjunto de nodos pg, p1, P2, P3, P4, -5 Dg-

Sea L una combinacién lineal, la cual es en si el esquema en diferencias finitas
a encontrar, L estd dado por la siguiente expresién

Lpo) = Tou(po) + Tru(pr) + .. + Tyu(p,), (3.11)

donde pg es llamado nodo central, y p1, p2,p3, P4, ..., Pg son los nodos vecinos de
Do, la figura 3.11 muestra una ilustracién de este conjunto de nodos en el plano

xy.
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P1

Po ps

. [Pi-+1 .
Pq'l | Pi Pt

Figura 3.11: Nodos en el plano empleados para formular el esquema de dife-
rencias, pg es el nodo central y p1,p2,ps3, P4, ..., pq son los nodos que lo rodean,
llamados nodos vecinos de py.

Por tanto, se dird que el esquema en diferencias es consistente si la diferencia
entre el operador diferencial en py y el esquema en p; tiende a cero conforme
los nodos vecinos p1, p2, p3, P4, ..., Pq Se acercan al nodo central py, es decir, el
esquema en diferencias es consistente si se cumple lo suiguiente

Lu(po) — L(po) = 0, si  p1,D2,D3,Pds -y Pg = Po- (3.12)

La expresién (3.12) se denomina error local de truncamiento. Al hacer la expan-
sién en serie de Taylor del error local de truncamiento, se tiene

q
Lu(po) — L(pg) = [Auge + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Ful, — Z Tiu(p;) =
i=0

i=1 i=1

i=0

q ) N2 q
+ (A _ Z Fl(A;») Uge + (B — ZE‘ASMA%) Ugy+
i=1

=1

q 2
Ii(Ay; .
+ (C’ _ E (Qy)) Uyy + O (max{Az;, Ayi})?’
=1

donde Ax; y Ay; son los tamafios de paso horizontal y vertical entre py y el
nodo vecino p;.
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De la expansién anterior se obtiene el sistema de ecuaciones (3.13), el cual con-
siste en seis ecuaciones y ¢ incégnitas, por lo que es un sistema indeterminado,
pero puede ser resuelto de distintas maneras.

11 a1 EO F(po)

0 Ax . Az ]."1 D(po)

0 (Az)? ... (Azy)? | 2A(po) ’
0 AziAyr ... AzgAy, ' B(po)

0 (Ap)* o (Agy)? r, 2C (po)

Hasta ahora es importante resaltar lo siguiente: encontrar el esquema de dife-
rencias, consiste en encontrar las constantes I';.

Al observar la primera ecuacién del sistema (3.13), se puede notar que la suma
de todos los T'; es igual a F(pg), esto se muestra en la expresién siguiente

Fo+14 +F2+P3+F4...+FQZF(]?0). (3.14)
Por tanto basta encontrar I'y,I's,I's, Iy, ....,I'; para determinar I'g, en otras
palabras
q
Ty = F(po) — Y T}, (3.15)
i=1

de esta forma al simplificar el sistema (3.13) se obtiene el siguiente sistema

Az o Azg I D(po)

Ay, Ay ’ E(po)

(Azp)? .. (Axmy)? ' = | 2A(py) |- (3.16)
AziAyr ... AzgAy, ' B(po)

(Ay)? o (Ayy)? f(] 2C (po)

Resolviendo (3.16), se obtienen I'y,T'9, '3, Ty, ..., T'y, y después Ty, por lo que se
conocen finalmente las constantes I'; y por tanto queda determinado el esquema
de diferencias buscado.

3.4. Esquema de nueve puntos para la ecuacién
de difusion anisotrépica

3.4.1. Planteamiento

Trabajando ahora con la ecuacién de difusiéon anisotrépica, la cual estd dada
por la ecuacién
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uy =V - (e(z,y, ) Vu(z,y,t)) (3.17)

donde ¢(x, y, t) es llamada funcién de difusién. Expresando (3.17) vectorialmen-
te, se tiene la siguiente expresién

u; = cV2u+ Ve- Vu,
entonces

Ut = Cligy + ClUyy + Cally + Cylly, (3.18)

obteniendo finalmente la expresién (3.18), la cual se puede aproximar como se
describio en la seccién anterior, pues se tiene el operador

Lu = cugy + Clyy + cty + cyty, (3.19)

esto es

11 w1 IEO 0

0 Az o Auzg 1"1 ¢z (po)

0 Ay . Ayg | eypo) (3.20)
0 (Azp)? ... (Axg)? ‘ | 2c(po) | ’

0 Al‘lAyl AIgAyS ’ 0

0 (Ay)* . (Ays)? fg 2¢(po)

La definicién de la funcién ¢ se muestra en el primer capitulo, donde se descri-
bi6 el modelo de Perona-Malik. Por medio de diferencias finitas se aproxima c;
y ¢y. Por tltimo, resolviendo el sistema anterior tal y como lo se discutié en la
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seccién anterior, es como se obtiene el esquema de diferencias para la ecuacién
de difusién anisotrépica.

3.5. Aproximacion a la ecuacién de Poisson

3.5.1. Planteamiento

El problema de Poisson es un ejemplo de un problema estacionario [13], es decir,
un problema que no depende del tiempo, por lo que el problema de aproximar
la ecuacién de Poisson consiste en lo siguiente: se quiere aproximar la ecuaciéon
de Poisson en una region €2, la ecuacién de Poisoon esta dada por la siguiente
expresion

VQu(nc7 y) = f(z,y),

donde u y f estdn definidas en . Nétese que si f(z,y) = 0, entonces se estarfa
trabajando con la ecuacién de Laplace.

Para aproximar numéricamente la ecuacién de Poisson usando diferencias fini-
tas, es necesario disponer de una malla en la regién €2 y disponer de condiciones
en la frontera, por tanto la formulacién numérica del problema es la siguiente:
sean f y w funciones definidas en una region €2, donde f y w son funciones de
dos variables y f es una funciéon dada. Se quiere aproximar la solucién de la
ecuaciéon de Poisson en los nodos de una malla rectangular l6gicamente estruc-
turada que estd sobre €2, pero ademas se disponen de condiciones de Dirichlet, es
decir, si (x,y) € 99, entonces u(z,y) = g(x,y), donde g es una funcién conocida.

Para llevar a cabo la deduccién del esquema en diferencias, sea M una malla
sobre la regién 2 como la que se muestra en la figura 3.13, donde Ax y Ay son
las distancias entre los nodos en la direcciéon z e y, respectivamente.

Los valores de u son conocidos en los nodos frontera, por lo que sélo hay que
aproximar la solucién en los nodos interiores, se denotard los valores (por aproxi-
mar) de u en los nodos interiores como se muestra en la figura 3.14. Las formulas
de la segunda derivada respecto de = e y en diferencias finitas centradas en el
espacio estan dadas por

Uij—1 — 2Ujj + Ui g1
Az

Ui—1,j — 2Uij + Uit1,j
Ay2

Uz (Ti 5 Yinj) & s Uyy (g, yig) = ;

donde u; ; = u(®; j,¥i ;)

Sustituyendo las formulas anteriores en la ecuacion de Poisson,se tiene que
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Figura 3.13: Region ) en el plano, en la cual se tiene una malla rectdangular
légicamente estructurada.

Uit = 2+ Uig1 | Uizt~ iyt Uit

AIE2 Ayg = f(xi»ja yi,j)a

reacomodando la expresion anterior se obtiene la siguiente expresion

Ay2ui7j_1—|—(—2Ax2—2Ay2)um+Ay2ui7j+1—|—Ax2ui_17j +Aa:2ui+17j = szAny(xm, yi,j)'

Lo que se ha hecho hasta ahora es obtener una expresiéon que sirva para apro-
ximar la funcién u en el nodo u; ; = (z;;,%i ), pero en este caso no se puede
obtener una formula explicita para aproximar u; ;, pues en la expresién anterior
se tienen cinco variables: u;—1 j, U; j, Wit1,5, Ui j—1 ¥ Usj+1, que en el caso de
que u; ; sea un nodo adyacente a los nodos frontera, a lo mds se podran tener
dos valores de las variables anteriores, es decir, en el mejor de los casos, se se-
guird teniendo tres variables en la expresién anterior.

Sin embargo, se puede ver que parar us o se tiene

Ay2u271+(—2Aaz2—2Ay2)u2’2—|—Ay2u2)3—|—Aa£2u1)2—|—Aas2u3)2 = A962A2J2f(352,2, Y2,2),



3.5. APROXIMACION A LA ECUACION DE POISSON 91

b1 m-2 *.ln,m-z

p-1.m-2 n-1,m-|

h-2,m-2 Un-z,m- ; UH-Z,H

4

Uzd | a2 [ Usa| Uz ----mmmmmmmm e Uzm-2[03,m-1] Uzm

uzi Uzz| Uz3| Uz4 Uzm-2lzm-1| U2m
»

Uz: U2 ULz Unsg ULm2 Unm.a Uim

Figura 3.14: Manera en que son enumerados los nodos de la malla.

donde u1,2 ¥ u2,1 estdn sobre la forntera y por tanto son valores conocidos. Si
los valores conocidos se pasan al lado derecho de la igualdad, entonces se tiene
que

(—2A2% =22y Yug o+ Ay us s+ Az’ ug o = Az’ Ay f (22,2, y2.2) — Ay us 1 — AxPuy o,
(3.21)
andlogamente, para aproximar us 3 se tendrd que

AYPug o +(—202° =20y Yup 3+ Ay ug s+ Ax?uz 3 = Ar?Ay® f(2,2, Y2,2) — Az uy 3,
(3.22)
y para la aproximacién de ug 4 se tiene

AyPug 3+(—202° 20y Yug 4+ Ay*ug s+ AxPug 4 = A Ay? f(2,2, y2,2)— Ax?uy 4.
(3.23)

Si se tiene un malla de n x m, entonces se tendréan (n — 2) x (m — 2) nodos

interiores, por lo que si se obtienen las expresiones de los (n — 2) x (m — 2)
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nodos interiores de manera andloga como se obtuvieron (3.21), (3.22) y (3.23),
entonces se tendrdn (n —2) x (m — 2) ecuaciones, las cuales pueden acomodarse

en forma del siguiente sistema de ecuaciones

donde el vector X es tal que

KX =F

U2, (m—1)

U3, (m—1)

U(n—1),(m—1)

(3.24)

La matriz K es de dimensién (n — 2)(m — 2) x (n — 2)(m — 2) y tiene la forma

(SR

0
0
0

B
A
B

0
0
0

= 0O

0
0
0

0
@)
B

@)
@)
@)

0
0
0

B
0
0

0
0
0

A
B
0

0
0
0

B
A
B

0
0
0

= o

, (3.25)

donde A, B y O son submatrices de dimensién (m — 2) x (m — 2) tal que
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8 Ay 0 0
Ay B Ay 0
0 Ay B Ay 0
A:
0 0 Ay B
0 0 0 Ay?
0 0 0 0
Az? 0 0 0
0 Az 0 0
0 Az 0 0
B:
0 0 0 0
0 0 0 0

y donde 8 = —2Az? — 2Ay?. Finalmente el vector F es tal que

)

93

(3.26)

(3.27)



94 CAPITULO 3. DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS

Az?AY? f(22.2,y2.2) — Ax?uy 5 — AyPug,
A$2Ay2f($2,37 y2,3) - A?JQUJ1,3
A$2A92f(172,47 y2,4) - Ayzum

A952A?J2f(3132,(mfz)7 y2,(m72)) - AyQUI,(n72)
A‘7‘12Ay2f(l‘2,(1ﬂ—1)a y2,(m—l)) - Ay2ul,n—1 - AIZUZH
A$2Ay2f(fﬂ3,2, Y3,2) — AZJ2U3,1
A$2Ay2f(5103,37 Y3,3)

szAy2f(2x3,(£n—l)v y3,(m—1)) - A2y2U37(m_1)
e Az Ay” f(x4,2,Ya,2) — Ay ugq
Az Ay* f(24.3,Y4.3)

AZ?AY? f(Za,(m—1 Ya,(m—1)) — AY>Ug (m_1)

szAyzf(xél,(m—l)v y4,(m—1)) - Ayzu4,(m—1)
Az AyY” f(Ta,(m—1) Ya,(m—1)) — DAY~ Ug (—1)

) ) Ax2Ay2f(x4,(m—1)7 y4,(m—1)) _2Ax2un,(m—2) )
Az AY” f(T(n—1),(m—1)> Yn—1),(m—1)) = DT Uy (m—1) — AT Un_1)m
(3.28)

3.5.2. Ejemplo de aplicacién

En la seccién anterior se dedujo un esquema implicito para aproximar la ecuacion
de Poisson, sin embargo, para que se puedan ver los resultados del planteamien-
to a continuacién se muestra un ejemplo de aplicacién, en el cual se aproxima
numéricamente la ecuaciéon de Poisson con un par de funciones f y g especificas.

Para comparar resultados, se usard la funcién u = e(**+4)  pues al conocer
de antemano la solucién analitica es como se podra hacer una comparaciéon y
observar que tan precisas son las aproximaciones con el esquema.
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Por tanto, sea la ecuacién de Poisson dada por
Viu(z,y) = f(z,y),
y sean:

= O =10,1] x [0,1] la regién del plano zy donde se aproxima la solucién de
u.

= Como se utiliza u(x,y) = el +4Y) "entonces por la ecuacién de Poisson se
tiene que

f<x7 y) = 166(4I+4y) + 166(4m+4y) _ 326(4m+4y)

» Sea g(z,y) = (T4 las condiciones de Dirichlet.

Aplicando el esquema implicito descrito en la seccién anterior a mallas unifor-
mes sobre €2 de 11 x 11 y 41 x 41, se tienen los resultados mostrados en las
figuras 3.15 y 3.16, respectivamente.
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Aproximacion

Solucién exacta

3000
2500
2000
1500
1000

500

Figura 3.15: Resultado en una malla uniforme de 11 x 11.
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Figura 3.16: Resultado en una malla uniforme de 41 x 41.
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Capitulo 4

Aplicacién y resultados en
la deteccion de bordes

4.1. Implementacion.

4.1.1. Introduccién general

Finalmente en este capitulo se describen los resultados obtenidos de la imple-
mentacién de la teoria de los tres capitulos anteriores, pues el objetivo es aplicar
dicha teoria en el problema de deteccién de bordes. Especificamente, en este
capitulo se muestran los resultados en la deteccién de bordes por medio de ma-
llas adaptativas y del modelo de Perona-Malik empleando diferencias finitas,
asi como resultados de un algoritmo que no se tenia contemplado en un inicio,
pues durante el intento de implementar el método LBFGS-B surgié la idea de
un nuevo algoritmo al que denominé algoritmo Fuerte, tal algoritmo es descrito
en este capitulo. Se investigo si este algoritmo ya habia sido publicado he imple-
mentado, pero hasta la edicién de este trabajo no se encontré ningun algoritmo
que ya aplicara las ideas del algoritmo Fuerte.

En este analisis de utilizaron principalmente cuatro imagenes con diferentes re-
solucidnes para la obtencién de resultados, ademas de hizo una comparacién con
los resultados de los filtros de Canny y Sobel. Finalmente, se realizd la cons-
trucién de una interfaz gréfica en Matlab que conjunte las implementaciones
de mallas adaptativas y algoritmo Fuerte para usarlas en el modelo de Perona-
Malik, pues la base de las mallas adaptativas radica en el gradiente de la funcién
de intensidad. El gradiente de la superficie a la cual se adapta la malla juega
un papel especial en la generacién de mallas adaptativas, sumando esto a que el
modelo de Perona-Malik con la funcién de difusiéon planteada también se basa
en el gradiente de la funcién de intensidad de la imagen, entonces, tanto las ma-
llas adaptativas y el modelo de Perona-Malik tienen como principal estrategia
el uso del gradiente de la funcién de intensidad, es por esto que en la imple-
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mentacién de estos dos conceptos se unen. Por otro lado, el algoritmo Fuerte es
independiente de las mallas adaptativas y puede ser empleado por si sélo para
la deteccién de bordes, sin embargo, la convexidad de las mallas adaptativas es
fundamental para la establilidad del modelo de Perona-Malik, por lo que tam-
bién se muestra en este capitulo los resultados de la concatenacion del algoritmo
Fuerte y el método LBFGS para la generaciéon de mallas adaptativas convexas.
Si la imagen tiene una complejidad en la distribucién de color, en un sentido
de una clase difuminacién de color, es decir, que ni siquiera a simple vista se
pueden visualizar los bordes de la imagen, un ejemplo de este sealamiento seria
el tratar de generar una malla adaptativa de una imagen al 6leo de Van Gogh,
que se muestra en la figura 4.1.

Figura 4.1: Imagen digital de la pintura al 6leo de Van Gogh.

Es importante mencionar que casi la totalidad del cédigo utilizado son imple-
mentaciones propias, es decir, no se hizo uso solamente de funciones propias
de Matlab que tan sélo tuvieran que llamarse, sino que casi todas las funcio-
nes que utiliza la interfaz fueron generadas en el transcurso del presente trabajo.

4.1.2. Interfaz grafica en Matlab

La interfaz grafica se construyé en el ambiente GUI (Graphical User Interface)
de Matlab, la intencién fue construir una interfaz lo més intuitiva posible para el
usuario en la cual se pueda analizar la deteccién de bordes en imagenes digitales
con las implementaciones mencionadas.

Para remediar sustancialmente el problema de tiempo de ejecucién en las im-
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plementaciones de los métodos de optimizacién programados en Matlab se uti-
lizaron los famosos archivos MEX, pues estos archivos son mucho maés eficientes
en cuanto a tiempo de ejecucién, comparados con los clasicos archivos *.m uti-
lizados para programar funciones (rutinas) en Matlab.

Los archivos MEX propios de Matlab deben su nombre a las siglas Matlab
Executable, esta clase de archivos tienen una extructura particular y muy
diferente a otros archivos de Matlab. Los archivos MEX de Matlab sirven prin-
cipalmente para poder llamar y ejecutar rutinas escritas en C, C*t+ y Fortran
como si hubieran sido escritas como archivos *.m de Matlab.

Una de las principales caracteristicas de los archivos MEX es que solamente
tienen una funcién (rutina) que tiene el mismo nombre que el archivo MEX,
ademads del hecho de que los archivos MEX son ligados dindmicamente a rutinas
que el interprete de Matlab puede ejecutar, por lo que una vez creado un archivo
MEX, este puede ser llamado como cualquier funcién comtin x.m de Matlab.

Hay varias maneras de crear un archivo MEX, por ejemplo, una manera seria es-
cribir la rutina en C, C** o Fortran para posteriormente compilarla en Matlab,
dando como resultado el archivo MEX. Otra manera seria que si ya se tiene una
funcién de tipo *.m de Matlab, entonces usar la herramienta de Matlab llama-
da Coder, la cual es una especie de compilador, en el que se puede generar el
archivo MEX a partir de la funcién *.m.

Esta ultima alternativa fue la que se usé para generar los archivos MEX nece-
sarios para la interfaz grafica, pues dado que ya se tenian las funciones progra-
madas de los métodos BFGS y LBFGS en formato x.m, las cuales no fueron
sencillas de programar, entonces solamente se utilizé coder para obtener los ar-
chivos MEX.

Al generar los archivos MEX usando coder se tienen ventajas y desventajas, la
principal ventaja es que si se estd solamente familiarizado con la programacién
de funciones *.m en Matlab, entonces es muy préactico usar coder, pues evita la
complicacién de recurrir a la programacién de las funciones en otros lenguajes
de programacién, y por tanto sélo es necesaria la funcién x.m y coder para ge-
nerar el archivo MEX.

Sin embargo, por otra parte hay algunas desventajas, pues al generar un archivo
MEX a partir de un archivo x.m usando coder, se generan una carpeta llamada
codegen en la cual se genera una gran cantidad de archivos de distintos forma-
tos que son necesarios para el archivo MEX, pudiendo inferir que esto reduce la
velocidad con la que se ejecuta el archivo MEX creado.

Otra desventaja es que al escribir una funcién *.m en Matlab, se utilizan comun-
mente funciones propias de Matlab como lo es la funcién display, la cual es una
funciéon que simplemente imprime texto en la linea de comandos, y funciones
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como estas no son aceptadas por coder si no se agrega al inicio de la funcién la
linea coder.extrinsic(’display’).

Por otra parte, otra desventaja es que cuando se estd muy familiarizado con las
facilidades de la notacion de Matlab, como lo es la concatenacion de matrices
o vectores en forma breve, muchas de estas abreviaciones en la contruccién de
matrices y vectores en Matlab no son aceptadas en coder, por lo que hay que
modificar el cddigo de una manera menos breve y eficiente, incluso modificar el
c6digo de una manera nada optima en la funcién *.m para que pueda ser com-
pilada en coder, complicando mucho la programacién de funciones para poder
compilarlas en coder y obtener el archivo MEX.

Sin embargo es importante senalar que se uso coder no por ahorrar trabajo,
sino porque ya se tenian programadas las funciones en formato x.m y por falta
de tiempo para volver a hacer la programacién en otro lenguaje de programa-
cién, pues la implementacién de los métodos fue en la parte final del presente
trabajo. Pues el recurrir a el uso de los archivos MEX fue consecuencia de un
inconveniente que surgié durante la elaboracién de esta tesis.

Sin embargo, ya se tiene todo contemplado para que en futuros trabajos se
pueda cambiar esto, pudiendo crear los archivos MEX de forma basica para
asi explotar todo su potencial y optimizando el funcionamiento de los cédigos
programados o programar todo desde cero en un lenguaje de programacién co-
mo Java, C, C*tT o Fortran.

Al crear una interfaz en GUI se crean dos archivos que van de la mano, pues la
interfaz no funcionara si no se tiene este par de archivos en el mismo directorio.
Los archivos que componen la interfaz tienen la extensién *.m y el otro la exten-
sién *. fig, donde el archivo *. fig es el que se usa para construir la parte que se
visualiza de la interfaz, es decir, es el archivo que compone la parte grafica de la
interfaz, pudiendo ensamblar los elementos que componen la interfaz, mientras
que el archivo *.m de la interfaz es el archivo que contiene toda la programacion
de transfondo que se realiza al utilizar un objeto gréfico del archivo *.fig.

Al modificar algo en el archivo . fig de la interfaz, automaticamente se escribe
cédigo en el archivo x.m de la interfaz, para que haya congruencia entre am-
bos archivos, no es recomendable modificar los archivos por separado, pues esto
causa incongruencias entre los codigos, produciendo errores muy dificiles de de-
tectar.

El ambiente de la herramienta GUI de Matlab consiste en un entorno muy intui-
tivo para la contruccién de interfaces graficas, pues basta con incrustar objetos
graficos como paneles, botones, menus, etc, y una vez terminado el disenio de la
interfaz en el archivo *. fig, es decir, la construccién visual de la interfaz gréfica,
entonces solo falta programar que haréd cada elemento de la interfaz.
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Por ejemplo, para programar lo que debe hacer un botén determinado que es
parte de la interfaz, se debe seleccionar su Callback, que al ser seleccionado
nos manda automaticamente al archivo x.m donde se encuentra la funcién que
contiene las lineas de codigo que se realizardn al oprimir ese botdn.

B UMSHH_MOTA_GUILLEN = ]
LAHD 2
UMSNH-
-~ Imagen Opciones

Abrir imagen

(O Wétodo LEFOS

) Métndo LBFGE-B

Figura 4.2: Imagen de la interfaz grafica hecha en Matlab.

En esta tesis no se profundiza en el funcionamiento de GUI y Coder debido a
que Matlab evoluciona continuamente, por lo que si se profundizard en las carac-
teristicas de estas herramientas, pudiera suceder que estas no serian ciertas si el
presente trabajo es leido en los proximos anos, donde GUI y Coder podrian ser
completamente diferentes a como lo fueron durante la elaboracién del presente
trabajo.

Sin embargo esta no es una limitante, pues Matlab cuenta con una documenta-
cién muy descriptiva, asi como foros donde se pueden consultar dudas y resolver
problemas. En la figura 4.2 se muestra una imagen de la interfaz gréfica cons-
truida durante el presente trabajo.
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4.1.3. Interfaz grafica desarrollada en Java

Puesto que la interfaz elaborada en Matlab requiere de muchos recursos compu-
tacionales debido a las razones ya explicadas, se optd por desarrollar una versién
preliminar usando Java como lenguaje de programacion. Esta implementacion
es completamente propia, pues toda la programacién fue hecha durante la ela-
boraciéon de la presente tesis.

La principal diferencia en el cédigo entre las dos interfaces es que en la interfaz
en Matlab se usé interpolaciion para encontrar la funcién de intensidad de la
malla adaptada en cada iteracién, sin embargo en la interfaz en Java se hizo
algo totalmente distinto, pues en este caso, cada vez que los nodos de la malla
se movian y era necesario obtener una nueva funcién de intensidad, se opt6 por
emplear un algoritmo que asignara a cada nodo un nuevo valor, dependiendo
de la localizacion, simpre basandose en la funcién de intensidad original de la
imagen digital.

Existen algunas diferencias importantes entre la interfaz en Matlab y la hecha
en Java, pues por ejemplo, en la interfaz en Java en ocasiones algunas en algunas
imégenes no se generan buenas mallas adaptativas usando el método LBFGS si
la dimensién de la malla es menor a 400 x 400, otro fenémeno visto en la interfaz
desarrollada en Java es que todas las mallas parecian ser convexas, pero esto
se debe a que para considerar una definicién de convexidad se debe tomar en
cuenta la descripcién del estandar I EEET754.

Figura 4.3: Interfaz grafica desarrollada en Java.

Aunque esta implementacién funciona, es lla preliminar pues se pueden realizar
muchas mejoras, como lo son la optimizacién del cédigo y el funcinamiento de
la parte grafica, asi como incorporar métodos como el filtro de Perona-Malik.
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4.1.4. Algoritmo Fuerte

El algoritmo aqui presentado surgié debido a una problemética presentada al
intentar realizar la implementacién del método LBFGS-B, pues en un intento
de reducir la cntidad de datos para resolver el problema de optimizacién a gran
escala involucrado al generar mallas adaptativas, fue que surgieron las ideas pa-
ra el algoritmo Fuerte. La inspiraciéon de este algoritmo son las caracteristicas
que tienen los bordes en la funcién de intensidad, pues intuitivamente los bordes
se localizan en las discontinuidades maés claras de la funcion de intensidad, es
por esto que el algoritmo aqui descrito estd basado solamente en la funcién de
intensidad, por lo que este algoritmo es totalmente ajeno a mallas adaptativas,
BFGS, LBFGS y LBFGS-B.

La idea principal de este algotimo es plantear que una imagen estd compuesta
solo por dos clases de regiones. La primera clase seria las regiones donde se en-
cuentran los bordes y la otra clase son las regiones cuasi-homogéneas, esta clase
de regién debe ser entendida como las zonas de la imagen donde la variacién de
la funcién de intensidad I es menor, es decir, zonas de la imagen en las cuales
I es constante o casi constante.

Asi, para detectar bordes en una imagen entonces basta con detectar las regiones
cuasi-homogéneas para anularlas (asignado un sélo color a estas regiones), pues
por inercia, al anular las regiones que no son bordes se estaran detectando los
bordes. Al hablar de detectar regiones de bordes o regiones cuasi-homogéneas
debe quedar claro que se habla de detectar los pixeles de la imagen que se
encuentren en los bordes o en una regiéon cuasi-homogénea. Para realizarlo es
necesario conocer la funcién de intensidad I de la imagen.

Es importante recordar que la funciéon I de una imagen cualquiera es represen-
tada computacionalmente por una matriz en la cual cada entrada es un valor
nuérico de 0 a 255 (en la escala de grises) que representa el color de un de-
terminado pixel, por lo que es 1til usar una matriz dual M con las mismas
dimensiones que la matriz de la funcién de intensidad, pero con la diferencia
de que todas las entradas de la matriz M tendran el valor de 255 inicialmente,
pues se us6 el color blanco y negro para los bordes y regiones cuasi-homogéneas,
respectivamente.

Sin pérdida de generalidad, supongase que la imagen tiene una resolucién n x m,
esto implica que la matriz M sera de dimensién n x m. La figura 4.4 se muestran
las vecindades usadas tanto para pixeles interiores y los que se encuentran en
la frontera de la imagen. Por ejemplo en el inciso e), es decir, para los pixeles
interiores se us6 una vecindad de 3 x 3, en todas las vecindades se tiene un pixel
central y sus vecinos, el pixel central se denotard como p; ; en todas las clases

de vecindades que se abordan en el algortimo aquidescrito.

Si la diferencia absoluta entre el pixel central y uno de sus vecinos es menor a
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) Pij Pijn B Py [P P | Pija |Pi

pr+1,j Pi+1,j+1 Pi+1,j-1 Pi+1,j Pi+1,i+1 Pi+1.j-1 Pi+1,j

d) Pi-l,j p[-l,j+1 c) Pi-l,j-l Pi-l,i Pi-l,iq fl Pi-l,j-l Pi-l,j

P, |Pia Pija |Pii |Pija P.1 [P
Pi+1,] Pi+l,j+l Pi+1,j-1 Pi+1.j Pi+1,j+1 Pi+1,j-1 p[fl,j
gl Pi-l,] Pi-1,j+1 h) Pi-l,j-l Pi-l,i Pi-1,j+1 ) ‘Pi-l,]-‘l Pi-l,j
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Figura 4.4: Los distintos casos de vecindades, a) esquina superior izquierda, b)
frontera superior, ¢) esquina superior derecha, d) frontera izquierda, e) inte-
rior, ) frontera derecha, g) esquina inferior izquierda, h) frontera inferior y i)
esquina inferior derecha.

un parametro k dado, entonces, por ejemplo, en el caso de un pixel interior y
usando la notacién de la vecindad de la figura 4.4 €), el pixel central p; ; y el
pixel vecino p; j_1 son considerados de un color semejante por el pardmetro £ si

Aij1 = pij—1 = pijl <=k,
por tanto la vecindad serd una regién con poca variacién en la funcién I si
se cumple la expresién anterior para cada uno de los vecinos de p; j, en otras
palabras, la vecindad sera cuasi-homogénea si el pixel central y cada uno de sus
vecinos tiene color semejante por el parametro k, es decir, si se cumple que

Ajjat+Aicij1+ A1 j+ A1 ja+A jra+ A j A j A j—1 <=L,

donde L = 8 x k. Si se cumple la expresion anterior, entonces al pixel central
dual de la matriz M se le asigna el valor 0 (color negro), indicando que ese pixel
pertenece a una region cuasi-homogénea.

No sélo se aplica esto a los pixeles que estan en el interior, este algoritmo es a
cada pixel de la imagen, solamente hay que tener cuidado en que clase de vecin-
dad se estd, pues los pixeles de la frontera tienen 5 vecinos, los pixeles interiores
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Figura 4.5: Imagen original.

tienen 8 vecinos, mientras que los pixeles esquina tienen sélo 3 vecinos.

El niimero de vecinos del pixel central y su localizaciéon en la matriz es lo que
determina la forma de la desigualdad que se debe cumplir para considerar que
el pixel central no pertenece a un borde, por ejemplo, para el pixel central que
estd en la esquina superior izquierda la vecindad esta ilustrada en el inciso a) de
la figura 4.4, la desigualdad que debe cumplir para ser descartado como parte
de los bordes (pertenece a una regién cuasi-homogenea) es la siguiente

Aijir + Aipr i + A <= L,
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Figura 4.6: Resultado de la aplicacion del algoritmo con k = 17.

Figura 4.7: Resultado de la aplicacién del algoritmo con k = 19.

donde en este caso L = 3k. La figura 4.10 muestra el pseudoalgoritmo del algo-
ritmo Fuerte. Aqui surge una interrogante importante, pues en principio no se
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Figura 4.8: Resultado de la aplicacion del algoritmo con k = 24.

Figura 4.9: Resultado de la aplicacién del algoritmo con k& = 33.

sabe que parametro k usar y si existe un valor de k que se pueda usar para toda
imagen. Sin embargo a través de la aplicacion exhaustiva de este algoritmo se
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Dada una imagen digital de resolucidn de axm y sea k un parametro entero positivo, cntonces:
Parai=1,2,3.4,...,N
Para j=1,2,3,4,....m

Identificar la clase de vecindad en la cual el pixel pi) es cantral.

Evaluar la respectiva desigualdad en gy usando &, dependiendo de |a clase de
vecindad que se tenga.

Sila desipualdad se cumple, entances pij pertensce a una regién
cuasi-homogénea, en otra caso, el pixel gl perteanecs a un barde.

Fin.

Figura 4.10: Pseudoalgoritmo del algoritmo Fuerte.

observé que los valores de k entre 4 y 33 funcionan muy bien, las figuras 4.6, 4.7,
4.8 y 4.9 muestran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo a la imagen
4.5 con los valores k = 17, k =19, k = 24 y k = 33. Es claro que si el valor de
k aumenta, entonces cada vez se detectaran menos bordes.

Por 1ultimo, a continuacién las figuras 4.12, 4.14, 4.16, 4.18, 4.20 y 4.22 muestran
algunos resultados mas obtenidos con el algoritmo Fuerte, los siguientes resulta-
dos son obtenidos a partir de algunas imagenes de resolucién relativamente alta.
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Figura 4.12: Resultado del algoritmo al aplicarlo a la imagen 4.11.



112CAPITULO 4. APLICACION Y RESULTADOS EN LA DETECCION DE BORDES

Figura 4.13: Imagen de un koala.

Figura 4.14: Resultado del algoritmo al aplicarlo a la imagen 4.13.
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Figura 4.15: Imagen de una medusa marina.

Figura 4.16: Resultado del algoritmo al aplicarlo a la imagen 4.15.
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Figura 4.17: Imagen del alunizaje del Apolo 11.

Figura 4.18: Resultado del algoritmo al aplicarlo a la imagen 4.17.
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Figura 4.19: Imagen de un eclipse solar visto desde Cuitzeo, Michoacan.

Figura 4.20: Resultado del algoritmo al aplicarlo a la imagen 4.19.
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Figura 4.21: Imagen de un eclipse solar visto desde Cuitzeo, Michoacan.

Figura 4.22: Resultado del algoritmo al aplicarlo a la imagen 4.21.

4.1.5. Resultados del método LBFGS

En esta seccién se muestran las mallas adaptativas generadas con el método
LBFGS, asi como los recursos que se usaron para su visualizacion y finalmente
una comparacién con los resultados de los filtros de Canny y Sobel, el pseudo-
codigo del algoritmo para tratar de obtener mallas convexas se muestra en la
figura 4.23.
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Dada una imagen digital de resolucidn de gxg, w un parametro positive, wme una talerancia, ay mdes
3 14 ue deafl ladl ldn de |a malla g day M elni de parejas de correeeltn en el

B ros p
métedo LBFGS, entonces:
Obtenerta funadn demtensidad ¢ de lz Imagen digltal por medio de la escala de grises.
Genedruna malla [X,¥] de meer y su respectiva funcidn deintensidad { basandoseen L,

Aplicar el métado LEFGES usanda la malla fX,¥], I Ay wrie, para abtener la nueva malla adaptada X, Yef y tu
respectivafuncidn de intensidad .

Determinarla celda can menor drea de |z malla y asignar este valora foe.
Si gmin > 0 entonces la malla es convexa y e termina obtiene |2 malla buscada y e termina el algoritmo.
5i pmin ¢, Entonces

Mientras Wen < w

w=w/f2.

Aplicar el método LBFGS uszndo la malla (X, Y], A, My wmin para obtenerla
nuevd malla adapgtada [KuerYied] ¥ su respectiva funcicn de intensidad foa.

Determinar la celda de menor area y asignar este valor a Gma.

51 @wie >0 entonces establecer w=wen y S termina ¢l algarilmo, pues se obluvo una
malla adaptativa canvexa.

Figura 4.23: Pseudoalgoritmo del algoritmo usado para intentar obtener mallas
convexas.
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Figura 4.24: Imagen de original de Lenna Gray de resolucién 220 x 229.

a Tropical Storm Force Wind Sé:ueed Probabilities
For the 120 hours (5 days] from 1 AM COT Sun Sop 1510 1 i Sop 20

&%

;o b T
Probability of ropical storm force surf: -minule average >= 39 mph) fro
& Fieatos HURIGANE MGRID contor lsation 5 1 AM COT Sun Sop 15 2003 (FarecasyAdvisory #12)

o % % A% H0% % T X [T

Figura 4.25: Imagen de original del huracan Manuel sobre México de resolucién
500 x 400.
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Figura 4.27: Imagen de original de resolucién 2400 x 1600.

Los resultados mostrados en esta seccién fueron generados a partir de cua-
tro imagenes Unicamente, tales imagenes son las mostradas en las figuras 4.24,
4.25, 4.26 y 4.27, estas imagenes tienen una resolucién de 220 x 229, 500 x 400,



120CAPITULO 4. APLICACION Y RESULTADOS EN LA DETECCION DE BORDES

Figura 4.28: Mallas adaptativas de dimensién 100 x 100 de las imagenes 4.24,
4.26, 4.25 y 4.27.

202 x 250 y 2400 x 1600 pixéles, respectivamente. En la generacién de todas
las mallas adaptativas se usaron cuatro parejas de correccion, w = 1 y un valor
minimo de 0,004.

Es importante recalcar que si la imagen original tiene resolucién de n x m,
debido a la forma que Matlab lee las imagenes para representarlas en forma
matricial, entonces la matriz que representa a la imagen se modifica de manera
que al graficarlas, las imagenes aparecen volteadas, por lo que se programé una
funcién que acomodara la matriz para que al momento de graficar la imagen y
la malla adaptativa estuvieran en una posicién normal.
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Figura 4.29: Mallas adaptativas de dimensién de 400 x 400 de las imagenes 4.24,
4.26, 4.25 y 4.27.

La figura 4.28 muestra las mallas adaptativas generadas con el método LBFGS
de dimensién de 100 x 100 de las imagenes originales mencionadas, de igual ma-
nera, la figura 4.29 muestra las mallas adaptativas de las mismas imégenes, pero
de dimensién 400 x 400, es decir, mallas adaptativas més finas. Puede observar-
se que se obtiene una mejor deteccién de los bordes entre mas se aumente las
dimensiones de las mallas, para mostrar esto, se obtuvieron mallas adaptativas
de 600 x 600, las cuales se muestran en las figuras 4.30, 4.31, 4.32 y 4.33.

Es importante mencionar que para mostrar las mallas adaptativas generadas
se hizo uso de la funcién de distorsién mencionada en el capitulo de generacién
variacional de mallas adaptativas, pues debido a que la malla adaptativa estd es-
calada en el cuadrado unitario (para poder aplicar la teorfa de generacién de
mallas estudiada), entonces solamente se puede distinguir una malla adaptativa
a simple vista si la malla no es muy fina, pues si una malla es muy fina entonces
al graficarla solamente se veria un cuadrado de un sélo color. Las figuras 4.34
y 4.35 muestran ejemplos de mallas de dimensién de 300 x 300 donde si es po-
sible distinguir un poco la malla adaptativa directamente, es decir, sin usar la
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Figura 4.31: Malla adaptativa de dimensién de 600 x 600.
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Figura 4.32: Malla adaptativa de dimensién de 600 x 600.
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Figura 4.33: Malla adaptativa de dimensién de 600 x 600.
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funcién de distorsion, pero para dimensiones mayores a 400 x 400 la malla no
es distinguible.

La funcién de distorsién por su parte, usando A\ = %, calcula que tan elongada
esta una celda, pues en una celda que sea un cuadrado, la funcién de dispersion
valdria uno en esa celda. Recordando que las mallas adaptativas tienen celdas
elongodas cerca de los bordes, entonces por si solas y junto con la funcién de
dispersion ya detectan bordes con cierta precisién, pues los valores de la funcién
de dispersion se grafican en el centroide de cada celda.

La funcién de distorsiéon que se programé inicialmente consistié en una funciéon
que usa la funcién de distorsién para evaluarla en cada celda de la malla adap-
tativa. La funcion programada necesita un parametro [, el cual es utilizado para
determinar si una celda es suficientemente elongada para considerar si la debe
mostrar como posible borde.
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Figura 4.34: Malla adaptativa de la figura 4.24 de 300 x 300.

Figura 4.35: Malla adaptativa de la figura 4.26 de 300 x 300.

La funcién programada recibe como parametros a la malla adaptativa, la funcién
de intensidad de la malla adaptativa, el parametro A de la funcién de distorsion
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y el pardmetro (. Si el valor de la funcién de distorsién en una celda de la malla
tiene un valor mayor o igual a [, entonces se calculan las coordenadas del cen-
troide de la celda y a este punto se le asigna el valor de color blanco en la escala
de grises, por otra parte, si el valor de la funcién de distorsién en la celda es
menor a [, entonces al centroide de la celda se le asigna el valor del color negro
de la escala de grises. Es asi como se obtuvierén las imagenes que ayudaron a
visualizar las malla adaptativas de altas dimensiones usando la funcién de dis-
torsién.

Sin embargo, como se puede ver en las mallas generadas de la manera descrita
con la funcién de distorsién, dependiendo de la imagen de la cual se genera la
malla adaptativa, puede no tenerse mucha nitidez para visualizar la malla adap-
tativa con la funcién de distorsién. Es por esto que se programé otra funcién
que generaba también imagenes de las mallas adaptativas usando la funcién de
distorsion para visualizarlas, pero a diferencia de la primera funcién, la cual
asiganaba el color blanco o negro al centroide de la celda, otra alternativa es
asignar el color blanco o negro a la propia celda segun sea el caso, dependiendo
del valor de la funcién de distorsién y el pardmetro [, para asi visualizar la malla
adaptativa con celdas de color blanco o negro.

En las figuras 4.36 y 4.37 se puede apreciar las mismas mallas adaptativas de
dimensién 100 x 100 obtenidas, pero con la diferencia de que se utilizo la funcién
de distorsién modificada para visualizarlas. Las figuras 4.38, 4.39, 4.40 y 4.41
muestran las mallas adaptativas de 400 x 400.
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Figura 4.36: Iméagenes de las mallas adaptativas de 100 x 100 generadas con la
funcién de distorsion, asignando un color a la celda en lugar de al centroide de
la celda.

Figura 4.37: Imagen de las mallas adaptativas de 100 x 100 generada con la
funcién de distorsion, asignando un color a la celda en lugar de al centroide de
la celda, a) Imagen 4.25 y b) Imagen 4.27.

En las figuras 4.42, 4.43, 4.44 y 4.45 se muestran las comparaciones entre las
mallas adaptativas de 600 x 600 generadas por medio del método LBFGS y los
resultados de la deteccién de bordes por medio de los filtros de Sobel y Canny.

Por dltimo, es importante mencionar que aunque la aplicacién del LBFGS dié ex-
celentes resultados, existe una desventaja en el uso de las mallas mostradas en
esta seccién, tal inconveniente es que sélo en pocas imagenes se obtuvieron
mallas convexas. La no convexidad de una malla repercute directamente en la
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Figura 4.38: Imagen de la malla adaptativa de 400 x 400 generada con la funcién
de distorsién, asignando un color a la celda en lugar de al centroide de la celda.

Figura 4.39: Imagen de la malla adaptativa de 400 x 400 generada con la funcién
de distorsiéon, asignando un color a la celda en lugar de al centroide de la celda.

estabilidad del esquema en diferencias usado en el modelo de Perona-Malik.
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Figura 4.40: Imagen de la malla adaptativa de 400 x 400 generada con la funcién
de distorsién, asignando un color a la celda en lugar de al centroide de la celda.

Figura 4.41: Imagen de la malla adaptativa de 400 x 400 generada con la funciéon
de distorsién, asignando un color a la celda en lugar de al centroide de la celda.
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Figura 4.42: a)Imagen original, b)malla adaptativa de 600 x 600, c)filtro de
Sobel y d)filtro de Canny.

4.1.6. Resultados del método LBFGS y el algoritmo Fuer-
te

La no convexidad de las mallas adaptativas obtenidas con el método LBFGS fue
la motivaciéon de buscar otras alternativas. Después de realizar algunas pruebas
con el algoritmo Fuerte en imédgenes digitales, surgié la idea de aplicar en con-
junto el algoritmo Fuerte y el LBFGS. La forma de aplicar estos dos métodos es
aplicar el algoritmo Fuerte a la imagen y despues el método LBFGS a la imagen
resultante.

El resultado fue sorpresivo, pues se encontré que al concatenar el algoritmo
Fuerte y el LBFGS se obtenian mallas adaptativas convexas, que aunque no de-
tectan de manera ejemplar los bordes de la imagen, la ventaja es la convexidad,
pues con la convexidad se obtiene estabilidad en el esquema en diferencias.
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a)

Figura 4.43: a)Imagen original, b)malla adaptativa de 600 x 600, c)filtro de
Sobel y d)filtro de Canny.

Sin embargo existe un detalle importante para obtener convexidad en las ma-
llas adaptativas con esta nueva metodologia, hay que recordar que el algoritmo
Fuerte requiere de un parametro k para establecer el criterio utilizado para de-
terminar que pixeles forman parte de un borde. Si k£ no es el pardmetro indicado,
pueden generarse mallas adaptativas no convexas.

Existen casos en los que se encuentra un parametro k con el cual mallas de
dimensién entre 100 x 100 y 600 x 600 son convexas pero con una dimension
mayor no son convexas, por ejemplo, en la imagen de lenna se generaron mallas
con un parametro k = 10 y de dimensiones 200 x 200, 400 x 400 y600 x 600, pero
al generar la malla de dimensién 1000 x 1000 con el mismo parametro k = 10,
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Figura 4.44: a)Imagen original, b)malla adaptativa de 600 x 600, c)filtro de
Sobel y d)filtro de Canny.

la malla obtenida era no convexa.
Las figuras 4.46, 4.47, 4.48 y 4.49 muestran los resultados de las mallas adap-

tativas generadas a partir de las imédgenes 4.24, 4.26, 4.25 y 4.27, aplicando el
algoritmo Fuerte y posteriormente el método LBFGS.
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Figura 4.45: a)Imagen original, b)malla adaptativa de 600 x 600, c)filtro de
Sobel y d)filtro de Canny.

4.1.7. Resultados del modelo Perona-Malik

Al aplicar diferencias finitas al modelo de Perona -Malik se encontraron algunas
desventajas en la implementacién, principalmente el tiempo de ejecucién de este
proceso, pues el nimero de pasos en el tiempo requeridos para lograr estabili-
dad en el esquema FTCS para este problema es muy alto. Al hacer pruebas con
distintas imagenes con distintas mallas adaptativas, en promedio se requerian
400000 pasos en el tiempo, el calculo de cada paso en el tiempo para mallas
adaptativas convexas de entre 400 x 400 y 1000 x 1000 tardaba entre 0.4 seg
y 1.2 seg, esto implica que el proceso tardaria desde 1.9 dias hasta 4.6 dias en
terminar.
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Figura 4.46: Mallas adaptativas generadas con k = 10 y de dimensiones a)200 x
200, b)400 x 400, ¢)600 x 600 y d)1000 x 1000.

Figura 4.47: Mallas adaptativas generadas con k = 19 y de dimensiones a)200 x
200, b)400 x 400, ¢)600 x 600 y d)1000 x 1000.

Fue por esta razén que se sélo se obtuvieron los resultados de 400 pasos en el
tiempo. Las figuras 4.50, 4.51, 4.52 y 4.53 se muestran los resultados del modelo
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Figura 4.48: Mallas adaptativas generadas con k = 6 y de dimensiones a)200 x
200, b)400 x 400, ¢)600 x 600 y d)1000 x 1000.

Figura 4.49: Mallas adaptativas generadas con k = 11 y de dimensiones a)200 x
200, b)400 x 400, ¢)600 x 600 y d)1000 x 1000.

de Perona-Malik para mallas adptativas convexas de 400 x 400 obtenidas con
el algoritmo Fuerte y LBFGS, Los pardmetros para obtener las mallas son los
mismos que se usaron en la seccién anterior y en el modelo de Perona-Malik se
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establecieron los pardmetros A = 0,4 en el intervalo de tiempo [0, 1074].
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Figura 4.50: Deteccién de bordes con el modelo de Perona-Malik en la imagen
4.24.

Figura 4.51: Deteccién de bordes con el modelo de Perona-Malik en la imagen
4.26.
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Figura 4.52: Detecciéon de bordes con el modelo de Perona-Malik en la imagen
4.25.

Figura 4.53: Deteccién de bordes con el modelo de Perona-Malik en la imagen
4.27.

Se puede observar en las figuras 4.50, 4.51, 4.52 y 4.53 que la deteccién de bordes
no es 6ptima, esto se debe a obtener los resultados despues de 400 x 400 pasos
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en el tiempo.
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

5.1.1. Conclusiones generales

La programacién de la teoria estudiada durante esta tesis fue sin duda un tra-
bajo que llevo un tiempo considerable,pues la gran mayoria de las funciones
utilizadas en este trabajo son implementaciones propias, es decir, no se hizo
s6lamente uso de funciones propias de Matlab para la deteccién de bordes.

La programaciéon hecha en Matlab tiene ventajas y desventajas, pues aunque
Matlab es un software que tiene un gran potencial numérico, para los objetivos
de este trabajo no resulté muy ttil. Al usar Matlab como lenguaje de progra-
macién, pues se presentaron principalmente dos problemas en la ejecucién de
las rutinas: tiempo de ejecucion muy alto y un uso considerable de recursos
computacionales, esto no pasé en la interfaz desarrollada en Java.

La naturaleza del problema de esta tesis es la causa de que una implementacién
por medio de Matlab no sea un camino recomendable. Sin embargo, Matlab es
una herramienta muy util para hacer prototipos, es decir, para poder visualizar
el funcionamiento de la teoria en la practica de manera relativamente rapida y
fue por esta razén que se opté por la implementacién en de la teoria en Matlab,
pues en un principio no se tenia una idea concreta de los posibles resultados en
la deteccién de bordes, una vez visto el funcionamiento de la teoria es que se
comenzo con el desarrollo en Java.

A la interfaz preliminar hecha en Java le hace falta todavia muchas mejoras,
pues la implementacion no es facil, es decir, para desarrollar una implementacién
cada vez mas completa se requiere mucho trabajo, y por tanto mucho tiempo
de desarrollo.
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5.1.2. Detecciéon de bordes mediante el algoritmo Fuerte

La inspiracién para plantear este algoritmo fueron las complicaciones presenta-
das durante la implementacién del método LBFGS-B y la fucién de intensidad,
por lo que desde un inicio no se tenia contemplado este algoritmo. Aunque este
algoritmo estd inicamente basado en la funcién de intensidad, los resultados en
la deteccién de bordes fueron mucho mejores de lo esperado.

Las ventajas de este algoritmo son que tiene un tiempo de ejecucién muy bajo,
pues se trata de un algoritmo de O(n), siendo n el nimero de pixeles de la
imagen, en cambio si se quiere interpretar el orden de este algoritmo en termi-
nos de la resoluciéon de la imagen, entonces para una imagen de resolucién de
n X m, este algoritmo serfa de orden O(nm). Este algoritmo presenta ademads
bajo costo computacional y por lo tanto se puede aplicar a imagenes de alta
resolucién. Lo unico restante es investigar que parametro k es el indicado para
una imagen dada.

Hasta la dtlima edicién de este trabajo, no se encontré ningin articulo donde
este algoritmo ya hubiera sido palnteado.

5.1.3. Deteccién de bordes mediante mallas adaptativas

En la deteccién de bordes por medio de mallas adaptativas, se obtuvieron exce-
lentes resultados. Hay que recordar que se generaron mallas adaptativas de dos
maneras: por medio del método LBFGS y por medio de un método compuesto
por el algoritmo Fuerte y el método LBFGS. Los resultados fueron mejor de
lo esperado en ambos casos, aunque si lo que se busca son mallas adaptativas
convexas, entonces es mejor llevar a cabo el algoritmo Fuerte y el LBFGS en
conjunto.

La principal problematica es la implementacién del método LBFGS, esto se debe
al problema de optimizacién a gran escala. Dado que dia con dia las imagenes
tienen una mayor resolucion, entonces es necesario desarrollar implementaciones
eficientes de este método. La implementacién de estos métodos en un lenguaje
de programacién distinto a Matlab es el primer paso.

5.1.4. Deteccidén de bordes mediante el modelo de Perona-
Malik

Los resultados obtenidos con la mallas adaptativas fueron mejores de lo espera-
do, sin embargo, los resultados del modeo de Perona-Malik no fueron lo que se
esperaba. Aunque esto se debe a la interrupcion del proceso, el hecho de que se
requiera un tiempo muy grande para que el modelo de Perona-Malik comien-
ce a generar buenos resultados es la principal desventaja para generar buenos



5.1. CONCLUSIONES 143

resultados, pues para considerar que un método es eficiente, también entra en
juego la rapidez del método.

El tiempo requerido para obtener una buena deteccién de bordes fue la principal
desventaja de este modelo, pues dependiendo de la dimensién de la malla, eran
requeridos al menos 100000 pasos en el tiempo para lograr estabilidad, esto fue
algo sorpresivo, pues fue hasta las corridas del método que surgié este inconve-
niente.

La falta de un ntimero de Courant para una mejor determinacién del nimero
de pasos en el tiempo requeridos es algo que no permitio obtener mejores resul-
tados, sin duda, en un incio se esperaba mas de este método. Lo que se debe
intentar para mejorar este método es: un analisis del niimero de Courant, asf co-
mo la optimizacién del método, no sélo en el cédigo, sino también recurriendo a
opciones computacionales como paralelizar el proceso, para asi ver si el método
mejora.

5.1.5. Trabajo a futuro

Los planes a futuro son principalmente comenzar la investigacion del ntimero
de Courant para el esquema empleado en el modelo de Perona-Malik, asi como
la implementacion empleando diferencias finitas generalizadas , donde de igual
manera se tiene pensado lograr un funcionamiento 6ptimo, es decir, donde la
aplicaciéon del modelo tenga un tiempo de ejecucion razonable.

Otro objetivo es realizar mejoras a la version preliminar de la interfaz grafica
desarrollada en Java, asi como incluir métodos que por el momento requieren de
mas investigacion, tal como el uso de diferencias finitas en mallas adaptativas
empleando el filtro de Perona-Malik.

El seguimiento del estudio de las mallas adaptativas para la deteccién de bor-
des es otro objetivo que puede ser visto como trabajo a futuro, pues las mallas
adaptativas dan resultados razonables por si solas.

Por dltimo, también es recomendable llevar a cabo distintas aplicaciones de la
deteccion de bordes por medio de mallas adaptativas o el algoritmo Fuerte, pues
es muy posible que haya problemas en areas de la ciencias donde esta herramien-
ta computacional resulte eficaz.
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