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Resumen

En el marco de teoria de gravitacién de Rastall para una geometria estatica y esféri-
camente simétrica, imponiendo la invarianza del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias asociadas a modelos estelares, mostramos que la ecuacién de estado consis-
tente con esta condicién es P = (y — 1)c%p, donde P es la presién, p es la densidad,
c es la velocidad de la luz y « es el pardmetro de estado. Este resultado matematico
coincide con una de las ecuaciones de estado formuladas a partir de condiciones fisicas
para el que 7 € (1,2) [1]. Con esta ecuacién de estado, presentamos el andlisis del
sistema dindmico, mostrando que existen dos puntos de equilibrio; un punto silla y un
punto espiral, este 1ultimo corresponde a una generalizacion de la solucién de Misner-
Zapolsky, que depende del parametro de estado v y el parametro de Rastall .

De manera complementaria mostramos que para A € [0,1] y 7(1,2) existen regiones

donde las condiciones de energias: Nula (NEC), Debil (WEC), Fuerte (SEC), Dominante
(DEC), y la existencia de soluciones estables (espirales) no se tienen simultdneamente.

Palabras Clave: Cuasi-homologia, Rastall, Frobenius, Estrellas, Gravitacion.
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Abstract

In the context of the Rastall theory of gravitation for a static spherically symmetric
geometry, imposing the invariance of the system of the ordinary differential equations
associated with stellar models, we show that the equation of state that is consistent
with this condition is P = (y — 1)c%p, where P is the pressure, p is the density, c is
the speed of light, and ~ is the parameter of state. This mathematical result coincides
with one of the formulated equations of state draw from the physical conditions for
which v € (1,2). With this equation of state, we present the analysis of the dynamic
system, showing that the following exist: two equilibrium points, one saddle point, and
one spiral point. The last one corresponds to a generalization of the Misner- Zapolsky
solution, which depends on the parameter of state v and the Rastall parameter \.

We additionally show that, for A € [0,1] and ~(1,2), there are regions where the
conditions of null (NEC), weak (WEC), strong (SEC), and dominant (DEC) energy
conditions, along with the existence of stable solutions (spirals), cannot be found si-
multaneously.

Keywords: Quasihomologous, Rastall, Frobenius, Stars, Gravitation.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas dindmicos aparecen al tratar de especificar mediante un modelo matemati-
co procesos en los que es posible describir la dependencia en el tiempo de un punto
en un espacio geométrico mediante la aplicacién de una férmula o “regla” [2]. Surgen,
entonces, con naturalidad en todas las areas de la ciencia, como pueden serlo la bio-
logia, economia, fisica o en contextos completamente tedricos como en el caso de los
autématas celulares o de figuras fractales en el plano complejo [3]. Esta extensién tan
amplia permite incluir dentro de la definicion de sistemas dinamicos fenémenos tan
dispares como el movimiento en un sistema mecanico (como un péndulo, por ejemplo)
o el nimero de individuos de una poblaciéon de peces en un lago a través del tiempo;
pasando inclusive por fendémenos astrofisicos como el que abordamos en este trabajo. La
clave de este enfoque multifactorial, en el cual se intersectan diversas areas cientificas,
se encuentra en el concepto de “estado” y “regla de evolucién”: un sistema, en un ins-
tante de tiempo dado, se encuentra en algin estado posible, representado generalmente
como un punto en el espacio euclideo R™. La regla de evolucién del sistema es una regla
fija (funcién) que determina el estado futuro de dicho punto.

El caso que abordamos en la presente tesis es aquel en el cual el espacio de estados
es un subconjunto del plano R?, y, en particular, cuando el sistema dindmico es de-
finido por dos ecuaciones diferenciales auténomas de primer orden que modelizan la
estructura interior de objetos compactos en el marco de gravedad de Rastall. Aunque
la reduccion al caso n = 2 pareciera una simplificacién sustancial, en realidad no lo es:
la teoria de sistemas dindamicos bidimensionales es fundamental en la generalizacion a
mas dimensiones.

Propiamente en el campo de la astronomia, una estrella compacta, a veces llamada
objeto compacto, puede ser bien, una estrella enana blanca, una estrella de neutrones
o un agujero negro. Los objetos compactos son la fase final de la evolucion estelar y
se puede referir a ellos como remanentes de estrellas [4]. Todas las especies de objetos




1. INTRODUCCION

compactos difieren de las estrellas normales’ en dos formas fundamentales [5, 6]:

1. Primero, ya que no consumen combustible nuclear, la presion térmica ya no evita
que ocurra un colapso gravitacional, sino que se implementan otros mecanismos,
asi por ejemplo: las enanas blancas evitan el colapso debido a la presién de
electrones degenerados, mientras las estrellas de neutrones mantienen el equi-
librio debido mayormente a la presiéon de neutrones degenerados y los agujeros
negros en cambio, son estrellas que han colapsado completamente, lo que sig-
nifica que la estrella no hall6é algiin método para soportar la gravedad que actia
hacia el centro de la estrella y por lo tanto colapsé a una singularidad.

2. La segunda caracteristica distintiva de los objetos compactos es su tamano extre-
madamente pequeno, de ahi su nombre. En comparacién a las estrellas normales
de masa similar, los objetos compactos tienen un radio mucho mas pequeno y por
lo tanto, campos gravitacionales mucho mas fuertes.

La deduccién de las ecuaciones de estructura estelar de la mecanica Newtoniana se
pueden encontrar en [4, 5, 6], las cuales son:

P GMp = GMe
dr r2 r2e27

dM o AmrZe

? = 47TT P = 62 .

Donde G = 6.673 x 107! N-m?/kg? es la constante gravitacional de Newton, p = p(r)
es la densidad de masa medida en kg/m3, ¢ = ¢(r) es la densidad de energia medida en
J/m3 y M = M(r) describe la masa total contenida en la esfera de radio r. En este
contexto, se ha definido la densidad de energia en términos de la densidad de masa p
de acuerdo a la famosa ecuacion de la Relatividad Especial,

e(r) = p(r).

Cabe mencionar que cuando se trabaja en coordenadas naturales ¢ = 1, p y € se vuelven
indistinguibles. Para resolver el sistema Newtoniano para las funcién p y M se integra
desde el origen 7 = 0 hasta el punto r = R, donde la presién es cero; este punto define el
radio R de la estrella. Por otra parte, es necesario un valor inicial de la presién en r = 0,
designemos por pp, y notemos que, la masa total de la estrella M (R) = M, dependera
de pg [6]. Para poder realizar la integracién, también es necesario conocer la densidad

'Una estrella es una esfera luminosa de plasma que mantiene su forma gracias a su propia gra-
vedad, mientras esté fusionando hidrégeno diremos que permanece en la “secuencia principal”, y la
clasificaremos como “normal” [4].




de energia €(r) en términos de la presién p(r), esta relacién entre energia y presién se
codifica en una Ecuacién de estado (EoS.!) para la materia que forma la estrella, por
lo tanto, gran parte del esfuerzo en resolver problemas de estructura estelar
necesariamente se dirigen en desarrollar una EoS adecuada para cada pro-
blema en cuestién [7].

La formulaciéon Newtoniana funciona bien en regimenes donde la masa de la estrella
no es tan grande que significativamente no “deforma’” el espacio-tiempo, en consecuen-
cia, integrando las ecuaciones del sistema Newtoniano funcionaran bien en los casos
en que los efectos relativistas no sean importantes, como por ejemplo en el caso de
algunas enanas blancas 2 [8]. Sin embargo, en general, los objetos compactos resultan
extremadamente masivos, la gravedad descrita por Newton resulta obsoleta para mo-
delar el comportamiento de los parametros estelares, por esta razon, habitualmente se
realizan correcciones a las ecuaciones de estado para considerar los efectos de la curva-
tura del espacio-tiempo que provocan estos objetos. Las estrellas compactas se estudian
mediante las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV), provenientes de la Re-
latividad General, estas ecuaciones TOV nos permiten calcular la presién como funcién
del radio de un objeto isotréopico con simetria esférica que estd en equilibrio gravitacio-
nal [9]. Para nuestro propdsito simplemente indicamos las correcciones relativistas al
sistema Newtoniano en términos de tres factores adicionales (adimensionales):

c2r
Los primeros dos factores entre corchetes representan correcciones de Relatividad Espe-
cial, en cambio el ultimo factor es una correccién de Relatividad General, la magnitud
G M /cr determina si es importante o no considerar esta correccién. Hay que notar que
los factores de correccion son todos definidos positivos; es como si la gravedad Newto-
niana se volviera més intensa en cada r, en otras palabras, la Relatividad Especial y
General fortalece la atraccién de la gravedad [7].

Aunque la Relatividad General es predictiva en una amplia gama de situaciones, esta
teoria de gravedad tiene algunas limitaciones, y todavia existen algunas preguntas que
no han sido explicadas satisfactoriamente, ya sea en el contexto de la cosmologia o en el
contexto astrofisico, como por ejemplo, el problema de la materia oscura, el problema

'Por sus siglas en ingles Equation of State

2Las estrellas enanas blancas fueron observadas por primera vez en 1844 por Friedrich Bessel (la
misma persona que inventé las funciones especiales que llevan su nombre). Se dio cuenta de que la
estrella brillante Sirius se tambaleaba de un lado a otro y luego dedujo que la estrella visible estaba
siendo orbitada por algtin objeto invisible. El objeto en si se resolvié épticamente unos 20 afios después
y, por lo tanto, se gané el nombre de “enana blanca”. Desde entonces, se han observado (o detectado)
otras numerosas estrellas enanas blancas (y las més pequenas de color marrén).
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de la energia oscura y la inflacién temprana [10, 11]. Estas limitaciones han llevado a
la propuesta de las llamadas teorias modificadas de la gravedad, que extienden la Rela-
tividad General [12]. En la mayoria de teorias modificadas, la conservacién covariante
del tensor energia-momento es un ingrediente bien conocido que a través del teorema
de simetria de Noether conduce a la conservacién de algunas cantidades fisicas [13]. Sin
embargo, algunas teorias modificadas han propuesto que la condicién de la conservacién
del tensor covariante de energia-momento puede ser relajada. A partir de estas ideas,
P. Rastall en 1972 construy6 una nueva teoria de la gravedad donde se cuestiona la ley
de conservacién habitual [14].

En la teoria de Rastall, la ley habitual de conservacién del tensor de energia-momento
no se cumple. En este modelo gravitacional, se considera un acoplamiento no minimo
de campos de materia a la geometria donde la divergencia de T}, es proporcional a
V#T,, = V,R. Sin embargo, la ley de conservacién habitual se recupera en el espacio-
tiempo plano [15, 16]. Esta propuesta tiene como argumento contundente el hecho de
que la ley de conservacién habitual sobre el tensor de energia-momento sélo se prueba
en el espacio-tiempo plano o en un limite de campo gravitacional débil.

Se han desarrollado varios estudios con esta teoria, entre ellos:

(1) Se ha reproducido una forma fenomenolégica para distinguir las caracteristicas
de los efectos cudnticos en los sistemas gravitacionales [17, 18].

(11) Se ha considerado una formulacién clésica para la creacién de particulas en cos-
mologia [19].

(111) Se han investigado caracteristicas interesantes de los modelos cosmolégicos [20].

(1v) Se han estudiado algunas soluciones de agujeros negros giratorios y no giratorios
[13].

(v) Se han investigado las soluciones de agujero de gusano transitables.

(vi) Se ha realizado una generalizacién de la teoria de Rastall para discutir la expan-
sién césmica acelerada.

(vir) Se ha estudiado un colapso gravitacional de un fluido perfecto homogéneo [21],
entre otros.

En investigaciones recientes se ha demostrado que la teoria Rastall proporciona una
buena descripcién para estrellas de Neutrones de radios cortos. [12]. Al estudiar las
caracteristicas fisicas de objetos compactos, es habitual considerar que el contenido de
materia dentro de la estrella se describe mediante una ecuaciéon de estado de fluido




perfecto isotrépico, que posee componentes de presién tangencial y radial iguales. Con
base a lo anterior estructuramos la tesis de la siguiente manera:

En el capitulo II hacemos una breve revisién de los elementos necesarios con los que se
modelan los interiores estelares y sus distintos marcos de gravedad.

En capitulo IIT establecemos una de las dos contribuciones originales de este trabajo
de grado; a partir de la imposicién de cuasi-homologias obtenemos una ecuacién de
estado lineal asociada al sistema de TOV-Rastall que descibe el comportamiento de
una estrella modelada a partir de la suposicién de que ésta es estatica y esféricamente
simétrica, descrita por un fluido perfecto como fuente de materia. Asi mismo mediante
un anélisis en las condiciones de energia restringimos el valor del pardmetro de Rastall
al intervalo 0 < \ < 1.

En el capitulo IV establecemos lo que asumiremos por: ecuaciones invariantes de escala,
ecuaciones equidimensionales, ecuaciones auténomas y presentamos seis teoremas sobre
sistemas invariantes de escala (serie de Frobenius generalizada) desarrollados por Matt
Visser y colaboradores en [22].

En el capitulo V implementamos el formalismo propuesto por Visser en [22] a las
ecuaciones TOV-Rastall con la ecuacién de estado que inducimos en el capitulo IV.
Transformamos las ecuaciones TOV-Rastall que son invariantes de escala a su forma
autonoma asociada y ubicamos sus puntos fijos, estos puntos fijos nos conducen a una
solucién de fondo (solucién particular de Misner-Zapolsky) que exhibe un comporta-
miento de ley de potencia. La segunda contribucion original la presentamos en este
capitulo; restringimos el dominio del pardmetro proveniente de la funcién de estado al
intersectar las regiones de las condiciones de energia y la region donde el punto fijo
es espiral estable. Finalmente expandimos el sistema sobre sus puntos fijos emergiendo
una ecuacién diferencial auténoma linealizada, cuya soluciéon exhibe un comportamien-
to diferente de la ley de potencia. Esto nos lleva a dos leyes de potencia independientes:
una para el punto fijo de fondo y otra para las desviaciones linealizadas del punto fi-
jo. Con estos elementos construimos la serie de potencias tipo Frobenius generalizada
con exponentes que son multiplos enteros de los exponentes que surgen en el problema
linealizado. Esta serie tipo Frobenius se puede ver como una variante del teorema de
expansiéon de Liapunov.

Finalmente en el capitulo VI establecemos nuestras conclusiones finales.




Capitulo 2

Ecuaciones de estructura estelar

2.1. Modelo estelar Newtoniano

En la construccién de un modelo no-relativista de la estructura interna de una estrella
es necesario imponer las siguientes suposiciones [23]:

1. Aislamiento

Consideramos que una estrella estd aislada si la distancia entre estrellas es mucho mayor
que el radio estelar en cualquier fase de su vida.

2. Composicion quimica uniforme inicial

Las capas superficiales de las estrellas son las menos afectadas por la evolucion estelar,
la cual ocurre principalmente en el nicleo de la estrella. Por lo tanto, las abundancias
quimicas en la superficie de la estrella son las mas representativas de la composicién
quimica inicial.

3. Simetria esférica

La condicién de autogravedad implica que las estrellas deben ser esféricas. Solamente
hay desviaciones de la esfericidad debido a una rotacion rapida de la estrella, o campos
magnéticos muy fuertes. La suposiciéon de simetria esférica quiere decir que las varia-
ciones en las cantidades fisicas, como son la densidad, la presién, la temperatura, etc,
son radiales; es decir, estas cantidades son uniformes en una superficie esférica de radio
r v podemos despreciar variaciones en las coordenadas angulares.




2.1 Modelo estelar Newtoniano

4. Masa

T

La masa matemdaticamente se define como: M (r) = / p(r4mr? dr'. La densidad de

0
material estelar no es una constante sino disminuye con el radio desde el centro hacia
afuera: las densidades en los niicleos de las estrellas son de orden p, = 100 gcm™2,

mientras que las densidades en la superficie son de orden p, = 1076 gem 3.

5. Equilibrio hidrostatico

El gradiente radial de la presién debe balancear la fuerza debido a la gravedad a todos
puntos interiores de la estrella, porque al contrario la estrella se expande o se contrae.
Esta condicién de equilibrio se conoce como el equilibrio hidrostdtico. La ecuacién de
equilibrio hidrostéatico se puede escribir como [6, 23] :

r __Gmp
dr r2

dP
0, en coordenadas de masa — = —G—m.
dm 4mrd

6. Generacion de energia

Se supone que la energia se genera en el centro de la estrella por las reacciones de
fusién y es transportada hacia la superficie. El flujo de energia (energia por unidad
tiempo) a través de una esfera de radio r es la luminosidad L(r). La luminosidad total
de la estrella, L., corresponde al valor en la superficie, L, = L(R,). El gradiente de la
luminosidad queda entonces expresado como:

dL
T 47r? pe,

donde € es la tasa de generacién de energia por unidad masa y es una funcién conocida

de p, T' y la composicion quimica, que se obtiene de la fisica nuclear.

Efectos Relativistas

Los efectos relativistas serdan importantes bajo tres condiciones:
(1) Las velocidades de las particulas se acercan a la velocidad de la luz.
(11) Las energfas son comparables a la energfa equivalente a la masa (E = mc?).

(1) Los campos gravitatorios son fuertes.




2. ECUACIONES DE ESTRUCTURA ESTELAR

Los campos gravitacionales son fuertes cuando la energia potencial es equivalente a
mc?. En estas condiciones R = GM/c?. Generalmente, se consideran los campos gravi-
tacionales suficientemente fuertes (que la teorfa de Newton no aplica) cuando

2GM

c2

R = . (2.1)
Se consideran a objetos con radios R = R, como relativistas, no solamente porque sus
campos gravitacionales son fuertes, sino porque también sus campos gravitacionales
pueden impartir velocidades relativistas a objetos que los rodean.

2.2. Ecuaciones de campo de Einstein

Einstein formulé las ecuaciones que gobiernan cémo el espacio-tiempo estd siendo cur-
vado por la materia y la energia. Estas seran referidas como ecuaciones de campo de
Einstein que se escriben convencionalmente como [24]:

LIS (2.2)

Gas =

donde G es la constante gravitacional de Newton, 75,3 es el tensor de energia-momento
y Gqop es el tensor de Einstein definido como: Gog = Rapg — %Rgaﬁ.

En total hay 4 x 4 = 16 ecuaciones, pero ya que Gog y T,z son simétricos el nlimero
de ecuaciones se reduce a 10 ecuaciones independientes [25]. Mds atn, el tensor de
Einstein satisface G*° .« = 0 lo que reduce aun mas el sistema, teniendo 10 — 4 = 6
ecuaciones independientes. Otra forma 1til de las ecuaciones de campo de Einstein se
puede obtener si tomamos la traza en ambos lados de (2.2)

1
gaﬁGaﬁ = gaﬁ <Raﬁ - 2Rgaﬁ) =R-2R=—-R.

Ya que ¢*? Jap = 4, si definimos T AT e, = g“fBTag se obtiene la relacién

G

=— T.
R c4

Esto nos permite escribir las ecuaciones de campo de Einstein en la forma equivalente
[26]

8tG 1
Raﬁ = 704 <Taﬂ — 2Tgaﬁ> . (23)




2.2 Ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones de campo de Einstein junto con las ecuaciones geodésicas, que gobiernan
el movimiento de las particulas bajo influencia de un campo gravitacional, construyen
el nicleo de la relatividad general. Cabe senalar que las ecuaciones de campo de Eins-
tein no pueden derivarse de ningin principio subyacente por lo que el argumento mas
razonable de su generalidad es reproducir en el limite clasico la ecuacién de Poisson.
Para trabajar con las ecuaciones de Einstein esencialmente sélo necesitamos la métrica
y la conexion con la cual se define el tensor de curvatura y el tensor de Ricci. Una
forma general de una métrica g de espacio-tiempo en cuatro dimenbiones viene dada

por 10 funciones independientes g;; = gj; de las coordenadas (2%, z!, 22, 2%) [27]

g= Z gij (2% 2t 22 2%) do' @ dad, (2.4)
i,j=0

operacionalmente los simbolos de Christoffel se determinan a partir de las funciones g;;
por medio de las siguientes ecuaciones [27]

3
1 km ((O9im | Ogmi  0gij
- - — — . 2.
T2 2:09 ( ox? * Ox)  Qz™ (25)

donde ¢*™ representa la matriz reciproca de 9ij, y los indices i, j,k corren de 0 a 3.
El Simbolo Fijk representa 64 funciones, sin embargo debido a la simetria en i, j, sélo
40 son independientes. El tensor de curvatura de Riemann se deriva de los simbolos de
Christoffel de la siguiente manera
[27]
or,l ar,t S8
R 86:;;? - ZO (P Ty = Ty T (2.6)
m—

Mientras que el tensor de Ricci se calcula como [27]
3 .
i=0

Luego con (2.4, 2.5, 2.6, 2.7) construimos el tensor del lado izquierdo de (2.2), mientras
que el tensor de energia-momento se construye de la informacién fisica del problema.




2. ECUACIONES DE ESTRUCTURA ESTELAR

2.2.1. Tensor energia momento

La estructura de un fluido ideal, que no toma en cuenta el campo magnético y la
frecuencia de rotacién estd contenido en el tensor de energia-momento [28]

Ty = (P + ch)qul, + Pguv, (2.8)

donde P es la presién del fluido, ¢?p es la densidad de energfa y u,, es el cuadrivector
de velocidad en su forma covariante.

En el marco de referencia estacionario del fluido, y en los alrededores del origen del
marco de referencia estacionario se puede realizar un andlisis no relativista. En este
caso

v

u’ (v, c), P/p 1.

La ecuacién (2.8) se reduce a:

TY9 = P§9 + po'd?,
T4 — pevd,
T4 — ),

y la forma no-relativista de las leyes de conservacién se describe asi:

9 .. 9 _
—T% 4+ —T™ = 0; Segunda ley de Newton,
81'] act (2 9)
0 - 0 = ’
WT Yo+ mT“ = 0; Conservacién de energia.
z c

La primera ecuacién en (2.9) es simplemente la ley de Newton para el fluido, que
conlleva a la ecuacién bésica de la hidrodindmica. La segunda ecuacién en (2.9) es
la ecuacién de continuidad para la densidad de energia pc?, que puede ser expresada
como la conservacién de energia. Estas relaciones se pueden combinar para expresar la
conservacion energia-momento en el marco de referencia estacionario como la relacién
tensorial [29]:

T =V, T =0,

)

Se utiliza una transformacién de coordenadas (transformacién de Lorentz) para volver
al marco de referencia del laboratorio. Los indices contraidos no se transforman, por lo
cual:

)

=,/
™, =a" 7", =0

10



2.3 Modelo estelar relativista

De este modo, la divergencia covariante es nuevamente igual a la divergencia ordinaria,
y se puede aseverar que se conserva la energia-momento en el marco de referencia de
laboratorio:

™, =V, " =0. (2.10)

Finalmente la divergencia covariante puede expresarse de la siguiente manera:

w10
sV \/jgaql/

(v=gr +1, 1) . (2.11)

2.3. Modelo estelar relativista

El trabajo fundamental de Oppenheimer atin proporciona la base fundamental para la
mayoria de los modelos que requieren relatividad general para su representacion. Sin
embargo, no fue hasta el descubrimiento de las estrellas de neutrones que llevo a la
construccion de modelos modernos que representan nuestra visiéon contemporanea de
estos objetos compactos [30]. Para determinar el campo gravitacional dentro de una
distribucion astrofisica, se debe proporcionar informacién a través del tensor de energia-
momento. Ignorando efectos termodinamicos como: conduccion de calor y viscosidad.
El tensor de fluido perfecto es una buena aproximacién, mas aun gran parte del progre-
so inicial en la relatividad general se hizo considerando métricas altamente simétricas
que simplifican el tensor de Einstein.

En muchos aspectos, la construcciéon de modelos estelares para estrellas relativistas es
més facil que la de los modelos newtonianos [30]. Los motivos se pueden encontrar en
las mismas condiciones que hacen que la consideracién de la relatividad general sea
importante. Asi por ejemplo, cuando la gravedad compacta la materia, la relatividad
general es necesaria para describir la métrica del espacio ocupado por la estrella. Todas
las formas de generacién de energia que pueden proporcionar oposicién a la gravedad
han cesado debido al alto grado de compactacién. Ademads, la alta densidad conduce
a ecuaciones de estado en las que la energia cinética del gas es relativamente poco im-
portante para determinar el estado del gas. La presién estd determinada por fuerzas
inter-nucleares y, por lo tanto, depende sélo de la densidad. En cierto modo, la fisica
del gas de baja densidad; que depende de su composiciéon quimica y energia interna, es
reemplazada por un entorno mas simple donde la fenomenologia se describe mediante
las ecuaciones de la gravedad. La columna izquierda de la Tabla (2.1) sintetiza las ecua-
ciones diferenciales no lineales de primer orden que modelizan el interior de una estrella
en el marco de gravedad de Newton, mientras que en la columna derecha aparecen las
ecuaciones TOV.

11



2. ECUACIONES DE ESTRUCTURA ESTELAR

Tabla 2.1: Comparacién de modelos estelares.

Aproximacion Newtoniana Aproximacion Relativista
Conservacion de masa

M M
(a) dd—r = 4mr2p ddT = 4mr2p
Equilibrio Hidrostético
() @ _ GM Q@ _ ¢ (M +4mr®p/c
dr r2 dr "\ r—2GM/c?
(c) dj__@ 7__( _1_2)7
dr pdr dr PTe dr
Conservacion de Energia
dL
(d) T = 4772 pe e=0
Ecuacién de Estado
pkT
e pP=— P=P
© - L “
dT a ecuacion de estado no
() ar F(BT,p) depende de T'
(g) k=k(P,T,p) K es irrelevante si e = 0

2.3.1. Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

Las propiedades estelares de cualquier objeto compacto dependen de la estructura in-
terna de la estrella, que se describe mediante la ecuacién de estado (EoS). Utilizando
las ecuaciones de campo de Einstein, J. R. Oppenheimer y G. M. Volkoff [31] obtuvie-
ron una ecuacién diferencial utilizando el trabajo de R. C. Tolman [32] que describe
la estructura estelar de un objeto compacto de material isotrépico en equilibrio hi-
drostatico. Esta ecuacién diferencial de primer orden es conocida como la ecuacién de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). En esta seccién deduciremos las ecuaciones de
estructura estelar como un estratagema para, mediante analogias construir las ecuacio-
nes de Rastall-Tolman-Oppenheimer-Volkoff (RTOV) en el préximo capitulo.

Al describir el comportamiento del campo gravitacional de materia muy densa estati-
ca, no rotante, se suelen obtener una serie de condiciones que permiten describir esa
distribucién. Se comienza habitualmente describiendo la métrica para la simetria axial,

12



2.3 Modelo estelar relativista

[29] que serd representada de la siguiente manera:

—A(r) 0 0 0
0 r? 0 0

=1 "0 0 sin?0 0 | (2.12)
o 0 0 B

donde A(r) y B(r) son funciones que se determinan utilizando las condiciones de fron-
tera.

Se puede relacionar la ecuacién de campo de Einstein con el tensor de energia-momento
de la siguiente forma:

1
Guw = R — §ng, = KT, (2.13)
donde R, el es tensor de Ricci y R es la curvatura escalar a consecuencia de R,,,. Para

calcular el tensor de Ricci se calculan primero los simbolos de Christoffel definidos en
(2.5)
™, = 2o %) 0
aff — 59 ,U/( 9B + BYpo — ugaﬁ)v

y el tensor de Ricci (2.7) dado por:

R.3 = RZ“ﬁ = argﬁ — agrgu +TH TV, — Ffjﬁrgﬂ

Vi o

Haciendo el calculo en Mathematica, las componentes no cero de los simbolos de Chris-
toffel son:

A
Yy =——
007 24c¢ ) )

B B

F(lnzr%o:f?c 1ﬂ(1)1—27c
o =10 = Il =
01 10 %A 00 235 2.14)
I, =T% =- I, =— '
12 21 r 11 QBr
3, =03 == [l =——
13 3170 22 B'29
2, = —sinfcosf

donde el punto significa derivada temporal y el apéstrofo se refiere a la derivada res-
pecto al pardmetro longitud.

13



2. ECUACIONES DE ESTRUCTURA ESTELAR

De la misma manera las componentes no cero del tensor de Ricci son:

R A(A BN AT A B B (A B
w="p\a"B) " B w2 TiBe\1 B

R A(A BN _ A B B B (A B
B=4a\4a " B 24 ' Br 24 4A2\A B’

r (A B 1
R22__<_>_B+1’

)
R33 = Ryosin”“ 0,

B
Bre'

Esto es todo lo que podemos llegar a generalizar en relacién a un campo gravita-
cional esféricamente simétrico [33]. Para determinar A y B, es necesario recurrir a
las ecuaciones de campo de Einstein, en espemﬁco debemos especificar el tensor de
energia-momento. Usando (2.8) y considerando A = B = 0 obtenemos las ecuaciones:

B” B’ B A 1 (A
2B 1 <B> <B+A> +T<A> -

1 r (A B
l——F+—=|——+t5) =

1 r (A B
.. 92 L DL _
sm@[l A+2A<A+B>]

BI/ B/ B/ A/ B/
2B_4(B> (B+A)+r<A) -
Se tienen tres ecuaciones acopladas, no lineales, de segundo orden con tres incognitas

[A(r), B(r), p(r)]. Se sabe que fuera de p(r) estas ecuaciones tienen solucién, es la
métrica de Schwarzschild. Utilizando (2.10) y (2.11) se obtiene la ecuacién:

Ro1 = Rip =

P)A ;rr, (2.15)

—
S
9}
DN
|

(pc® — P)r? 60, (2.16)

(o = P)r® 99, (2.17)

(pc2 +3P)A ;tt. (2.18)

(IS OY I O I S S

v

8P 1 0 utu? uMu
/W 2 i 2
T v = =g " + <\/7qV [\/—g(P—l—p )762 ] —i—F/\V(P—i—pc ) =2 ) . (2.19)
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2.3 Modelo estelar relativista

ut 1
Debido a que la cuatri-velocidad estd definida como: — = | 0,0,0, ——— |, el primer
c < /B(r)
término dentro del paréntesis sera cero. Luego para pu = r y utilizando los simbolos de
Christoffel se obtiene:

dP t,,t
9" —+Thup+ 062)% =0,

dr c

1dP B’ 9 1 (2.20)

Adr Tty =0

de lo anterior obtenemos la ecuacion:

dP 1 B’
= 5P+ T (2.21)

realizando la combinacién (1r)/2A + (tt)/2B + (#0/r?) de las ecuaciones se obtiene la

relacion:
1 A 1 9

2 Az T A2 T e

Para obtener la funcién A(r) de la métrica:

d /r 9 9

—(=)=1- _ 2.22

dr (A) et (2.22)
Utilizando las condiciones de frontera % = 0 cuando r = 0, definiendo M(r) y &

mediante:

T

M(r) = /4%52p(5) ds

J (2.23)
IrG
KR = ?,
se obtiene la funcién A(r)
B 2GM(r)\ !
Alr) (1 _ c2r> _ (2.24)

Derivando la funcién (2.24) y utilizando (2.21) en la ecuacién (66) se obtiene la expresién
para la funcién P(r)

15



2. ECUACIONES DE ESTRUCTURA ESTELAR

dr c2r?

1P GO PO, R | _QGMO")TI. (2.25)

) M)

El limite Newtoniano se obtiene cuando ¢ + oo, y la ecuacién (2.25) se reduce a:

c2r

ar _ cuy
dr r2 ’

que corresponde al modelo Newtoniano. Las ecuaciones de frontera que acompanan a
las ecuaciones TOV son:

Tabla 2.2: Condiciones de Frontera para las ecuaciones TOV

1 p(0), A(0) ; finito
2 p(R),p(R) =0 ; define la superficie
3 p(r), p(r) =0 ;7 >R
4 B(co) =0 ; limite newtoniano

Las consecuencias de estas condiciones son:

(1) Ya que la parte angular de la métrica estd dado simplemente por las coordenadas
esféricas, la circunferencia de las estrellas estd dado por 2wR y el area de la
superficie estd dada por 47 R2. Esto provee una forma ambigua de determinar la
coordenada R, el radio de la estrella.

(11) La masa de la estrella estd definida por (2.23)

(111) Para obtener B(r) se integra la ecuacién (2.21) y se utiliza la condicién cuatro
de frontera de la Tabla (2.2) para obtener

(o.@) o0 d
/dlnB:—lnB(r):—2/ r_.
P+ pc

Despejando el diferencial de presién de la ecuacion (2.25)

dp G dr [M + 4777“3]9/02]

p + pc? T2 | 1o 2G M /c2r

Considerando que la presion fuera de la estrella es 0, se obtiene la ecuaciéon para

16



2.3 Modelo estelar relativista

B(r) fuera de la estrella

°G [dr M
B(r) = S| ir < 2.2
(r) R > / r21—2GM/c?r T B (2.26)
2GM
= (1- 2.2
< c2r )’ (2.27)
donde hemos asumido que:
2GM R, <1
2R R ’

para que no existan singularidades en la integral (2.26). Aqui R, se refiere al radio
de Schwarzschild (2.1) que estd definido como el radio de una esfera tal que, si
toda su masa estuviera comprimida dentro de esa esfera, la velocidad de escape
de la superficie de la esfera seria igual a la velocidad de la luz; esta desigualdad
implica que el radio de Schwarzschild se encuentra dentro de la estrella.

Teniendo en cuenta que el valor de la masa se calcula mediante (2.23), tenemos final-
mente las ecuaciones TOV [32, 34, 35] :

P 4mr3
@ B _GMp62 (1—’-;) <1+ 7Mp>

dr r2 1_ 2GM ’
TOV =4 4/ " (2.28)
— = 471'p7“27
dr

p(r) = p(p) : ecuacién de estado.

Estas ecuaciones TOV son aplicables, donde los efectos relativistas son importantes.
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Capitulo 3
Curiosidades Matematicas en sistemas

dinamicos

3.1. Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Rastall

La idea principal en la teoria de Rastall es la suposicién de que: en el espacio-tiempo cur-
vo se violan las leyes de conservacién habituales utilizadas en Relatividad General [13].
Por lo tanto, debe haber una conexién entre la divergencia del tensor energia-momento
y la curvatura del espacio-tiempo. De acuerdo con este paradigma, la divergencia del
tensor energia-momento es proporcional al gradiente del escalar Ricci, y puede escribirse
como [36]:
o 1=A

T = 167TGR ’ (3:1)
En la ecuacién (3.1) A es un pardmetro libre que codifica la desviacién de la
conservacion [13]. Cuando A = 1 se recuperan las leyes tradicionales de conservacién.
La ecuacién (3.1) es una forma fenomenoldgica de implementar la anomalia gravitacio-
nal debido a los efectos cuanticos [13]. Esto también afecta en las ecuaciones de campo,
de acuerdo a la propuesta de Rastall, la ecuacién (2.13), se escribe de la siguiente
manera [36, 37, 38, 39]

A
R, — §g,wR = 87GTy,. (3.2)

Nuestra motivacion al trabajar en este marco de gravedad estd relacionada con el he-
cho de que cualquier ley de conservacién se prueba esencialmente en espacio-tiempo
plano (donde R = 0). Por lo tanto, en el espacio-tiempo curvo pueden ocurrir algunas
modificaciones de las leyes de conservacién. Ademsds, los efectos cuanticos en el espacio-
tiempo curvo conducen a una modificacion de las expresiones clasicas para el tensor de
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3.1 Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Rastall

energia-momento [40]. Antes de derivar las ecuaciones TOV en el marco Rastall hay
que notar que las configuraciones de agujeros negros pueden representar potencialmente
una ruta interesante de investigacién para la gravedad Rastall.

Las ecuaciones (3.1) y (3.2) satisfacen las siguientes condiciones:
R, =0, R=0,

por lo tanto, la solucién de Schwarzschild es una solucién esperada de la ecuacién de
Rastall en el vacio. Por otra parte para el caso particular donde A = 1/2, hay otra
solucion estdtica con simetria esférica en el vacio, que es inesperada, ésta solucion se
asemeja a la solucion Schwarzschild De Sitter. En ese caso particular, no es necesario
agregar una constante cosmoldgica a la formulacién béasica de la teoria de Rastall para
generar dicha solucién.

Las ecuaciones de Tolman Oppenheimer Volkoff para la versién de Rastall, la llama-
remos por sus siglas RTOV. Desde ahora, estas ecuaciones las construimos de forma
andloga como se dedujeron las ecuaciones TOV, esto es: aplicando la métrica (2.12) a
la ecuacion (3.2) se deducen las ecuaciones RTOV dadas por las ecuaciones [36, 38]

~ ~ P 473 P

ap iy (1+5) (1+45E) 23
P wm (3:3)
AN
el 4 pr?, (3.4)

donde se definieron nuevas cantidades efectivas con el acento circunflejo, las cuales estan
relacionadas con P y p mediante los mapeos:

0(p,p) = ai1p + 3az P,
f’(P ) P 2 (3.5)
P(pap) = 02P+ CL3P7

S
w
|

a(}) = % <§i - 1) o el = % (;A_—l ) ’ - % (2);\+—11> - 36
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20 ) 1z 20 2 12 it 2 1
4 4
1t n
1 1 1 1
2 z 1 5
5_ -—'?,; o Q '-“_-,_ o Q
@ \ L] L]
\ 1 )
o i r 1 172 a 1 1
2 Zz Zz
A A A
(a) ai1(}) (b) a2(X) (c) as()

Figura 3.1: Coeficientes a;()), a2(\), y asz(A) de las cantidades efectivas (3.6).

Vale la pena senalar que, en la notacién anterior de cantidades efectivas, el campo
y la divergencia de las ecuaciones del tensor de energia-momento se pueden escribir
mediante

1 N
R/_U, — §gNVR = SWGT“V,

7~
donde el tensor de energia-momento efectivo T viene dado por:
T = pgw, + (p+ P)u#uy.
La condicién de energia, entonces la podemos obtener la siguiente manera [41, 42]

p+P>0 NEC
p+P>0, p>0 WEC
p+3P>0, P>0 SEC
p+P >0, p>0 DEC.

Aqui usamos los simbolos NEC, WEC, SEC y DEC para las condiciones de energia
nula, débil, fuerte y dominante, respectivamente.

3.1.1. Ecuacién de estado

Una ecuacion de estado relaciona las variables que describen el estado de la materia
cuando ésta se encuentra en equilibrio. Son ttiles para describir las propiedades de
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3.1 Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Rastall

fluidos, mezclas de fluidos, sdlidos y el interior de las estrellas. Para nuestros fines
asumamos una ecuacién de estado de tipo lineal, tal que introducimos el pardmetro w
proveniente de la funcién de estado,

P

w=—. 3.7
P (3.7)

De forma explicita, sustiyendo (3.6) en (3.5) tenemos

.1 /3x-1 1 /3Xx-3
p_2<2)\—1>p+2<2)\—1>P’ (38)

~ 1/ A—-1 1 /241
P‘2<2A—1>p+2<2x—1>P’ (39)

sumando las expresiones (3.8) y (3.9) se obtiene p+ P = p + P, y siempre que p # 0
la condicién de energia la podemos escribir en términos de los parametros del sistema.
Asi para la condicién de energia nula tenemos:

P
p+P>0=14+—2>20=>w>—-1.
p

Rescribiendo la condicién de energia en términos del pardmetro de estado w y el pardme-
tro de Rastall A obtenemos las desigualdades (3.10)-(3.13)

NEC
w> -1 (3.10)
WEC
w > -1
1(5o1) +z(m)v 2 0 @
SEC
w > -1

Y
o

3\ — 2 3\
2)\_1+<2)\_1>w (3.12)
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DEC

Y
|
—_

w

18A-1)  1/3\-3
o\aa—1) "2\an=1)"

AL (A2 -
a—1 \ax_1)¥ = ¥

Vv
o

(3.13)

En el siguiente apartado con base en las condiciones de energia haremos un analisis
grafico para restringir el dominio del parametro de Rastall, luego, con las restricciones
que encontremos, en el siguiente capitulo transformaremos el sistema RTOV a un sis-
tema auténomo y buscaremos soluciones analiticas en serie de Frobenius generalizada

justo para los valores de A que sean fisicamente aceptables.

Vale la pena senalar que, en principio pareciera que hemos perdido generalidad al
momento de asumir una ecuacién de estado lineal; sin embargo, ésta ecuacién de estado

la deduciremos en este mismo capitulo empleando homologias.

3.1.2. Restricciones sobre el parametro de Rastall

b2 WL

E‘i—}"‘-"ﬂ A Pl

i .
= { :
A A

(a) La condicién de energia nula no (b) Regién de la condicién de

restringue el parametro de Rastall. energia débil en la desigualdad del
parametro del estado w frente al
parametro de Rastall, ).

Figura 3.2: Condiciones de energia nula y débil.
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3.1 Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Rastall

3.1.2.1. Conidicién de energia Nula (NEC)

La condiciéon de energia nula no restringe el pardmetro de Rastall, si p + P= p+ Pla
condicion de energia nula se conserva, dicho de otra forma la cantidad p+P no depende
del parametro de Rastall.

3.1.2.2. Condicién de energia débil (WECQC)

La regién de la condicién de energia débil en la desigualdad del parametro de estado w
contra el pardmetro de Rastall A se muestra en la Figura (3.2). El drea en color negro
indica la regiéon permitida por una condicién de energia débil y fuera de dicha &rea
indica la region prohibida por una condicién de energia débil. Si comparamos con la
ecuacién de estado de la materia ultrarrelativista cuya ecuacién de estado es lineal con
el valor del parametro w = 1/3 [1], todos los valores del parametro de Rastall excepto
A = 1/2 se usardn en el cdlculo porque no violan la condicién de energia débil.

Por otro lado, para una ecuacién de estado de la materia no relativista (por ejemplo,
polvo frio), en cuyo caso el valor del pardmetro de estado es cero, los valores para
el pardmetro de Rastall permitidos son A > 1/3 y A > 1/2. Finlmanete, al trabajar
con materia estelar, siempre esperamos que la ecuacién del pardametro de estado sea
mayor que cero, porque esperamos que la presion y la densidad de energia sean siempre
positivas. Entonces, en este caso, el rango de A es A < /2y A > 1 ya que este rango
siempre esta en el area negra y no se viola la condicion de energia débil.

=

dragsmm
(¢}

(a) Regién de la condicién de (b) DEC.
energia fuerte.

Figura 3.3: Condiciones de energia fuerte y dominante.
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3. CURIOSIDADES MATEMATICAS EN SISTEMAS DINAMICOS

3.1.2.3. Condicién de energia fuerte (SEC)

La regién de la condicién de energia fuerte en la desigualdad del parametro de estado
w contra el pardmetro de Rastall A se muestra en la Figura (3.3).

Al igual que con WEC (3.1.2.2), para la ecuacién de estado de materia ultrarrelativista,
se permiten todos los valores del pardmetro de Rastall, excepto A = 1/2. De lo contrario,
si usamos una ecuacién de estado de materia no relativista, los valores del pardmetro
de Rastall permitidos son A > 2/3 y A < 1/2 y para la energia oscura, el pardmetro de
Rastall permitido es A = 1/2. Mientras que cuando tratamos con materia estelar, es
mejor elegir A > 1/2 y A < 0 porque los valores para el parametro de Rastall en este
rango siempre estan en el area permitida.

3.1.2.4. Condicién de energia dominante (DEC)

La region de la condicién de energia dominante en la desigualdad del parametro de
estado w contra el parametro de Rastall A se muestra en la Figura (3.3).

Al igual que con las dos anteriores condiciones, para la ecuacién de estado de materia
ultrarrelativista, se permite A € R # 1/2. De lo contrario, si usamos una ecuacién de
estado de materia no relativista, los valores del pardmetro de Rastall permitidos son
A <0y A > 1k Mientras que cuando tratamos con materia estelar, es mejor elegir
A>1y A <0 porque los valores del parametro de Rastall en este rango siempre estdn
en el area permitida.

3.1.2.5. Interseccion de las condiciones de energia

De nuestro analisis grafico sobre la condicién de energia encontramos que, de acuerdo
a la interseccién de regiones mostradas en la Figura (3.4) los valores para el pardmetro
de Rastall en la regién para la materia estelar son A > 0 y A < 1. Por otro lado, para
la materia ultrarrelativista, la condicién de energia no puede acotar el pardmetro de
Rastall excepto A = 1/2.

El resto del capitulo lo dedicaremos en deducir una ecuaciéon de estado de tipo lineal
para el sistema RTOV, a diferencia de (3.7) seguiremos la forma habitual de escribir
la ecuacién de estado de la forma P = (v — 1)p. Esta forma de escribir la ecuacién de
estado aparece en trabajos como [1] y [43] donde por consideraciones fisicas el pardmetro
v € (1,2). Mostraremos que la ecuacién de estado no depende del pardmetro de Rastall
Ay obtendremos las condiciones de invarianza del sistema RTOV.
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3.2 Familias homoldgicas

2 2

Condicién de Energia — P —

0 z 10 1

3 Regitn permifida 3
14 14
13

1¢: 11

0 4

2 10

A

Figura 3.4: Interseccion de las condiciones de energia en términos de v = w + 1.

3.2. Familias homolégicas

En las ecuaciones diferenciales, la teoria de grupos de Lie se emplea generalmente para
investigar sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, en lugar de ordinarias. Esto
ocurre porque un sistema genérico de ecuaciones diferenciales parciales siempre admi-
te un grupo no trivial, mientras que en las ecuaciones diferenciales ordinarias esto no
siempre ocurre. El problema del descubrimiento del grupo es equivalente al problema
de integrar el sistema original [43].

Se puede demostrar [44] que el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

du® k
— = r,u k=1,2,...,n
= )
donde u = (u!,u?,--- ,u"), es invariante bajo la accién del operador infinitesimal

X = &(z,u) (8(1) + nF(z, ) (a?ﬁ) : (3.14)




3. CURIOSIDADES MATEMATICAS EN SISTEMAS DINAMICOS

si y solo si se satisfacen las ecuaciones:

k 35 5 af* af’“

k
+ oL P =

En el caso partlcular donde X genera transformaciones de la forma:

a" (3.15)

x — T(x), u = (u?),
se conocen como transformaciones cuasi-homélogas y se requiere
§= f(l’), 77j = Uj(uj)‘
En las transformaciones anteriores no se suma sobre j. En consecuencia, la ecuacién

(3.15) se expresa como [43]:

) = (@) = X 1), (316)

La forma del lado izquierdo de la ecuacién (3.16) tiene ciertas restricciones en el con-
junto de posibles transformaciones cuasi-homolégicas.

3.2.1. Ecuacién de estado en la teoria de Rastall

En la seccion anterior se derivd el sistema RTOV:

dp _ p+Pp) 2M(A—1) + ((A +1)P(p) + (A — 1)p> o3

dr 2 (1 - 2M) A+ 1)P(p)+ (A —1),

r

(3.17)

AM  1/3A—1 3)\—3 )
dar 2(2/\—1p+2)\—1p(’0))m’

d
siendo P'(p) = $P(p). Consideremos

dp dM
Yo, p, M) = -5 2(r,p) = ——
FlpMy=—" firp) =7~

conn =2, ut = pyu?= M. En nuestro caso el campo vectorial X descrito en (3.14)

26



3.2 Familias homoldgicas

X =&l + )5 + (M)

9
oM’
donde &(r), n'(p) y n?(M) son funciones a determinar. Aplicando la condicién de exis-

tencia de transformaciones homol6gas (3.16) al sistema (3.17) se obtienen las ecuacio-
nes:

dmi(p) d&(r) _ 9 1 1 0 1 2 1
dp - dr —f(T)ahlf (T’va)+77 (p)%lnf (T7P7M)+77 (M)ll’lf (vaz;)]\fg)’

2 r
d”d](wM) _ dii ) _ §(fr)%ln £2(r, p) +n1(p)§pln £2(r,p), (3.19)

con las funciones f!y f? dadas por las relaciones (3.17). Luego de expresar las ecuacio-
nes (3.18) y (3.19), comparando término a término, primeramente de la ecuacién (3.19)
obtenemos:

dn(M) _ dg(r) _ () L) (3.20)

dM dr r p

De la ecuacién (3.20) se concluye que la derivada de la funcién n? debe ser constante

dn’(M) _
a7 = a€R, (3.21)
sustituyendo (3.21) en (3.20) obtenemos:
d 1
o 360 _ 80 ) (3.22)
dr r p

1
n_(p) debe ser constante, en virtud de esto tenemos a —n'(p)/p = 3b

de forma andloga,
y en consecuencia (3.20) lo reescribimos como:
d
L) g 60
dr r
Integrando la ecuacién (3.21) encontramos 72, resolviendo la ecuacién (3.23) encontra-
mos &, de la realcién (3.22) obtenemos 7;, y estas funciones deben ser compatibles con

(3.23)
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3. CURIOSIDADES MATEMATICAS EN SISTEMAS DINAMICOS

(3.20). Lo que en resume nos da:

7"3 g
£(r) = brto Tj : (3.24)
m(p) = pla—3b), (3.25)
(M) = aM+a, (3.26)

donde a, b, a y o son constantes a determinar.
Regresando a la ecuacién (3.18) y agrupando términos comunes de potencias de r se
obtiene la relacién

(a — 3b)p§p [ln (%)} = —2b. (3.27)

Para que la relacién (3.27) sea cierta debe cumplirse a—3b # 0 = a # 3b. Integrando
(3.27) se obtiene
P = Ap*la=)/(a=30) L B (3.28)

consideremos n = (a — 3b)/(a — b) entonces (3.28) lo podemos reescribir como:
P = Ap'tY/" 4 B, (3.29)
si a = b la ecuacién (3.28) adquiere la forma
P=Ap+B. (3.30)

Por consideraciones fisicas se pide que la presién es cero cuando la densidad es cero,
tal requisito fisico implica B = 0. En consecuencia, el campo vectorial no trivial que es
compatible con (3.18) y (3.19) corresponde a los valores de

es decir

0 0 0

El operador X tiene dos invariantes independientes, en cada caso la transformacién
finita generada por X es un rescalamiento:

= Qqr, p — Q2p, M — asM,

donde a1, as y ag son constantes. En [43] se obtiene la ecuacién de estado lineal
haciendo n +— oo en la ecuacién (3.29), para nuestros fines observemos que la cantidad
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3.2 Familias homoldgicas

pr? es invariante, o que las ecuaciones RTOV son invariantes bajo las transformaciones
r— Ar, p— A72p, M — AM.

Resumiendo la ecuacién de estado es de la forma

P(p) = (v = 1p, (3.31)

donde 7 es una constante que toma valores en el intervalo 1 < v < 2 [1, 45, 46]. Un
comparativo con el caso de relatividad general muestra que la ecuaciéon de estado y el
campo vectorial son idénticos.

Sustituyendo la ecuacién de estado lineal (3.31), el sistema RTOV se expresa mediante:

dp  p < 2y(2A — 1) yrr3 p)
T r—2M -2 2 ’
s dr r YA +1) (3.32)
dM  [(3yA =3y +2 2
ar  \4@r—1) )"
Consideremos las transformaciones
M(r) — rm(r), p(r) — 'L;(;;), r— expt, (3.33)
en consecuencia obtenemos:
dM dm dp 1 dp  2p d d
ar " tr dr’ dr  wkr2dr  wrd’ "o T @ (3.34)
Sustituyendo (3.33) y (3.34) en (3.32) se obtiene el sistema equivalente:
= —m 4 3YA—=3y+2
o) 202A—1) 1" (3.35)
)L oy MEBA =27 +8) ‘
=9 om K Aty —2

Con este resultado, en el siguiente capitulo nos enfocaremos al anélisis de la dindmica
del sistema, en principio haremos una exhaustiva descripciéon cualitativa de estrellas
en equilibrio en el marco de gravedad de Rastall, y luego mediante el formalismo de
serie de Frobenius generalizada daremos expresiones en serie de las soluciones de (3.35)
mediante sus puntos fijos.
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Capitulo 4
Invariancia de escala y series de

Frobenius generalizadas

En este capitulo presentamos el formalismo propuesto por Visser para dar soluciones
analiticas a una clase particular de ecuaciones diferenciales no lineales, el formalismo
autonomo calcula la solucién de fondo, las soluciones linealizadas y una clase de solu-
ciones generalizadas similares a Frobenius para un sistema de ecuaciones diferenciales
invariantes de escala. Esencialmente podemos decir que, primero se proyecta el modelo
invariante de escala en sus formas equidimensionales y autéonomas, se buscan sus puntos
fijos, se obtienen soluciones de fondo de ley de potencias, y después de linealizar sobre
estos puntos fijos, se encuentra una segunda solucién linealizada, que proporciona una
coleccion distinta de leyes de potencia que caracterizan las desviaciones del punto fijo.
El formalismo de Visser demuestra que, genéricamente, habré una regién alrededor del
punto fijo en la que la solucién general completa, se puede representar como una serie
de potencias generalizadas de tipo Frobenius con exponentes que son multiplos enteros
de los exponentes que surgen en el problema linealizado.

Si bien las discusiones sobre el sistema linealizado son comunes, y a menudo se puede
encontrar una discusion sobre series de potencias con exponentes enteros, las series de
potencias con exponentes irracionales (de hecho complejos) son mucho maés raras en la
literatura existente. De acuerdo a Visser la serie similar a Frobenius que se encuentra
se puede ver como una variante del teorema de expansién de Liapunov que rara vez
es discutido (que no debe confundirse con las funciones de Liapunov y los exponentes
de Liapunov). M4s adelante aplicaremos las ideas que desarrollaremos aqui a estrellas
isotérmicas en el marco de gravedad de Rastall, y construimos dos series de potencia
separadas con el radio de convergencia superpuesto; una para la presién y otra para
la masa, més ain, nuestra contribucién original consiste en que: el comportamiento de
la solucién de fondo permite dar una cota mas fina para el pardmetro de Rastall en
relacién a la que obtuvimos mediante criterios de energia.
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4.1 Definiciones fundamentales

4.1. Definiciones fundamentales

En estas secciones, examinamos las teorias de invariantes de escala y encontramos una
ruta directa al comportamiento de ley de potencias.

Una ecuacion diferencial invariante de escala es aquella ecuacién que no cambia
cuando x y y se reescalan. Siempre es posible transformar una ecuacién invariante
escala en una ecuacion equidimensional en x del mismo orden, por otra parte, siempre
es posible transformar una ecuacién equidimensional en x en una ecuacién auténoma de
orden inferior. Por lo tanto parte de nuestra primera tarea a desarollar es transformar
una ecuacién invariante de escala en su ecuacién auténoma asociada. En lo subsecuente
entenderemos ecuacién diferencial invariante de escala de la manera habitual, esto es;
como aquella que permanece sin cambios bajo las transformaciones:

T~ ar, y(z) = aly(ax),
donde a y p son constantes [47]. La forma de determinar el valor de p es aplicar la
transformacion a la variable y luego ver qué valor de p deja la ecuacién invariante, en

el formalismo de Visser el valor de p se le llamard condicion de invarianza de escala.
Consideremos por ejemplo la ecuacion de Thomas-Fermi,

y// _ y3/2ac_1/2,
Esta ecuacion diferencial es invariante de escala ante la transformacion:
T — ar, Y= a*By.
Un segundo ejemplo, las ecuaciones newtonianas para estrellas isotérmicas son:
P = —~"1Pmr—2 m' =~ 4nPr?m

donde 7 es un parametro de la ecuacién de estado. Estas ecuaciones son invariante de
escala bajo las transformaciones

T ar, P = a2P, m— atlm.
Por otra parte las ecuaciones que permanecen invariantes bajo las transformaciones
rbr,  y(z) = oy(e),

donde b es una constante, las definiremos como ecuaciones equidimensionales en
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4. INVARIANCIA DE ESCALA Y SERIES DE FROBENIUS GENERALIZADAS

x. De esta manera, las ecuaciones equidimensionales siempre se pueden ver como un
caso particular de ecuaciones invariantes de escala correspondientes al valor particular
p =0 [48].

Consideremos por ejemplo la ecuacion diferencial no lineal de segundo orden dada por:

d%y dy
— 9y 4.1
Yy (4.1)

x
dz?

remplazando z por bz’ en la ecuacién (4.1) se obtiene

d?y dy
bx' =2 4.2
como b es una constante, sale del operador y se obtiene:
d?y dy
=2y—= 4.3
xd(x’)2 Yo (4.3)

que es idéntica a la ecuacion (4.1).

Por tdltimo definimos las ecuaciones auténomas como aquellas ecuaciones que per-
manecen invariantes bajo las transformaciones

z=zte, y(@) = y(e),
donde ¢ es un tercer pardmetro fijo pero arbitrario [47] .
Una ecuacién auténoma de n-ésimo orden siempre se puede reemplazar por una ecua-

cién no auténoma de orden (n — 1). La idea estdndar es expresar v = 3/(z) como una
funcién de y, entonces:

y'(z) = uly),

y'(z) = dz @dx = u'(y)u(y),
V@) = g [0 = R + )P )

Si una ecuacion diferencial es invariante de escala, es de gran utilidad para determinar
sus soluciones porque toda ecuacién invariante de escala puede transformarse en ecua-
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4.2 Transformaciones de ecuaciones invariantes de escala a ecuaciones auténomas

ciones que son equidimensionales en z, a través de la siguiente transformacion [43, 47]:
y(z) = 2P - w(z). (4.4)

Otra deduccién comun, consiste en que: siempre se puede transformar ecuaciones equi-
dimensionales en x en ecuaciones auténomas sustituyendo:

r=¢ z(t) = w(z) (4.5)

donde ¢ es una nueva variable. Consideremos de nuevo la ecuacién (4.1) de la cual
sabemos que es equidimensional en z, si sustituimos = = e?, la ecuacién se transforma

en 9
o [y dy _dy
te—2t [TV QY _ +4Y
cc <dt2 dt) y(e at

simplificiando se obtiene y; + y: = 2yy;. Para simplificar la notacion y,,) denota la
derivada n-ésima de y respecto a su variable dependiente. Esta tltima ecuacién es
auténoma y podemos reducir el orden aplicando la transformacion u(y) = y;(t).

Las transformaciones (4.4) y (4.5) para convertir una ecuacién invariante de escala
a una ecuacién auténoma es un caso derivado de los métodos de Lie [49], donde el
operador infinitesimal estd dada por

0 0

Ma3és atn, el método de ecuaciones homogéneas es un caso particular cuando p = 1
[49]. Cabe senalar también que las ecuaciones de Euler son invariantes de escala para
cualquier valor del pardmetro p esta observacion nos serd de utilidad al momento de
presentar los Teoremas de Visser. Por ltimo, en la literatura, a las ecuaciones inva-
riantes de escala también se les conoce como ecuaciones isobaricas y en algunos textos
ecuaciones homogéneas de Euler.

4.2. Transformaciones de ecuaciones invariantes de escala

a ecuaciones autonomas

Consideremos una ecuacion diferencial invariante de escala de n-ésimo orden en una
sola variable dependiente

g (”37?;(96)71/’(96),1/"(36% T dny(m)) =0 (4.6)

dax™

33



4. INVARIANCIA DE ESCALA Y SERIES DE FROBENIUS GENERALIZADAS

donde los apostrofes denotan derivacién con respecto a x.

Sustituyendo (4.4) en (4.6) se tiene una ecuacién equidimensional en x. Luego las
derivadas de y(z) se convierten en:

dny(w)‘<d>n[xpw<x>}—2. T N CR)

dan dz = g =)t p =)

Hay que notar que: la derivada j-ésima de y(x) involucra sélo las derivadas j-ésimas
de orden inferior de w(z). Reescribiendo F', podemos definir una nueva funcién F' de la
siguiente manera:

F <a:,w(x)7w’(x)’... 7dnw($)> _

dx”

Po(x), paPtw(z) + 2P’ (z), - - - Y n'p!
F\ 2, 2w(z), p () + 2w’ (2), 7];0].!(”_].)( (4.8)

(o= v T () |

ya que F depende sélo de z, w(x) y sus derivadas, la nueva ecuacién diferencial
F(x,w(x)) = 0 ahora es equidimensional en x. Aplicando (4.5) para transformar en
una ecuacién auténoma se tiene que las derivadas de z son:

R (N

El producto en la ecuacién (4.9) implica un término de n-ésimo orden més derivadas
de orden inferior (y no derivados de orden superior). Reescribiendo F' podemos definir
una nueva funcién F' como:

F | exp(t), z(t),exp(—t)2(t), - - -, exp(—nt) H<—]> (t) ], (4.10)

donde los puntos denotan diferenciacién respecto a t y f(t) es una funcién arbitraria
de la variable independiente t. La funcién F(z) es ahora invariante ante translacio-
nes, haciendo la sustitucién ¢ — ¢ 4+ b cuando z(t) — z(t + b) se obtiene la ecuacién
F(z,w(z)) = 0.
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4.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias invariantes de escala de n-ésimo orden

4.3. FEcuaciones diferenciales ordinarias invariantes de es-

cala de n-ésimo orden

4.3.1. Solucién de fondo (Teorema 1)

Para construir la solucién de fondo de una Ecuacién Diferencial Ordinaria, debemos
primero, encontrar los puntos fijos. Asumamos que F' tiene un punto fijo z, tal que
todas las derivadas de z(t) se anulan en ese punto fijo

F(z(t) :z*7(3;22.> = F(2.,0) =0, (4.11)

donde i € [1,n] denota cualquier niimero entero positivo en ese dominio. Por lo tanto,
una solucién a la ecuacién diferencial F'(z) = 0 es z = z,. En términos de la variable
original se tiene que

y(x) = xPz, resuelve F(z,y(x)) =0, (4.12)

donde es claro que (4.12) tiene un comportamiento en ley de potencia. Sin embargo, no
todas las ecuaciones invariantes de escala poseen puntos fijos. Una ecuacion diferencial
invariante de escala, cuya ecuacién auténoma asociada no tiene puntos fijos, no tendra
soluciones de ley de potencia [47]. Lo anterior se sintetiza en el siguiente teorema [22]

Teorema 1 [SOLUCION DE FONDO].

Cualquier ecuacion diferencial ordinaria de primer orden que sea invariante de
escala y cuya ecuacion autonoma asociada posea un punto fijo tendrd una solucion

de fondo en forma de una ley de potencia dada por
y(z) = Pz

con exponente p dado por la condicion invariante de escala.

4.3.2. Solucién linealizada (Teorema 2)

Linealicemos la ecuacion auténoma estableciendo

2(t) = 2+ 21(1) + 0(2(1)?),
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donde 2. es un punto fijo del sistema y z1 es una pequena perturbacion cerca de z,.
Luego F(z) =0 con z = z(t) se reduce a:

F(z(t) = F(z) + Fi(z1(t) + 0(2(t)?) = Fi(21(t)) + 0(2(t)?) = 0, (4.13)

entonces, en la aproximacién lineal se obtiene:
F 1(Z(t)) =0.

Pero Fi(21(t)) es una EDO que es tanto auténoma como lineal, y ain conserva su
caracter de ecuacion diferencial de n-ésimo orden. Que una EDO tenga la propiedad
de ser lineal y auténoma son propiedades muy importantes que implica resolver una
ecuacion diferencial con coeficientes constantes; es decir, hay algtin polinomio P(-) tal
que la funcién Fy(zt)) cumple

R(a(t) = P (jt) 21 (0).

La técnica estandar para resolver ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes
es proponer como solucién a la funcién z1(t) = AeM [47, 48, 49, 50]. Luego, al sustituir
la ecuacién diferencial (4.6) se reduce a un polinomio de orden n, P(A) = 0 que tiene
como méximo, de acuerdo al Teorema Fundamental del algebra, n soluciones distintas.
Suponiendo por el momento que todas las raices A; son distintas, la solucién general a
la ecuacion autéonoma linealizada es

n
z1(t) = ZAie’\it,
i=1

esto es: "
2(t) =z + Y Ajexp(Ait) + 0(A?)
i=1

, en términos de la variable original se tiene:

y(x) = 2P |z + Z A + O(AZ),
i=1

cerca del punto fijo. Hay que notar la presencia de multiples leyes de potencia, el pre-
fijo aP se rige directamente por la condicién invariante de la escala, mientras que los
exponentes subsidiarios surgen de la resoluciéon de una ecuacién polinémica basada en
la aproximacion linealizada. Lo anterior se sintetiza en el siguiente Teorema:
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Teorema 2 [SOLUCION LINEALIZADA].

Cualquier ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden que sea invariante de
escala y cuya ecuacion autonoma asociada posea un punto fijo tendrd una solucion
linealizada que se puede expresar genéricamente en forma de una ley de potencia,

en un vecindario que rodea el punto fijo mediante

y(x) = 2P |z + Z Azt 4+ 0(A?)
i=1

Se puede enunciar una regla general, para el caso que haya multiplicidad en las raices
del polinomio: dado que el exponente p surge en tltima instancia de las manipulaciones
algebraicas que involucran las dimensiones fisicas de las diversas cantidades presentes
en la EDO, es de esperar que p sea un nimero racional, en consecuencia los exponentes
Ai, que son soluciones de una ecuacién polinémica, serdn genéricamente irracionales.
En el caso excepcional de que las raices del polinomio P(\) no sean distintas, existen

complicaciones técnicas adicionales. Sean m raices distintas, y sea g; con i € 3[1,m] la
m

multiplicidad de la ¢—ésima raiz, se tiene g g; = n, con esto:

KA
m gi—1

21 (t) = Z Z Aijtiil exp()\z-t),

i=1 j=1

esto es
m gi—1

At) =2+ Y Y Ayt exp(Ait) + 0(47),

i=1 j=1

en términos de la variable original [22]

m gi—1

y(x) =af [z + Z Z Agj(Inz) 2™ + 0(A%)] . (4.14)

i=1 j=1

Evidenciando que los logaritmos pueden surgir de causas tan mundanas como una
raiz repetida en una EDO auténoma linealizada. Una discusién mas amplia se puede
consultar en [22].
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4. INVARIANCIA DE ESCALA Y SERIES DE FROBENIUS GENERALIZADAS

4.3.3. Solucién tipo Frobenius (Teorema 3)

Ms3s alla de la aproximacién linealizada en la vecindad del punto fijo, sistematicamente
se puede escribir la expansion como

() = 2o + ex1(t) + E2(t) + O(€),

si e < 1, se tiene F(2(t)) = 0, lo cual se reduce a:

F(2(t) = F(z) + eFy(21(8) + €[Fi(22(0) + Folza (1), 21(0)] + O(e),

donde Fy(z1(t),21(t)) representa la derivada funcional de segundo orden de F(z(t))
alrededor del punto fijo, que serd un operador diferencial cuadratico con coeficientes
constantes. Esto implica por tanto [22]

Fi(z1(1)) =0, vy Fi(220)) = —F(z(t), 21(t)),
esto es:
29 = —Fl_l[Fz(Zl721)].
n
Luego, sabemos que z; = Z A; exp(\;, t), entonces la funcién zy consiste en trozos de

i=1
la forma exp([A; + A;]t), esto es:

2(t) =) Y B(Ai, Aj)exp([hi + Ajlt),
i=1 j=1

con B(A;, A;), siendo una funcién complicada del A4; que es deducible de la forma pre-
cisa de F} y Fb.

Recolectando términos:

n mn n
=204+ > Ajexp(At) + > > B(Ai, Aj)exp([Xi + Ajlt) + O(%),
i=1 i=1 j=1

En términos de la variable original y(z),

n Jjn n
y(e) = a? |2+ > A+ 30N B4 A 4 0() ]
i=1

i=1 j=1

siendo A = (A1, A2, -+, \p) y m = (my, ma, -+ ,my) € N*, formamente se tiene [22]:
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4.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias invariantes de escala de n-ésimo orden

z(t) = Z A(m) exp{\ - m}.

meNn

Esta serie puede ser asintética, en general no hacemos afirmaciones sobre la convergen-
cia, aunque en casos especificos a menudo converge en una regién abierta que rodea
el punto fijo. Los coeficientes A(m) ciertamente no son independientes sino que estan
relacionados entre si a través de la ecuacién diferencial subyacente.

Cerca del punto fijo nuestra ecuacién se convierte, en términos de las variables originales
y(x) en:

y(z) = P - Z A(m)z™™, (4.15)

meN©

Este tipo de serie es similar a Frobenius en el sentido de que el prefactor zP estara
gobernado por la solucién de fondo, mientras que los exponentes de la serie de poten-
cia estardn dados por el problema linealizado. Lo anterior se sintetiza en el siguiente
Teorema [22]:

Teorema 3 [SOLUCION TIPO FROBENIUS].

Cualquier ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden que sea invariante de
escala y cuya ecuacion autonoma asociada posea un punto fijo tendrd genéricamen-
te una solucion formal en forma de una serie de potencia tipo Frobenius (4.15) en

un vecindario cercano al punto fijo .

Hay que mencionar que este Teorema se mantiene sélo si las raices del problema li-
nealizado son distintas. Para las raices con multiplicidad, uno deberia esperar que las
series parecidas a Frobenius anteriores sean modificadas por varios términos logaritmi-
cos. De hecho, segiin el teorema de expansiéon de Liapunov, los coeficientes A(m) se
convierten en polinomios en t, y por lo tanto polinomios en In z en la expresion (4.14).
La serie resultante es demasiado complicada para ser de uso inmediato. afortunada-
mente en nuestro trabajo no nos encontramos ante esta dificultad en las ecuaciones
RTOV-auténomas.
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4. INVARIANCIA DE ESCALA Y SERIES DE FROBENIUS GENERALIZADAS

4.4. Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias inva-

riantes de escala de orden n

Los resultados de los Teoremas (1) a (3), pueden generalizarse a sistemas de N ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de n-ésimo orden acopladas. En la generalizacién a sistemas
habitualmente se tienen dos formas de trabajar [22, 47, 48] las cuales estriban en:

(1) Utilizar el hecho de que un sistema acoplado de N ecuaciones diferenciales de
orden n siempre se puede reducir a un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales
de primer orden N =N - n.

(11) Usar el hecho de que un sistema acoplado de N ecuaciones diferenciales de orden n
genéricamente puede ser “desacoplado” al reducirse a una sola ecuacién diferencial
de orden N = N - n en una de las variables dependientes, aunque no existe un
algoritmo constructivo para hacerlo. En nuestro caso particular implementaremos
esta ruta con N = 2

Comencemos considerando la ecuaciéon

donde [F] es un vector columna de EDOs

. : d" 2

Fl 2Ly R1y "t 3 R2522,° 7" 3 AN, """ n
dt

. . d"2n

F2 Zlazla"'722)22,"'7ZN,"'7W
[F]: )
r . . anN
% Zlazla"'7Z27Z27"'7ZN7"'7W 3

de forma andloga a la condiciéon requerida para una ecuacién invariante de escala;
decimos que este sistema es invariante de escala si, el sistema permanece sin cambios
ante la transformacién:

wrar, oy [Y(@)] = [AY(2)],

donde
a0 0 0
i 0 a2 0 0
4] = | ,
0 0O 0 abi




4.4 Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias invariantes de escala de orden n

y [Y(z)] es un vector columna de variables dependientes, con esto, la ecuacion[F] = 0
permanece invariante. Es decir se han elegido nuestras variables dependientes y;(x)...yn ()
de alguna manera conveniente para hacer que sus propiedades de transformacién de es-
cala sean simples e independientes entre si, esto casi siempre ocurrirda automaticamente
en sistemas de EDOs derivadas de un problema fisico subyacente [22].

En la seccién anterior mencionamos que cualquier ecuacién diferencial de n-ésimo orden
en una sola variable dependiente que sea invariante de escala se puede expresar en su
forma asociada auténoma aplicando las sustituciones descritas en las ecuaciones (4.5).
Por lo tanto, se transfiere que podemos hacer el mismo tipo de sustitucién en cada
ecuacion del sistema. En consecuencia, podemos definir un nuevo vector columna F de
la siguiente manera:

- . . d" 2y
Fl BLyRLy "t 9R2582,° " 3 ANy " n
dt

- . . d"zn
_ F2 BLyR1y "t 9R2522, " " 3 ANy " dgn
[F]: )

_ ] i d"zy

Fi Z1yB1y "t 3 R2522, 77 3 AN, " T, din

donde para cada i € [1,N], se tiene
yi(x) = 2Piw;(x) = exp(tp;)zi(t).

Del analisis anterior sabemos que cada ecuacién en esta nueva ecuacién vectorial F' = 0
es auténoma, y por lo tanto, todo el sistema es auténomo. Supongamos que este sistema
auténomo tiene un punto fijo [Z*] tal que todas las derivadas de z con respecto a t en
[F] se anulan en el punto fijo, es decir:

a
z1=| 7.
N
esto es:
z1(t) zi;
2= |2 2= |7
n(t) 2%
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4. INVARIANCIA DE ESCALA Y SERIES DE FROBENIUS GENERALIZADAS

una solucién especifica para el sistema de EDOs. Sustituyendo de nuevo obtenemos las
siguientes ecuaciones para [Y (z)]:

y1(x) v 0 0 -~ 0 23 25 P
y2(x) 0 2P 0 --- 0 2 25 P2

=1 . S . = _ . (4.16)
yn(x) 0o 0 0 --- aP¥ 2% 25 xPN

Lo anterior se formula en el siguiente Teorema:

Teorema 4.

Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden que sea invariante
de escala, y cuyo sistema asociado de ecuaciones auténomas posea un punto fijo,
tendrd soluciones en forma de una coleccion de leyes de potencia (ecuacion 4.16),

con exponentes dados por la condicion de invarianza de escala.

4.4.1. Solucién linealizada (Teorema 5)

Si linealizamos el sistema de n-ésimo orden, entonces para cada F; obtendremos una
ecuacién diferencial lineal. Especificamente

zi(t) =z +ez1,(t) + 0(62),

entonces

Fi(zj) = Fi(z)) + Y _{F1};; (215) + O(&%),
j=1

donde {Fl}ij son operadores diferenciales lineales que conducen a un sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales auténomas

> {Fl}ij (21,4) = 0.
=1

Esto implica que cada uno de los {Fl}ij es un polinomio de coeficiente constante en
d/dt

- (3)
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4.4 Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias invariantes de escala de orden n

Suponiendo una solucién de la forma z; j(t) = A;je* se tiene la ecuacién vectorial:

n

S Py(0)4; = 0.

j=1

Hay una solucién no trivial si y sélo si la matriz P;;(\) es singular (det {P;;(\)} = 0),
en cuyo caso A; se corresponde al vector propio singular. Dado que cada elemento de
la matriz Pj;(\) es en sf mismo un polinomio de orden n, (donde n es el orden de las
ecuaciones diferenciales individuales del sistema), el determinante es un polinomio de
orden N = N - n que tiene hasta N raices. Asumamos que las raices son distintas y
llamemos a A\, con a € (1,N) al autovector corresponde (A, );. Mientras las raices
sean distintas, estos vectores propios, multiplicados por los exponenciales asociados,
abarcaran el espacio de la solucién y podemos escribir la soluciéon general de nuestro
sistema auténomo como [22]:

N
21,5 = Z(Aa)i exp()\at).
a=1
En términos de la ecuacion original
N
yi(z) = 2P < 2F + Z(Aa)ixA“ +0(e?) ¢ (4.17)
a=1

Lo anterior se codifica en el siguiente Teorema:

Teorema 5.

Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden que sea invariante
de escala y cuya ecuacion autonoma asociada posea un punto fijo; genéricamente
tendrd soluciones en forma de una coleccion de leyes de potencia (ecuacion 4.17) en
un vecindario cercano al punto fijo. Los prefactores [x¥] se regirdn por la solucion

de fondo, mientras que los A, viene dado por el problema linealizado.

De forma anédloga como se discutio en el Teorema (2): si las raices presentan multiplici-
dad, se puede construir una ecuacion mucho mas complicada que involucra logaritmos
en x y por tanto no es aplicable el Teorema (5).
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4.4.2. Solucién tipo Frobenius (Teorema 6)

Podemos ir mas alld de la aproximacién linealizada en la vecindad del punto fijo y
escribir
2=z} + €z, + 2o + O(e?)

entonces

Fi(zj) = Fi() +ey_{F1}; (215)
7=1
N N N
Z {Fl 220 Z Z { Zl’j, 21 k) + 0(63)
j=1 Jj=1k=1

donde {Fg} (21,5, 21,1 representa la derivada funcional de segundo orden de {F }
alrededor del punto fijo [Z*]. Analogamente al Teorema (3) se obtiene [22]:

N N
=ZZ (Ao, Ap)}; exp([Aa + Aglt).

Sustituyendo en la solucién para y;(x) se obtiene una solucién de la forma:
yi(z) = 2P [2]],
regresando a la variable original y;(z)
) =0 |5+ 3 )+ 35 B A 0
a=1p=1

de forma general, siendo A = (A1, A2, -+, Ay) y m = (mq,ma,--- ,my,) € N se tiene:

z)=aP - > {A(m)}hat™, (4.18)

meNn

con lo cual se formula el siguiente Teorema:

Teorema 6.
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Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden que sea invariante
a escala y cuya ecuacion autdonoma asociada posea puntos fijos z; tendrd genéri-
camente una solucion en forma de una serie de potencia tipo Frobenius (ecuacion
4.18) en un vecindario cercano al punto fijo . Los prefactores xP* se regirdn por la
solucion de fondo, mientras que los exponentes de la serie de potencia se dardn por

el problema linealizado.

En analogia al Teorema (3), existe un requisito explicito de que los exponentes que
surgen del problema linealizado sean distintos, de lo contrario (segun el teorema de
expansion de Liapunov) se encontrardn expresiones polinémicas desordenadas en log
[22].
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Capitulo 5

Resultados

En este capitulo mostraremos que el sistema de ecuaciones diferenciales autéonomas
(5.2) asociadas al sistema RTOV, tiene dos puntos fijos (5.6, 5.7), daremos la solucién
especial de Misner-Zapolvsky en teoria Rastall (5.10, 5.11), acotaremos el dominio del
parametro de Rastall A para el cual se tenga dindmica espiral en el espacio fase (5.12)
y no viole las condiciones de energia del Capitulo III. Finalmente implementaremos
el formalismo de Frobenius generalizado para dar soluciones analiticas alrededor del
origen.

5.1. Descripcién cualitativa de estrellas en equilibrio en
teoria Rastall

5.1.1. Puntos fijos del sistema dinamico

En la seccién (3.2.1) se dedujo el sistema dindmico:

m:<%@—U+3M_m

220 — 1)
) = [2 B <m> m— w} | o

Las ecuaciones (5.1) forman un sistema auténomo plano de ecuaciones diferenciales; la
naturaleza de las soluciones se pueden analizar en el espacio fase.

De forma compacta, S7 (5.1) lo podemos representar mediante:
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5.1 Descripcion cualitativa de estrellas en equilibrio en teoria Rastall

m=gi1(A\y)p—m

S1 = L , (5.2)
| = 9 _ _
=15 ( 92(A,7)m w)
donde
4 — 3y 3y 3v—4
AA) = — T 2 Ay)=8— 2T * .

Consideremos A = 1 que corresponde al valor del parametro de Rastall donde se recu-
pera la RG, sistituyendo este valor en las funciones (5.3) se obtienen:

5y —4

1 =1 1 = — 5.4
gl( 77) ) 92( 77) ’Y_]- ) ( )
con lo que (5.1) se reduce al sistema dinamico (5.5) estudiado por Collins [43]
dm
= pu-m
. dt
Collins = dp L , By — 4 (5.5)
— = — m — )
at  1-2m ~—1 TH

Vemos que (5.5) es un caso particular de ponderacién (A = 1) en la presién y la masa
con pesos igual a las funciones g1 y g2, en consecuencia cualquier solucién del sistema
de Einstein se mapea en una solucién del sistema de Rastall. Esta observacién nos per-
mitird argumentar més adelante que al describir interiores estelares en teoria Rastall,
se obtienen, en comparacién con el marco de RG objetos compactos con mayor masa
en menor radio. Con este senalamiento nuestro propdsito ahora consiste en mostrar
que la solucién especial de Misner-Zapolsky se construye a partir de los puntos fijos del
sistema (5.2).

Retomando nuestro andlisis, los puntos fijos del sistema (5.2) son la solucién de:

m= =0,
. dm :
entonces: si e 0 se tiene que g1t —m = 0 de donde:
r
m = gip,
Cdp : B ] . o .
luego, si — = 0 se tiene que = 0 debe ser cero: de donde p = m = 0, o bien
dr 1—2m
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se debe cumplir que 0 = 2 — g2(g14) — Y11, en consecuencia

2

h g+

Concluimos entonces que sistema RTOV (5.2) tiene dos puntos fijos: a saber xj =
(11, mi) = (0,0) y x5 = (u3,m3),
de lo anterior tenemos:

* gip
o (m\_ (0 A
o)) %))
9192 + 7y

de forma explicita:

. 1 (YA+v—=2)3YA —3v+2)
m(A) = 5 <(7)\2 —AN =202+ (2— M)Ay — 4> (5:6)
o) = 2 (B s (5.7

Como hemos senalado: si A = 1 el sistema se corresponde al marco relativista y el punto
fijo x2 cuyas componentes son (5.6) y (5.7) toma la forma x5 — (a, ), donde

2(y - 1)

= 0 5.8
“ Y2+4y—4 (58)

En este caso particular de A = 1, x5, es un atractor cuando ¢ — oco. En consecuencia
tiene asociado un comportamiento de inverso cuadrado (r~2) para la presién [22]. Por
otra parte x] es un punto silla del sistema al igual que ocurre en el caso Newtoniano y
Relativista, este punto fijo se corresponde con un comportamiento cuadratico (r2) tanto
para la masa como para la presion en el centro de la estrella mas un comportamiento
irregular y sin interés fisico para m que va como el inverso del radio 1/r [22]. (5.8) es el
coeficiente en la solucién especial de Misner y Zapolsky. En la Figura (5.1) mostramos
el espacio fase del sistema RTOV con valores A = 1, v = 3/2.
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ut

m(t)

Figura 5.1: Curvas integrales del sistema (5.1) en la regién m > O, u > 0 para A = 1. Las
soluciones fisicamente relevantes son la de Misner-Zapolsky (representada por el centro de la
espiral) y la solucién que comienza en el origen, y forman espirales en en el centro.

5.1.1.1. Solucién especial de Misner-Zapolsky

Para modelos calculados con ecuaciones de estado politropica de la forma P = kn”;
donde n es la densidad del nimero bariénico, k y ~v constantes, se deduce mediante
argumentos basados en fisica de particulas que: la ecuaciéon de estado para un gas de
temperatura cero es P = (v — 1)p [1]. En ésta linea nuestro trabajo resulta novedoso
porque hemos inducido mediante homologias una ecuacion de este tipo sin aludir a
circunstancias fisicas.

A densidades muy por encima de las densidades nucleares, no se tiene informacién
empirica sobre el comportamiento de un gas bariénico degenerado, pero el caso v = 2 re-
presentaria una presién extremadamente alta, ya que la velocidad del sonido, (dp/ dp)l/ 2,
es igual a la velocidad de la luz para este valor de -y, con este argumento vy queda res-
tringido al intérvalo v € (1,2). La ecuacién de estado de un gas ideal de Fermi tiene
por ecuacién de estado P = %p, es decir v = %, notemos que para éste valor en las
funciones (5.3) se tiene g1(A,4/3) = 1 y en consecuencia la ecuacién para la masa en las
ecuaciones RTOV se reduce al caso de RG.

Misner-Zapolsky se dieron cuenta que con la excepcién del denominador de Schwarzs-
child, (1—2M/r) en la ecuacién de la presién del sistema TOV, ésta es matemédticamente
idéntica al problema del equilibrio hidrostdtico para una esfera de gas isotérmica clasica.
Esta analogia ayuda a encontrar la solucion

p=a/l167%
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donde . )
a = L_Q) <1.
(y+2)2-38
Esta solucion tiene una densidad central infinita, p., por lo que podemos usarla como
una solucién asintética, valida cuando pe 1,1y -

Retomando nuestro andlisis dindmico en la Figura (5.1) representamos la regién fisica-
mente relevante m > 0, p > 0. Las soluciones para las que m > 1/2 no son admisibles,
ya que corresponden a estrellas que se encuentran completamente dentro de sus radios
de Schwarzschild, como por ejemplo agujeros negros. Las soluciones para las cuales
0 < m < 1/2 no son realistas ya que cruzan el eje p en ¢ finito.

Una solucion aceptable se representa por el centro de la espiral, donde

v—1

:mzi,
. (v+2)2-38

entonces se tiene la solucion:
)= (e o) O (5.9)
r) = — m(r) = T .
P 21 (y+2)2-8) r?’ (v+2)2-38

————— y=1.1 y=1.2 y=1.6
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
(51 (201
(a) p(r) = (m) r (b) M(r) = (m) r

Figura 5.2: Solucién especial de Misner-zapolsky.
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(5.9) es la solucion especial de Misner y Zapolsky para A = 1. Esta solucién es el andlo-
go relativista de una solucion especial descrita por Chandrasekhar para politopos en
el marco Newtoniano con un indice n que satisface 3 < n < oco. Las soluciones fisica-
mente relevantes de la Figura (5.1) comienza en el origen y se mueve en espiral hacia
su centro, estas soluciones tienen la propiedad de que p es finito y distinto de cero en
r = 0, mientras que la densidad disminuye aproximadamente con el cuadrado inverso
del radio como en la solucién de Misner-zapolsky.

De forma general, siguiendo la misma heuristica que en RG tenemos que una solucién
del sistema RTOV es:

B (A+7=2)3A—3v+2) 1
p(r) = <(7)\2 — 4N =272+ (2— /\)47—4> 27r2’

(5.10)

— 2A -1 (YA+v=2)BYA =37y +2)
m(r) = <37/\ -3y + 2> <(7/\2 — AN —2)72 4+ (2= N4y — 4> " (5.11)

es claro que, cuando A = 1 las fuciones (5.11) y (5.10) se reducen a la solucién de
Misner-zapolsky. Notemos en principio que, si A = 3/5, v = 7/5 y comparamos con RG
se obtiene la conclusion que la teoria Rastall permite la existencia de objetos compactos
con mayor masa en el mismo radio en relaciéon a la RG.

Rastall

Figura 5.3: Comparacién entre las soluciones de Misner-Zapolsky fijando v = 7/5 y Misner-
Zapolsky-Rastall con el mismo valor de v y un valor del pardmetro de Rastall A = 3/5.
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Sin embargo, no todo el dominio parametral 0 < A < 1, 1 < v < 2, genera este com-
portamiento, como hemos comentado al inicio del capitulo; no todas las soluciones son
fisicamente aceptables. Tenemos que restringir aun méas el dominio de los pardametros
restringiendo sélo valores que generen dindmica espiral, en el Apéndice (A.2) mostramos
una pelicula del comportamiento del sistema fijando distintos valores del parametro de
Rastall A\ y haciendo variar el parametro de estado ; esto con el propédsito de estu-
diar cualitativamente el comportamiento del sistema. Mas atin, en secciones préximas
haremos un analisis de los autovalores del sistema para restringir los parametros.

5.1.2. Curvas Integrales del sistema dinamico

En este apartado hacemos algunas observaciones del comportamiento cualitativo, fija-
mos valores del parametro del sistema, y mas adelante buscaremos condiciones generales
en las cuales x5 es un punto atractor.

‘Parametro Rastall A € (0, 1], pardmetro EoS « € (1,2).

De la Figura (3.4) notamos que los valores (\,7) que no violan las condiciones de
energia, son los mostrados en las siguientes curvas integrales. Para construir estas curvas
hemos integrado el sistema mediante métodos de Runge-Kutta, sin embargo los que nos
interesa estudiar es la cualidad espiral de la solucién.
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5.1 Descripcion cualitativa de estrellas en equilibrio en teoria Rastall

ut)

mit)

(a) A=01,y=1.2

y=131=06

0.5 .

0.4F

sV

i
-
-

02f

0.1F

ol — : ]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
mit)

() A=06yy=13

ut)

ut)

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
mit)

mit)

(d) x=08y~y=16

Figura 5.4: Curvas integrales para distintos valores de A y 7y tales que no violan las condiciones

de energia.
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5.1.3. Puntos fijos del sistema dinamico

Para implementar el formalismo de serie de Frobenius Generalizado planteamos la
hipotesis que la presion y la masa tendran una expansién en serie en forma de una
ley de potencia iterada. Para determinar los exponentes de la potencia, analicemos ca-
da punto fijo con més detalle. La matriz jacobiana asociada al sistema (5.1) esta dada

por:
A B
=(en),
donde of of of of
_JJ1 _JJ1 _ Y72 _YJ)2
A_f)m7 B ou’ ¢ om’ b o’
siendo

film,p) =gip—m  fa(m,p) = p(1 —2m)~"(2 — gam — yp).

Por completes presentamos las superficies asociadas a las funciones g1 y go.

3y—4

(a) 91()\7’Y):%+%{ (b) 92(>\7’Y):8—m
2

Figura 5.5: Funciones ¢; y g2 en la regién A € (0,1), v € (1,2).

Calculando se obtiene:

-1 g1

S e R S (2 - mgs — 29

(1 —2m)?

)

1—-2m

de forma explicita la matriz J toma la forma:
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5.1 Descripcion cualitativa de estrellas en equilibrio en teoria Rastall

200 A+ =2)p—1) +mA+v-4)) 2ypuA(p+2)+(y-2)p—1)

. @m— 1A+ 7-2) (1= 2mPA+7 - 2)

3y A—-1)+2 4

4N —2
2 R < :
conm=mj=quy p=pn;5 =——— (linealizacién sobre Xs) se obtiene:
9192 + 7y
-1 g1
J| = 292 2y ;
*2 g(g2=4)+7 gile2—4) +v

En consecuencia, linealizando sobre el punto fijo (m3, u3) se tiene el siguiente sistema:

A An gt B,
Slineal: dt
a -~
donde
C2—79(A+1) 2 A+ -4 C_S’y()\—l)+2
o422 -1) A Y2(2A—-1) 4N =2

m y 1 son pequenas perturbaciones. Por lo tanto, alrededor del punto estacionario las
soluciones son de la forma:

(o) =eoile S} ().

Los exponentes de la ley de potencia estan dados por los valores propios de esta matriz.
Para construir el polinomio caracteristico necesitamos informacién de la traza y del
determinante:

_ 2(g1 +1)

3 9 .
det J(Ay, X) = 20 H9192) 0 %) ,
Y+ 9192

Y+ g1(g2 —4)’

55



5. RESULTADOS

luego los autovalores asociados a la matriz son J(\.7y, X)

R LB

2\ v+91(92—4)

+

V2 + 2991 (4 —5g2) — g3 (92 — 4) (Tg2 + 4)
(v+ (92— o) '

Entonces, las soluciones linealizadas se acercan exponencialmente al punto critico en ¢

cuando exp(6t) = 7.

5.1.3.1. Analisis de los autovalores 1

Sea
A7) =% (—47X% + 32X + 16) + 4v(5) — 16) + 36, (5.12)

el discriminante de los autovalores d4. De la Tabla (A.1) se tiene que:
(1) Si A < 0 entonces se tendra que el punto fijo serd una espiral estable.
(11) Si A =0 se tendran vectores propios inexistentes.

() Si A > 0 se tendran que el punto fijo serd un nodo inestable.

Figura 5.6: Curvas de nivel del discriminante A(), ) de los autovalores del sistema auténomo.
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5.1 Descripcion cualitativa de estrellas en equilibrio en teoria Rastall

Figura 5.7: superficieA(\, 7).

Los intervalos donde A(\,7v) < 0 (autovalores complejos) se muestran en la Figura
(5.8)

— 16 -5 ¢+ 36 — 1873y -6 T+ 36T — 52y -60.y + 26y
10 17 ‘4 1.€ 1.8 70 19 1.2 14 16 8 L) [} ‘7 | 1.8 18 /0
0 1
19 1 wo o
= FA
= -7 P _ 78 -7
3 -an 40 3 i
"i’ "!" :(';;' 103 AR
: i
3 B 5 _30] n oz
E ™ &2 E £ 125 125
i 3 3
" -RD ® L .40 TR 159
10d no 15 R
50 50
T W T e e e D 12 14 18 18 2 2 e e e e
¥ A=, FiAs0A Yot 2

(a) A=0.0, Vy € (1,2). (b) A=0.1, ¥y € (1,2). (e) A=0.2, ¥y € (1,2).
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— 23T 5B + 36y — 2025 ' - 54 '+ 36 — 1828 52 '+ 36y

¥, A=06

(d) A=03,1<~v<1753. (e) A = 04, 1.117 < v < (f) A = 0.6, 1.191 < v <

1.515. 1.654.
— 1537 50+ 36y — 1152 -4+ 36 — BTAY 46+ 367
4 14 ] 1 [ 7 1 1.8 148 Fa [ 7 T4 1.8 18 0
9 1 9 1
o -25) 5
% w3
E E o5 50
b \ =
E 3. =40 E
i i 5| 75
10, T -ed *
106G 1nn
12,8 125 - B
[ T S T R PR Y [ T R T I PR Y
¥ YAt 8 y.AS
(8) A=0.7, 107571 < v < (h) x=08,1.117 < v < 1.515. (i) x=o0.9,vye@,2).

2.

Figura 5.8: Regiones donde el discriminante es negativo.

Respeto a (5.1.3.1), para encontrar el contorno tal que A(A,v) < 0, encontremos pri-
mero los valores propios que general vectores propios inexistentes, estos valores propios
son generados mediante A(\, ) = 0: resolviendo para A se obtiene:

() =2 BA-16 AVTVAN? — AN + 1
TEN T T 2320 — 16 © 47TA2 320 —16 |

ya que asumimos A > 0 la expresién anterior la reescribimos como:

() = 2 (£4V/T[1 — 2X| + 5 — 16)

Y+ 2
(A -7) -4

)

estas curvas se muestran en la Figura (5.9) que resume nuestro andlisis, asi los valores
(\,7) dentro de la regién azul generan dindmica espiral.
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5.1 Descripcion cualitativa de estrellas en equilibrio en teoria Rastall

S W Espirales estables — y. — y.
20 T T : : L 4

i)

2
1 A

(a) contornos del dominio (b) dominio de los pardmetros

Figura 5.9: Regién de los pardmetros donde los autovalores son espirales estables.

Sin embargo, este dominio de los parametros debe cumplir ademaés las condiciones de
energia descritas en el capitulo 2. Si superponemos ambas regiones obtenemos:

B Condicion de Energia W Espirales estables

e jra

0 3 z
2 T T

3%

W
T
W

14
13

w
n g
g praf

Figura 5.10: Superposicién de regiones: interseccion de las condiciones de energia y el dominio
donde se tienen espirales estables.
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llamemos
32 — 10\ 871 — 2\
nA) = 1008 2 1008 | |16 27 (5.13)
T 47 ()‘ 47) —47 ( 47)
32 — 10\ 871 —2)
Y2 (A) = To0s 5 + 1008 ] | 5. (5.14)
4T 47 (>‘ 47) — 47 ( 47)
2 2
A) = — A) = ——
BN = ) =5

De la figura (5.10) vemos que

4
I A= 1 A= 1 3(A) =1 A =
Jim, 1OV = Jlim 2200 = lim 250) = lim w0 =3,

tomemos (\,v) = (%, %), como punto de referencia para analizar las siguientes regiones:
region 1: 0< A<l 1<y<4f,
region 2: 0< A<l 43<y<2,

region 3: 2, <A<l 1<vy<4/s,
regibon 4: 1o, <A<1, 4B<y<2.

Distinguiremos cuatro casos en estas regiones:

A1) El conjunto para el cual los valores de los pardmetros no se violen las condiciones de

energia y se tenga un punto espiral.
A2) El conjunto para el cual se tenga dindmica espiral pero se violen las condiciones de energia.
A3) El conjunto donde se tengan condiciones de energia pero no dindmica espiral.

A4) El conjunto para el cual no se cumplen las condiciones de energfa ni la condicién de

dindmica espiral.

60



5.1 Descripcion cualitativa de estrellas en equilibrio en teoria Rastall

y(Q)

2
Vs 3A
2 7 1 - . i p
a7 13-2+7 3 === restriccion espirales restriccion de energia
T 1
> 1
2 T 2
1
1
1
1
1
!
1
1
1
1
]
!
I
1
!
1
1
1
~ !
= !
S !
>~ H
1
/
I
I
I
1
1
1
1
7
7
7
!
1
’
7
% 1 45 4 /I 4
0 2 v 2 3 3
rFa - 3 3
o (13-2v7 2 1 1
A A

(a) region dos, 0 < A <1, 4/5<~v <2

S
0 2 {13-2\-’?] !
/
,/f
3 /
/
f
/
/
1 / 1
0 2 (13-247) :
A

(c) regién uno, 0 < A< 121 <y<4fs

(b) region tres, 12 <A <1, 1<y <4/3

restriccion de energia

restriccion espirales
2 2
2 Z(13+247) .

()

A
(d) region cuatro, 12 < A <1, 4/3 <y <2

Figura 5.11: Sub-regiones de (5.10).
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regién uno

De la figura (5.11) se tiene lo siguiente:
A1) condicién de energfa y espirales estables

2
1 N 4
0< A< 1) 2_)\<7</3

A2-A3) espirales estables que violan la condicién de energia

0< A <437(13—2\f7)

32 — 10\ 8V7[1— 2) 2
A e R I

1008 47( 7)2 1008 47()\ 1(75)2 v 2 -\

A4) regién donde no se cumplen las condiciones de energia ni espirales estables

2

47(13 2/7) <A< 1fp

region dos
De la figura (5.11) se tiene lo siguiente:

A1) condicién de energfa y espirales estables

32 — 10\ 8VT|1 —2)|

0< A<y, i3 <y <

BE 4T (A=) et (- )

A2-A3) se tienen condiciones de energfa sin punto fijo espiral.

0< X <1lp
32 — 10\ 8f|1—2/\| _2
o= - )] »

A4) regién donde no se cumplen las condiciones de energfa ni espirales estables

2
0< A<l — <
/2 o <7

(5.15)

(5.16)
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5.1 Descripcion cualitativa de estrellas en equilibrio en teoria Rastall

region tres

De la figura (5.11) se tiene lo siguiente:

A1) condicién de energia y espirales estables en A € (1/2,1]

32 — 10X 8VT|1—2A 4
- f' | 5 <7<3 (5.17)

(k) SE-a(-g) 3

A2-A3) se tienen condiciones de energia sin punto fijo espiral en % <A<l

32 — 10\ 8VT|1 —2)|
§<7<1008 47 (X — 2_1008 A7 () _ 16)2
TA-37) T\ %)

A4) regién donde no se cumplen las condiciones de energia ni espirales estables

1< <2
T3

regién cuatro

De la figura (5.11) se tiene lo siguiente:
A1) condicién de energia y espirales estables

2
1/2 <A< 1, 4/3 << ﬁ (518)
A2-A3) se tienen condiciones de energia sin punto fijo espiral en = < A<l
8VT |1 — 22| + 32 — 10X

AT o) )

A4) regién donde no se cumplen las condiciones de energl’a ni espirales estables

8VT|1 —2)| N 32 — 10X

1008 47()\ 47)2 1008 47( 7%)2

<y <2

Considerando las regiones (5.15) a (5.18) se obtiene el dominio para los pardmetros mostrado
en la figura (5.12)
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5. RESULTADOS

interseccion de regiones

Regiin parmifida

Figura 5.12: Dominio para los pardmetros A —~ donde se tienen soluciones estables (espirales)
y se cumplen las condiciones de energia.

Finalmente retomemos (5.12), el discriminante del autovalor estd dado por la funcién:

A7) =72 (—47A2 + 32X + 16) + 47(5) — 16) + 36,

como hemos senalado, para que el autovalor genere espirales estables en el espacio fase se debe

cumplir A(\,7y) < 0, tomando el limite cuando A es muy grande se tiene:

l<y<2, lim A\ 7v) = —o0, lim A\ 75) = —o0, (5.19)

A 00 A= —00

de (5.19), se tiene que para A < 0y A > 1, se tendrd siempre que el autovalor es espiral estable
ya que discriminante es negativo. Para el espacio fase se tiene la misma circunstancia andloga
al andlisis de la condicién de energia, estas conclusiones se ponen de manifiesto en las Figuras
(5.13) y (5.14).
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cualitativa de estrellas

en equilibrio en teoria Rastall

Condiciones de energia

0

A pag=s
—

@i

wie

- T

Figura 5.13: Para valores A <0y A > 1, Vy € (1,2) no se violan las condiciones de energfa.

Espirales estables — y. — vy,
1d &

=1 0 32z 5 1 2

2 T T ¥ 7 !. T 2
=~

] 4

I IE
u L3
13 [ [ 12
10 i T 1

=1 0 x 1 2

Figura 5.14: Para A <0y A > 1 se mantiene la condicién A(A,v) < 0, Vy € (1,2).

TR
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5.1.3.2. Linealizaciéon sobre el origen

Analicemos ahora el punto fijo x7 = (0,0), con m = mj =0y p = pj = 0 (linealizacién sobre

J()\%Xﬂ = ( -1 s >7

el origen) se obtiene:

0 2

de donde
det JA7,X1) =—-2  trJ(A\v,Xy) =1,

luego el polinomio caracteristico de .J(\.y, X;)
P(6) = 6% — tr J(A\v, X2)d — det J(Avy, Xy),
toma la forma
P(§)=(6—-2)(0+1).

Los valores propios §; = —1 y d2 = 2 son reales y distintos, y al ser 6; < 0 < s se tiene que
el origen es un repulsor. Notemos que estos son los mismos valores propios encontrados para el

punto fijo (0,0) en los andlisis de los sistemas newtoniano y relativista.

5.2. Implementacion del formalismo de serie de Frobenius

generalizada

5.2.1. Comportamiento de Fondo

Resolver Sp (5.1) es equivalente a buscar una tnica curva integral que emerge de (0, 0) y termina
en (m3, us). Dado que el sistema S es invariante de escala y su sistema auténomo asociado S;
tiene puntos fijos, podemos aplicar el Teorema (4.16) y verificar ficilmente que la solucién de
fondo para S es:

m(r) = Cir~2, wu(r) = Car,

donde C7 y Cs son constantes. Sustituyendo en S y resolviendo para las constantes, vemos que

el punto fijo (o, @) corresponde a la solucién con ley de potencia.

m:fl(A77)3 ,u’:f2(>‘7’7)

Finalmente la solucién de fondo para el punto fijo (0,0) corresponde a la solucién trivial g =

0=m.
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5.2 Implementacién del formalismo de serie de Frobenius generalizada

5.2.2. Serie de Potencia alrededor del punto critico (0,0), en términos
del radio

Con base al Teorema (2) y nuestro argumento general para la existencia de un desarrollo en

serie de Frobenius, asumamos las expansiones para u y m de la forma:

W= i i bmnrm61+”52; m = i i Ay ™01 02 (5.20)

m=0n=0 m=0n=0
Se necesitan calcular los coeficientes b, y a,, de las series; para encontrarlos, primero debemos

desacoplar el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias definido en (5.1).

5.2.2.1. Desacople del Sistema

Del sistema S, si m # % la ecuacion de la presién la reescribimos como:

(1= 2m)f = 2u — gamp — 2, (5.21)

de la ecuacién de la masa obtenemos

w= gy (m 4 m), (5.22)
diferenciando (5.22) y sustituyendo en (5.21) se tiene:

(1 — 2m) (i + 1) = 2(m + i) — gam(m + 1i0) — gll(m )2,

desarrollando los productos del lado derecho:

2
ri 4 i — 2m(im + 1) = 2(m + m) — gam? — gamiin — Lm? — i — L2,
g1 g1 g1
transladando términos entre los miembros de la ecuacion se tiene:
2
fiv — 1 — 2m = 2man + 2min — gam? — gamin — —-m? — Lo — L2, (5.23)
g1 g9 751

El lado izquiero de (5.23 ) es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes

constantes.

luego, agrupando el lado derecho:

2min + (1—92—7) i — <92+7) m? — L2,
2 qn g1 91

llamemos
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g
gp=1-2_2 94__(92+971>7 gs = ——L, (5.24)

entonces el lado derecho lo podemos escribir como:

2min 4 gam? + 2gsmimn + gsm?,

notemos que al derivar implicitamente:

d d?m? d dm
—m? = = 2mm, = QmE

dt s dt ):2(m2+mm),

con esta observacion, al desacoplar el sistema se obtiene la ecuacién diferencial no lineal
d a2 g d a2 dm\?
24+ —— — — . 2
( MY dt2) (93+ caaz)" e a (5:25)

5.2.2.2. Expansion en serie

Usaremos la ecuacién (5.25) como se hace habitualmente en el método de Frobenius usual para

obtener la recuferrencia de los coeficientes. En (5.20) se tiene la solucién propuesta:

o0 o0
_ § § b, pié1+nd2
- mn .

§=0n=0

para el punto fijo x; = (0,0) se encontrd en secciones anteriores que los autovalores asociados
al problema linealizado son §; = —1 y d» = 2, ya que §; = —1 no es flsicamente aceptable, (ya

que genera soluciones 1/7) el andlisis se restringue a la solucién de la forma:

r) =Y bur’", (5.26)
n=0

sustituyendo (5.26) en (5.25) se llega a la relacién de recurrencia

n—1 n—1
g3+ % 1p — 2n?
bn——g bbnl— E 0)biby ;. 2
(n—1)2n+1) n—l (2n+1) z:lz (5.27)

Con esta relacién de recursividad, tenemos una expresién para la ecuacién (5.26) de m(r) en

forma de una serie de potencias cercana al punto fijo X; = (0, 0).
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Capitulo 6

Conclusiones

En el marco de la teoria de Rastall, para la que el tensor de momento energia no satisface la
condicién de conservacién covariante (i.e. Vo, T% g = lambdaV,R ) hemos mostrado que para
un fluido perfecto contenido en una regién del espacio tiempo estatica y esféricamente simétrica
la ecuacién de estado que induce las homologias no se ve modificada por la no conservacion del
tensor de momento energfa, por lo que sigue siendo lineal P = (7 —1)c?p al igual que en el caso
de Relatividad General [45]. Sin embargo, un andlisis del sistema de ecuaciones diferenciales
muestra que en la regién donde A € (0, 1) los valores de « para los que existen espirales estables
se ven restringidos, mientras que para otros valores de A no hay restricciones de v y se tiene
espirales estables. La region de (), p) para los que existen espirales estables, esquemdaticamente
es similar al que surge cuando se imponen las diferentes condiciones de energia [42], aunque no
coinciden, ambos intervalos se obtuvieron de manera algebraica y graficamente. Existen algunas
preguntas que surgen como resultado de esta investigacion como: jlos valores de los parametros
de una ecuacién de estado se ven restringidos en el intervalo de A € (0,1) o en un intervalo
menor o mayor cuando se imponen las condiciones de energia o existencia de puntos espirales?,
. Cuales son las dindmicas presentes para otras ecuaciones de estado en teoria de Rastall? ; En
otras teorias de gravitacion, la ecuacién de estado lineal es la Uinica que surge a través de, las
homologias? Estas son algunas de las preguntas que pueden ser abordadas en trabajos futuros.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Aspectos Fundamentales en Sistemas Dinamicos

Definicién 1 [SISTEMA DINAMICO PLANO].

Sean T C R un semigrupo aditivo. X un subconjunto de R? y
¢:Tx X X:(tz)— ¢ (x)

una funcidn. Un Sistema dindmico plano es una tupla (T, X, ¢) que satisface las siguientes
propiedades:

1. ¢(0,2) = = para toda v € X. Equivalentemente ¢° := idyx
2. ¢(t, (s, 1)) = ¢(s+t,x) para todox € X y s,t € T. Equivalentemente ¢° og? := ¢*Tt
El conjunto T se llama espacio de tiempos. X es llamado espacio de estados (o de fase) y

¢ se conoce como operador de evolucion.

De forma euristica se puede pensar en un operador de evolucién ¢ como en una coleccion
de funciones {¢' : X — X}, llamada también flujo, que “mueve” un punto xo por el
estado de fases X a través de la curva t — ¢'(xq)

Un sistema dindmico se dice discreto si el espacio de tiempos T es discreto (T D Z), en

caso contrario, se dice continuo.

A menudo el operador de evolucién ¢ no esta definido en todo 7' x X sino en un subconjunto
U C T x X. En tal caso se pide que {0} x X C U y que las propiedades de la definicién se
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A.1 Aspectos Fundamentales en Sistemas Dindmicos

satisfagan siempre que (¢, ) esté en U. Es decir, dado € X existe un subconjunto de tiempo
(usualmente un intervalo) I, := {t € T': (t,x) € U} C T tal que ¢(¢, ) estd definida para todo
tel,.

En lo que sigue asumiremos que (T, X, ¢) es un sistema dindmico.
Dado un zy € X, un estado inicial, deseamos estudiar la geometria del conjunto de todos los

posibles estados futuros y pasados del sistema dindmico, obtenidos a partir de xy haciendo uso

del operador de evolucién ¢. Para tal fin introducimos el concepto de érbita.

Definicién 2 [ORBITA].

La drbita (o trayectoria) positiva 'y;rg, orbita negativa vz, y orbita vz, de xo (o0 a través de

xo) son subconjuntos del espacio de estados X, definidos por

'V;ro = {é(t,z0) : t € Ip,,t >0} = {(bt(xO)}tEIxo,tZO
Voo = {9 (@0)}eer,, <0
Yoo = Yoy Uy = {(t,00) 1 £ € Ly} = {¢"(w0) }eer,

Una orbita que consiste de un solo punto se llama orbita constante.
Mientras que las orbitas de un sistema dindmico continuo son curvas en el espacio X pa-

rametrizadas por t y orientadas en la direccion de crecimiento, las de un sistema dindmico

discreto son sucesiones de puntos -, f~1(xg), zo, f(20), f2(20), - - , indizadas por enteros.

Definicién 3 [EQUILIBRIO].

Un punto x € X es un equilibrio (o punto fijo o punto critico) si v, = {x} (es decir
¢'(x) = x para todo t € T)

La definicién anterior implica que un sistema dindmico puesto en un equilibrio permanece alli

por siempre. Reciprocamente, las érbitas constantes corresponden a equilibrios del sistema.
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Definicién 4 [ORBITA PERIODICA].

Una drbita periddica (o ciclo) O es una drbita no constante para la cual existe to € T tal
que ¢t (x0) = ¢t (xg) para todot € T y xg € O.

El minimo ty que satisface lo anterior se llama periodo de la orbita.
Esto es, si el sistema dindmico evoluciona desde un xg en un ciclo O, regresard exactamente

a ese punto xg a las tg unidades del tiempo. Por tanto, una orbita periodica de un sistema

continuo es una curva cerrada en espacio de fase.

Definicién 5 [DIAGRAMA DE FASE].

Al dibujar la coleccion de todas las drbitas (con sus direcciones) obtenemos un diagrama
de fase.

Definicién 6 [EQUIVALENCIA TOPOLOGICA].

Dos sistemas dinamicos planos son topologicamente equivalentes si existe un homeomor-
fismo tal que h envia las orbitas del operador de evolucion ¢1 en las orbitas ¢o y preserva
el sentido de avance del tiempo. Asi pues, dos sistemas dindmicos topoldgicamente equiva-
lentes comparten el mismo comportamiento y estructura cualitativa.

Definicién 7 [SISTEMA DINAMICO PLANO AUTONOMO].

Sea I C R un intervalo y x1, 22 : I — R funciones de clase C' en la variable t, a la que
nos referifemos generalmente como el tiempo. Sean también

fi : R2 — R (1‘1,172) — fi(xl,.i(}g)

i € {1,2} funciones en dos variables. Llamamos sistema dindmico plano auténomo al par
de ecuaciones diferenciales simultdneas de de la forma
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T = fi(z1,22)

&y = fa(w1,x2)

Si utilizamos notacion vectorial podemos escribir x = (x1,x2), x = (£1,22) y £ = (f1, f2)
de modo que:
x = f(x) (A1)

Una solucion de la ecuacion (A.1) estd constituida, entonces, por un par de funciones
diferenciables x1(t) y x2(t) para todo t € I. La grdfica de cualquier solucion de (A.1)
es una curva en el espacio tridimensional (t,x) = (t,z1,%2) que identificamos con un

subconjunto de R3

Definicién 8 [FUNCION HOMOGENEA].

Se define una funcion homogenea de una variable a una funcion f(x) con la siguiente
propiedad
fQz) =g(N)f(z) VAER, (A.2)

la cual nos dd la forma mds general de una funcion de una variable que es invariante por
escala.

FO) = X f ().

Dado que esta ecuacion satisface para A arbitrario, en particular podemos tomar A = 1/x.

Si B = f(1) tenemos que:
f(z) = Bz®.
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Definicién 9 [PUNTO CRITICO HIPERBOLICO].

Un punto critico x de un sistema plano & = f(x) es hiperbdlico si la matriz jacobiana en

ese punto D f(x) es hiperbdlico (tiene valores propios todos con parte real no nula).

Teorema 7 [CRITERIO DE ESTABILIDAD PARA SISTEMAS NO LINEALES].

Sea f de clase C1, & = f(x) un sistema plano y * un punto critico del mismo.

(1) Sitodos los valores propios D f(xz*) tiene parte real negativa, entonces * es un punto

critico asintdticamente estable (y por lo tanto, estable).

Teorema 8 [HARTMAN-GROBAM].

Sea f de clase C' y x un punto critico hiperbdlico del sistema plano @ = f(x). Entonces

hay una vecidad de x en el cual & = f(x) es topoldgicamente equivalente a su linealizacion
x=Df(x)x.

El teorema (8) garantiza entonces que, para puntos criticos hiperbdélicos el comportamiento del
sistema no lineal cerca del punto es identico al del sistema lineal correspondiente y por tanto
todas las nociones antes definidas coinciden. Para puntos criticos no hiperbdlicos es necesario
utilizar otras técnicas (o hallar las soluciones del sistema) para determinar el comportamiento.
Dentro de estas técnicas se encuentra el método directo de Lyapunov que ataca el problema de
la estabilidad directamente sobre la ecuacién en cuestion en lugar de su linealizacién. Aunque
esto pareciera muy adecuado, se requiere de ciertas funciones (conocidas como “ funciones de
Lyapunov”) cuya existencia no estd garantizada y que, en general, no pueden construirse de
manera metddica.

Combinando el Teorema (8) con el criterio de estabilidad del Teorema (7) se construye la
Tabla (A.1) que clasifica los puntos de equilibrio de sistemas no lineales. Cabe mencionar
que las definiciones anteriores (1 - 9) al igual que la Tabla (A.1) es un compendio recopilado
principalmente de los trabajos [2, 3, 50] y de las notas del curso: Dindmica no lineal y caos

durante el ciclo 2018/2019 como materia curricular del programa de maestria.
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Vlrs propios Df Linealizacion Sistema no lineal
Tipo ‘ Estabilidad Tipo | Estabilidad
Equilibrios Hiperbdlicos
M= A=0 nodo I nodo L.
AM< <0 nodo A E. nodo A. E.
Ae = 0= Xy punto silla I punto silla L.
Ma2=axiba>=0 punto espiral L punto espiral L
Mo=axiba<0 punto espiral A E. punto espiral A E.
Equilibrios no Hiperbdlicos
A=A =0 nodo propio/impropio L nodo,/punto espiral L
A=A <0 nodo propio/impropio A E. nodo/punto espiral A E.
Ao = Fib centro E. centro/punto espiral ?

Figura A.1: Clasicacién de equilibrios en sistemas no lineales. Cuadro extraido de [2]

En el Apéndice (A.2) integramos el sistema de forma numérica y mostramos una pelicula a
partir de una secuencia de fotogramas; hacemos un barrido del parametro de Rastrall dentro
del intervalo 0 < A < 1, con un paso de 1/i0, y para cada valor de A barremos el pardmetro
de estado v en el intervalo 1 < v < 2. Con esto evidenciamos de forma grafica los valores
para los cuales los pardametros del sistema A\ y v generan valores propios que no son espirales
estables. Este andlisis grafico no nos permite distinguir aquellas regiones donde no se violan las
condiciones de energia pero si nos ayuda al momento de extraer conclusiones del comportamiento

cualitativo del sistema.
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A.2. Aspectos cualitativos del sistema RTOV

Parametro Rastall A\ = 0, pardmetro EoS v € (1,2).

iy
iy

iy

iy

iy

iy
iy

iy

mit)

(g) v=1.7 (h) y=1.38 (i)yy=19
Figura A.2: Curvas integrales para distintos valores de 7 correspondientes a A = 0.0.
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Parametro Rastall A = 0.1, parametro EoS v € (1,2).
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03, % E
"
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mit)
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| I ] 1
| | |
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b )LL) UL |
0.0 ol 0.2 03 04 a5 0.0 (8} 0.2 03 04 05
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(g) y=17 (h) y=1.8 i) v=19

Figura A.3: Curvas integrales para distintos valores de v correspondientes a A = 0.1.
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Parametro Rastall A = 0.2, parametro EoS v € (1,2).

SRR LT M’;LLj Kk§ 4 _iL;kaé

oo il [} 03 04 05 oo wl 02 03 4 05 oo nl 02 03 4 05
mit) mit) mit)

(8) v=17 (h) y=18 () y=19

Figura A.4: Curvas integrales para distintos valores de v correspondientes a A = 0.2.
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A.2 Aspectos cualitativos del sistema RTOV

Parametro Rastall A = 0.3, parametro EoS v € (1,2).
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Figura A.5: Curvas integrales para distintos valores de 7 correspondientes a A = 0.3.
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Parametro Rastall A = 0.4, parametro EoS v € (1,2).

1 - .- 1 i - 0.0
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Figura A.6: Curvas integrales para distintos valores de v correspondientes a A = 0.4.
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Parametro Rastall A = 0.6,

0 R
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parametro EoS v € (1,2).
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Figura A.7: Curvas integrales para distintos valores de 7 correspondientes a A = 0.6.
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Parametro Rastall A = 0.7, parametro EoS v € (1,2).

o

mit)
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Figura A.8: Curvas integrales para distintos valores de v correspondientes a A = 0.7.
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Parametro Rastall A = 0.8, parametro EoS v € (1,2).
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Figura A.9: Curvas integrales para distintos valores de 7 correspondientes a A = 0.8.
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Parametro Rastall A = 0.9, parametro EoS v € (1,2).

o

o

mit)

(h) y=1.8 i) v=19

Figura A.10: Curvas integrales para distintos valores de  correspondientes a A = 0.9.
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A.2 Aspectos cualitativos del sistema RTOV

Parametro Rastall A = 1, pardmetro EoS v € (1,2).

o

mit)
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Figura A.11: Curvas integrales para distintos valores de  correspondientes a A = 1.0.
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