UNIVERSIDAD MICHOQACANA DE SAN NICOLAS
DE HIDALGO

FACULTAD DE CIENCIAS Fisico MATE,MATICAS “MAT. LUIS
MANUEL RIVERA GUTIERREZ”

TEORIA DE REDES: IMPLEMENTACI(’)N DE ALGORITMOS
NUMERICOS EFICIENTES

TESIS

PARA OBTENER EL TITULO DE:

MAESTRO EN CIENCIAS EN INGENIERTA Fisica

PRESENTA:
JUAN CARLOS AVILES SANCHEZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. EDUARDO SALVADOR TUTUTI HERNANDEZ

MORELIA, MICHOACAN, FEBRERO DE 2021

.

<=
g




Declaracion de responsabilidad

= Declaro que esta tesis denominada Teoria de redes: implementacion de algoritmos numéricos eficientes es
un trabajo original y ha sido escrito en su totalidad por mi.

= Declaro que esta tesis no constituye en ninguna de sus partes un plagio del trabajo material o intelectual de
ningidn otro autor.

= Declaro que esta tesis es practicamente en su totalidad mi propio trabajo.

= Declaro que esta tesis no contiene material que haya sido aceptado o presentado para obtener cualquier otro
grado académico, otro titulo o diploma en una universidad u otra institucién de educacién superior diferente a la
Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo.

= Declaro que se han proporcionado las debidas referencias sobre toda la literatura y los recursos de apoyo respe-
tando integramente el contenido cientifico de los trabajos citados.

AUTOR

E%

Juan Carlos Avilés Sanchez
Morelia, Michoacan, 10 de febrero de 2021



Agradecimientos

Quiero agradecer al posgrado de ciencias en ingenieria fisica de la facultad de ciencias fisico matemadticas por
haberme dado un cubiculo en donde pudiera estudiar y realizar mis actividades como estudiante de posgrado.

Al CONACYyT por haberme apoyado con la beca en estos dos afios de maestria.

A mi asesor de tesis Eduardo Salvador Tututi Herndndez por ser tan buen profesor y buena persona. Por buscar
siempre la manera de que me apasione por la fisica. Por darme siempre palabras de motivacién. Por darme siempre
un espacio de su tiempo para escuchar mis inquietudes y por siempre haber dado respuesta a mis dudas que por mas
absurdas que parecian siempre me las contestaba. Por todo su apoyo en lo largo de mi carrera.

A mi amada madre que siempre me ha apoyado en todo, que sin ese apoyo no habria logrado todo lo que he
logrado hasta el momento, tal vez mi vida seria un desastre sin ti, agradezco todo lo que has hecho por mi. Por tu amor
incondicional. Por estar siempre conmigo en cada paso que doy, cuiddndome y ddndome fortaleza para continuar. Te
dedico todo mi esfuerzo, en reconocimiento a todo el sacrificio que has puesto para que yo pueda estudiar y alcanzar
todas mis metas, te mereces esto y mucho mas. Por depositar toda tu confianza en cada reto que se me presenta sin
dudar un solo momento en mi inteligencia y capacidad. Es por ti que soy lo que soy ahora. Por siempre confiar y creer
en mis expectativas. Por siempre desear y anhelar 1o mejor para mi. Este nuevo logro es en gran parte gracias a ti y
también te pertenece.

A mi amada futura esposa Paola Viviana Garcia Tellez por todo ese apoyo y amor incondicional que me da, su
ayuda ha sido fundamental, ha estado conmigo en los momentos mds dificiles. Por estar conmigo en esos momentos
en que el estudio ocuparon mi tiempo y esfuerzo. Por estar siempre en los momentos mas dificiles, brinddndome tu
comprension, carifio y amor. Por todo ese apoyo y 4nimo que me das dia con dia para alcanzar mis nuevas metas tanto
profesionales como personales. Por estar siempre escuchdndome. Por estar conmigo en este logro tan importante para
mi. Por todo ese apoyo que me das para continuar y seguir con mis metas recuerda que eres muy importante para mi.
Por ser mi mejor amiga y confidente. Las razones para amarte y agradecer tu presencia en mi vida, son infinitas. Porque
has influido en mis metas. Por haberme ensefiado lo que es el amor reciproco. Eres la tnica persona con la que deseo
estar muchos afos juntos. Esta tesis no fue nada facil, pero estuvo siempre apoyando mis decisiones y desarrollando
paciencia para lograr mis metas. Gracias a ti puedo presentar con alegria y disfrutar de esta tesis. Te lo agradezco
muchisimo.

A mi gran amigazo del alma Francisco Alberto Santoyo Valdez (Paco, Paquito) por todas esas ensefianzas del
mundo real y todas esas recomendaciones y consejos tan sabios que me ha dado en lo que llevamos de conocernos. Por
su gran paciencia conmigo de todas aquellas veces que decia puras barbaridades y siempre con buena cara y en buena
onda corrigiéndome de ellas y por esa paciencia en todo. Por su tiempo en escuchar mis penas y mis sentimientos. Por
estar siempre ahi en todas esas veces que me desahogaba. Por calmarme en mis crisis nerviosas. Por ser esa persona
que me comprende en todo, tanto académicamente como personalmente. Por esa maravillosa amistad que llevamos.
Por ser como un hermano mayor para mi, ese hermano que nunca tuve. También estuvo apoydndome en esta tesis en
la parte de programacion, me ayudo a comprender lo que es la programacién y a ver mis errores de programacion.

A mis amigos, Cinthya Vanessa Garcfa Pifia también por escucharme en esas veces cuando me daban mis crisis



nerviosas y enojos en la realizacién de esta hermosa tesis. A Luis David Trujillo Silva (wichito bebé) que también
le ha tocado escucharme en mis colapsos nerviosos, te agradezco por esa amistad tan grandiosa que llevamos. A
Ricardo Gonzélez Carabes (EI chaparrito) que también me apoyo ddndome algunos consejos de vida en esta etapa de
mi vida, también le toco leerme cuando sufti por realizar el TOEFL ITP, también agradezco por aguantarme en ciertos
escenerios de esta etapa de mi vida, agradezco tu amistad de gran corazén. También a Isai Raya Farias (El gordo) que
también me apoyo en algunas cosas personales a lo largo de esta etapa de mi vida, gracias por estar en esos momentos.

A todos los ya mencionados les agradezco de todo corazén el haberme acompafiado y el haberme apoyado de
alguna u otra manera en esta grandiosa etapa de mi vida. Y también a todas aquellas personas que no menciono gracias
por haberme acompanado y de haberme ensefiado de alguna u otra menera cosas de la vida.

Por 1ltimo quiero agradecer a la persona mas importante para la culminacién de esta tesis y esa persona soy yo, ya
que para el desarrollo de esta tesis tuve que lidiar con toda clase de obsticulos, emociones y sentimientos, y muchos
de ellos los superé gracias a mi gran paciencia, mis ganas de salir adelante, esas ganas de querer superarme y querer
ser siempre mejor que yo mismo.

II



Resumen

El método de Monte Carlo es una amplia clase de técnicas de muestreo aleatorio, una faceta de su poder surge en su
capacidad para calcular integrales multidimensionales complejas simplemente a través de una muestra de gran tamafio.
En esta tesis, exploramos el uso de las técnicas de Monte Carlo y su ventaja en el modelado de sistemas estadisticos
como en las integrales de trayectoria de Feynman y lattice QCD. El algoritmo de Metrépolis, un tipo de método de
Monte Carlo, se aplica para el estudio en estos tdpicos, mientras que otros métodos se utilizan para calcular y medir
diferentes observables. Lo que veremos es que estas medidas son una representacion precisa de la contraparte del
mundo real cuyo error surge de simplificar las suposiciones hechas en los modelos, las aproximaciones de las medidas
y los tamaiios finitos. Estas fuentes de error anteriores pueden rectificarse mediante modelos mds precisos y un tamafio
de muestra mds grande.
Palabras clave: QCD, Lattice QCD, Monte Carlo, Metropolis, Funcién de correlacion, discretizacion.



Abstract

The Monte Carlo method is a broad class of random sampling techniques. One feature of its power arises in the ability
to compute complex multidimensional integrals simply through large sample sizes. In this thesis, we explore the use
of Monte Carlo techniques and their advantage in modeling physical statistical systems such as the Feynman path
integrals and lattice QCD. The Metropolis algorithm, a kind of Monte Carlo method, is applied to evolve these systems
while other methods are used to compute and measure different observables. What we will see is that these Monte
Carlo measurements are an accurate representation of the real world counterpart whose error arises from simplifying
assumptions made on the models, approximations of the measurements and the finite size. These above sources of error
can be rectified by more accurate models and larger sample size.
Key words: QCD, Lattice QCD, Monte Carlo, Metropolis, Correlation function, discretization.
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Capitulo 1

Introduccion

La mecénica cudntica formulada por Bohr, Schrodinger, Heisenberg, y otros en la década de 1920 [1, 2]. La ecua-
cién de Schrodinger y la mecdnica matricial de Heisenberg estdn basadas en la mecdnica cldsica Hamiltoniana, la cual
proporciona una conexion directa entre los paréntesis de Poisson (clasico) y los conmutadores de observables (cudnti-
co). En 1993, Dirac [3, 4] propuso un enfoque de la mecédnica cuantica basada en el Lagrangiano, el cual consideraba
mas fundamental que el Hamiltoniano. Dirac sugiri6 que la amplitud de transicién en la mecédnica cudntica, también
llamada propagador, corresponde a la cantidad exp(iS/%), en donde S es la accién cldsica evaluada a lo largo de la
trayectoria que toma la particula.

En 1948, Feynman [5] amplio las ideas de Dirac y formul6 la mecénica cudntica basada en la suma sobre todas las
trayectorias entre un estado inicial y un estado final. Cada trayectoria aporta una fase pura exp(:¢.5/h) al propagador,
como sugirid Dirac, con las amplitudes de los caminos combinados de acuerdo con el procedimiento de la mecénica
cudntica para la superposicion de amplitudes. Debido a que la suma de trayectorias es tipicamente una integral sobre
un continuo de caminos, este procedimiento ahora se conoce como el método de integral de trayectoria.

Feynman derivé su método de integral de camino en un articulo fundamental [5] que sent6 las bases para muchos
desarrollos formales y aplicaciones de las integrales de trayectoria en otras areas de la fisica [6, 7], sobre todo en la
teoria cudntica de campos [8], la mecanica estadistica [9] y la dindmica estocastica [10]. De hecho, en gran parte de la
comunidad de fisicos se desconoce, la nocién de la integral sobre trayectorias habia sido introducido en la década de
1920 por el matematico Norbert Wiener [11] para la difusién y el movimiento Browniano. La presentacién de Wiener
tenia una estructura similar a la integral de camino de Feynman, aunque en un contexto puramente cldsico [6, 12].

Las integrales de trayectoria proporcionan un marco intuitivamente atractivo para interpretar muchos aspectos de la
mecénica cudntica. Una propiedad fundamental de las integrales de camino es el surgimiento del limite cl4sico cuando
h — 0. En mecdnica cudntica (h # 0), la trayectoria cldsica y sus caminos cercanos contribuyen de manera constructiva
a la integral de trayectoria, y otras oscilan rapidamente y se cancelan. Cuando & — 0 las trayectorias cercanas oscilan
rdpidamente y también se cancelan, dejando solamente la contribucién de la trayectoria clésica, la cual minimiza la
accion [13]. Las trayectorias de la mecénica cudntica pueden explorar regiones no disponibles para el camino cldsico,
conduciendo a fenémenos como el del efecto tinel. El experimento de la doble rendija, el cual es una demostracién
conceptualmente simple de una diferencia fundamental entre la fisica cldsica y la cudntica [14, 15], es un ejemplo en
el que la integral de trayectoria proporciona una base convincente para interpretar este experimento.

La integral de trayectoria es una expresion explicita de la amplitud de probabilidad. El célculo de estas amplitudes
depende del problema de interés. En casos raros, como el oscilador arménico, la integral de camino puede ser evaluada
con exactitud, pero normalmente se encuentra una solucién aproximada o se realiza una expansion perturbativa. La
teoria del campo promedio, descenso mds empinado (steepest descent) y el grupo de renormalizacién son métodos



establecidos para obtener soluciones exactas o aproximadas a partir de las integrales de trayectoria [16, 17].

Sin embargo hay situaciones en las que las soluciones aproximadas no son efectivas. Entre los ejemplos mas cono-
cidos se encuentra la cromodindmica cudntica (QCD), la teoria predominante de la materia hadrénica y un componente
del modelo estdndar de fisica de particulas. En un régimen donde la constante de acoplamiento es pequeiia, los cilculos
basados en teoria de perturbacién han tenido éxito. En el régimen del acoplamiento fuerte, sin embargo, tales calculos
fallan y se requiere de un enfoque alternativo. En este caso, la cromodindmica cudntica en la red (LQCD por sus siglas
en inglés Lattice Quantum Chromo Dynamics), en el que la teoria original esta discretizada en una red, proporciona un
marco para la evaluacién numérica no perturbativa de amplitudes y elementos de matriz.

Los innumerables métodos desarrollados en las ciencias y las matemadticas, sin importar lo esotérico que sea, surgen
debido a un problema sin resolver que los cientificos o matematicos quieren resolver. Los problemas surgen debido
a nueva informacién, nuevas mediciones o incluso simplemente una nueva idea que una persona pueda tener y estos
problemas son resueltos utilizando uno o varios de estos métodos o nuevos métodos son descubiertos.

LQCD es un buen ejemplo de esto. LQCD es el estudio de la fuerza fuerte mediante el uso de simulaciones
discretizando el espacio-tiempo en una red y se considera una teoria no perturbativa. Debido a esto no se pueden
utilizar métodos mds tradicionales. En electrodindmica la constante de acoplamiento (la constante que determina la
intensidad de la fuerza) es la constante de estructura fina:

1 e? 1
o= — .
4dmeg he 137

(1.1)

Debido a su valor extremadamente pequefio, se pueden implementar métodos perturbativos y se pueden hacer apro-
ximaciones que estdn en forma de series de potencias de «. Dichas series estarian dominadas por el primer par de
términos e incluso las soluciones de primer orden pueden ser muy precisas. Mientras que en QCD, la constante de aco-
plamiento g es del orden de uno, y por lo tanto, la teoria de perturbacion no es un método valido para sistemas de bajas
energias pero LQCD si lo es. LQCD es una teoria no perturbativa pero su poder se encuentra en forma computacional.

LQCD es una aproximacién discreta y numérica del continuo, y como tal cuando el espacio entre los puntos de la
red a — 0, recuperamos la teoria continua. Por ello el error que surge proviene de esta discretizacion y también de los
métodos numéricos que fueron usados en esta tesis. Un compromiso comun es la eleccion del tamaiio de la reticula,
demasiado grande y el programa puede tomar demasiado tiempo en ejecutarse, demasiado pequeiio y el error en los
datos es grande.

Los métodos numéricos que se usaron en este proyecto son los métodos de Monte Carlo. Estos métodos se basan en
un muestreo aleatorio con la esperanza de que al hacerlo se acerque finalmente al estado de equilibrio de un sistema. El
método utilizado especificamente en la evolucion de los sistemas es el algoritmo de Metrépolis, un algoritmo que decide
si un cambio en el sistema debe ser aceptado o rechazado. Esta decision se basa en la fisica del sistema. Por ejemplo
si un sistema tiende hacia el estado de energia mds bajo, entonces el algoritmo de Metrdpolis se utiliza para aceptar
estados que tienen a una energia baja. Los métodos de Monte Carlo también son usados para aproximar integrales
multidimensionales para medir observables especificos de un sistema. En este proyecto se destaca la flexibilidad y
el poder de los métodos mencionados y mostramos como las mediciones son relativamente simples una vez que un
sistema se modela correctamente.

La organizacién de esta tesis es la siguiente. Se expone el marco tedrico de nuestros cédlculos incluyendo la deriva-
cion de las integrales de camino y las funciones de correlacion en los capitulos 2 y 3. El procedimiento computacional
en el capitulo 4, en el capitulo 5 las aplicaciones en donde proporcionamos una guia para la evaluaciéon numérica de la
integral de trayectoria, usando el oscilador arménico como primer acercamiento para el modelo de LQCD y por tltimo
en el capitulo 6 las discusiones y conclusiones.



Capitulo 2

Integral de camino en la red

Una herramienta bésica para cuantizar los campos en la red es la integral de camino Euclidea. El primer capitulo
hasta dedicado a la introduccién al formalismo de la integral de camino y su interpretacion. Para desarrollar la idea
sin perderse en tecnicismos introducimos la integral de camino para el caso mas simple el cual es la teorfa del campo
escalar. Derivamos y discutimos las dos ecuaciones clave de la teoria de campos en la red. La primer ecuacién clave es

1 rnBA tHA ~ A
Jim Z—Ttr[e (T=DH Oy 0y] =3 (0|02|n)(n|O1[0)e ", 2.1)

donde Zr es un factor de normalizacién dado por Z7 = tr[e~T#] la cual serd discutida con mayor detalle en las
sigEientes subsecciones. El lado izquierdo de (2.1) es la funcién de correlacion Euclidea de dos operadores 61, 62
y H es el Hamiltoniano del sistema. En el lado derecho el correlacionador Euclideo es expresado como una suma
sobre los estados propios del operador Hamiltoniano etiquetados por n. Los términos en la suma contienen elementos
de matriz de los operadores O; tomados entre el vacio |0) y los estados fisicos |n). Estos elementos de matriz estin
ponderados con exponenciales que contienen los valores propios de la energia F,, del sistema. El lado derecho de (2.1)
puede usarse para extraer elementos de matriz de los operadores asi como el espectro de energia de la teoria.
En la segunda ecuacién clave [20]

itr[e*T*”H@e*tHél] = Zi / D[®]e = @105[®(., 1)]O1[®(., 1)], (2.2)
T T

el correlacionador Euclideo en la parte izquierda es expresado como una integral de camino la cual es una integral
sobre todas las configuraciones posibles del campo ®. Este es un punto crucial. El lado izquierdo estd formulado en
el lenguaje del operador de la teorfa cudntica de campos. En el lado derecho no se sabe nada acerca del operador de
campo. En el integrando los dos operadores O; son trasladados a funcionales O; de los campos y luego ponderado con
el factor de Boltzmann que contiene la accién cldsica Euclidea Sg[®]. El lado derecho de (2.2) puede ser evaluado
numéricamente en la red.

2.1. Espacio de Hilbert y la propagacion en el tiempo Euclideo

Esta primera seccion esta dedicada para la discusion detallada de los correlacionadores Euclideos (2.1). Antes de
introducir los correlacionadores Euclideos, preparamos el terreno con un breve resumen de la definiciéon y propiedades
de los espacios de Hilbert.



2.1.1. Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert 7 es un espacio vectorial de dimension infinita. Sus elementos pueden ser sumados y
multiplicados con escalares y #H es cerrado bajo estas operaciones. Es decir, para los vectores |u), |v) € H y los
nimeros complejos «, 3 encontramos que

alu) + Blv) € H. (2.3)

A menudo nos referimos a los vectores en el espacio de Hilbert como estados. Adicionalmente un espacio de
Hilbert estd equipado con un producto escalar, es decir, una funcional denotada de manera conveniente como {(u|v) la
cual mapea un vector |v) y un vector dual (u| del campo de los nimeros complejos. El producto escalar obedece las
propiedades ( el * denota conjugacién compleja)

(ulv) = (v|w)", 2.4)
(w]au + Bv) = a{w|u) + B{w|v). (2.5)

Los espacios de Hilbert en los que estamos interesados tienen una base completa y contable, es decir, un conjunto de
vectores linealmente independientes |e,,) tal que cada vector |u) € H se puede escribir como una combinacién lineal

) = anlen), (2.6)

donde los coeficientes v, son nimeros complejos. Si los vectores |e,,) cumplen con {(e,,|e,) = dp, p la base se llama
ortonormal. R
Un operador O que actia sobre el espacio de Hilbert 7 mapea vectores en otros vectores en el espacio de Hilbert.

lu) € H — Olu) € H. Q@.7)

El operador adjunto O esta definido por R R
(u|Ov) = (v|OT|u)*. (2.8)

Si el operador cumple O =0 para todo H se le llama autoadjunto o hermitico.
Un vector propio o estado propio |u) de un operador O es un vector que cumple con la siguiente ecuacion

Olu) = Alu), 2.9)

para algin nimero complejo A, llamado valor propio. Los valores propios de los operadores auto adjuntos son reales
y los vectores propios con diferentes valores propios son ortogonales. Vectores propios con valores propios iguales
pueden ser ortogonales y después normalizar los vectores propios del operador autoadjunto formando un conjunto
ortonormal.

El operador unidad 1 puede escribirse en términos de los vectores de una base completa ortonormal

1= len)enl. (2.10)

A 1/2\1 ecuacion (2.10) también se le conoce como relacién de completes. Finalmente, definimos la traza de un operador
tr[O] como
r[0] = > (en[Olen), (2.11)
n
donde la suma corre sobre los vectores de una base ortonormal. Hay que recalcar que la traza es invariante bajo un
cambio de base usado para su evaluacion ya que diferentes bases ortonormales estan relacionadas por transformaciones
unitarias.



En los cdlculos que estaremos presentando estaremos usando conjuntos de estados completos no contables tales
como los estados propios del momento. Para estos conjuntos las sumas en (2.6), (2.10) y (2.11) son reemplazadas por
integrales.

2.1.2. Correlacionadores Euclideos

Habiendo preparado el terreno, ahora podemos comenzar a discutir los correlacionadores Euclideos. Comencemos
definiendo el correlacionador Euclideo (O2(¢)O1(0))7, como el valor promedio, del producto de dos operadores a
diferentes tiempos (uno de ellos tomado como ¢ = 0) expresado mediante la relacién

(09(1)01(0)) 1 = ZiTtr[e*T*“ﬁ N} (2.12)

en donde el factor de normalizacién Z esta dado por

Zp = trfe”TH], (2.13)

En el formalismo de la integral de camino Euclidea el factor de normalizacién Z7 es una funcién de particion de
un sistema mecdnico estadistico. Aqui O y Oz pueden ser operadores que crean o aniquilan estados, operadores que
miden observables o combinaciones de todos estos. El operador H es el Hamiltoniano del sistema que mide la energia
en el sistema y gobierna la evolucién del sistema en el tiempo. Los pardmetros 1" y ¢ son reales, no negativos que
denotan distancias de propagacién en el tiempo Euclideo. Mientras que ¢ es la distancia actual de nuestro interés, 7" es
una distancia méxima, la cual estaremos tomando como infinita. La exponencial del operador Hamiltoniano la mayoria
de las veces se puede definir a través de la expansion del desarrollo en series de potencias

—tH _ — (_t)j i
e _Z 7 HI. (2.14)
=0

Vamos a evaluar la funcién de particion Z de acuerdo a la definicién (2.11) de la traza, necesitamos ensandwichar
el operador entre vectores de una base ortonormal y luego sumarlos sobre todos los vectores. El resultado es indepen-
diente de la base ortonormal que uno use. Para la traza en (2.13) una eleccion natural es la base de los estados propios
de H. Denotando los estados de H como |n), la ecuacién de valores propios es

H|n) = E,|n). (2.15)

Los valores propios de la energia F,, son nimeros reales. Es conveniente ordenar los valores propios de menor a mayor
como sigue
Eoy< Fy < Ey<Es... (2.16)

Cuando usamos la base |n) para evaluar la traza en (2.13) se encuentra que
Zr = Z(n|6_Tﬁ|n> = Ze_TE", (2.17)

donde hemos usado (2.15) en el segundo paso y la normalizacién de los estados propios, (n|n) = 1. La funcién de
particién Z es simplemente una suma sobre las exponenciales de todos los valores propios de energia F,,.



El correlacionador Euclideo (O3 ()01 (0))7 puede ser evaluado de una manera similar. Cuando calculamos la traza
como lo hicimos anteriormente e insertando el operador unidad (2.10) en la parte derecha de Oy obtenemos

1

<02(t)01 (0)>T = 7T Z<m|67(T7t)ﬁ62|n> <n|67tﬁ61 |m>
1 ~ ~
=7 > e Tm0E(m|Ogln)e " (n]Osfm). (2.18)

El siguiente paso es insertar la expresién (2.17) para Z7 dentro de la ultima ecuacién y sacar un factor de e =70 tanto
en el numerador como en el denominador.

> (|02 |n) (n| O [mye=t4Fn e~ (T O AEm

(O2(£)01(0))r = 11 o-TAB: 4 o-TAE: 1. , (2.19)

donde definimos
AFE, = FE, — Ey. (2.20)

Asf el correlacionador Euclideo (O2(¢)O1(0))r depende solo de las energias normalizadas en relacién con la energia
E) del vacio. Estas diferencias de energia son exactamente las que se pueden medir en un experimento. Por convenien-
cia a partir de ahora vamos a usar I, para denotar las diferencias de energia en relacion al vacio, es decir, usaremos
E,, enlugar de AE,,. Esto implica que la energia E, del vacio |0) es normalizada a cero.

Ahora vamos a analizar (2.19) en el limite 7" — oo. En este limite (asumiendo que el vacio es tnicoy E; > 0) el
denominador es igual a 1. De manera similar en el numerador solo los términos donde F,, = 0 sobreviven, es decir,
solo las contribuciones donde |m) = |0), por lo que tenemos la siguiente expresién

Jim (0a(1)0:(0))r = > {0|0a|n)(n|O:|0)e~"Fr. (221
n

La expresion que acabamos de derivar aqui se centra en la interpretacion de la teoria de campos en la red. Es una suma

de exponenciales y cada exponente corresponde a un nivel de energia.

En la siguiente seccién introducimos la integral de camino como una técnica para calcular los correlacionadores
(2.12). Concluyamos esta seccion con un breve comentario sobre la relacidon de nuestros correlacionadores Euclideos
con el tiempo real de la mecdnica cudntica de Minkowski. En el esquema de Heisenberg, donde los operadores son
dependientes del tiempo, un operador en el tiempo 7 esta dado por

6(7_) — eirﬁaefi'rﬁ. (222)

En consecuencia el correlacionador (2.12) se puede ver como el correlacionador de un operador 61 a un tiempo 0 con
un operador O a un tiempo imaginario ¢ = ¢7, un operador de evolucién temporal exp(—T H ) que proyecta el vacio
para T" — oo. Los tetra-vectores con tiempo real 7 corresponden a la métrica de Minkowski. Cuando uno cambia al
tiempo imaginario ¢ = ¢7, el signo negativo entre las componentes del tiempo y el espacio desaparece y la métrica
ahora es Euclidea, por eso el nombre de correlacionadores Euclideos para los objetos definidos en (2.12).

En la siguiente seccién donde discutimos la representacion de la integral de camino del correlacionador Euclideo,
encontraremos una transformacién de manera similar de la métrica. El cambio del tiempo real al imaginario se le
conoce como Rotacién de Wick. La expresion (2.12) puede verse como una herramienta matematica que nos permite
extraer los niveles de energia y los elementos de matriz de los operadores.



2.2. Laintegral de camino para un sistema mecanico cuantico

El correlacionador Euclideo (2.12) el cual introducimos y analizamos en el espacio de Hilbert en la seccidon pasada
ahora se reescribe como una integral de camino, un concepto introducido por Feynman. Mds adelante estaremos de-
rivando la segunda ecuacién clave de la teoria de campos en la red (2.2). Sin embargo como calentamiento, primero
derivaremos la integral de camino para un sistema cudntico simple. Esto nos permite enfocarnos en los pasos esenciales
de la construccién sin demasiados tecnicismos.

El sistema cudntico que usamos en nuestra presentacion inicial de la integral de camino es una particula en un
potencial U. Para simplificar las cosas vamos a restringir el movimiento de la particula solo en la direccioén z, el
sistema esta descrito por el Hamiltoniano ,

7y p

H=-" +1U. (2.23)
2m

La condicién de cuantizacién candnica esta dada por el conmutador
[#,p] =i, (2.24)
(usamos i = 1) e implica que el operador de momento sea

d
D= —i—. 2.25
D e (2.25)

Para este sistema lo que queremos es calcular la funcién de particién (2.13)
Zp = trle”TH] = / da(zle~TH|z). (2.26)

en el segundo paso de esta ecuacion expresa nuestro intento de usar los estados de posicién |x) para calcular la traza.
Comenzando con la evaluacién de los elementos de matriz para el caso libre:

(e /2m)y) = / dplale™ /™) (ply) = / dplalp){ply)e7" /™. 2.27)

Lo primero que se hizo fue insertar el operador unidad (2.10) usando los estados propios del momento p|p) = p|p).
Hay que notar que en el exponente de la parte derecha de (2.27), p deja de ser un operador y ahora es un niimero.
Usando la representacion de los estados propios del momento, es decir, las ondas planas

1 .
(z|p) = @em, (2.28)

encontramos nuestro elemento de matriz

e 1 . /
<x‘eftpz/2m|y> _ %/dpezp(zfy)eftzﬁ/Zm _ %ef(mfy)Qm/Qt. (2.29)

donde hemos usado en el ultimo paso la integral de Gaussiana (c, b son reales, ¢ > 0)

/ dpe—c® Eibe \/Ze_bz/%' (2.30)



Ahora vamos a al caso general sin eliminar el potencial U. El problema aqui es que los dos términos en el Hamilto-
niano (2.23) no conmutan el uno con el otro, haciendo que la evaluacion de la exponencial de H sea algo complicada.
Dividiendo el potencial U simétricamente, y para un paso en el tiempo Euclideo infinitesimal € escribimos,

emcll = o=U/2g=e0*/2m =<U/2(1 4 O(¢)). (2.31)

Esta formula se puede obtener expandiendo en ambos lados en e. Abreviando el siguiente término

o~

W, = 6766/2676]/7\2/2177,6766/27 (2.32)
encontramos que
(@|Wely) = eV @/2(g]e=P"/2m|y) e~V W)/2

— ﬂeféU(w)/Qeer(y)ﬂe*(w*y)2m/26_ (2.33)
2me

En el primer paso hemos usado U |z) = U(z)|x), donde U(z) es un nimero real, el valor del potencial en x. En el
segundo paso hemos insertado (2.29).

Podemos construir un paso en el tiempo Euclideo finito 7" de los pasos infinitesimales ¢ usando la formula de
Trotter (ver [21] para la demostracion)

T

-TH _ 4 W NT -
e NEEx W; con € Ny (2.34)
obtenemos
Zr = /dx()(m()\e*TﬁLrO) = lim /dx0<x0|W€NT|x0> (2.35)
NT*)OC
= lim [ dzo...dzng1(mo|Welz1) .. (@np—o|Welzng—1){@Np1|We|20)

NT*)OO

T m (xj —xi41)2
o N j T+l ,
_NEE}OOC T/dxo...deT_leXp —€ Z(:) <2€2+U(x])>
j:
hemos utilizado operadores unitarios en la forma f dx;|z;)(x;| y después usamos el resultado de (2.33) abreviando

C = /m/(2me). Laexpresion (2.35) contiene el limite N7 — co. Ya que nuestro objetivo es una evaluacién numérica
de nuestra integral de camino, el nimero de pasos N que usemos debe de ser finito. Por consiguiente definimos una
aproximacion de la funcién de particion (identificamos peridédicamente x . = o)

Npr—1 ) . ) 2
Z;:CNT/de...deT_lexp Y <”2”‘ (‘M> +U(;cj)> , (2.36)

€
Jj=0

donde el tamafio del paso € y el tiempo Euclideo estdn relacionados por T' = e Np.
La suma en la exponencial tienen una interpretacion interesante. Para caminos suaves

Mzi—i—@(e) con t= je,
€
Nr—1 T
€y :/ dt...4+O(e) con T = Nrpe. (2.37)
j= 0



Por lo que podemos identificar

NZ (’; (*‘) + U(xﬁ) -/ S (07 + UG) + 000, 2.38)

La expresion del lado derecho de la igualdad se le llama accién Euclidea Sg. Se obtiene de la accién usual S cuando
intercambiamos el tiempo real 7 con el tiempo imaginario ¢t = ¢7 y rotando el contorno de integracion:

Sla, 4] = /OT ar (B (r)? ~ Ula(r) - i/OT dt ({1 + Ua(r))) = iSplr, ] (2.39)

Resumiendo lo hecho, hemos encontrado que podemos construir una aproximacion de la funcién de particién Z5
en la forma (2.36). En esta aproximacién dividimos el intervalo de tiempo Euclideo 7" en Nt pasos de tamafo e
(usando condiciones de frontera periddicas). En cada paso insertamos una variable x; la cual se integra de —oo a co.
La coleccion de los valores x; pueden ser interpretados como caminos y la integral es sobre todos los caminos posibles.
El integrando es la exponencial (2.36) de la accién Euclidea para el camino discretizado.

2.3. Integral de camino para una teoria de campos escalar

Ahora vamos a derivar la ecuacion clave (2.2) para una teoria de campos escalar. A pesar de que ya es una teoria de
campos, tiene una estructura mas simple que QCD. Esto nos permite enfocarnos en los puntos centrales de la derivacién
de la integral de camino para una teoria de campos sin tener que preocuparnos de los tecnicismos.

2.3.1. El campo de Klein-Gordon

Vamos a comenzar recordando la accidn cldsica y las ecuaciones de movimiento del campo escalar en el espacio
de Minkowski. Considerando un campo escalar real ®(¢,x). Su accién correspondiente S es una integral sobre todo el
espacio

S= / dtd* e L(D (1, x), 0,0(t,%)), (2.40)

con una densidad Lagrangiana L dada por

1 2
L(®,0,9) = 5(0,9) (9u) - %@2 — V(@)
1., 1 m?
= -0 - _(V®)? — — % — V(). 2.41
Hay que recalcar que esta expresion esta en el espacio de Minkowski, es decir, en el segundo paso usamos la métrica
g =diag(1, -1 — 1 — 1) para reescribir el término cinético. En la accién también permitimos un potencial V' (®).
Como ejemplo, podemos mencionar la llamada teorfa ¢*, esto es V(®(¢,x)) = A®(¢,x)*. Usando las ecuaciones de

Euler-Lagrange
oL oL
Oy <8(8H<I>)) 99 = 0, (2.42)

podemos derivar la ecuacién de movimiento cldsica

0,,(0"®) +m?*® + V' (®) = 0. (2.43)



donde V' representa la derivada del potencial con respecto al campo. En la ausencia del potencial esta es la ecuacion
de Klein-Gordon.

Como siguiente paso necesitamos cuantizar el sistema usando el formalismo canénico. Para este propdsito nece-
sitamos un Hamiltoniano el cual se obtiene de la densidad Lagrangiana. E1 momento canénico II(¢, x) esta definido
por

) .
= mﬁ(@(t,x),é)ﬂfﬁ(t,x» = (¢, %), (2.44)

y la funcién Hamiltoniana H se obtiene de la transformada de Legendre

II(¢, x)

H= / dBrTI(t, x)D(t, x) — / BrL(D(t,x),0,D(t,x)) (2.45)
= /d3x <;H(t,x)2 + %(V@(t,x))2 + m;q)(t,xf + V(<I>(t,x))> .

La funcién Hamiltoniana es el punto de partida para la cuantizacion del sistema en el continuo. Sobre la cuantizacion,
la funcién Hamiltoniana H, los campos ®(¢,x) y II(¢,x) se convierten en operadores en el esquema de Schrodinger,
donde los operadores no tienen dependencia temporal H, ®(x), II(x). El operador Hamiltoniano es

[ /d% (;ﬁ(x)Q 4 %(vi(x)f + 8007 + v@(x))> . (2.46)

Los operadores (57 I cumplen con las relaciones de conmutacién
[®(x). TI(y)] = io(x —y). [$(x),®(y)] =0, [H(x).Ti(y)] =0. (2.47)

Por ahora dejamos el camino canénico y seguimos una estrategia diferente para introducir la red como un corte
antes de cuantizar el sistema.

2.3.2. Regularizacion en la red del Hamiltoniano de Klein-Gordon

Para calcular las cantidades fisicas en una teoria cudntica de campos de una manera bien definida matematicamente,
es necesario recurrir a un regulador ultra violeta, ya que aparecen integrales que divergen en 4D cuando se integra
sobre todo el espacio. Ya que el regulador es necesario para hacer las expresiones finitas. En la teoria de perturbacién
el regulador puede, por ejemplo, introducirse mediante regularizacién dimensional, regularizacién de Pauli-Villars o
un corte de momento. Se elige un enfoque diferente en la teoria de campos en la red. La idea central es reemplazar el
espacio continuo por una red finita 3D Aj:

x=an, n;=0,1,...,N—1 para =1,2,3. (2.48)

La constante en la red a tiene dimension de longitud, el vector n con componentes, n1, 12, n3, atribuyen a los puntos
de la red. Los operadores ®(n) y II(n) ahora viven solo en los puntos de la red, hay que recalcar que reemplazamos el
argumento del espacio x por el punto en la red n. Ya que cada componente n; corre desde 0 hasta [V — 1, tenemos un
total de N3 puntos en la red y el sistema en la red por lo tanto tienen 2/N3 grados de libertad (® y II en cada punto de
la red). Para cualquier sistema finito uno tiene que decidir qué hacer en las fronteras. Elegimos condiciones de frontera
periddicas, es decir, identificamos n; = N con n; = 0.
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Para una regularizacién en la red del operador Hamiltoniano (2.46) necesitamos discretizar las derivadas V&)(x).

Usando la expansién en series de Taylor de ®(x), es facil observar que para una pequefia constante en la red a la
derivada puede ser aproximada como

& ®(n+j) — (n - j)

0;®(x) = 5 +0(a?), (2.49)

donde 7 denota el vector unitario en la direccién j. Usando esta definicién para la derivada, obtenemos una versioén en
la red del operador Hamiltoniano (2.46):

2 2 4 2a 2
neAs j=1

3 = A = A 2
~ 1~ 1 o —®(n— 2. ~
H=a*Y | 5Tim)+ Z( (n+j) = 2(n ”) +m—q>(n)2+v(<1>(n)) . (250)
La integral [ d3z ha sido reemplazada por la suma a* Y onc A,- El Hamiltoniano describe un sistema con nimeros

finitos de grados de libertad $(n) y sus correspondientes momentos conjugados ﬁ(n) La condicién de cuantizacion
canénica esta dada por los conmutadores

[®(n), [l(m)] = i %6p m, @2.51)
[®(n), ®(m)] =0, [[(n),TI(m)] =0 (2.52)

Cuando comparamos las nuevas condiciones de cuantizacién (2.51) y (2.52) con sus contrapartes continuas uno ob-
serva que la Delta de Dirac en (2.47) es reemplazada por la delta de Kronecker 6y m = dpnym; OngmsOngms, COMO €8
usual para los grados de libertad discretos. El factor a~2 en el lado derecho de (2.51) es necesario para obtener las
dimensiones correctas. Denotando la dimensién de la longitud por / encontramos que para las dimensiones |. ..] de las
cantidades involucradas

(2.53)

Asi el factor a3 en (2.51) es necesario para obtener dimensiones iguales en ambos lados de la igualdad. Este factor
también coincide con las dimensiones en la formula (2.47) ya que la delta de Dirac tiene dimensién /> .
Los conmutadores (2.51) y (2.52) se cumplen cuando los operadores del momento estdn representados como deri-

vadas S

~ )

In) =—— .

()= =35 5o (m)

Usando esta representacion podemos escribir el operador Hamiltoniano para el campo de Klein-Gordon en la red en su
forma final como

(2.54)

H=H,+U, (2.55)
N 1/ i 9 \° 1 02
. I — -
Ho=a Z 2 < a’ 8¢(n)> 2a3 Z 0®(n)?’
neAs neAs

3 = ~ = ~ 2 2 N
(7: & Z Z (‘I’(H‘FJ)Q_CL‘I)(H_])) + %@(H)Q +V(<I>(n))

Hemos dividido el Hamiltoniano en dos partes: la parte libre H, o la cual contiene las derivadas, y la parte de interaccién
U. Esta division es muy ttil para el calculo de los correlacionadores Euclideos.
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Es conveniente introducir un conjunto de estados propios de los operadores de campo <f>(n), equivalente a la
los estados de la posicién |z) de la mecdnica cudntica. La condicién (2.51) es una generalizacién de la condicién
[, p] = i¢h en la mecénica cudntica ordinaria. De manera similar los estados |®) son una generalizacion de los estados
|). La accién de los operadores ®(n) en |®) esta dada por

®(n)|®) = ®(n)|P). (2.56)

La aplicacion del operador CTD(n) sobre un estado propio |®) nos da como valor propio el valor ®(n) del campo en el
punto n de la red. Por consiguiente, el estado |®) nos da los valores del campo en todos los puntos de la red, es decir,
para el conjunto {®(n),n € Ag}. Los estados |®) son ortogonales y completos

(@'|®) = 5( =[] s® (n),) 2.57)
neAs
1 :/Oo D) (®| con D= [] do(n). (2.58)
- neis

2.3.3. El operador de evolucion temporal para el caso libre

Una vez discutido el Hamiltoniano del campo escalar y su discretizacion en la red, ahora podemos regresar a
nuestro problema original, el cdlculo de los correlacionadores Euclideos (2.12) y la funcién de particion (2.13). En
ambas expresiones encontramos el operador de evolucién temporal exp(— tH ). Para el Hamiltoniano completo Hel
cdlculo de los elementos de matriz del operador de evolucién temporal no es posible. Sin embargo para la parte libre
Hy es un ejercicio simple de hacer donde usamos los estados propios de Hy.

El operador Hamiltoniano Hj, como se representa en (2.55), es una suma sobre las segundas derivadas, es decir,
una suma sobre los operadores del momento al cuadrado. Es bien conocido de la mecanica cuantica que los estados
propios del momento son ondas planas |II). Ya que HO es una suma sobre n? derivadas, el estado propio es un producto
sobre N3 ondas planas, una para cada componente del campo ®(n). Cada onda plana esta caracterizada por un nimero
de onda IT(n). Todos los estados propios estdn etiquetados por el conjunto de todos estos nimeros de onda y se denotan
por |II), el cual en la representacién del campo esta dado por

@m = ] ,/ ” piaTI(m)2(w) (2.59)

nceis

Los estados propios en (2.59) estan normalizados tal que el operador unitario es

1:/00 DH)(II| con DI = [] dli(n). (2.60)
- ncAs

La acci6n del Hamiltoniano libre ﬁo sobre |IT) nos da como resultado

a3
(®| HolIT) = 2@3 Z 8@ ) = 5 > H(n)*(@[). 2.61)

neAs

Por lo tanto los valores propios de Hy estan dados por (a3/2) >, II(n)?. Es importante darse cuenta que en ambos
lados de las ecuaciones (2.59) y (2.61) las cantidades ®(n) y II(n) ya no son operadores si no que ahora son niimeros
reales. Son los valores del campo y el niimero de onda en el punto de la red n.
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Con ayuda de los estados propios (2.59) ahora podemos calcular los elementos de matriz del operador de evolucién
temporal de la teoria libre

(@'~ |B) = / DIN® e~ [11) (11| D)
= /DH<¢’|H><H|®>e*t“3/QZn M(n)* (2.62)

donde en el primer paso hemos insertado el operador unidad escrito de la forma (2.60) y en el segundo paso se uso
la ecuacién de valor propio (2.61). Usando (2.59) dentro de la ultima expresion, tenemos un producto de integrales
Gaussianas

~ 3
<<b/|€_tH0|(b> I | ;’7 /oo dH(n)eia?’H(n)(q)/(n)_(b(n))e_ta3n(n)2/2 _
Y5
neAs —o0

a3 3 ’ 2 a3 N3/2 3 ’ 2
[ /L emet/en@ m-sm)® e—a®/(2D) %, (@' () =2 (1) 2.63)
Y 27t 27t
ncAg

en donde se uso la integral de Gauss (2.30) en el ultimo paso.

2.3.4. Término de interaccion con la formula de Trotter

Cuando cambias del caso libre a incluir el potencial U tenemos que construir nuevamente un paso finito ¢ en el
tiempo Euclideo de pasos infinitesimales usando la formula de Trotter (2.34). Similar a lo que se hizo en el sistema
cuantico, definimos

o~

We —_ 6—66/26—61?06—66/2’ (264)

Usando la formula de Trotter (2.34) encontramos que
(@77 |@) = lim (@/|W7|@) =
ne—r00

lim [ D& DBy ... DRy y (& [We|Prry 1) (B [We |, —2) ... (D1 |V, |D). (2.65)

ng—00

En el ultimo paso insertamos el operador unidad n; — 1 veces en la forma(2.58). Lo que queda por hacer es el calculo
de los elementos de matriz (®;1|W,|®;) los cuales aparecen en (2.65). Hay que notar que debido a (2.55) y (2.56)

Ule) = U[®]|®), (2.66)

con

3 ~ ~ 2 2
U[(I>] 4 Z %Z <(I)(n +])2_aq)(l’l —.7)> + ﬂ¢(n)2 + V(CI)(II)) (2.67)

2
ncAs

Hay que recalcar que U[®] es un niimero, es decir, el término de interaccion evaluado en el campo ®(n). Usando (2.63)
y (2.66) obtenemos

(i1 [We|®;) = (D 1|~V 2e=<Hoe=<U/2|g,) (2.68)
_ e—eU[‘i’i+1]/2<(bi+1 |e—eﬁo ‘q)i>€_€U[¢)i]/2

— ON? e~ eUl®i]/2-0”/(26) T, (®(n)i —®(n)i11)? —eU[®i41]/2
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Hemos introducido la abreviacién C para el factor /a3 /27e. Nuevamente enfatizamos que el lado derecho de (2.68)
es un nimero real. Este es el elemento de matriz del operador de evolucion temporal para un tiempo infinitesimal W.

2.3.5. Representacion de la funcion de particion como integral de camino

Vamos a usar las dos ecuaciones (2.65) y (2.68) para calcular la funcién de particién Z7 definida en (2.13). Cuando
la traza es evaluada en esta ecuacién usando los estados |®) tenemos

Zp = / DOy (Dgle TH|Dg) = i / DOy (Do |WNT | D), (2.69)
T —>00

donde T' = Npe. Hemos comentado que nuestro objetivo es implementar la integral de camino en una simulacién
numérica en cuyo caso no podemos realizar el limite Ny — oo, ya que la computadora solo puede operar con un
ndmero finito de grados de libertad. Por lo tanto, tenemos que trabajar con una resolucién finita € y asi obtener una
aproximacion de la funcién de particién exacta. Esta aproximacion la vamos a denotar como Z%. Nuevamente inser-
tando N7 — 1 conjuntos de estados completos y usando la expresion (2.68) para los elementos de matriz (®; |/I/I7€|<PZ>
obtenemos

Z5 = / Do(Py [TV | )

:/D<I>0...D<I>NT,1<<I>0|WE|<I>NT,1>(<I>NT,1|WE\<I>NT,2)...<<I>1|W5\<I>o>

= NN /DCDO...Dq)NT,le_SE[q’], (2.70)
con
1 Npr—1 1 Nr—1
Spl®] = 5 d>od* Y —(®(n)41 —®(n);) +e Y UP,]. 2.71)
j=0 neAs 7=0

Hay que remarcar que en la primera suma hemos continuado con el indice j periddico por lo que lo identificamos
j=Npconj=0.

La expresion para Sg en (2.71) se puede simplificar introduciendo una notacién compacta ®(n, ns) = ®(n),,.
Esto corresponde a la introduccién de una red en 4D la cual vamos a denotar como A

A:{(n,n4)|n€A3,n420,1,...,NT—1}, (2.72)

donde hemos reetiquetado j como n4. Hay que notar que la red A es periddica en las cuatro direcciones ya que hereda
la periodicidad espacial de los componentes espaciales de As. Con esta notacién ahora Sg es

Spl@] = ea® (; (q)(n’ ni+1) = &(n, "4)>2 n 2.73)

€
nngs€A

3 5 . 2
%Z (fIJ(n+J,n4) — ®(n — Jﬂu)) i %2(1)(117 n4)? + V(q)(mm)))

2a
j=1
Como en la seccion pasada, la expresion en (2.73) para Sg es una discretizacion de la accién Euclidea. El primer

término de la parte derecha se puede interpretar como el cuadrado de la derivada discretizada en la cuarta direccion. La
suma sobre A y junto con el factor ea® es una discretizacién de una integral sobre el espacio y el tiempo Euclideo. Con
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estas dos identificaciones la expresion (2.73) es muy similar a la accién del campo de Klein-Gordon dado en (2.40) y
(2.41). La unica diferencia es es un signo menos global y una signo entre la derivada del tiempo (2.41) y el resto de los
términos. Si uno hace una rotacién en el tiempo en (2.41) dentro de un eje imaginario, es decir, uno reemplaza ¢ por
iT, entonces el signo desaparece. Por lo tanto Sg[®P] es la accién del sistema para el tiempo Euclideo, en otras palabras
la accion Euclideana.

También la medida en (2.70) se puede escribir de una forma compacta

D)= [ d®(n,na), (2.74)
(n,n4)€EA

y por lo tanto la expresion de la funcidn de particién se puede expresar como

Z5 = CN*Nr /D[@]e*SE[ﬂ (2.75)

2.3.6. Incluyendo operadores en la integral de camino

Podemos evaluar el lado derecho de (2.2) de forma anédloga a como se hizo para la funcién de particion Z7. En
particular, volvemos a usar la formula de Trotter para escribir el numerador del correlacionador Euclideo tal que

tr[e*(T*t)age*tﬁél]: lim tr[WENT*”@QW:t&], (2.76)

NT*)OO

donde el nimero de pasos Nt y n; estin relacionados con T'y ¢ por ' = e Ny y t = en;. De manera similar para la
aproximacion Z. también incluimos el corralacionador Euclideo con una resolucion temporal finita e.

1 —~ ~ e~
(O2(H)01(0)7 = e W O, 04 @77
t
1 ~ o~ —~ —
= ?/D%...D<I>NT,1D<I>0D<I>M<<I>0|WE|<I>NT,1><<I>NT,1|WE|<I>NT,2>...
t
(@1 [Wel @1, ) (B, |02 @, ) (@, [We | @1y 1) - . (@1 [We| D) (D] 01| o).

Esta estructura difiere de la expresién equivalente (2.70) para la constante de normalizacién Z§ solo por las dos
inserciones de los elementos de matriz

(D0|01|®0) ¥ (P, |O2|®, ) (2.78)

Los operadores 51 y 62 son expresiones construidas para los operadores de campo y sus momentos conjugados.
Por ejemplo
Oa=2mo)f, Op=> ®m)e P, (2.79)
neAs

donde el primer operador 9] A crea del vacio un estado de particula en la posicion ng , y el operador 9) p aniquila un
estado de particula de momento p. Todos los operadores O; y O2 que aparecen en (2.77) se pueden escribir como
expresiones de operadores de campo y momentos conjugados (2.54). Asi obtenemos los elementos de matriz para
(2.78) de las combinaciones de los operadores de campo

(D|0|®) = O[®]6(® — ®), (2.80)
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donde hemos usando (2.56) y (2.57). El objeto O[®] ya no es més un operador si no que ahora es una funcién que
depende de la variable de campo ®. Una funcién mapea una configuracién de campo @, especificado por el conjunto
de todos los valores del campo ®(n), n € As, dentro de los niimeros complejos. Para los operadores O 4 y Op en el
ejemplo (2.79), estas funciones se leen de la siguiente manera (* denota la conjugacién compleja)

OA[®] = 0(ng)*, Op[@] = Y &(n)e '*"P. (2.81)
neAs

_ Insertando la expresion (2.80) para los elementos de matriz del operador dentro de (2.77) e insertando los campos
®y y &, encontramos que

CNSNT
(02(£)01(0))5 = / D[®]e P05 (., n,)]O1[@(., 0)]. (2.82)

En el ultimo paso hemos colectado y combinado los diferentes términos, tal como hicimos en la funcién de particién.
En particular, obtenemos la misma expresion para la accién Sg dada en (2.73) y usando de nuevo la medida D[®] como
se defini6 en (2.74). Las funcionales O;[®(.,0)], O2[®(., n;)] son las transcripciones de los operadores originales Oy
O, actuando en el espacio de Hilbert. La funcional Oy [®(., 0)] esta evaluada en los campos ®(., 0) donde el argumento
del tiempo es 0, mientras que la funcional O3[®(.,n;)] esta evaluada en los campos ®(., n;) donde el argumento del
tiempo es ny, conectando al tiempo Euclideo ¢ a través de t = en;. Los argumentos espaciales en los campos, usados
para evaluar las funciones, fueron remplazados por un punto, ya que las funciones mapean toda la configuracién del
campo, definida por un conjunto de todos los valores de los campos a un tiempo dado, dentro de los nimeros complejos.
Hay que recalcar que las funcionales O1[®(.,0)] y O2[®(.,n;) tanto como el factor de Boltzmann exp(—Sg[®]) son
niimeros, no operadores, y por lo tanto el orden en el que se encuentren no importa. El factor CV N en (2.82) sigue
siendo el mismo que se mostrd en la expresion (2.75) para la funcién de particién. Los dos factores en el denominador
y numerador se cancelan y los podemos omitir desde ahora.

2.4. Cuantizacion con las integrales de camino

En la seccién pasada completamos la derivacion de la representacion de la integral de camino de los correlaciona-
dores Euclideos (O2(t)O01(0))5. En esta seccién estaremos discutiendo varios aspectos de las ecuaciones que hemos
derivado y presentaremos algunos conceptos generales y estrategias de la teoria de campos en la red. En particular,
presentamos la idea del uso directo de la integral de camino como un método de cuantizacién del sistema.

2.4.1. Discretizacion de la accion Euclidea

Vamos a comenzar nuestra discusién de la integral de camino con una mirada mas cercana a la expresion (2.73) de
la accién Eucliea. Al inspeccionar los términos derivados, los dos primeros términos en el lado derecho de (2.73) se
nota la diferencia entre de las dos derivadas discretizadas. La discretizacion para la derivada temporal usa diferencias
finitas hacia adelante, mientras que en las derivadas espaciales se usan diferencias centradas. Mientras que para la
discretizacion de las derivadas espaciales fue elegida en (2.49), la derivada temporal es un resultado de un operador de
evolucién temporal con la formula de Trotter. Por lo que contiene solo a los vecinos mds cercanos. Tal discretizacion
tiene, sin embargo, mayores errores de discretizacion que el uso de diferencias centrales. A partir de la expansion de
Taylor f(x €)= f(z) £ef'(x) + 2 f"(x)/24+ €3 f"(x)/6 + . .. uno encuentra que para las diferencias finitas hacia

delante
fz+¢e) — f(z)

€

= f'(z) + O(e), (2.83)
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mientras que la discretizacidn para diferencias centradas

flate) = flz—¢

o = f'(z) + O(e?). (2.84)

Debido a los pequefios errores de discretizacion, es mas ventajoso utilizar la formula de diferencias centrales, tanto en
la temporal como en la espacial.
Un segundo cambio que se implementa es el uso de la misma constante en la red tanto como en el espacio como en
el tiempo,
€=a. (2.85)

A pesar de que € y a tienen diferente origen, ambos deben ser cantidades pequenas: La constante espacial en la red
determina hasta que escala de longitud podemos resolver el sistema, mientras que la constante temporal determina que
tan bien se aproxima la formula de Trotter al operador de evolucién temporal. Usando diferencias centradas para la
parte temporal e implementando (2.85), la accién Euclidea se ve de la siguiente forma

Spl@] =a* Y (; 3 (@(n + ) = @n - ﬂ)) + %2<I>(n)2 + V(@(n))> . (2.86)

2a
neA p=1

Es obvio que en esta forma la accién trata las direcciones espaciales y el tiempo Euclideo de la misma manera. El
hecho de que en el espacio Euclideo ya no se tenga la relacion del signo entre los componentes espaciales y el temporal
del tensor métrico, la igualdad de condiciones en (2.86) es la misma que en la accién (2.40) y (2.41) con la métrica
de Minkowski. El tensor métrico que se usa en (2.41) para transformar entre indices covariantes y contravariantes es
reemplazado por la delta de Kronecker.

Para finalizar observamos que en el espacio de Minkowski los componentes corren desde . = 0 hasta 3, donde
© = 0 se refiere al tiempo. La métrica Euclideana esta usando el indice x en (2.86) que corre desde 1 hasta 4,y u =4
se refiere al tiempo Euclideo.

2.4.2. Laintegral de camino como una prescripcion de cuantizacion

La accién con diferencias centrales para el tiempo se derivada de primeros principios en la forma presentada
anteriormente. Los cambios que realizamos en la accidn indican que ahora cambiamos la filosofia para la cuantizacion
del sistema. Discutamos esta nueva prescripcion de cuantizacion.

En la derivacion de la dltima seccidn, la cuantizacidn del sistema inicio con la aplicacién de las reglas de conmuta-
cién candnica (2.51) y (2.52) para los campos y sus momentos conjugados. Posteriormente la expresion

1

= — [ D[@]e*=PI0,[® (., ny)]O1[D(., 0)], (2.87)
Zr

(02(8)01(0))r

para los correlacionadores Euclideos como integrales de camino fueron derivadas (A partir de ahora nos referiremos a
€ como indicador de la discretizacion del tiempo). La funcién de particién esta dada como una integral de camino por

Zp = / D[®le =%l (2.88)
La medida
D@] = [[ do(n), (2.89)
neA

es el producto de medidas de integracion para las variables del campo en todos los puntos n de una red A en 4D.
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Nuestra nueva prescripcion de cuantizacidn, la cual introducimos ahora, esta basada directamente en las ecuaciones
(2.87), (2.88) y (2.89). Establece que la cuantizacién ya no implementa el cumplimiento de las reglas de conmutacién
para los conmutadores si no que ahora es por una integral de camino sobre las variables de campo. Los pasos involu-
crados en la cuantizacién del sistema son

= Paso 1: El espacio-tiempo continuo es reemplazado por un red Euclidea en 4D con una constante de espacia-
miento en la red a. Los grados de libertad son los campos @ en la red.

= Paso 2: La accion Euclidea S [®] del sistema esta discretizada en la red tal que en el limite a — 0 se obtiene la
accion Euclidea continua. El factor de Boltzmann es exp(—Sg[®]).

= Paso 3: Los operadores que aparecen en el correlacionador Euclideo que uno quiere estudiar se trasladan a
funcionales reemplazando los operadores de campo con variables del campo en la red.

= Paso 4: Las funciones de correlacién Euclideas se calculan evaluando estas funcionales en alguna configuracién
del campo en la red, ponderdandolas con el factor de Boltzmann e integrando sobre todas las posibles configura-
ciones del campo.

En el siguiente capitulo estaremos implementando esta prescripcion para la teoria de QCD. Sin embargo, en este
enfoque hay varias posibilidades. Hemos visto que se pueden usar varias discretizaciones de las derivadas que difieren
en sus errores de discretizacidon. Una pregunta importante es si las diferentes discretizaciones de un sistema conducen
a una teorfa donde el correspondiente correlacionador Euclideo (O2(t)O1(0))r puede ser interpretado de acuerdo a
nuestra primera ecuacion clave

Jim (0a(£)0:(0))r = > (0]0zn)(n|O; |0)e ™", (2.90)
n
tal que los niveles de energia y los elementos de matriz pueden ser extraidos.

Una vez calculados las observables en la red uno esta interesado en sus valores cuando el limite de a — 0, a lo que
se le conoce como limite continuo. Este limite se puede entender de varias maneras. Ya hemos encontrado el llamado
Iimite continuo ingenuo o clasico cuando requerimos la discretizacidon de la accidn para acercarse a su contraparte
continua ¢ — 0. Sin embargo el limite continuo ingenuo para la accién solamente se usa como guia principal en la
construccién de la teoria en la red. Una teoria cuantizada completa requiere de la evaluacién de la integral de camino,
dando resultados para los observables los cuales son funciones de a. En los calculos numéricos el limite continuo tiene
un enfoque diferente: los acoplamientos de la teoria son conducidos a sus valores criticos, es decir, para los valores
donde el sistema experimenta una transicion de fase . Al hacerlo, las escalas (por ejemplo el tamafio del protén) crecen
en unidades de la red.

2.5. Larelacion a la mecanica estadistica

Hay una estructura equivalente entre nuestra teorfa de campos en una red y la mecanica estadistica. Un sistema
prototipo de mecdnica estadistica es un sistema espin. Los grados de libertad son las variables de espin clasicas s,
localizadas en alguna red 3D. La energia del sistema es una funcional H|[s| de los espin. En el ensamble canénico,
es decir, para un sistema en un bafio térmico con temperatura 7', la probabilidad P[s] de encontrar el sistema en una
configuracion particular s esta dada por

1
Pls] = Ze*f”’[s], (2.91)
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donde 3 es el inverso de la temperatura 3 = 1/kpT con kp denotando la constante de Boltzmann. La funcién de

particién Z esta dada por
Z= Z e PHIs] (2.92)
{s}

donde la suma corre sobre todas las posibles configuraciones de espin {s}. El valor de expectacién de algin observable
O esta dado por

(0) = % > e PHEQ]s). (2.93)
{s}

la similaridad entre (2.87) y (2.93) es obvia. El factor de Boltzmann exp(—3H) es remplazado por el factor exp(—SEg)
y la suma sobre todas las configuraciones de espin por la integral sobre todas las configuraciones del campo clésico ¢.
Asi el nombre “funcién de particidén”para el factor de normalizacién de la integral de camino ahora parece natural.
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Capitulo 3

QCD en la red

En el capitulo 1 derivamos la integral de camino para la teoria de campos escalar usando el enfoque candnico
para la cuantizacién del sistema. Posteriormente cambiamos nuestro punto de vista y adoptamos la integral de camino
por si misma como un método de cuantizacion. Los pasos involucrados son la discretizacion de la acciéon Euclidea
y la construccién de la medida para la integracion sobre todas las configuraciones de los campos. En este capitulo
comenzamos con la implementacién de estos dos pasos para la cromodindmica cudntica.

La cromodindmica cudntica (QCD) es la teoria de las interacciones fuertes de las particulas y campos, es decir, la
teoria de los quarks y los gluones. En la primera seccidn revisaremos la accion funcional de QCD y sus simetrias. Esto
sirve como preparacion para la posterior discretizacién de QCD en la red. La discretizacién se lleva a cabo en varios
pasos. Empezando por una discretizacién ingenua de la parte fermidnica de la accion de QCD seguido de la discusion
de la accién en la red para los gluones. Para finalizar escribiremos una expresién completa para la integral de camino
en QCD.

3.1. Laaccion de QCD en el continuo

Comenzamos nuestra construccién de la integral de camino en la red de QCD, con una resefia de la accién Euclidea
en el continuo. Después introduciremos los campos de los quarks y gluones, desarrollamos la accién continua de QCD
comenzando con la discusion de la parte fermionica de la accion y su invariancia bajo transformaciones de norma, mas
adelante se contruye la accién del campo de gluones la cual es invariante bajo estas transformaciones.

3.1.1. Campos del quark y gluon

Los quarks son fermiones masivos y estan descritos por los espinores de Dirac

W' (@)a, P (@)a 3.0
Estos campos del quark cargan con varios indices y argumentos. La posicion del espacio-tiempo es denotada por x, los
indices de Dirac por o = 1,2, 3,4 y los indices de color por ¢ = 1, 2, 3. En general usaremos las letras griegas para
los indices de Dirac y las letras a, b, c, . . . para el color. Cada campo 17 () contiene 12 componentes independientes.
Ademas los quarks vienen en diferentes sabores llamados up, down, strange, charm, bottom, y top, los cuales estan
indicados por el indice de sabor f = 1,2,...,6. En muchos de los célculos es suficiente incluir solo los dos o tres
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sabores mds ligeros de los quarks. Por lo que nuestro indice de sabor correrd desde 1 hasta Ny, el nimero de sabores.
Observamos que a menudo omitimos los indices y usamos la notacidon matricial /vectorial en su lugar.
En el enfoque del operador de Minkowski los campos 1) y 1 estdn relacionados con 1 = 1/f~g, en donde vq es la
matriz-v relacionada al tiempo. En la integral de camino uno usa variables de integracién independientes v y 1).
Ademais de los quarks, QCD contiene campos de norma que describen a los gluones.

Au(T)eq. (3.2)

Estos campos también contienen varios indices. Tal como para los campos del quark tenemos un argumento espacio-
temporal denotado por x. Ademas los campos de norma constituyen un campo vectorial que lleva un indice de Lorentz
1 el cual nos dice la direccién de los diferentes componentes en el espacio-tiempo. Ya que estamos interesados en
la accién Euclidea, el indice de Lorentz i es Euclideo, es decir, no distingue entre los indices covariantes y los con-
travariantes. No hay un tensor métrico involucrado y 1 = 1, 2, 3,4 simplemente etiqueta los diferentes componentes.
Finalmente el campo del gluon carga indices de color ¢,d = 1,2, 3. Para una z y ;1 dada, el campo A, (z) es una matriz
de 3 x 3 sin traza y hermitica en cada punto del espacio-tiempo x.

Es conveniente dividir la accién de QCD en una parte fermidnica, la cual incluye los campos de los quarks y un
término de interaccion que los une con los gluones, y una parte gluonica, la cual describe la propagacién e interaccién
de los gluones.

3.1.2. La parte fermionica de la accion de QCD

La parte fermionica Sr[1, 1), A] de la accién de QCD es una funcién bilinear en los campos 1 y ¢, y esta dada por
Ny
Selw, 5,41 = 3 [ '8 (2) (300, + i, (@) + ) ! (@)
f=1

Ny
=) / 2 (@)a (()ap(Geady + i4u()ea) + M7 Gapdea) V7 (@)s. (33)
f=1

En la primera linea de esta ecuacién hemos usado la notacién matricial/vectoral para los indices de color y los indices
de Dirac, mientras que en la segunda linea escribimos los indices explicitamente, hay que notar que hemos usado
la convencidén de la suma de Einsten. En la ecuacién (3.3) la accién es una suma de las acciones para los sabores
individuales f = 1,2, ..., Ny. Todos los quarks con diferente sabor se acoplan de la misma manera con el campo del
gluon A, y solo difieren en sus masas m7 . Por supuesto, diferentes sabores también tienen diferentes cargas eléctricas y
por lo tanto diferentes acoplamientos al campo electromagnético. Sin embargo, solo discutiremos la interaccion fuerte.

Los indices de color ¢ y d de los campos del quark 1), ¢ se suman sobre los correspondientes indices del campo
de norma, y de esta manera es como se acoplan los quarks a los gluones. El acoplamiento de los campos de norma es
diferente para cada componente ¢ ya que cada componente esta multiplicado por una matriz diferente +y,,. Las matrices-
~ son matrices de 4 x 4 en el espacio de Dirac, y en la accién de QCD mezclan los diferentes componentes de Dirac de
los campos de los quarks. Son las version Euclidea de las matrices-y (Minkowski) que se familiarizan con la ecuacién
de Dirac. Las matrices-y Euclideas v, 4 = 1,2, 3,4 cumplen con las relaciones de anti-conmutacién

{’Y;u '71/} = 26;1,1/1- 34

Las diferentes derivadas parciales en el término cinético de (3.3) mezcla los componentes de Dirac de la misma manera
que para los campos de norma, es decir, 9,, también esta contraido con las matrices ,,. El término cinético es por lo
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tanto trivial en el espacio de color. El término de masa, finalmente es trivial en ambos espacios tanto en el de Dirac
como en el de color.

Una vez discutida nuestra notacién con detalle, ain debemos verificar que la accién (3.3) de hecho nos la da la
ecuacion de onda relativista para los fermiones o mejor dicho en otras palabras la ecuacién de Dirac. Para un solo
sabor, la contribucidn a la accién esta dada por (usando la notacién matricial/vectorial para los indices de color y los
de Dirac)

Spl, 7, A] = / B3 (2) (3 (O + 14 (2)) + m)(a). (3.5)

Aplicando las ecuaciones de Lagrange (2.42) en (3.5) es diferenciar el integrando de (3.5) con respecto a 1. Lo cual
nos da lugar a
(Vu(Op + 1AL (z)) +m)p(z) = 0, (3.6)

lo cual en efecto es la ecuacién de Dirac (Euclidea) en un campo externo A,,. Por lo que hemos verificado que la accion
(3.5) tienen la forma correcta.

3.1.3. Invarianza de norma de la accion fermionica

Hasta aqui solo hemos discutido los diferentes bloques de QCD y como se ensamblan en la parte fermionica de la
accién de QCD. Ahora profundicemos un poco més en las estructuras y simetrias subyacentes.

Hasta la estructura de color, la accién (3.5) es exactamente la accién de electrodindmica, cuando usamos la nota-
cién matricial/vectorial esta diferencia no es tan explicita. En realidad la accién de QCD se obtiene generalizando la
invariancia de norma de la electrodindmica. En la electrodindmica la accién es invariante bajo la multiplicacién del
campo fermionico con una fase arbitraria en cada punto del espacio-tiempo x, combinada con una transformacion del
campo de norma. En QCD requerimos de la invariancia bajo rotaciones locales entre los indices de color y los quarks.
En cada punto del espacio-tiempo = escogemos una matriz 3 x 3 compleja independiente (). Se requiere que las
matrices sean unitarias, Q(z)" = Q(x)~! y det[Q2(z)] = 1. Tales matrices son la representacién del grupo especial
unitario, denotado por SU (3) para el caso de matrices 3 x 3. Es fécil ver que este conjunto es cerrado bajo la multi-
plicacion de matrices. Sin embargo la matriz unitaria esta contenida en este conjunto y para elemento existe un inverso
(la matriz hermitica conjugada). Por lo que el conjunto de matrices SU(3) forma un grupo. Ver el apéndice A.1 donde
se muestran las ecuaciones bdsicas. Hay que notar que las operaciones del grupo, multiplicacién de matrices, no son
conmutativos. Los grupos con operaciones de grupo no conmutativas son llamados grupos no abelianos. La idea del
uso de grupos no abelianos para la teoria de norma fue propuesta por Yang y Mills [22], y tales teorias son conocidas
como las teorias de Yang-Mills.

Volviendo a nuestra discusién de la invariancia de norma en QCD, requerimos que la accion sea invariante bajo la
transformacién

Y(@) = (@) = Qa)(z), ¥ - ¥ (@) = Pa)z)", (3.7

para los campos fermionicos y una transformacién atn no especificada A, (z) — AL(:E) para los campos de norma.
La invariancia de la accién significa que se requiere

SF [W’i/v A/] = SF[¢7E7 A] (38)
Con (3.5) y (3.7) nos da

Spl!\ T, A = / A2 (2) Q) (D + i AL (2)) + m) Q)b (). (3.9)
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Usando Q(z)" = Q(x)~!, podemos ver inmediatamente que para el término de la masa las matrices de la transfor-
macién de norma se cancelan. Para los otros términos la situacion es un poco mds complicada. Comparando (3.5) con
(3.9) obtenemos la condicion siguiente

O +iAu(z) = Q)1 (9, + 14, (2))(x) (3.10)
=0, + Qz)1(0,2(z)) + ’LQ(.T)TA;(ZL')Q(I')
Esta es una ecuacién para un operador actuando sobre una funcién de x. Asi que debido a la regla del producto,

encontramos dos términos con derivadas. Ahora podemos resolver para A, (z) (nuevamente usando Q) = Q)™
y llegamos a la propiedad de transformacién del campo de norma

Ay — A (x) = Qx) A, (2)Q2)" +i(0,0(x)) Q)" (3.11)

También hay que notar que AL (z) es hermitico y sin traza tal como se requiere para los campos de norma. Para el primer
término del lado derecho de la ecuacién (3.11), vienen del hecho de que A, (z) es de traza nula y Q(z)" = Q(z) L.
El requisito para que la accién del fermién (3.5) permanezca invariante bajo la transformacién de norma (3.7) de los
fermiones implica la presencia de los campos de norma A, (z) con las propiedades de transformaci6n dadas por (3.11).

En la siguiente seccién donde discretizamos QCD en la red, nuevamente estaremos requiriendo de la invariancia
de la accion en la red bajo transformaciones de norma locales (3.7) para los campos del quark. Los campos de norma
tienen que ser introducidos para lograr la invariancia de la accién.

3.1.4. La accion del gluon

Ahora vamos a discutir la accién para los campos del gluon A, (). La accién del gluon S;[A,] es una funcién
que depende solamente de los campos de norma y se requiere que sea invariante bajo la siguiente transformacién

Sq[A'] = SglA]. (3.12)
Para la construccién de una accién con esta propiedad, definimos la derivada covariante
D, (z) =0, +iA,(x). (3.13)

A partir de nuestro resultado intermedio en la primer linea de (3.10) encontramos que la propiedad de transformacién
para la derivada covariante es

Dy(x) = Dj,(x) = 8, +iA},(x) = Qx) D, (2)Q(x)". (3.14)

Estas propiedades de transformacion aseguran que la transformacién de D, (x)y(x) y () son exactamente de la
misma forma, por eso el nombre de “’derivada covariante”.

Las derivadas covariantes ahora son usadas para la construccién de la accién funcional las cuales son una generali-
zacién de la expresion bien conocida de Ia electrodindmica. Definimos el tensor F},,, como el conmutador

Fu(x) = —i[D,(x), Dy(x)] = 0, A, (x) — 0, A, () +i[Au(x), Ay (2)], (3.15)

donde el dltimo término del lado derecho no desaparece ya que A, () y A, (x) son matrices, es decir, objetos en donde
la multiplicacién no es una operacién conmutativa. Hasta este conmutador, el tensor F),, (x) tienen la misma forma
que el tensor de la electrodindmica. El hecho de que el tensor es un conmutador de dos derivadas covariantes implica
que hereda las propiedades de transformacion (3.14), es decir, se transforma como

Fu(x) = F), () = Q(2)Fu(z)Q(z)". (3.16)
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Como candidato para la accién de norma ahora consideramos la expresion siguiente

SclA] = 2—;2 / d*ote[F, (2) Fu(2). (3.17)

Tomando la traza sobre el indice de colores asegura que (3.17) es invariante bajo las transformaciones de norma. Uno
puede usar en (3.16) la propiedad de la invariancia de la traza bajo permutaciones ciclicas y Q(x)" = Q(z)~! para
verificar esta propiedad. Ademads, la suma sobre los indices de Lorentz u, v nos asegura que la accién es un escalar de
Lorentz. Hay que recalcar que (3.17) esta en el espacio Euclideo.

De (3.15) y (3.17) es obvio que nuestra accién de norma es una generalizacidn de la accién electrodindmica. Hasta
la traza y el factor general diferente, coinciden perfectamente con la accién del campo electromagnético. La traza
es debida al hecho de que los campos del gluon son matrices. Descomponemos la matriz en componentes y de esta
manera obtenemos la traza en la red. El factor extra 1/g2 es solo una manera conveniente de introducir el acoplamiento.

Después de reescalar los campos de norma.

1
EA#(I) — A, (z), (3.18)

el factor 1/g2 en (3.17) desaparece y la accién ahora se ve de una manera mas familiar. Ahora el acoplamiento de
norma se muestra en la derivada covariante

Dy (x) = 0, +igAu(x), (3.19)

donde g es la constante del acoplamiento entre los campos de norma con los quarks. En la red es mas conveniente tener
el acoplamiento como una factor general de la accién de norma, es decir, que trabajaremos con la forma (3.17).

3.1.5. Los componentes de color del campo de norma

Hemos introducido los campos de norma A, () como funciones matriciales hermiticas de traza nula y hemos
mostrado que la transformacién de norma (3.11) conserva estas propiedades. Asi el A, (x) esta en la dlgebra de Lie
su(3) y por lo tanto

8
Au(z) = Al (2)T;. (3.20)
=1

Los componentes A, (x),7 = 1,2,...8, son campos reales con valores reales, llamados componentes de color, y T;
son una base para las matrices hermiticas 3 x 3 de traza nula. Podemos usar esta representacién (3.20) del campo de
norma para escribir el tensor de campo (3.15) en términos de sus componentes. Insertando (3.20) en (3.15) obtenemos

8 8
Fi(x) =Y (0,4L(z) — 0, AL ()T, +i » | Al () Al(2) [T}, Ti]. (3.21)

i=1 Gk=1

El conmutador del lado derecho de la ecuacion se puede simplificar con las reglas de conmutacién (A.4) con lo cual
obtenemos

8
Fy(x) =Y Fi ()T, (3.22)
=1
Fl (x) = 0,AL(x) — 0, AL (z) — fijudl(z)AL(x). (3.23)
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Esta representacion del campo se puede usar en la expresion (3.17) para la accién de norma, usando (A.3) para evaluar
la traza, obtenemos

1 & . _
Sl = 7533 / 2 (2)FL (). (3.24)
=1

De esta ecuacidn se ve que la accion de norma es una suma sobre los componentes de color y cada término tiene la forma
de la accién de electrodindmica. Sin embargo, aparece una caractéristica cualitativamente nueva: Del lado derecho de
(3.23) se ve que los componentes de color del campo no son lineales en el campo de norma AL(.’L‘) pero tiene un
pieza cuadrética la cual mezcla los diferentes componentes de color del campo del gluon. Asi en la accién (3.24) no
solamente encontramos el término cuadrético en los campos de norma los cuales se familiarizan con la electrodindmica
sino que también encontramos términos cubicos y cudrticos. Estos términos dan lugar a las auto interacciones de los
gluones, haciendo de QCD una teoria no trivial. Las autointeracciones son responsables del confinamiento del color, la
caracteristica mas destacada de QCD.

En la Fig. 3.1 mostramos un diagramafr Feynman donde se ilustra los términos de autointeraccién cuarticos y
cubicos. Las lineas rizadas representan los gluones y los puntos son los vértices de interaccion. Estas observaciones
concluyen nuestra revision de la accidon continua y tenemos todos los conceptos y anotaciones necesarias para comenzar
la discretizacion de la cromodindmica cudntica.

Figura 3.1: Diagramas de Feynman que muestran las autointeracciones cubicas y cudrticas del gluon. Las lineas ondu-
ladas representan los propagadores del gluon y los puntos son el vértice de interaccion.

3.2. Discretizacion ingenua de los fermiones

La manera de discretizar la accién para los quarks que presentaremos a continuacion, sirve para presentar la idea
basica y lo que es mas importante, para discutir la representacion del campo del gluon en la red el cual difiere de la
accion en el limite continuo. Mostramos que en la red los campos del gluon deben introducirse como elementos del
grupo de norma y no como elementos del dlgebra, tal como se hizo en la formulacién continua.
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3.2.1. Discretizacion de los fermiones libres

Como se discutié en la seccidn (2.4), el primer paso en la formulacién en la red es la introduccién de una red en
4D que hemos denotado como A, siendo este el conjunto:

A ={n=(n1,ne,n3,n4)ln1,n2,n3 =0,1,...,N —1;ny =0,1,..., Np — 1}. (3.25)

Los vectores n € A describe puntos en el espacio-tiempo separados por una constante en la red a. En nuestra discreti-
zacion de QCD en la red ahora colocamos espinores solo en los puntos de la red, es decir, nuestros grados de libertad
fermionicos son

¥(n),¥(n), neA, (3.26)

donde los espinores llevan los mismo indices de color, Dirac y de sabor como en el continuo. Hay que notar que por
conveniencia de notacion solo usamos la coordenada n para etiquetar la posicion en la red de los quarks y no su actual
punto en el espacio-tiempo x = an.

En el continuo la accién S para un fermi6n libre esta dada por la siguiente expresién (con A,, = 0 en (3.25))

S% [, Y] = / d* () (7,0, + m)Y (). (3.27)

Al formular esta ecuacion en la red tenemos que discretizar la integral sobre el espacio-tiempo tanto como la derivada
parcial. La discretizacion se implementa como una suma sobre A, como lo hicimos para la teoria del campo escalar en
el capitulo 1. La derivada parcial es discretizada como

1
Outb(@) = 5 ({0 + i) = ¥(n - ). (3.28)
De esta manera nuestra version en la red de la accidn del fermion libre
4 . .
— — + — —
S0l 7 = a* 3" B(n) (Z T L mwm)) . (3.29)
neA p=1

De esta manera es como comenzamos la introduccién de los campos de norma.

3.2.2. Introduccion de los campos de norma como links

En la seccién anterior mostramos que el requerimiento de la invarianza de la accién bajo una transformacion de fase
local (3.7) de los indices de color de los quarks impone la introduccién de los campos de gauge. En la red implementa-
mos la misma transformacién al escoger un elemento 2(n) de SU(3) para cada punto en la red n y transformando los
campos del fermidn de acuerdo a

¥(n) =¥/ (n) = Qn)p(n), B(n) =3 (n) = P(n)Q(n)". (3.30)

Como en el caso del continuo, encontramos que en la red el término de masa de (3.29) es invariante bajo la transfor-
macién(3.30). Para los términos de las derivadas discretas en (3.29), no es el caso. Consideremos, el siguiente término

P)p(n + i) = ¢ () (n + i) = P)QAn) Qn + i) (n + f). (3.31)

Esto no es invariante de norma, Si introducimos un campo U, con un indice direccional p entonces
_ N A R
& (MU, ()¢ (n+ 1) = $(n)Qn)'T;, (n)2n + @) (n + ), (3.32)
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es invariante de norma si definimos la transformacién de norma del nuevo campo
Uu(n) = U, (n) = Qn)Uu(n)Q(n + )t (3.33)

Con el fin de que la accién fermionica (3.29) sea invariante de norma, introducimos los campos de norma U, (n) como
elementos del grupo de norma SU(3) los cuales se transforman como en (3.33). Estas matrices estdn orientadas y
unidas a los enlaces de la red y por eso es que se le conocen como links. U,, vive en el enlace que conecta los puntos n
yn+ fi.

Dado que los links estan orientados, también podemos definir links que apunten en direccién negativa en u. Hay
que tomar en cuenta que los links no son indipendientes pero son introducidos solo por conveniencia de notacién. En
particular U_,(n) en donde los puntos que conecta van desde n hasta n — [ y estdn relacionados con la orientacién
positiva del link U,,(n — 1) a través de la siguiente definicién

U_p(n)=U,(n— )l (3.34)

En la Fig.(3.2) mostramos la forma geométrica de los link en la red. De las definiciones (3.34) y (3.33) obtenemos las

n—j n n n—+j
n— )t

U_(n) = Uy( U,(n)
Figura 3.2: Los links U_,,(n) y U,(n).
propiedades de transformacion de los links en la direccién negativa
U_u(n) = U, (n) = Qn)U_.(n)2n — i)' (3.35)

Hemos introducido los campos de los gluones U, (n) como elementos del grupo SU (3), no como elementos del dlgebra
de Lie los cuales se usan en el continuo. De acuerdo a las transformaciones de norma (3.33) y (3.35) también los links
transformados son elementos del grupo SU (3).

Una vez introducidos los links y sus propiedades bajo las transformaciones de norma, ahora podemos generalizar
la accion del fermidn libre (3.29) a la accién ingenua del fermion para fermiones en un campo de norma externo U:

Sp(v,$, Ul =a* > ¥(n) <Z Y Uulnln + ) = Umu(m)y(n = ) | mw(n)> . (3.36)
p=1

2a
neA

Usando (3.30), (3.33) y (3.35) para las propiedades de las transformaciones de norma de los fermiones y los links, se
ve ficilmente la invariancia de norma de la accién del fermion (3.36), Sr [, 1, U] = Sp[i), @,, U'].

3.2.3. Relacion de los links con los campos de norma en el continuo

Ahora hablaremos de los links con més detalle y cémo pueden relacionarse con la dlgebra de los campos de norma
en el continuo. Introducimos U, (n) como el enlace que conecta los puntos n y n+i. Las propiedades de transformacion
(3.33) en consecuencia se rigen por las dos matrices de transformacién Q(n) y Q(n + ). Al igual que en el continuo
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se conoce un objeto con tales propiedades de transformacién: es la integral de la exponencial del camino ordenado del
campo de norma A, a lo largo de una curva C,,, conectando los dos puntos x y y, llamado transportador de norma.

G(z,y) = Pexp (z/ A- ds) . 3.37)
c

Ty

donde, debido a la no-conmutatividad en los campos, P ordena los puntos a lo largo de la trayectoria C,,, que va del
punto z al punto y. Podemos suponer que la red estd en el continuo, donde viven campos de norma. Para entrar mas en
detalle de la exponencial del camino ordenado en el continuo ver [23]. No necesitamos una definicién precisa para los
transportadores de norma en el continuo y solo usar que bajo una transformacién de norma (3.11) se transforma de la
siguiente manera

G(z,y) = Q)G (=, y)2y)". (3.38)

Estas propiedades de transformacién son las mismas que para nuestros links U,,(n) donde n y n + fi se consideran
como puntos finales del camino. Basado en estas propiedades de transformacién, interpretamos los links U, (n) como
la versién en la red del transportador de norma conectando los puntos n y n+ fi, es decir, U, (n) = G(n,n+)+O(a).
Para nuestro propésito introducimos el dlgebra de los campos A,,(n) y escribimos

U, (n) = exp(iaA, (n)). (3.39)

Comparando (3.37) y (3.38) podemos ver que se ha aproximado la integral a lo largo del camino n y n + [ en
aA,(n), es decir, la longitud a del camino multiplicada por el valor del campo A, (n) en el punto de partida. Esta
aproximacion es buena para O(a) y no es necesario ordenar el camino para este caso. Dado que los links actiian como
los transportadores de norma, a menudo usaremos esta nomenclatura en lugar de “Link”.

Basado en la relacién (3.39) ahora podemos conectar la accién del fermién en la red (3.36) con su contraparte
continua (3.5). Dado que uno de nuestros principios de nuestra construccién es el requisito que en el limite a — 0 la
accidn en la red se acerca a la forma continua, expandiendo ( 3.39) para un a pequefia

U.(n)=1+iaA,(n) +O(a?), U_,(n)=1—iaA,(n— )+ O(a?), (3.40)

donde se uso (3.34) y A, = AL para la expansién de U_,(n). Insertando la expansién del link dentro de (3.36)
encontramos que

Sr[v,, U] = Se[, ¥] + Sk, ¥, A], (3.41)

donde S%. denota la parte libre de la accién y la parte de la interaccion es

SEE B, A = it 37 S By (Au(nb(n + ) + Auln — )(n — )

neQ u=1

4
=ia* > h(n)1uAu(n)y(n) + O(a). (3.42)

neQ) p=1

En el segundo paso se uso ¢ (n £ 1) = ¥(n) + O(a) y A.(n — ) = A,(n) + O(a). Las dos ecuaciones (3.41) y
(3.42) establece que cuando expandimos la version en la red (3.36) de la accién fermionica para a — 0 volvemos a su
forma del caso continuo en (3.5).
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3.3. La accion de Wilson

Hemos introducido los links como cantidades bdsicas para poner el campo de norma en la red. Ahora construimos
una accion de norma en la red en términos de los links y mostrar que en el limite a — 0 se acerca a su contraparte
continua. Este es el limite continuo ingenuo en contraposicién al limite continuo de la teoria cudntica completa e
integrada.

3.3.1. Objetos invariantes de norma construidos con links

Como preparacion para la construccién de la accidn del gluon primero hablaremos de las propiedades de transfor-
macion de una cadena de links a lo largo de un camino de enlaces. Teniendo P como un camino de & links en la red
que conecta los puntos ng y ny. Definimos el producto ordenado como

P[U] = Uy (n0)Up, (n0 + fio) - Uy, (m1 = 1) =[] Unln). (3.43)
(n,p)€P

Este objeto es la version en la red del transportador de norma continuo (3.37). El camino P contiene los links para
ambas direcciones =+ .

De las propiedades de transformacién para un solo link (3.33) y (3.35), resulta que las rotaciones de norma para
todos menos los puntos finales se cancelan: Consideremos la transformacién de dos links posteriores en el camino, uno
que termina en 7 y el otro empieza en este punto. Las dos matrices de transformacién Q(n)" y Q(n) se cancelan la una
con la otra en el punto n. Solo las matrices en los dos puntos finales del camino, ng y n; se mantienen. Por lo que el
producto P[U] se transforma de acuerdo a

P[U] — P[U'] = Q(no) P[U]Q(n1)". (3.44)

Como se hizo para un solo término de link, puede construirse una cantidad invariante de norma del producto de links
adjuntando campos de quarks en el punto inicial y en el punto final,

¥(no) PUJY(n1). (3.45)

Una manera alternativa de la construccién de un invariante de norma del producto de links es escogiendo un camino P
y un loop cerrado £ y tomar su traza

Lvl=tu| [[ Uu.tn)]. (3.46)
(n,u)eL

De acuerdo a (3.44), bajo una transformacién de norma solo las matrices Q2(ng) y Q(ng)T en el punto ng es donde se
da el loop. Estas matrices se cancelan cuando tomamos la traza.

LU =t [Qno) [] Uum)Qno)'| =t | J[ Unln)| =L[U]. (3.47)
(n,weL (n,p)EL

De esta manera hemos establecido que la traza sobre un loop cerrado de links es un objeto invariante de norma. Por
lo que los Loops de links son usados para la construccién de la accién del gluén y después también servirdn como
observables.
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3.3.2. La accion de norma

Para la accién del gluon es suficiente usar el loop cerrado mds corto y no trivial en la red, llamado plaqueta. La
plaqueta U,,,, es un producto de cuatro links definidos a continuacién

Upw(n) = Up(m)Uy(n + Q)U—p(n+ o+ 0)U_(n + 7)
=U,(n)U,(n+ @)Uu(n+ )0, (n)". (3.48)

En la segunda formulacién se utilizo en equivalente a (3.34). Representamos la plaqueta en la Fig(3.3). Como hemos
mostrado, la traza de la plaqueta es un objeto invariante de norma.

Ahora vamos a presentar la forma de Wilson de la accién [24] la primera formulacién de la teoria de norma en la
red y posteriormente mostraremos que efectivamente se acerca a la forma continua en el limite ingenuo a — 0. La
accion de Wilson es una suma sobre todas las plaquetas, con cada plaqueta en una sola orientacion. Esta suma se puede
realizar a través de una suma sobre todos los puntos n en la red donde las plaquetas estan localizadas, combinado con
una suma sobre los indices de Lorentz 1 < p < v < 4,

SqlU] = g% > ) Retr[l = Uy (n)). (3.49)

neA p<lv

n+ v Uin+9) n+p+o

*

Uy(n) | 1 Ups(n+ j1)

P
Lo

n U, (n) n+ f

Figura 3.3: Los cuatro links que construyen la plaqueta U,,,,(n). El circulo indica el orden en el que corren los links a
través de la plaqueta.

Las contribuciones individuales son la parte real de las trazas sobre la matriz unitaria menos la plaqueta. El factor
2/g? se incluye para coincidir con la forma continua de la accién (3.17) en el limite @ — 0. Ahora vamos a hablar
acerca de este limite.

Para establecer el limite correcto necesitamos expandir los links de la forma (3.39) para un a pequefia. Para manejar
los productos de los cuatro links en la plaqueta de forma organizada, es til usar la formula de Baker-Campbell-
Hausdorff para el producto de las exponenciales de matriz:

exp(A) exp(B) = exp (A + B+ %[A, B]+-- ) , (3.50)

donde A y B son matrices arbitrarias y los puntos indicas potencias de las matrices mas grandes que 2 las cuales
omitimos. La formula (3.50) se prueba de manera sencilla a través de la expansion en potencias de A y B de ambos
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lados. Usando (3.39) dentro de la definicidn (3.48) de la plaqueta y aplicando (3.50) de manera iterativa, obtenemos

2

U, =exp(iad,(n) +iad, (n + ji) — % [A,(n), A, (n + [1)] (3.51)
—taA,(n+0) —iaA,(n) — %[Au(n +70),A4,(n)
F O A . Ayl )]+ % A ) Ay )
L0, Ayl )] + & A0+ ), Ay ()] + O(a)).

En esta expresién tenemos campos de norma con argumentos cambiados tal como A, (n+ ). Realizando una expansién
de Taylor para los campos, es decir,

Ay (n+ ) = Ay(n) + ad, Ay (n) + O(a?), (3.52)

en todos estos términos y tomando en cuenta las contribuciones hasta O(a?). Con esta expansién algunos términos se
cancelan y obtenemos

Uy (n) = exp(ia® (9 Ay (n) — 8, Ay (n) + ilAu(n), Ay (n)]) + O(a?))
= exp(ia®F,, (n) + O(a®)). (3.53)

En el segunda paso usamos la definicién del tensor en el continuo (3.15). La forma (3.53) ahora se puede usar en (3.49)
para la accién de Wilson. La exponencial en (3.53) se expande y tenemos que

2ZZRetr]l— w(n)] = QZZtr L (n)?] + O(a?). (3.54)
neA p<v neA p,v

Los términos de O(a?) que aparecen en la expansién de la exponencial en (3.53) se cancelan cuando tomamos la parte
real de tr[1 — Uy, (n)] (uno puede usar tr[U,,, (n)]* = tr[U,, (n)] = t[U,,(n)]). De una manera similar también los
términos O(a?) en la expansién de (3.53) se cancelan, tal que la accién de Wilson se aproxima a la forma continua hasta
=(a?), como se indica en (3.54). Hay que notar que el factor a* junto con la suma sobre A es justo la discretizacién de
la integral en el espacio-tiempo y asi lim, o S¢[U] = S¢[A]. Aqui completamos nuestra discusién del limite continuo
ingenuo a — 0 para la accién de Wilson.

3.4. Expresion formal de la integral de camino para la teoria de QCD en la
red

Después de haber construido la accién del campo de norma y de los fermiones en la red ahora podemos escribir una
expresion completa para la formula de la integral de camino de QCD en la red para los correlacionadores Euclideos.

3.4.1. Laintegral de camino para QCD en la red

Siguiendo la discusién de la Sec. 2.4 escribimos los correlacionadores Euclideos como una integral de camino en
la red en la forma

(02(1)0 / D, PID[U)e~Srt-B-01=Sa 010, [ T, U101 [, 3, U], (3.55)
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donde la funcién de particién esta dada por

= /D[w,@]D[U]e‘sF[w’E’U]‘SG[U]. (3.56)

La cuantizacién del sistema en el formalismo de integrales de camino es implementado como un integral sobre todas
las configuraciones del campo. En la red la medida de la integral de camino correspondiente son productos de las
medidas de todos los quarks y productos de las medidas de todos los links:

=II I v’ ad’l/) (n) =11 H AU, ( (3.57)

neA f,a,c neA p=1

Para los campos de los fermiones incluimos el principio de Pauli, convirtiendo los espinores v y ¢ en variables que
anti conmutan. Estos se llaman niimeros de Grassmann. Para los campos de norma que hemos indicado en (3.57) la
medida para un solo link es dU,, (n), pero no especificamos como implementar la integracion sobre el grupo de SU(3).
Lo cual nos guia al concepto de la medida de Haar. La expresién en (3.57) ya incorpora algunas caracteristicas de QCD
en la red, en particular la reduccién de los campos originales a un nimero contable de variables.

Las correspondientes versiones en la red de las partes fermionicas y gluonicas de la accidn son las siguientes

- Yy 4 f ol A
el 0] =0t 303 (9 Y W4 )~ Ul =
f=1neA u=1
+ mf¢f(n)¢f(n)> + otros términos. (3.58)

donde la suma también corre sobre N los sabores de los quarks. Recalcamos que en la accion del fermién deben de
aumentarse unos términos para eliminar los artefactos en la red. Sin embargo la accién de norma

2 Z > Retr[ll = Uy (n)]. (3.59)

neA p<v

Observemos que las funcionales O [1), ), U] y O3[v), %, U] provienen de los operadores O1 y Os que actdan en el
espacio de Hilbert. Las funcionales provienen de la expresion (2.80) tras evaluar los operadores entre los estados
propios. La funcional O, depende solamente de los campos con el argumento del tiempo n; relacionado al tiempo
Euclideo ¢ del lado derecho de (3.55) a través de ¢ = an;. Los campos en la funcional O; dependen solamente de los
campos con t = 0.

Las ecuaciones (3.55), (3.56), (3.57), (3.58) y (3.59) engloban lo necesario en la construccién de QCD en la red.
Hasta aqui hablamos de los campos fundamentales que describen a los quarks y gluones y los colocamos en la red, de
tal manera que los quarks son los puntos en la red y los gluones son los links de la red, es decir, el enlace que conecta
un punto con otro.
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Capitulo 4

Simulaciones numeéricas en la red

Una simulacién de la teorfa de norma SU(3) es algo que se puede hacer en una PC moderna y ciertamente es un
ejercicio pedagdgico valioso. En esta seccién hablaremos de las técnicas necesarias para tal cdlculo. Cémo introduccién
a las simulaciones de Monte Carlo nos estaremos concentrando en las algoritmos més simples.

El valor de expectacion en el vacio de un observable en la teoria de campos en una red (cuadricula, reticula) esta
dado formalmente por la integral funcional

(0) = %/D[U}e’sC[U]O[U] con 7= /D[U]e’SG[U]. 4.1

Sin embargo esta expresion no puede ser evaluada analiticamente, excepto para redes muy pequeiias. La simulacién de
Monte Carlo aproxima la integral mediante un promedio del observable evaluado en un muestreo de N configuraciones
de campo U,, distribuidos con probabilidad o exp(—S[U,,]). La suma !

(0) > o[, (4.2)

1
~N
U,, con

probabilidad

ce(=5UnD
es calculada para bastantes configuraciones generadas por algoritmos de Monte Carlo. En este capitulo discutiremos
como se puede obtener una secuencia de configuraciones U,, con el algoritmo llamado Cadenas de Markov. Posterior-
mente las configuraciones producidas no estdn completamente correlacionadas, discutiremos métodos para tratar con
este problema y hablaremos del andlisis estadistico de los datos. Los observables que estaremos considerando serén los
loops de Wilson y Polyakov([25]. Al final del capitulo estaremos mostrando algunos ejemplos en los cuales aplicamos
la simulacién de Monte Carlo.

4.1. El método de Monte Carlo

4.1.1. Muestreo simple y muestreo de importancia

La integral de camino Euclidea para una red finita es una integral sobre las variables de campo de dimensién grande:
campos escalares o fermiones viviendo en los puntos y los campos de norma unidos a los enlaces (links) que conectan
a los puntos vecinos.

1Para el resto del capitulo omitimos el subindice G y denotamos la accién de norma por S[U]
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Por el momento vamos a considerar una situacién similar pero mas simple. Una versién 4D del modelo de Ising de
fisica estadistica el cual tiene en sus puntos variables de espin los cuales asumen dos valores: +1 o —1. Este sistema es
un modelo de ferromagnetismo donde las variables representan imanes microscépicos apuntando hacia arriba o hacia
abajo. También se puede considerar como una simplificacion de la teoria cudntica de campos escalar donde la integral
sobre la variable continua en cada punto es remplazada por la suma de dos valores. Una red con N puntos tiene como
tal N* variables de espin. Contando todas las posibles combinaciones de los valores 41 tenemos 2V ! configuraciones
de espin. Para una red moderadamente grande podriamos tener N = 16y por lo tanto 26°536 ~ 1019728 configuraciones
de espin posibles. La evaluacidn exacta de (2.93) corresponde a la suma sobre todas estas posibles configuraciones,
claramente una tarea imposible, por lo que tenemos que encontrar la manera de proporcionar una estimacién de esta
suma.

La teoria de probabilidad nos dice que podemos aproximar una integral sobre una funcién por promediando los
valores de la funcién f(x,,) en los valores x,, elegidos aleatoriamente de acuerdo a la distribucién uniforme p,,(x,,) =

1/(b—a):
/(b0 Lo )
(b—a)/a zf(z) = (f)p, = lm N;f(l‘n) 4.3)

Esto en esencial es el método de Monte Carlo el método remplaza el promedio exacto por un promedio muestral, justo
como en las encuestas de opinién. Como en estas encuestas, los célculos actuales estdn confinadas a un sub muestreo
y un nimero finito N. Se puede probar que la incertidumbre en esa estimacién de la media correcta se comporta
como O(1/+v/N). Actualmente, incluso eso es solo un enunciado probabilistico, ya que este error tiene por si solo un
error estadistico. Sin embargo por muy dudoso que se vea a primera vista, en calculos actuales el método funciona
asombrosamente bien.

El método de Monte Carlo es facilmente aplicable a integrales de dimensiones muy grandes. Todo lo que cambia
es que ahora x,, denota un vector de variables aleatorias y uno elige puntos al azar en este espacio multi-dimensional.
En los métodos numéricos usuales de cuadratura el esfuerzo crece exponencialmente con una precisién requerida. Para
la integracién de Monte Carlo la error estimado siempre es oc 1/v/N: Para mejorar la precisién por un factor de 2
tenemos que tomar cuatro veces mas los puntos aleatorios. Las comparaciones muestran que el método de Monte Carlo
es mds eficiente que la cuadratura para més de tres dimensiones.

Sin embargo, tenemos que tomar en cuenta el factor de Boltzmann exp(—S) en nuestra integral de camino. Depen-
diendo de la accidn, nos dara una diferencia importante para las configuraciones de campo. Cuando sumamos sobre
las configuraciones es mas importante considerar las configuraciones con pesos mas grandes que aquellas con pesos
mads pequefios. La idea principal de la importancia muestral del método de Monte Carlo es aproximar una gran suma
mediante un subconjunto comparativamente pequefio de configuraciones que son muestreados de acuerdo al factor de
peso.

El valor de expectacion de alguna funcién f(x) que considera una probabilidad de distribucién con densidad p(x)
esta dado por

(), = Judzp @I (@) 44
J, dap(x)
a
En la muestreo de importancia de la integracién de Monte Carlo este valor de expectacidn es aproximado a través de
un promedio sobre N valores,

N
(f)p = lim %Zf(xn), (4.5)
n=1

N—oc0
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para cada muestra aleatoria x,, € (a,b) con una densidad de probabilidad normalizada

dP(p) = Pz
@ [, dzp(a)

Nuestra integral de camino es de la forma (4.4) y por lo tanto es adecuada para un muestro de importacia. Por lo que
escribiremos nuesto valor de expectacién de un operador O como

(4.6)

N
1
(0) = lim — Zl O[U], 4.7
con cada muestreo U,, acorde a la densidad de la probabilidad de distribucién
e SWID[U]
dPU) = ———=+, 4.8
©) = T35 (48)

la cual es llamada medida de Gibbs. Las configuraciones de campo U, son nuestras variables aleatorias. Aproximamos
la integral usando un muestreo de N configuraciones. En célculos actuales este nimero podria variar entre unos cientos
hasta varios millones, dependiendo de los recursos computacionales y la complejidad del problema. El error estadistico
del resultado serd proporcional a 1/v/N y el valor exacto se obtendrd para N — oo. Los resultados son para redes
de tamaifio finito. El control del error estadistico pertenece a uno de los problemas centrales de los célculos de Monte
Carlo.

4.1.2. Cadenas de Markov

({C6émo encontramos las configuraciones de campo U,, siguiendo la distribucién de probabilidad (4.8)? La idea es
empezar con alguna configuracién arbitraria y entonces construir una secuencia estocdstica de configuraciones que
eventualmente siguen una distribucién de equilibrio P(U). Esto es a lo que se le conoce como cadena de Markov
homogénea o simplemente proceso de Markov

Uy— U — U; — ... “4.9)

Estas configuraciones U, de la cadena de Markov son generadas con posterioridad. El indice n etiqueta las configura-
ciones en el orden en el cual aparecen en la cadena. El cambio de configuracion en el campo a una nueva se le llama
update o un paso de Monte Carlo.

En la Figura 4.1 se muestra una descripcion esquematica de una cadena de Markov. La frontera delimita el espacio
de todas las configuraciones. Los puntos representan las configuraciones visitadas por nuestra cadena de Markov y las
conectamos con lineas rectas para indicar que son visitadas posteriormente. La cadena de Marvok de la figura comienza
en la parte superior izquierda y ripidamente se mueva hacia el centro de la figura, donde encontramos una gran densidad
de puntos. Esto corresponde a una regién de configuraciones con un factor de Boltzmann grande exp(—S) y con una
alta probabilidad. El proceso de Markov esta construido tal que visita las configuraciones con grandes probabilidades
con mds frecuencia. El proceso de Markov esta caracterizado por una probabilidad de transicién condicional (se lee: la
probabilidad de obtener U’ si se comienza desde U)

P(U, =U'|Up_y =U) =T(U'|U). (4.10)

Esta probabilidad depende solamente de las configuraciones U y U’ no en el indice n. Las probabilidades de transicion
T(U'|U) cumplen con
0<TUU)<1, > TUU) =1 (4.11)
UI
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Figura 4.1: Representacion esquematica de la Cadena de Markov en el espacio de todas las configuraciones.

La desigualdad simplemente delimita el rango de una probabilidad. La suma expresa que la probabilidad total para
pasar de alguna configuracién U a cualquier configuracion U’ es igual a 1 (hay que notar que también se incluye el
casoenel que U’ = U).

Ahora vamos a discutir una importante restricciéon para T'(U’|U). Una vez que este en equilibrio, nuestra proceso
de Markov no puede tener fuentes o sumideros de probabilidad. Asf la probabilidad de pasar a una configuracién U’
en el paso U, _1 — U, tiene que ser igual a la probabilidad de pasar a U’ en este paso. La correspondiente ecuacién
de balance se muestra a continuacién

S rwv)pw) =Y TV PU). 4.12)
U U

Del lado izquierdo sumamos la probabilidad de transicién T'(U’|U) la cual nos lleva a la configuracién final U’ sobre
todas las configuraciones comenzando en U, ponderadas por una probabilidad P(U) donde el sistema se encuentra
actualmente en la configuracién U. Esta expresion nos da la probabilidad total de terminar en U’ y es igual a la
probabilidad de pasar a U’, la cual se calcula del lado derecho de la ecuacién. La cual esta por dada por la probabilidad
P(U’) de encontrar el sistema en la configuracién U’ veces la suma de la probabilidad de transicién T'(U|U’) sobre
todas las configuraciones finales U para que el sistema pueda pasar a la siguiente. Hay que notar que en ambos lados
estamos incluyendo el caso donde U’ = U, es decir, el caso en el cual no hay una transicién actual.

Antes de comenzar a discutir una solucién de la ecuacién de balance (4.12), debemos mencionar una propiedad
importante. La suma sobre el lado derecho puede ser calculada explicitamente usando la propiedad de normalizacién
(4.11). Por lo que encontramos

> T(U'U)PWU) = PU), (4.13)
U

mostrando que el equilibrio de distribucién P(U) es un punto fijo en el proceso de Markov. Una vez obtenido el
equilibrio de distribucion el sistema se permanece ahi al aplicar 7. Comenzando el proceso desde una configuracion
inicial Uy con una distribucién inicial P°(U) = §(U — Uy), uno obtiene eventualmente la distribucién de equilibrio
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P(U) aplicando la matriz de transicién iteradamente:
pO L p) L p@ I, L p (= equilibrio de distribucién). (4.14)

Para ver la demostracion de esta propiedad se puede consultar [26].

Ahora hablaremos de un punto importante. Para obtener resultados correctos, la cadena de Markov debe de ser
capaz de acceder a todas las configuraciones. En otras palabras, dede de ser posible de alcanzar todos los puntos
posibles que se encuentran dentro de la figura de la Fig. 4.1 en un nimero finito de pasos. Si la matriz de transicién
T(U'|U) es estrictamente positivo para todo los pares U, U’, entonces el proceso es aperiddico y cada configuracion
se puede ser alcanzada eventualmente. Esta propiedad es conocida como ergodicidad fuerte. En simulaciones realistas,
la ergodicidad y el problema relacionado de la relajacion son preguntas importantes. En particular, si hay sectores
topdgicamente diferentes en el espacio de configuracién, algunos algoritmos de updating de Monte Carlo podrian tener
problemas conectdndolos.

En célculos actuales uno comienza a calcular observables acorde a (4.7) solo después de un nimero suficiente de
pasos de Monte Carlo equilibrados. La pregunta sutil es cudndo se puede suponer que la distribucién de las configura-
ciones consideradas ya estd lo suficientemente cerca de la distribucién de equilibrio.

Abhora presentaremos una condicion suficiente para la solucién de la ecuaciéon de balance (4.12). En ambos lados
de la igualdad tenemos sumas sobre las configuraciones U y estas sumas tienen que ser iguales. Una solucion puede
ser obtenida al exigir que la igualdad se mantenga por término

T(U'\U)P(U) = T(U|U")PU"). (4.15)

Esta condicién es conocida como la condicion de equilibrio detallada. Aunque se conocen otras soluciones, la mayoria
de los algoritmos usan esta condicién. En la siguiente seccién hablaremos de “’la madre de todos los algoritmos de
Monte Carlo”basado en (4.15), el algoritmo de Metrdpolis.

4.1.3. Idea general del algoritmo de Metropolis

El algoritmo de Metrépolis [27] el cual hace avanzar a la cadena de Markov desde una configuracién U,,_; a una
nueva configuracion U, consiste en los siguientes pasos (usamos P(U) x exp(—S[U])):

= Paso 1: Escoger algin candidato para la configuracién U’ acorde a alguna probabilidad de seleccién a priori
To(U'|U), donde U = U,,_1.

= Paso 2: Aceptar al candidato de la configuracién U’ como una nueva configuracién U,, con la probabilidad de
aceptacion

(4.16)

TA(U'|U) = min (1 To(UIL") exp(—S[U’]))

" To(U'|U) exp(=S[U))
Si el cambio sugerido no es aceptable, la configuracion sin cambios se considera nuevamente en la cadena de
Markov y se incluye en las mediciones como las demads.

= Paso 3: Repetir estos pasos desde el principio.
Es fécil de ver que la probabilidad de transicion total 17" = 7Ty cumple la condicién de equilibrio detallada
T(U'|U) exp(=S[U])
To(U|U") exp(=S|U’
0( |/ ) ( [ ])) eXp(*S[U])

Ty (U'|U) exp(—S[U])

— min(Ty (U'[U) exp(~S[U]), To(U|U") exp(~S[U"))) @.17)

=T (U|U") exp(=S[U])

= To(U'|U) min <1,
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debido a la positividad de todos los factores y de la simetria de la operacién minima. En algunos casis uno usa una
probabilidad de seleccion de simetria que cumple con

To(UU") = To(U'|U). (4.18)
En este caso (4.16) se simplifica a
Tao(U'|U) = min(1,exp(—AS)) con AS = S[U'] - S[U]. (4.19)

En particular para Tj simétrica, la informacién necesaria para decidir si se acepta o si se rechaza viene solamente de
el cambio de la accién AS considerando el cambio de la configuracion. Si este cambio es local por ejemplo, solo
involucra una variable de enlace (link) individual U, (n), entonces AS puede determinarse de los valores de campo en
el vecindario local.

4.1.4. Algunas observaciones sobre los nimeros aleatorios

El paso central del procedimiento de Monte Carlo necesita niimeros aleatorios. En los programas de computadora
se les llama niimeros pseudo-aleatorios, generados de forma reproducible por algoritmos. Las propiedades estadisticas
de los nimeros pseudo-aleatorios son muy cercanas a las de los nimeros aleatorios reales. Para correr un algoritmo
de Monte Carlo se pueden utilizar O(10'?) niimeros aleatorios. Por lo tanto se debe de tener sumo cuidado al selec-
cionar un generador adecuado. Las implementaciones estdndar de generadores de nimeros aleatorios a menudo no
son lo suficiente confiables y producen nimeros simultineamente correlacionados con periodos demasiado pequefios.
Los generadores de alta calidad utilizan el llamado método de Fibonacci retardado y hay generadores con periodos
garantizados extremadamente largos O(10171) [29].

Los nimeros pseudo aleatorios se generan normalmente de acuerdo a una distribucién uniforme en el intervalo
[0, 1). Existe una variedad de algoritmos para generar a partir de estas otras distribuciones [28, 30]. Esto puede resultar
costoso en términos de tiempo de computacion, y encontrar generadores eficientes y de ”buen comportamiento” (en
el sentido estadistico) es una tarea en el enfoque de Monte Carlo. De hecho toda la configuracién de campo de norma
puede considerarse un vector de nimeros aleatorios que siguen una distribucién: la distribucién de Boltzmann.

Cualquier generador debe inicializarse. En caso de que uno continte corriendo un programa largo también se debe
de almacenar el estado final del generador para poder reiniciarlo en esa posicion.

4.1.5. Algoritmos de Metrépolis para la accion de Wilson

Hagamos maés transparente la idea del algoritmo de Metrépolis discutiendo su aplicacién en la accidén de norma
de Wilson SU(N) (3.49) en cuatro dimensiones. Comenzando desde alguna configuracién U, nuestra configuracion
candidata U’ para el update de Metrdpolis se diferencia de la configuracién U por el valor de una sola variable de
enlace U, (n)’. En cuatro dimensiones este enlace esta compartido por seis plaquetas, y solo estas seis plaquetas se ven
afectadas al cambiar U,,(n) — U,(n)’. Su contribucion local a la accién es

6
S[UL(n) )ioe = %ZRe [l —U,(n)'P] = %Re tr[61 — U, (n)' A,
=1
6
con A=Y Pi=Y (Un+nU_u(n+jp+)U_,(n+0) (4.20)
i=1 vF#L

+U_,(n+ pU_,(n+ g+ 0)U,(n —D)).
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donde 3 = 2N/g?, el N viene del grupo SU(N), P; son los productos de las otras tres variables de enlace que forman
las plaquetas junto con U, (n)’. A estos productos se les conoce como staples y hemos escrito de manera explicita la
suma de A sobre todos los staples. Para el cambio de la accién tenemos

AS = S[Uu(n) lioe = S[Uu(n)]10e = —%Re tr[(Un(n) = Un(n))Al, (4.21)

donde A no es afectada por el cambio de U, (n).

Una parte importante del algoritmo es la eleccién del enlace candidato U, (n)’. Debe de ser un elemento de SU (V)
no muy lejos del enlace antiguo U, (n), tal que la probabilidad de aceptacion promedio (4.16) para el candidato no haga
demasiado pequefio. Una técnica estandar es el uso de

U,(n) = XU,(n), (4.22)

donde X es un elemento aleatorio del grupo de norma SU(N) en la vecindad de 1. Para lograr una probabilidad de
seleccién simétrica Ty, X y X ~! tienen que escogerse con la misma probabilidad.

Basandonos en las ecuaciones (4.20), (4.21) y (4.22) una realizacion del algoritmo de Metrépolis con la actualiza-
cién de una sola variable de enlace y probabilidad de seleccién simétrica Tj se puede resumir brevemente en:

» Paso 1: Dada una configuracién de campo, se elige un punto n, direccién x y un candidato U, (n)" de acuerdo a
una probabilidad de seleccion simétrica Tj, usando (4.22).

= Paso 2: Calcula la suma sobre los staples y a partir de esto el cambio de la accion AS de acuerdo a (4.21).
Calcula un niimero aleatorio r uniformemente distribuido en el intervalo [0, 1). Aceptar la nueva variable U, (n)’
sir < exp(—AS) y rechazar en otro caso.

= Paso 3: Repetir estos pasos desde el principio.

Hay que sefalar que el cambio en el paso 2 siempre es aceptado si la accién disminuye o se mantiene invariante,
es decir, exp(—AS) > 1. Esto por si solo conduciria a un minimo de la accién en el espacio de configuracion,
correspondiente a una solucién de las ecuaciones cldsicas de campo. Sin embargo, debido a la variable aleatoria r
también las configuraciones con una accién mayor serdn aceptadas. Se podria decir que estas caracteristicas reproducen
las fluctuaciones cudnticas del sistema.

El orden en el que se visitan los enlaces (n, 1) para actualizarse, las variables de enlace correspondiente U, (n)
pueden ser elegidas en una direccién. Sin embargo, algunas implementaciones prefieren un cierto orden y pasan por
todos los puntos de la red sistematicamente, por ejemplo, pa