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RESUMEN

En este documento se propone una metodologia para realizar la descomposicién
canonica de sistemas LTI MIMO representados por un modelo en Bond Graph. Ademés
se proponen dos metodologias para construir modelos de sistemas LTI MIMO en Bond
Graph cuyos elementos dindmicos pueden ser arbitrariamente forzados a no aceptar una
conexién causal con una fuente arbitrariamente seleccionada dentro del modelo. Estas dos
metodologfas pueden ser aplicadas en el problema de la cancelacién estructural de pertur-
baciones. Para estos fines se realiza un estudio de la metodologia de Bond Graph y sus
propiedades estructurales. Se realiza también un estudio de las caracteristicas de contro-
labilidad y observabilidad de sistemas LTI MIMO. Ademads se estudia la metodologia de
la descomoposicién canénica introducida por Kalman [11]. Finalmente se realiza el andli-
sis sobre las metodologfas propuestas. En conjunto con este trabajo de investigacién se
ha redactado y publicado un articulo en la Multiconferencia Internacional de Modelado y
Simulacién 2007 [18].
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ABSTRACT

In this document a methodology to achieve the canonical decomposition of LTI
MIMO systems represented by a Bond Graph model is proposed. Also two methodologies are
proposed in order to construct Bond Graph models of LTI MIMO systems whose dynamic
elements could be arbitrarily forced to do not accept a causal conexion with an arbitrarily
selected source within the model. These two methodologies can be applied in the structural
perturbation rejection problem. In order to accomplish these goals a study on the Bond
Graph methodology and its structural properties is performed. A study on the characteris-
tics of controllability and observability of LTT MIMO systemas is performed too. Also the
methodology on the canonical decomposition introduced by Kalman [11] is studied. Finally
an analysis on the proposed methodologies is performed. In conjunction with this research
work a paper has been written and published in the International Modeling and Simulation
Multiconference 2007 [18].
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Capitulo 1

Introduccion

Bond Graph es una técnica de modelado altamente estructurada que permite
analizar diferentes tipos de sistemas en una manera tnica determianda por una base de
descripcién unificada [3]. Dentro de esta técnica es posible realizar un andlisis estructural
de controlabilidad y observabilidad en una manera directa que facilita la determinacién de
estas caracteristicas [4]. Por otra parte, el Teorema de descomposicién canénica introducido
por Kalman [11] permite entender las relaciones existentes entre los dos esquemas cldsicos
del modelado de sistemas: la funcién de transferencia que se analiza en el dominio de la
frecuencia y cuya principal herramienta es el célculo en variable compleja, y la ecuacion de
estado que se analiza en el dominio del tiempo y cuya principal herramienta es el dlgebra
de matrices [9]. Una de las principales consecuencias del estudio de estas relaciones es que
se puede asegurar que la funcién de transferencia no siempre muestra toda la informacién
necesaria para estudiar las propiedades de un sistema dado; de hecho, la funcién de trans-
ferencia sélo muestra la informacién correspondiente a los modos del sistema que son tanto
controlables como observables. Esto puede ser un problema, pues estados internos del sis-
tema no identificados pueden inducir formas de operacién indeseables y no identificadas.
Mediante el Teorema de descomposicién candnica se puede identificar la condicién de todos
los estados de un sistema, pues permite identificar a cudl de cuatro subconjuntos pertenece
cada uno. Estos cuatro subconjuntos son los inherentes a la forma candénica descompuesta
de un sistema LTI. Los estados que son tanto controlables como observables son los tinicos
que pueden ser identificados mediante mediciones de la entrada y la salida, y son los tinicos
que aparecen en la funcién de transferencia del sistema. El Teorema de descomposicién
canénica fue publicado en 1961, de modo que ya ha sido bastante estudiado, sin embargo,

en este documento se desarrolla una metodologia que permite realizar la descomposicién



candnica de un sistema LTI MIMO mediante un enfoque nuevo: el enfoque de Bond Graph.
Es de esperarse asi que la nueva metodologia realice la misma accién que el método de de-
scomposicién candénica de Kalman, pero incorporando las ventajas estructurales que exhibe
Bond Graph.

Por otra parte, la naturaleza estructural de Bond Graph permite realizar anélisis visuales
sobre los modelos y los elementos que los conforman.y debido a ello, muchos aspectos in-
ternos pueden ser observados. La propiedad de la causalidad que es basica en Bond Graph
permite determinar de manera visual las posibles interacciones energéticas entre cualquier
par de elementos del sistema, a través de las trayectorias causales [14]. Esta propiedad de la
causalidad es fundamental para el establecimiento de la metodologia de la descomposicién
canénica desarrollada en este documento y permite también realizar el anélisis concerniente
a otra metodologia propuesta: la cancelacién de perturbaciones desde un enfoque estruc-
tural. En este problema de cancelacién de perturbaciones el reto consiste en anular el efecto
que fuentes de energia indeseables tienen sobre los elementos del sistema. En este documen-
to se propone una metodologia para cancelar perturbaciones desde un enfoque estructural

en modelos de sistemas realizados en Bond Graph

1.1. Objetivo

Estudiar las propiedades estructurales de Bond Graph y utilizarlas para la deter-
minacién de la forma canénica descompuesta de sistemas LTI MIMO.
Utilizar éstas propiedades para el anédlisis y posible solucién en el problema de cancelacién

estructural de perturbaciones en el proceso de diseno de sistemas LTI MIMO.

1.2. Justificacién

El drea del control de sistemas tiene muchas posibles ramificaciones. Dos de las
principales vertientes consisten en el andlisis de sistemas y en el control de sistemas propi-
amente. En éste documento se aborda el problema del analisis de sistemas. Este problema
involucra -entre otros- el andlisis de estabilidad, controlabilidad y observabilidad. Al de-
terminar adecuadamente las propiedades de estabilidad controlabilidad y observabilidad, el
ingeniero de disenio obtiene informacién que es critica para predecir el comportamiento del
sistema fisico antes de que éste sea implementado en forma real. Con ello se pueden corregir
desde la etapa de desarrollo posibles funcionamientos indeseables, ademds se puede selec-

cionar un conjunto de pardmetros del sistema que lo aproximen a un punto de operacién



optimo. El andlisis de sistemas es entonces una herramienta de suma utilidad y cualquier
metodologia que ayude a simplificar dicho andlisis serd por tanto de suma utilidad. Este ha
sido uno de los factores primordiales que han motivado al desarrollo del presente documen-
to.

Otro aspecto a considerar lo reviste el propio andlisis en Bond Graph. Esta técnica goza
de buena aceptaciéon dentro de diversos campos ingenieriles que van desde dreas como la
mecatrénica, la termodindmica, la hidrdulica, hasta las recientes incursiones en sistemas
biolégicos, por citar algunas. En México la difusién y aplicacién de esta técnica es pobre.
Mediante el desarrollo del presente documento se pretende asentar un precedente méas que

pueda ser de utilidad a ingenieros y tecnélogos interesados en el tépico.

1.3. Organizacién

El presente documento se ha organizado de la siguiente manera:
Se realizado una divisién del material de estudio en dos partes, la primera de ellas con-
cerniente a los antecedentes necesarios y la segunda relacionada con las propuestas hechas
en este trabajo de investigacién. La primera parte consta de los capitulos 2, 3 y 4, los cuales
se organizan como se especifica a continuacién
En el capitulo 2 se realiza la introducciéon, estudio y anélisis del elnguaje de Bond Graph.
Se pretende dejar este capitulo en los términos mds bésicos, de modo que pueda ser abor-
dado por cualquier persona que tenga conocimiento escaso o nulo sobre Bond Graph. En
el capitulo 3 se revisan las propiedades de controlabilidad, observabilidad y estabilidad as-
intética. En este capitulo 3 se revisa el anilisis cldsico y el andlisis estructural inherente
a Bond Graph de las propiedades citadas. En el capiitulo 4 se estudia el enfoque clésico
de la descomposicién canénica de sistemas LTI MIMO introducido por Kalman [11], y que
asienta el antecedente para uno de los temas principales que aborda el presente documento.
La segunda parte consta de los capitulos 5, 6 y 7, los cuales se organizan como se especifica
a continuacion:
En el capitulo 5 se propone una metodologia para realizar la descomposicién canénica de
sistemas LTI MIMO en base al enfoque estructural de Bond Graph. En el capitulo 6 se
proponen dos metodologias relacionadas con el problema de la cancelacién estructural de
perturbaciones. Finalmente, en el capitulo 7 se anotan las conclusiones del trabajo de in-
vestigacién y se senialan posibles trabajos futuros.

En conjunto con este trabajo de investigacién se realizé la escritura y publicacién de un



articulo en la Multiconferencia Internacional de Modelado y Simulacién 2007 [17], [18]. El

articulo publicado se ha incluido en el apéndice A.



Parte 1

Antecedentes






Capitulo 2

El lenguaje de Bond Graph

2.1. Presentacién del lenguaje de Bond Graph

El Profesor H. M. Paynter del Instituto Tecnolégico de Massachussets, E. U., in-
venté un procedimiento por medio del cual el trabajo de obtener ecuaciones diferenciales
puede ser realizado por una computadora [1]. Para esto, la descripcién del sistema tiene
que ser introducido en la computadora en términos claros y no ambiguos, de modo que la
computadora pueda seguir un procedimiento algoritmico para obtener las ecuaciones difer-
enciales. Asi, las ecuaciones pueden ser resueltas, la evolucién en el tiempo de las variables
puede ser graficada y muchas otras operaciones se pueden realizar por la computadora para
obtener un completo entendimiento del comportamiento del sistema. El lenguaje en el que
cualquier sistema puede ser representado en forma grafica y puede ser transportado a una
computadora se llama Bond Graph, y una potencial traduccion al castellano seria grifico de
enlaces.

Ademsds de ofrecer ventaja al obtener las ecuaciones del sistema, la representacién de un
sistema fisico en términos de Bond Graph también ofrece informacién sobre las interac-
ciones ocultas entre elementos, permitiendo al ingeniero de disefio un mejor entendimiento
de la dindmica del sistema completo. Un modelo en Bond Graph se pueden situar como
intermediario entre el sistema fisico y los modelos matemdticos asociados con él [2].

En este capitulo se presentan los principios y conceptos base para la representacién de
sistemas fisicos dindmicos mediante Bond Graphs. Las principales caracteristicas de esta
herramienta se mencionan enseguida [2]. El lenguaje de Bond Graph:

(a) Es grafico;

(b) Esta fundamentado en la nocién de analogia;



10

(c) Supone pardmetros concentrados;

(d) Pone de manifiesto explicitamente las relaciones de causa y efecto (causalidad);

(e) Permite construir de manera sistemética los modelos matematicos “clésicos”.

En la siguiente seccién se aborda el modo en que es representada la transferencia de potencia

entre elementos de un sistema en Bond Graph.

2.2. Representacién de la transferencia de potencia

Considérense los dos sistemas fisicos de la figura 2.1, uno mecénico y otro eléctrico.

\% \%
F i F i
A i B A I B
v
F v
A — B A — B
vV i
(a) Sistema mecénico (b) Sistema eléctrico

Figura 2.1: Sistemas fisicos en diferentes dominios y la representaciéon de transferencia de
potencia.

En el sistema global compuesto de dos subsistemas A y B, hay conservacién de la energia
y continuidad de potencia. la transferencia de potencia (o el flujo de energia) entre dos
subsistemas es representado por una semiflecha que corresponde a un bond (enlace) del
Bond Graph; La potencia instantdnea se calcula en el dominio mecdnico como FV (el
producto de la fuerza por la velocidad), mientras que en el dominio eléctrico, ésta se calcula
como vi (el producto del voltaje por la corriente). En ambos casos, el bond acarrea las dos
variables consideradas en el calculo de la potencia instantdnea, y el sentido de la semiflecha
es el que corresponde al sentido positivo de la potencia.
Desde un punto de vista general, la metodologia de Bond Graph se basa en el anilisis
y la caracterizacion de las transferencias de potencia que ocurren en el seno del sistema
estudiado [2].

En la siguiente seccién se estudian las variables inherentes al lenguaje de Bond
Graph.
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2.3. Variables involucradas en el lenguaje de Bond Graph

En Bond Graph se consideran las variables siguientes.

2.3.1. Variables de potencia

La potencia P intercambiada entre dos elementos, se expresa como el producto de
dos variables complementarias. Independientemente del dominio considerado, estas variables
son llamadas variables generalizadas de esfuerzo y de flujo, denotadas respectivamente e y

f. Estas son las variables involucradas en el cdlculo de la potencia instantdnea, y se tiene

P=ef

2.3.2. Variables de energia

La energia se calcula mediante la integracién de la potencia respecto del tiempo,

de acuerdo a: .
E(t) = / e(r)f(r)dr + E(0) (2.1)
0
De este modo, las variables de energfa son definidas por las relaciones integrales siguientes:
t
p(t) = /0 e(r)dr + p(0) (2.2)
t
o) = [ fr)ar +a0) (23)

p(t) v q(t) son llamadas momento generalizado y desplazamiento generalizado, respectiva-
mente. El cuadro 2.1 indica el significado de éstas variables generalizadas para diferentes

dominios de la fisica.

Dominio Esfuerzo e Flujo f Momento p Desplazamiento q
Mec. traslacional | Fuerza F Velocidad v Momento p Posicién x

Mec. rotacional | Par 7 Vel. angular w | Mom. angular h Angulo 6
Eléctrico Voltaje v Corriente ¢ Flujo magnético ¢ | Carga ¢
Hidr&ulico Presién P Caudal @ Imp. de presién Volumen V
Magnético F.M.M. Deriv. F.M. Flujo magnético
Quimico P.H. Flujo molar Masa molar
Térmico Temperatura | F. de entropia Entropia

Cuadro 2.1: Variables generalizadas para diferentes dominios fisicos.
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Para los dominios magnético, quimico y termodindmico, no existe una variable de momento
P ya que no es posible expresar las variables de esfuerzo correspondientes como la derivada de
una funcién de variables complementarias de flujo como en el caso del dominio mecédnico en
donde la funcién caracteristica de una masa se expresa (en el caso lineal) por F' = Mduv/dt.
La siguiente seccién trata a los elementos que en conjunto con los bonds, conforman la

estructura gréfica de Bond Graph.

2.4. Elementos del lenguaje de Bond graph

Los elementos de Bond Graph se clasifican en elementos pasivos (tres tipos), ele-
mentos activos (dos tipos) y elementos de unién (cuatro tipos). Estos nueve tipos de ele-

mentos en conjunto con los propios enlaces (bonds) constituyen el lenguaje de Bond Graph.

2.4.1. Elementos pasivos de puerto-1

Los elementos R, C' e I se dice que son elementos pasivos ya que transforman
la potencia que les es proporcionada en energia disipada bajo forma de calor (elemento
R) o bien la almacenan (elementos C' e I). Se dicen que son puertos-1 debido a que son
caracterizados por una funcién escalar y reciben la potencia por un enlace (bond) tnico.

En seguida se mencionan cada uno de éstos elementos.

= Elemento R.- Este elemento es utilizado para modelar todo fenémeno fisico que vin-
cule la variable de esfuerzo a la variable de flujo en el dominio fisico bajo consideracion.
La potencia que le es suministrada se transforma en energia calorifica disipada. La

funcién genérica que le caracteriza es:

@R(ehf) =0

y su representacién general se muestra en la figura 2.2.

€ R
f 7

Figura 2.2: Representaciéon de un elemento R en Bond Graph.

Si la ley es lineal (por ejemplo v — R1i = 0 en el caso eléctrico), el modelo especifico
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en Bond Graph se convierte en el mostrado en la figura 2.3.

\Y

iﬁRZR

Figura 2.3: Elemento R lineal.

= Elemento C.- Este elemento es utilizado para modelar todo fenémeno fisico que
vincule la variable de esfuerzo con la variable de desplazamiento en el dominio fisico
considerado. La potencia que le es transmitida es transformada en energia almacenada.

La ley genérica que le caracteriza es:

pole q) = (2.4)

y su representacién general es,

e

C
f=dg/dt -~

Figura 2.4: Representacién de un elemento C.

En el caso lineal (por ejemplo v = ¢/C en sistemas eléctricos), el modelo queda como

el de la figura 2.5.

Vv

C:
i:dq/dt; G

Figura 2.5: Elemento C lineal.

» Elemento I.- Este elemento permite modelar todo fenémeno fisico que realcione la
variable de flujo a la varible de momento en el dominio fisico considerado. La potencia
que le es suministrrada se transforma en energia almacenada. La funcién genérica que

le caracteriza es

er(p, f) =0 (2.5)
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y su representacién general se muestra en la figura 2.6.

e=dp/dt I
f

Figura 2.6: Representaciéon de un elemento I.

Para el caso lineal la representacién del elemento I se puede reducir a la mostrada en

la figura 2.7 para el caso eléctrico por ejemplo.

v=df -'qf,-' dt I
I - ’

Figura 2.7: Elemento [ lineal.

2.4.2. Enmergia almacenada en los elementos C' e [

La energia almacenada se calcula como la integral de la potencia con respecto al
tiempo, de acuerdo a (2.1), y se puede expresar de forma diferente, siguiendo el tipo de

elemento C' 6 I en consideracion.

= Energia almacenada en un elemento C'.- La realcién caracteristica de un elemento

C se escribe, en el caso general como,

e=1v¢ (/fdt> =vc(q)

ademds, fdt = dg por la definicién de la variable ¢q. Estas dos relaciones conducen a
escribir la ecuacién (2.1) como:
qt
Eo(o) = [ ela)da + Eola)
q0
en funcién de la variable de energia asociada al elemento C. Por ejemplo, en el caso

eléctrico (lineal) se tiene:

a lgf
Ec(q) = e(q)dq + Ec(qo) = 3C
q

0
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= Energia almacenada en un elemento .- La relacién caracteristica del elemento

fr=1; (/ €Idt> =v1(p)

ademads, edt = dp por la definicién de la variable p. Estas dos relaciones llevan a

I se escribe como:

escribir la ecuacién (2.1) en la forma:

Ep = " f(p)dp + E(po)
Po

en funcién de la variable de energia asociada al elemento I. Por ejemplo, la energia

magnética almacenada en un inductor (lineal) se expresa como:

oH 2
B0 = [ itoao + Euon) = 5T

0

Otro cambio de variables en la ecuacién (2.1) lleva a la definicién de otra expresion,
llamada co-energia. La co-energia se expresa en funcién de variables de potencia como:
€t
Bee) = [ ate)de+ Eple)
€o
para un elemento C. Por ejemplo, en el caso eléctrico (lineal) E}, = Cv?/2, y como:

ft
ﬂmzépm#+mm>

0

para un elemento I. Por ejemplo, en el caso eléctrico, para un inductor lineal se tiene

Ej = Li?)2.

2.4.3. Elementos pasivos multipuerto

En ciertos casos, no es posible representar los fenémenos que se desea modelar
mediante elementos pasivos de puerto-1. Este es el caso de las inductancias mutuas que se
muestran en la figura 2.8 (a).

En la figura 2.8, cada devanado poseé una inductancia propia L;, pero interactia con los
otros dos devanados por inductancia mutua.

La representacion de éstos fenémenos acoplados se realiza mediante un elemento I multi-
puerto, al cudl se asocia una relacién matricial que vincula al vector de flujos magnéticos

T T
b=\ @1 ¢y o y el vector de corrientes ¢ = [ i1 9 13 } bajo la forma:

Ly Mya Mg
¢ = LZ — M21 L2 M23 ’L
M3z Msz L3
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@ (b)

Figura 2.8: Inductor de tres bobinas y su representacién en Bond Graph.

La energia almacenada en este sistema se expresa mediante:
Lop.
B(¢) = 56" L0

La representacién gréfica se muestra en la figura 2.8 (b). Las variables de esfuerzo y de
flujo se agrupan en los vectores v = [ V1 V2 3 ] el = { i1 19 i3 } y la potencia se
expresa como:

P=u"i

Cualquiera de los elementos pasivos puede ser modelado mediante un multipuerto y se habla

asi de campos resistivos, campos capacitivos y campos inductivos [3].

2.4.4. Fuentes

Las fuentes S, y Sy se dice que son elementos activos de puerto-1 ya que suminis-
tran potencia al sistema. Por ejemplo, en el caso eléctrico, una fuente de voltaje (supuesta
ideal) modelada por S, : E aplica una tension eléctrica F entre bornes del circuito eléctrico
al cual estd conectada; dicho circuito a su vez lleva una corriente eléctrica i; el producto
i1FE es la potencia instantdnea suministrada por la fuente al circuito. La orientacién de la

semiflecha es fija y se representa saliendo de la fuente, de acuerdo a la figura 2.9.
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S:Fﬁ SZEﬁ

Figura 2.9: Fuentes de esfuerzo y de flujo.

La propiedad fundamental que define una fuente es la siguiente: La variable de esfuerzo
6 flujo suministrada por la fuente se supone independiente de la variable complementaria
(flujo 6 esfuerzo, respectivamente), la cudl depende de las caracteristicas del sistema y de
la variable aplicada.

Para diferenciarlas entre si, las entradas de comando se denotan como MS, 6 MS; (M
hace referencia a la propiedad de modulacién de éstas fuentes), mientras que las entradas
de perturbacién, o bien, entradas sobre las que no se tiene control, se denotan como S, 6

Sy.

2.4.5. Detectores

Los detectores D, y Dy son elementos colocados sobre el modelo en Bond Graph
para indicar la presencia de un sensor 6 un instrumento de medicién considerado ideal (que
no consume potencia).

Al no intervenir ninguna potencia, se emplea un bond de informacién o senial representado

por una flecha completa, como en la figura 2.10.

D:D.
D:D

Figura 2.10: Detectores de esfuerzo y flujo.

2.4.6. Elementos de unién

Los elementos de unién, denotados 0, 1, TF'y GY, sirven para acoplar los elementos
R, C, e I a las fuentes y entre ellos, y conforman la estructura de unién correspondiente a
la arquitectura del modelo bajo andlisis. Estos elementos obedecen a la ley de conservacién

de la potencia. Los elementos TF y GY son llamados puertos-2, mientras que los elementos
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0 y 1 se denominan puertos-3, aunque un mejor nombre serfa puertos-n, toda vez que no
exhiben un limite restrictivo a la cantidad de bonds que se les puede conectar. En seguida
se revisan éstos elementos.

Unién 0.- Esta unién sirve como acoplador de elementos sometidos al mismo
esfuerzo. Las relaciones que le caracterizan son:
(a) Igualdad de esfuerzos en todos los bonds con una extremidad conectada sobre la unién
(b) La sumatoria algebraica de potencias es cero.

En forma simplificada:

ep = eg=-"=¢ey
§aifz- =0
3

con a; = +1 si la semiflecha estd dirigida hacia la unién y (—1) en caso contrario.
Considérese el circuito eléctrico de la figura 2.11 (a), cuyo modelo en Bond Graph

aparece en la figura 2.11 (b).

Vi ill R, izl L, I, |V

(@) (b)

Figura 2.11: Utilizacién de la unién 0.

En el modelo de la figura 2.11 (b), las relaciones correspondientes son las siguientes:
* Mismo voltaje v en todos los elementos.
* Por balance de potencias se tiene: 1 = i1 + 149 6 7 — i1 — 49 = 0.
Unién 1.- Esta union sirve para acoplar elementos que son recorridos por el mismo
flujo. Las relaciones que le caracterizan son:
(a) Todos los bonds con un extremo conectado a la unién tienen el mismo flujo.

(b) La suma algebréica de potencias es cero.
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En forma simplificada:

fi = fo=-=/fn

Zaiei =0

con a; = +1 si la semiflecha estd dirigida hacia la unién y (—1) en caso contrario.
Considérese el circuito eléctrico mostrado en la figura 2.12 (a) y su modelo en

Bond Gaph, el cual es mostrado en la figura 2.12 (b).

SV ——1——1lL

R N | !
Vi Lje i &

RR
(a) (b)

Figura 2.12: Utilizacién de la unién 1.

Las relaciones correspondientes son:
* Misma corriente 7 en todos los elementos.
* Por balance de potencias se tiene: v1 — e; — eg = 0.

Es recomendable evitar el utilizar los términos “serie” y “paralelo” tal como se
les considera en sistemas eléctricos, toda vez que en algunos dominios fisicos, éstos pueden
llevar a confusiones.

Las relaciones constitutivas de las uniones 0 y de las uniones 1 corresponden a la
generalizacién hacia todos los dominios fisicos de las leyes de Kirchoff en sistemas eléctricos
(leyes de nodos y de mallas); de este modo, cualquier sistema fisico representado mediante
Bond Graph puede tener su equivalente eléctrico.

Considérense el sistema eléctrico de la figura 2.13 (a) y el sistema mecédnico de la
figura 2.13 (b). Estos dos sistemas comparten un mismo modelo en Bond Graph (figura 2.13
(c)), ya que los elementos en el sistema eléctrico son recorridos por una tnica corriente i,

mientras que en el sistema mecdnico los elementos se mueven a la misma velocidad v.
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R, C
| 1 1 \V;
= B [ k
. Ve Ve Ve NI
v L, M=
S-S b

SvwoF—1 14 |LoMm

3

RROD
(©)

Figura 2.13: Sistemas equivalentes y su representaciéon en Bond Graph.

Las relaciones caracteristicas de ambos modelos son:
h=fe=fi=fa=idv
61—62—63—64:0
Transformador TF.- Este es un elemento de dos puertos, cuya representacién

en Bond Graph aparece en la figura 2.14.

€ e
! m

Figura 2.14: Transformador.

El transformador obedece al principio de conservacién de la potencia (e fi = eafa); Las
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relaciones que le caracterizan y que permiten definir el pardmetro m son las siguientes:

€1 = Mmey
f2 = mfi
Este elemento interviene en el modelado de transformadores eléctricos, palancas, engranajes,
poleas, etc., y también se le utiliza para modelar cambios de dominio fisico que se realizan
sin pérdida de potencia.
El acoplamiento hidrdulico-mecdnico en un elevador (gato) se representa como en

la figura 2.15, donde S es el drea del pistén, P es la presién de fluido, v es la velocidad del

émbolo, F es la fuerza y V es el caudal de fluido.
€=P &=F
fi=v b=v
Us
Figura 2.15: Acoplamiento hidraulico-mecénico en un gato hidraulico.

En un trasformador, si la relacién m no es constante, se dice que el transformador
es “modulado” y se representa como M T F. El transformador modulado se usa por ejemplo
en el dominio mecdnico en cambio de referencia, reductores de velocidad variables, etc.

Girador GY .- Este elemento de puerto-2 se representa de acuerdo a la figura 2.16.

S €
o GY—>
1 r 2

Figura 2.16: Girador.

El girador obedece a la ley de conservacién de la potencia (e; fi = eaf2); las relaciones que
le caracterizan y que permiten definir a r son:

e1 = 1fo

e2 = rf1
éste elemento permite el modelado de giroscopios, sensores de efecto Hall, etc. y puede

también ser utilizado para modelar cambios de dominio fisico que ocurren sin pérdida de

potencia.
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Considérese la representacion en Bond Graph del acoplamiento eléctrico-mecénico
de un motor de corriente continua mostrada en la figura 2.17, donde F.,, es la fuerza
contra electro motriz inducida, T" es el par producido, i, es la corriente de armadura, w es
la velocidad angular del eje y kp es la constante del motor definida a partir de T' = kpi, v

Feern, = kpw.

Figura 2.17: Acoplamiento eléctrico-mecédnico en un motor de CD.

En un girador, si la relacién r no es constante, se dice que el girador es “modulado”
y se le denota como MGY . El girador modulado se utiliza, por ejemplo, en el dominio

mecdnico en dindmica de sélidos en el espacio.

2.4.7. El concepto de senal y el Bond activo

El uso de muchos tipos de sensores en sistemas de monitoreo y control se basa en la
definicién de senal, que indica que es posible leer la informacién en determinada parte de un
sistema sin provocar un efecto de carga, es decir, monitorear tal informacién sin consumir
potencia en el proceso.

En Bond Graph cuando una de las dos variables de esfuerzo o flujo en un bond es muy
pequena, la potencia transmitida por éste es despreciable. Los bonds que cumplen esta
propiedad son llamados bonds activos y su representacion varia ligeramente, convirtiéndose
en una flecha completa, en lugar de la semiflecha representativa del bond de potencia normal.

En la figura 2.18 se muestra la representacién de los dos posibles tipos de bonds activos.

A0—f | 1=

| |

@ (b)

Figura 2.18: Bonds activos.
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En la figura 2.18 (a) se muestra un bond activo que mide la variable de esfuerzo de la unién
0, sin consumir potencia en el proceso, de este modo, en el caso ideal, el flujo de ese bond
es cero. En la figura 2.18 (b) se observa un bond activo que mide la variable de flujo en la
unién 1, sin consumir potencia en el proceso; eso implica que el esfuerzo en el bond es cero.

Los elementos del campo de detectores se pueden considerar como bonds activos,

ya que su implementacién obedece a la definicién dada.

2.4.8. Fuentes Moduladas

Cuando una fuente no es independiente, sino que su valor depende del contexto,
el concepto de fuente controlada o fuente modulada puede ser utilizado. Aqui se pueden
considerar los cuatro tipos de fuentes controladas normalmente revisados en los cursos de
analisis de circuitos eléctricos, tomando en cuenta las variables generalizadas. Estas fuentes
controladas en conjunto con sus relaciones constitutivas son las siguientes:

(a) Fuente de esfuerzo controlada por esfuerzo con ey = k(ep) (figura 2.19 (a));
(b) Fuente de esfuerzo controlada por flujo con ey = k(e1) (figura 2.19 (b));
(c) Fuente de flujo controlada por esfuerzo con fo = k(e1) (figura 2.19 (c));

(d) Fuente de flujo controlada por flujo con fa = k(f1)(figura 2.19 (d)).

g _ e
@ ——» MSe.k%
) — & M&:k%
© —% 5 Mstk |?4

f . 8
0 — 5 MSk |%

2

5

Figura 2.19: Fuentes moduladas.

Obsérvese el empleo de bonds activos para conectar la sefial de control con la fuente mod-
ulada.

Hasta el momento se han presentado los elementos bédsicos que permiten modelar un sin-
nimero de sistemas fisicos mediante la técnica de Bond Graph. Para mostrar cémo se puede
contruir un modelo en Bond Graph en la siguiente seccién se presentan los procedimientos

caracteristicos para construir modelos considerando diferentes dominios fisicos.
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2.5. Procedimientos para la construccién de modelos en Bond
Graph

Bond Graph permite modelar en un mismo contexto sistemas que pueden tener
partes de diferentes dominios fisicos; sin embargo, en esta seccién se presentan los proced-
imientos para construir modelos que involucran un solo dominio fisico. Una vez dominada
la construccién de modelos en los diferentes dominios, no debe revestir mayor dificultad el

construir modelos de sistemas mezclados.

2.5.1. Sistemas mecanicos unidimensionales.

La construccién de modelos mecdnicos unidimensionales toma como base para las
relaciones constitutivas a las leyes del movimiento de Newton. Su implementacién se basa

en las variables generalizadas que en esta caso adoptan la forma de velocidad y fuerza.
Procedimiento 1

Para la construccién de un modelo en Bond graph a partir de un sistema mecédnico
unidimensional:
1.- Fijar un eje de referencia para las velocidades;
2.- Encontrar todas las velocidades diferentes (velocidades absolutas para las masas e in-
ercias y velocidades relativas para los demds elementos méviles). Colocar una unién 1 por
cada velocidad diferente y conectar mediante bonds de potencia los elementos correspondi-
entes;
3.- Expresar las relaciones entre velocidades. Colocar una unién 0 por relacién entre las
uniones 1 asociadas a las velocidades que intervienen en dicha relacion;
4.- Conectar las uniones con bonds, respetando el sentido de transferencia de potencia;
5.- Suprimir las uniones 1 asociadas a velocidades nulas, asi como todos los bonds conecta-

dos a ellas. Simplificar si es posible, de acuerdo a la figura 2.20.

—160 F—7160%

Figura 2.20: Simplificaciones.
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Ejemplo 1

Considérese el diagrama a bloques de la figura 2.21.

XMT_ v

9]

- |
Xml | po

Figura 2.21: Sistema de suspensién.

Este modelo corresponde a un sistema de suspensién automotriz. Tras la aplicacién del
procedimiento, la representaciéon en Bond Graph del mismo sistema aparece en la figura

2.22 (sin simplificar).

Se-Mg 1:Xu I:M

O/ \O
\./

SE-mg —— LiXy ——1I'm

C: UK 1y Ly, Rb

0 1y, C: 1k

Fx——1

Figura 2.22: Modelo en Bond Graph de un sistema de suspensién.
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Seis uniones 1 corresponden a diferentes velocidades de los componentes, y tres uniones 0
relpresentan las relaciones entre velocidades. Tras una simplificacién inicial (de acuerdo a

la Figura 2.20), se puede obtener el modelo presentado en la figura 2.23 (a).

Se:-Mg 1:Xu I:M
R:b
Se:-Mg L%y I:M /
/ v\ 0— 1,
C:UK<~—0 0——Rb \
C: UK
S-mg —— 1iXm ———1I:m Sei-mg —— Lixp —1:m
SiX—— 0—— C:lk SiX—— 0—— C:1k

@ (b)

Figura 2.23: Modelos en Bond Graph Simplificados.

Un andlisis de relaciones entre velocidades pone en evidencia que existe una iguadad entre
VK Y Up, la cual permite reagrupar C' : 1/k y R : b sobre la misma unién 1 correspondiente
a la velocidad comtn denotada vy y reducir el Bond Graph eliminando una unién 1 y una

unién 0, como se muestra en la figura 2.23 (b).

2.5.2. Sistemas eléctricos monofasicos.
Procedimiento 2

Para la construccién del modelo en Bond graph de un sistema eléctrico monofésico:
1.- Fijar un sentido de circulacién de la corriente, Este es considerado como el sentido de
transferencia de potencia;
2.-Localizar todos los nodos con potenciales eléctricos diferentes. Colocar una unién 0 por
nodo;
3.-Colocar una unién 1 entre dos uniones 0 y conectar los elementos sometidos a la diferencia
de potencial correspondiente;
4.-Conectar las uniones con bonds, respetando el sentido de transferencia de la potencia;
5.-Seleccionar un nodo de referencia (6 varios, segin el caso) y suprimir la(s) unién(es) 0

que le estd(n) asociada(s). Asi como todos los bonds conectados. Simplificar si es posible.
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Ejemplo 2

Considérese el circuito eléctrico mostrado en la figura 2.24.

+
v1<> . L.

Figura 2.24: Circuito eléctrico.

Las flechas indican el sentido de circulacién de la corriente que se ha definido. Con mints-
culas se han senalado los nodos que estdn sometidos a diferentes potenciales eléctricos. el
nodo ¢ y el nodo f corresponden a los nodos de referencia. La aplicacién del procedimiento

descrito lleva al Bond Graph que se muestra en la figura 2.25.

)
- 7
o

a
— =
o

sei—>1 RrRRE—1] 1 TFT, 1 l——->cc

o
—_

Figura 2.25: Modelo en Bond Graph del circuito eléctrico de la figura 2.24.

Al suprimir los nodos de referencia (cy f) y simplificar de acuerdo a las pautas de la figura
2.20, se llega al modelo en Bond Graph de la figura 2.26.
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R RR,

ew—>0 1——Fmwr ——1—>¢¢

Figura 2.26: Modelo simplificado.

Los voltajes se calculan respecto a los potenciales de referencia; los dos circuitos del trans-

formador (considerado ideal) estdn aislados.

2.5.3. Sistemas hidraulicos.

El procedimiento para modelar sistemas hidraulicos en Bond Graph es muy pare-
cido al utilizado para modelar sistemas eléctricos debido a la existencia de las analogias

entre la corriente eléctrica y el caudal y entre el voltaje y la presion de fluido.
Procedimiento 3

Para la construccién del modelo en Bond Graph de un sistema hidrédulico:
1.- Fijar un sentido de circulacién del fluido, el cual serd considerado como el de transferencia
de potencia.
2.-Localizar todos los nodos sometidos a presiones diferentes y colocar una unién 0 por
nodo.
3.-Conectar las uniones con bonds, respetando el sentido de transferencia de la potencia.
4.-Escoger una presion de referencia (por lo general, la presién atmosférica) y suprimir las
uniones 0 asociadas a ella, asi como todos los bonds conectados. Simplificar si es posible,

de acuerdo a las pautas dadas en la figura 2.20.



Ejemplo 3

Considérese el sistema hidrdulico de la figura 2.27.

d
_— —_|Cf
|
b Lf ¢ X<
Rf
ol
25
Q

—— L1
i

Figura 2.27: Sistema hidrdulico de bombeo.
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El sentido del flujo es el indicado por la flecha de la bomba. Se consideran cuatro puntos

sometidos a diferentes presiones, a, b, ¢ y d. Este tltimo punto d es la presién atmosférica y

se le considera como la referencia. Al aplicar el procedimiento descrito, se obtiene el modelo

en Bond Graph mostrado en la figura 2.28.

]
W

Msh: Q — ] Clf —

1 I: Lf

CO<— Rk <—O=¢c
)
2

Figura 2.28: Modelo en Bond Graph del sistema hidraulico de la figura 2.27.
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Tras anular el nodo de referencia (d) y aplicar las pautas dadas en la figura 2.20, se obtiene

el modelo reducido de la figura 2.29.

R:Rf,
Msf: Q 1 0 — ] ——RR,
C.Cf I: Lf

Figura 2.29: Modelo reducido del sistema hidrdulico de la figura 2.27.

En la siguiente seccién se revisa uno de los conceptos mds ttilies que aparecen en

Bond Graph: el anélisis de causalidad.

2.6. Causalidad

La causalidad es una de las caracteristicas mdas potentes de Bond Graph, pues
permite analizar en forma visual las interrelaciones que ocurren en el interior de un sistema.
Un modelo en Bond Graph representa la forma en que la potencia es intercambiada entre
los elementos que lo conforman [3].

Cuando dos subsistemas A y B estdn acoplados e intercambian potencia, dos situaciones
son posibles:

* A aplica un esfuerzo e a B, el cual reacciona enviando un flujo f = ¥ g(e) a A.

* A envia un flujo f a B, el cual reacciona con un esfuerzo e = Ag(f).

Estos dos casos se representan en la figura 2.30.

e f

A f B A e B

e

A——B A.;;B

Figura 2.30: Causalidad entre dos elementos.
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En Bond Graph, el sentido de causalidad lo determina un trazo perpendicular al bond en
cuestion llamado trazo causal. Este trazo causal se sitia en uno de los extremos del respec-
tivo bond indicando la direccién del esfuerzo.

Algunos tipos de elementos bdsicos estdn fuertemente restringidos respecto a su posible
causalidad, para otros, la asignacién de causalidad es indiferente y unos més exhiben rela-
ciones constitutivas diferentes, en funcién de la causalidad asignada. Esto se revisa ensegui-
da.

2.6.1. Causalidad en puertos-1 basicos

Fuentes.- Las fuentes de esfuerzo y flujo son los elementos més facilmente mane-
jables desde el punto de vista de la causalidad, toda vez que una fuente suministra un
esfuerzo 6 un flujo, segin sea el caso a cualquier sistema conectado a ella. Las tnicas
causalidades permisibles para fuentes (Se: fuente de esfuerzo, Sy: fuente de flujo) se mues-

tran en la figura 2.31.

S— s—H

Figura 2.31: Causalidad en fuentes de potencia.

La fuentes de esfuerzo y de flujo tienen, respectivamente, las siguientes relaciones causales:

Elementos resistivos.- En contraste con las fuentes, el elemento resistivo es indiferente a

la asignacién de causalidad. Obsérvese la figura 2.32.

——Rr R
(@) (b)

Figura 2.32: Causalidad en elementos resistivos.

Este elemento exhibe las siguientes relaciones causales, para los casos (a) y (b) de la figura
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2.32, respectivamente:

e = or(f)
fo= ¢5'(e)

Se suele usar la convencién de que la variable a la izquierda del signo de igualdad
representa la salida 6 la variable dependiente del elemento resistivo, y la variable a la derecha
es la entrada ¢ variable independiente [3].

Dado que normalmente las funciones ¢p y qﬁ;zl existen, en los elementos R no se
suele dar relevancia a la orientacién preferida de causalidad. Sin embargo, si alguna entre
or 6 d)él es multivaluada, se prefiere seleccionar la causalidad de modo que la expresién
sea univaluada [2].

Elementos almacenadores de energia.- Las relaciones constitutivas de los
elementos C e I, (2.4) y (2.5), se representan como relaciones estdticas entre e y ¢ = [ L rdt
vfiyp= f ¢ edt, respectivamente. Al expresar las relaciones causales entre e y f, se observa

que la seleccién de la causalidad tiene un efecto importante. Por ejemplo, considerando el

e=og" (/t fdt> (2.6)

d
10 27)

Se observa que la forma de la ecuacién determina la causalidad. Cuando f es la entrada al

elemento capacitivo, se tiene:

elemento capacitivo, e estd determinado por una funcién estética de la integral respecto al
tiempo de f, pero cuando e es la entrada, f es la derivada de una funcién estédtica de e.
Estos dos tipos de causalidad, descritos por las relaciones (2.6) y (2.7), son llamados causal-
idad integral y causalidad derivativa, respectivamente. La representacion en Bond Graph se

muestra en la figura 2.33.

——c —c
Causalidad integral Causalidad derivativa
Figura 2.33: Causalidad en un elemento capacitivo.

El caso del elemento iductivo es el dual del capacitivo. En la figura 2.34 se muestra la repre-

sentacién en Bond Graph de las dos asiganciones posibles de causalidad para este elemento.
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— | ——
Causalidad integral Causalidad derivativa

Figura 2.34: Causalidad en un elemento inductivo.

Las relaciones causales para el elemento I en causalidad integral y derivativa, respectiva-

- ()

d
€= 3 (91 ()]

mente son las siguientes:

2.6.2. Causalidad para puertos-2 y puertos-3 basicos

Transformadores.- Los elementos TF' tienen s6lo dos posibles asignaciones de

causalidad, obsérvese la figura 2.35.

|ﬁ1 TF |ﬁ2 ! —| TF ? —

(@) (b)

Figura 2.35: Causalidad en un transformador.

Las relaciones causales de acuerdo a la figura 2.35 son:

el = Mmey
fa = mf
y
1
i = —f
m
1
ey = —€
m

en donde m es la relacién del transformador.
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Giradores.- El girador GY es un elemento de puerto-2 que también acepta sola-

mente dos asignaciones diferentes de causalidad. Obsérvese la figura 2.36.

| l/GY 2/} %G\Mﬁz

(@) ()

Figura 2.36: Causalidad en un girador.

Las relaciones causales, de acuerdo a la figura 2.36 son:

e1r = rfa

e = rf
y

h = %62

fa = 16’1

donde 7 es la realcién del girador.
Uniones 0.- Las relaciones constitutivas para las uniones 0 ocasionan que los

esfuerzos en todos los bonds conectados sean iguales y que la suma algebréica de flujos sea

!

Figura 2.37: Causalidad en uniones 0.

igual a cero. Obsérvese la figura 2.37.

1 3

| |
A1 A

Las relaciones constitutivas para esta unién son las siguientes:
€y = €1
€3 = €1

ht+fa=fs = 0 (2.8)
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El esfuerzo que comparten todos los bonds ligados a una unién 0 es impuesto por el bond
cuyo trazo causal estd conectado a la unién. Este bond es tnico y no estd permitido colocar

més de un trazo causal en conexién con la unién [2].

Unionesl.- Para las uniones 1 aplican las mismas consideraciones que para las
uniones 0, pero en forma dual, es decir, los roles de los esfuerzos y los flujos se intercambian.

FEn la figura 2.38 se muestra esta propiedad.

—— 1

Figura 2.38: Causalidad en uniones 1.

La unién 1 de la figura 2.38 exhibe las siguientes relaciones constitutivas

f2 = fi
fs = h
e1+es—e3 = 0 (2.9)

El flujo que comparten todos los bonds ligados a una unién 1 es impuesto por el bond cuyo
trazo causal estd en el extremo opuesto del extremo conectado a la unién. Este bond es
tnico y en una unién 1 todos los trazos causales excepto uno deben estar en contacto con
la unién [2].

La determinacién del signo de los flujos 6 de los esfuerzos dentro de las relaciones constitu-
tivas (2.8) y (2.9) obedece a la direccién de los bonds de potencia entrando o saliendo de
la unién en cuestién. Si el bond de potencia estd dirigido hacia la unién, se suma su flujo
(resp. su esfuerzo), si estd dirigido en direccién opuesta de la unién, se resta su flujo (resp.

su esfuerzo).

A continuacién se revisa la metodologia empleada para asignar causalidad a un

modelo en Bond Graph acausal.
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2.6.3. Procedimiento de asignacion de causalidad

Es posible construir un modelo en Bond Graph asignando en forma predefinida
la causalidad, de acuerdo a las dos posibles causalidades que aceptan los elementos alma-
cenadores de energfa. Si el modelo se construye asignando causalidad integral en forma
predefinida, éste recibe el nombre de Bond Graph Integral y se abrevia como BGI. Por otra
parte, si se asigna causalidad derivativa en forma predefinida, el modelo asi construido se
llama Bond Graph Derivativo y se abrevia como BGD.

No siempre es posible asignar causalidad integral a la totalidad de los elementos dindmicos
de un BGI, debido a que puede existir dependencia lineal entre ellos [3]. Los elementos que
permanecen en causalidad derivativa son linealmente dependientes con algin(os) elemen-
to(s) que si acepta(n) la asignacién de causalidad integral.

Si se ha construido un modelo en Bond Graph acausal (sin causalidad establecida), realizar
el siguiente procedimiento permitird asignarle causalidad a dicho modelo para convertirlo
en un BGIL.

Procedimiento 4

Para establecer causalidad como BGI en un modelo en Bond Graph.
1.- Asignar la causalidad requerida a las fuentes.
2.- Asignar causalidad integral a todos los elementos almacenadores de energia C e I, y la
causalidad requerida por elementos R no lineales.
3.- Asignar causalidad a los elementos de la estructura de unién 0,1, TF,GY, usando las
restricciones de los elementos.
4.- Asignar causalidad a los elementos R lineales restantes, dependiendo de las posibilidades
disponibles.
5.- Buscar conflictos causales. Si un conflicto aparece, regresar al paso 2 y modificar la
causalidad del elemento C 6 I que ocasiona dicho conflicto.

Si se desea asignar causalidad al modelo en forma de BGD, sélamente hay que
asignar causalidad derivativa a los elementos dindmicos en lugar de causalidad integral en
el paso 2 del procedimiento 4. De manera similar que en un BGI, en un BGD es posible que
no todos los elementos dindmicos acepten causalidad derivativa, sin embargo esto no implica
dependencia lineal entre elementos dindmicos, sino otras propiedades que se revisaran en

secciones posteriores.
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Ejemplo 4

Considérese el modelo en Bond Graph acausal de la figura 2.39.

RR, 0 GY 1 RR,

Figura 2.39: Modelo acausal en Bond Graph.

Tras aplicar el paso 1 del procedimiento, en la figura 2.40 se muestra el modelo con las

fuentes exhibiendo la causalidad requerida (bonds a y b).

RR, i '
R |
. N 0 1 TF 1 RR,
RR, 0 GY 1 RR,

C

Figura 2.40: Asignacién de causalidad a las fuentes.

El paso 2 del procedimiento exige asignar causalidad integral a los elementos almacenadores
de energia. esto es realizado con el elemento C' (bond b), tras lo cual se obtiene el modelo
de la figura 2.41.
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RR, i

% \j 0 N1 —>F 1 RR,
d__
RR, Q —> GY 1—RR
b
C

Figura 2.41: Asignacién de causalidad integral al elemento C' y las primeras consecuencias.

En la figura 2.41, la unién 0 conectada al elemento C obliga a que la causalidad de los bonds
c y d sea la mostrada. En la figura 2.42 aparece la causalidad asignada al segundo bond
(f) conectado al girador GY obedeciendo a la restriccién impuesta por éste. De la misma
manera es asignada la causalidad al bond conectado con R3 (bond g), ya que la unién 1

sélo puede tener un bond sin trazo causal conectado a ella.

RR, Si

. \j O 1 ~ TE 1 RR,
RR, 0 ~ GY - 1! g RR

Figura 2.42: Asignacién consecuente de causalidad.

En la figura 2.43 se asigna causalidad integral al elemento inductivo I (bond h).
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RR, Si

Se— 00— 11— T

RR, 0 ~ GY| 1——RR

C

Figura 2.43: Asignacién de causalidad al elemento I y las consecuencias correspondientes.

Debido a la unién 1 conectada a dicho elemento inductivo, la causalidad impuesta a los
bonds i y j es la tnica posible. El bond j estd conectado a un transformador TF, por lo
que de inmediato se puede asignar causalidad al otro bond conectado a dicho transformador
(bond k). El bond [ recibe la causalidad mostrada, al estar conectado a una unién 1 que ya

tiene a los otros dos bonds conectados a ella con causalidad asignada.

e N| > 0 — 1 —F 1 ——FRR

Figura 2.44: Modelo BGI con causalidad completamente asignada.

En la figura 2.43 surge la posibilidad de asignar la causalidad de forma arbitraria a los

elementos resistivos R; y Rs. Se opta por asignar la causalidad mostrada al elemento Ro
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(bond m de la figura 2.44), lo cual ocasiona, por las propiedades de las uniones 0 y 1, que
la causalidad asignada a los bonds n y o sea la mostrada en la figura 2.44, la cual muestra

el BGI completo.

A continuacion se realiza la definicién de un importante concepto: las trayectorias

causales.

2.6.4. Trayectorias causales

El empleo de las trayectorias causales permite abordar de manera directa el prob-
lema de la controlabilidad, la estabilidad asintética y la observabilidad [14], tal como se
estudiard en la seccién. Mds atn, esta es una herramienta de vital importancia en el andlisis
principal que se desarrolla en las propuestas de este documento.

En las siguientes definiciones aparecen los conceptos concernientes a las trayecto-

rias causales.
Definicion 1

Una trayectoria causal en una estructura de unién en Bond Graph es la alternacién
de bonds y elementos bésicos llamados nodos, de modo que
(a) En el Bond Graph acausal, la secuencia forma una cadena simple.
(b) Todos los nodos dentro de la secuencia tienen causalidad completa y correcta.
(c) Dos bonds en una trayectoria causal tienen en el mismo nodo orientaciones causalaes
opuestas

Una trayectoria causal es simple si puede ser recorrida mientras se sigue siempre
a la misma variable generalizada. Por lo tanto, en la misma secuencia de bonds y nodos
existen dos trayectorias, ya sea que se siga al esfuerzo 6 al flujo. Obsérvese la figura 2.45,

en donde los elementos A y B estdn unidos por una trayectoria causal simple.

ol

e e e e
— — — —
«— «— 1 “«— «—

f f f f

Figura 2.45: Trayectoria causal simple.
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Definicion 2

Una trayectoria causal es mezclada si es obligatorio cambiar la variable general-
izada a la que se sigue mientras se realiza el recorrido. Este es el caso cuando un elemento
GY estd presente, y la trayectoria es llamada mezclada directa. Ahora bien, si al hacer el
recorrido hay que pasar a través de algin elemento R, I 6 C, la trayectoria es llamada
mezclada indirecta.

Obsérvese la figura 2.46, en donde los elementos A y B se encuentran unidos por una trayec-

toria causal mezclada directa.

e
—
—
f

1.;’ GY!

~lto

e
O—=—B
f
Figura 2.46: Trayectoria causal mezclada directa.

Por otra parte, en la figura 2.47 se muestran los elementos A y B unidos a través de una
trayectoria causal mezclada indirecta. Obsérvese que el cambio de variable generalizada

necesario para continuar el recorrido es realizado por el elemento resistivo R.

f

e e
— O:TT B
f

el

P m—

e e
— —
«— «—
f f

O

Figura 2.47: Trayectoria causal mezclada indirecta.

Definicion 3

Dos elementos P; y P, pertenecientes al conjunto {R,C, I, S, S¢, De, Dy} se dice
que estdn causalmente conectados si la variable generalizada de entrada de uno de ellos es

influenciada por la variable generalizada de salida del otro.
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Definicion 4

Un lazo causal es una trayectoria causal cerrada comenzando en la salida de un
elemento R, C' o I y terminando en la entrada de él mismo sin recorrer el mismo bond més
de una vez mientras se sigue a una misma variable. En la figura 2.48 se muestra un lazo

causal entre los elementos A y B

Figura 2.48: Lazo causal.

Definicion 5

Un lazo de causalidad es una sucesién de uniones y bonds formando un ciclo y para
el que la causalidad estd orientada en la misma direccién para todos los bonds, excepto en

la presencia de un girador. En la figura 2.49 se muestra un lazo de causalidad.

/\
R

Figura 2.49: Lazo de causalidad.

Se ha presentado el potente concepto de la causalidad en Bond Graph. El anélisis

visual de causalidad por si solo permite obtener bastante informacién sobre las propiedades
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estructurales del sistema modelado. Por otra parte, para efectos de andlisis matemaético,
se hace necesario encontrar una relacién directa entre un modelo en Bond Graph y su
contraparte en forma de ecuaciones. Este es el papel que desempefian los vectores clave,
presentados en la siguiente seccién, que permiten vincular satisfactoriamente al modelo en
Bond Graph y la descripcién matemética del mismo sistema mediante la conocida ecuacién
de estado (2.15) y (2.16).

2.7. Vectores clave, estructura de unién y la ecuacién de es-
tado.

El arreglo de variables que se describe en los siguientes péarrafos asume que el

modelo bajo andlisis es un BGI.

2.7.1. Vectores clave

Un modelo en Bond Graph se puede organizar en campos interconectados (fuentes,
campos disipativo, campo almacenativo y estructura de unién) [4]. En la figura 2.50 se
muestra la identificacién de los vectores clave de variables en Bond Graph bajo el rol de

entrada/salida que desempenan en el problema causal.

Estructura -
Almacenadores de unién Disipadores
R
C I 0,1, TF GY

Detectores

De

Figura 2.50: Vectores clave.
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En la figura 2.50, los vectores clave estdn formados como sigue: (Se, Sy) es el campo de
fuentes; (C, I) es el campo almacenativo; (R) es el campo disipativo; (D) es el campo de
detectores; finalmente, (0,1, TF,GY) es el conjunto de elementos que forman la estructura
de unién. El vector de estado x estd conformado por variables de energia (momento gen-
eralizado y desplazamiento generalizado) en causalidad integral, de acuerdo a (2.2) para

elementos [ y (2.3) para elementos C. El vector z es el vector de estados complementarios,
f en [
Zz =
e en C
Si existen elementos C e I en causalidad derivativa en el BGI, el vector =4 se define como
. e en [
Td —
f en C

Los vectores Dy, y Doy representan a las variables de esfuerzo y/o flujo que entran y salen,

descrito como,

respectivamente, de los elementos que conforman el campo disipativo.
Este documento aborda primordialmente sistemas lineales. Para estos sistemas se cumplen

las siguientes relaciones [3]:

z=Fx (2.10)

conz € R", 2 € R", F € R" x R",

F' es una matriz positivamente definida, y es diagonal (cada elemento C e I es de puerto-1)

Dout = LDy, (2.11)

con D;, e R, L € R" x R,

L es diagonal (cada elemento R es de puerto-1)
Zd — Fdl‘d (2.12)
con Zy € RY, xy € RI, F; € R1 x RY,

F,; es diagonal (elementos de puerto-1). Finalmente, u denota el vector de entradas de

dimensién p
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Uno de los principales pilares en Bond Graph lo constituyen las relaciones de la

estructura de union, las cuales se especifican por,

. z
x S11 Sz Si13 Sua
Dout
Dip, | = | Sa1 So2 S2z Sas )
Y S31 Sz S33 Sz .
Tq
Zd = Gl - Sﬂz

La matriz
St S12 S13 Sua

S= 1| Sa1 Sz S Su
S31 Sz S33 Sz

(2.13)

(2.14)

es conocida como la matriz de estructura de unién. En el caso de sistemas conservativos

de energia, se presentan las siguientes propiedades entre las submatrices de la matriz de

estructura de unién S:
1) S11 y S22 son antisimétricas.
2) S91 es la transpuesta negativa de Sio

Considérese la ecuacién de estado en la conocida forma,
x = Ax + Bu

y=Cx+ Du

de (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14), es posible determinar que

= EY(S11 + S12MSa)F
= EY(S13+ S12MSa3)
(S31 + S32M S91) F

= S33+ S32M Sa3

O Q & =
I

donde

E = I+514Fd_15ﬂF
M = (I-LSy») 'L
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Ejemplo 5
Considérese el circuito eléctrico de la figura 2.51.

R,

R,
—V/\\/"—

€

Figura 2.51: Circuito eléctrico RC' — RC.

Primero se realiza un anilisis cldsico para obtener la ecuacion de estado del sistema.

Las ecuaciones que caracterizan al circuito son:
. €1 — UV VCy — UCy
o, = — 2.23
C; o 7 (2.23)
. VCy — U0y
i, = ————— 2.24
2 R2 ( )
de (2.23) y (2.24) se tiene:
. Ri+ Ry n 1 n 1
v = — v v —e
@ RiRyCy ' T RyCy T ROy
. 1 1
v = Ve, — v
y en forma matricial se tiene:
. Ri+R 1 1
[ ve, ] — [ 7R11ch%1 R2Ch ] [ Ve + R1Cy ] el (2 25)
: 1 1 )
ve, R2Co T R2Co ve, 0
Si se considera como salida al voltaje en el capacitor Cs, se tiene:
vcC
e, = [ 01 ] ' (2.26)
UGy

Ahora bien, siguiendo los procedimientos, se construye el modelo en Bond Graph mostrado

en la figura 2.52.
Los bonds se enumeran a fin de identificarlos durante el proceso de creacién de la matriz de
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RR, RR,
2 GT
e 1,:1: 3 0 > 4 1} ! C.C
4
C.C

Figura 2.52: Modelo BGI del circuito eléctrico de la figura 2.51.

estructura de unién. De acuerdo a la figura 2.50, en el presente ejemplo, los vectores clave

son los siguientes:

qa €4
r = =z = ;
L 97 ] [67]
e ] f2
D;,, = ;:>Dout:
| €6 | e
u = e
Yy = ¢ér

nétese que no hay elementos que permanezcan en causalidad derivativa en el BGI, de ahf
que zg = 0. Las relaciones constitutivas de los elementos resistivos y almacenadores de

energfa, indican que:

L = }%1(1),
[ 0 &

R
| 0 &

Un andlisis visual del modelo en Bond Graph de la figura 2.52 permite aseverar que:

fao = fs—fs=[fa—f6

fr = Je
e = e —e3=¢€;—€y
e = €5 —er=e4— €7

er = e
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De esta forma, se puede escribir la matriz de estructura de unién del modelo, obedeciendo

a: ~ ~ -~ o _
f4 0 0 | 1 -1 ‘ 0 €4
fr O 0 | 0 1 | 0 er
e |=|-1 0 | 0 0 | 1 f2
eg 1 -1 | 0 0 | 0 fe
(&4 0 1 | 0 0 | 0 €1

1 1
1 1
0 0 0 1 0 % 1 -1 0 o
[ —Ri1—R» 1
A = C1R1R2 C2Ro ]
1 1
Ci1R2 " C2R2

D = 0+]0 0][%1 ?”3120

Ry

de tal modo que la ecuacién de estado es:

. —Ri—R. 1 1
[ f4 ] — [ q4 ] [ C111311R22 6'21?2 ] [ 94 4 Ry ] el (2‘27)
f7 qr CiRs ey qr 0
d4
er = |0 A (2.28)
[ 2 ] [ ar ]

La ecuacién de estado descrita por (2.27) y (2.28) exhibe como variables de estado a las
cargas en los capacitores; por otra parte, la ecuacién de estado (2.25) y (2.26), obtenida por
andlisis convencional considera que las variables de estado son los voltajes en los capacitores.

La ecuacién que relaciona la carga con el voltaje en un capacitor es:

q= Cuvc
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de modo que la matriz de transformacién que permite el cambio de variables de estado, de

cargas en los capacitores a voltajes en los capacitores es:

1

010]
1

U o

asi, se puede realizar la transformacién de coordenadas [12] mediante :

_ 1 0 —R1—Rs 1 1 0 -1 —R1—Ro 1
A = TAT—I — Ch R1R2Ch RoC> Ch — R1R2Ch R2Ch

I T U 0 L U T

RQCl RzCQ C2 RZCZ R2CZ

1 1 1

C1 Ry | — | Cika
1

o Ao 0

¢ = crt=]o cﬂ[% ?]_1:[0 1]

1
0 &

y la ecuacién de estado convertida es:
; —Ri1—Ry 1
y 1 1
er RoCo T RyCh er
€4
er = |0 1]
er

que resulta ser la misma (2.25) y (2.26) que se obtuvo mediante el anélisis convencional.

2.7.3. Funcién de transferencia y ecuaciéon de estado

Es posible establecer una relacién entre el enfoque de la funcién de transferencia
y la ecuacién de estado [10].
La ecuacién de estado descrita por (2.15) y (2.16) esta vinculada con la funcién de trans-
ferencia que relaciona a la salida y con la entrada u del sistema en cuestién Para calcular

la funcién de transferencia de un sistema dada su ecuacién de estado se puede utilizar:

G(s) = Zéz; =C(sI-A)'B+D (2.29)
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Capitulo 3

Analisis de controlabilidad y

observabilidad

En éste capitulo se abordan las ttiles propiedades de la estabilidad asintética, la
controlabilidad y la observabilidadd de sistemas LTI MIMO. Mediante el andlisis de éstas
propiedades, es posible determinar importantes caracteristicas de los estados, que proveen

invaluable informacién para el establecimiento de una ley de control adecuada.

3.1. Estabilidad asintética, controlabilidad y observabilidad:

El enfoque clasico

En esta seccién se estudia el andlisis cldsico de estabilidad asintética y los conceptos
de controlabilidad y observabilidad introducidos por Kalman [10].
3.1.1. Solucién de la ecuacion de estado para sistemas LTI

El sistema (2.15), (2.16),

r = Ax+ Bu
y = Cx+ Du

cumple con los siguientes axiomas [11]:
Axioma 1

Dados: dos espacios topolégicos abstractos X (el espacio de estados) y U (el espacio

de entradas), y un subconjunto 7' (los valores del tiempo) de los nimeros reales R!.
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Axioma 2

Para cada entrada abstracta v en U, hay un mapa continuo ¢, : T'X X X T" — X
(la funcién de transicién) con las siguientes propiedades:
(1) @, (to; zo,t0) = zo para todo tg en T'y para todo xp en X;
(i1) @, (t2; @, (t1; To,t0), t1) = @, (t2, To) para tof tg < t; < t9 en T y para todo g en X.
Cada salida (observacién sobre el sistema) es un mapa continuo h : ¥ x T — R!.
Si ¢, es lineal sobre ¥ x u y si h es lineal sobre X, se dice que el sistema es lineal.
La funcién de transicién @, es la solucién de (2.15), y puede ser expresada en forma explicita

COmao: .

z(t) = ¢, (t; xo,to) = P(t, t0)xo —i—/ O(t, 7)B(r)u(r)dr

to

donde ®(¢,1) es la matriz de transicién de (2.15); es decir, la dnica solucién de o= A(t)®
con ®(tg,tg) = I; y en el caso de sistemas LTT ésta es la matriz exponencial ® = e4* [12].
De este modo, la solucién de la ecuacién de estado (2.15) se escribe de manera simplificada

Ccomao: :

z(t) = ez (1) +/ A7) Bu(r)dr (3.1)

to
3.1.2. Estabilidad asintdtica

El témino estabilidad asintética hace referencia al efecto por parte de un sistema
de que el valor de sus variables de estado decaigan a cero en forma asintética cuando una
entrada impulso es aplicada. Un modo de determinar la estabilidad asintética del sistema
x = Az es revisando los valores caracteristicos de la matriz A. Si éstos tienen partes reales
negativas, o bien, los ceros del polinomio caracteristico P(\) = |\ — A| = 0, tienen partes
reales negativas, entonces se satisface la condicién necesaria y sufciente para que el sistema
sea asintéticamente estable.

Cuando los coeficientes del polinomio caracteristico no son numéricos, se torna complicado
el célculo de los valores caracteristicos, en este caso, la determinacién de la estabilidad
asintética puede ser resuelta mediante la aplicacién del criterio de Routh, o bien, el segundo
método de Lyapunov. En la seccién 2.2 se abordard un ttil método para la determinacién
de la estabilidad asintética estructural mediante el modelado en Bond Graph. Si la matriz
A del sistema en cuestién no tiene todos sus valores caracteristicos dentro del semiplano
izquierdo del plano complejo s, dos situaciones son posibles: (a) los valores caracteristicos
estdn situados en el semiplano derecho del plano complejo s y el sistema es inestable y (b)

los valores caracteristicos estdn situados sobre el eje imaginario y el sistema es oscilatorio,
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o bien, la variable de estado correspondiente decae a un valor diferente de cero (mantiene
un “offset”) [15].

El sistema modelado mediante la ecuacién de estado (3.2) y (3.3) exhibe estabil-
idad asintética, toda vez que sus valores caracteristicos tienen su parte real situada en el

semiplano izquierdo del plano complejo s.

-1 3 1 1
T o= 0 -2 1 |z+|1|u (3.2)
0 0 -3 1
y = |1 00| (3.3)

La figura 3.1 muestra la respuesta al impulso en MATLAB de las tres variables de estado.

Impulse Response

2 T T T T T
a
5
o1 i
=
'_
O d L A L
l T T T T T
o N
g F
%_00.5— -
E ©
<<
O d 1 1 1
l T T T T T
D
5 05} i
=
l_
O 1 ] 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Time (sec)

Figura 3.1: Respuesta al impulso de tres variables de estado asintéticamente estables.
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El sistema modelado mediante

13 1 1
r = 00 1 |z+ |1 |u (3.4)
00 -3 1
y = [100]s (3.5)

exhibe un valor caracteristico inestable (localizado en el semipalno derecho del plano com-
plejo s), y uno situado sobre el eje imaginario. Este iltimo ocasiona la respuesta en la figura

3.2, cuyo valor no decae a cero, sino que mantiene un valor de offset.

Impulse Response

60 T T T T
S 40f -
>
@)
|9 20 -
0 1 1 1 1
14 T T T T
o N
5 =
= O 12 -
E ©
<
l 1 1 1 1
l T T T T
o
5
O O05F -
5
|_
0 | - 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Time (sec)

Figura 3.2: Respuestas al impulso de tres variables de estado: una inestable (1), otra que
mantiene un offset (2) y una asintéticamente estable (3).
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3.1.3. Controlabilidad

El estudio de la controlabilidad reviste esencial importancia dentro del anédlisis de
sistemas, toda vez que permite determinar si en un sistema dado, los valores de las variables
de estado del sistema se pueden manipular a discrecién para fines de ubicarlas en valores
deseados prestablecidos, mediante una accién de control. Como se verd enseguida, si alguna
variable de estado no es controlable, ninguna accién de control fisicamente realizable lograra
situar su valor en un punto de operacién arbitrario.

Considérese el sistema de tiempo continuo
z = Az + Bu (3.6)

Se dice que el sistema descrito mediante (3.6) es de estado controlable en ¢ = t, si es posible
construir una senal de control sin restricciones que transfiera a cero un estado inicial en un
valor arbitrario en un intervalo de tiempo finito tg < t < t;. Si todos los estados son
controlables, se dice que el sistema es de estado completo controlable.

De acuerdo a (3.1) para ¢y = 0, la solucién de (3.6) es:
t

z(t) = ex(0) +/ A7) Bu(r)dr
0

Si se aplica la definicién, se tiene:

t1
z(t) = 0 = eM1z(0) +/ A=) Bu(r)dr
0
o bien
t1
z(0) = —/ e~ Bu(r)dr (3.7)
0

Ahora bien, mediante el Teorema de Cayley-Hamilton [16], la matriz exponencial se puede

expresar como,
n—1
e AT = ap(r)AF (3.8)
k=0
Sustituyendo (3.8) en (3.7) se tiene

t1
0

£(0) =~ Y A'B / an(r)u(r)dr (3.9)
k=0

Si se define .
1
| autrutryar =,
0
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la ecuacion (3.9) se convierte en

n—1
z(0) = —> A"BB, (3.10)
k=0
Bo
B
= —[B | AB | - | An—lB] —=
| B |

Si el sistema es de estado completo controlable, entonces, dado cualquier estado inicial z(0),

la ecuacion (3.10) debe satisfacerse. Esto requiere que el rango de la matriz de n x n
R,=|B | AB | --- | A"'B (3.11)

sea n. La matriz R es llamada matriz de controlabilidad.
A partir del andlisis previo, se establece la condicién necesaria y suficiente para la contro-

labilidad completa del estado como sigue:

Teorema 1

El sistema (3.6) es de estado completo controlable si y solo si la matriz de contro-

labilidad Ry es de rango n.
Ejemplo 6

Considérese el sistema descrito por

La matriz de controlabilidad de este sistema es

Ri=| B BA BA2]=

o O =
o O =
o O =



56

por simple inspeccién se observa que la matriz de controlabilidad Ry es de rango 1, de tal
forma que sélo una variable de estado es controlable.

Una desventaja del andlisis de controlabilidad tradicional, es que éste permite
establecer el nimero de variables controlables y no controlables, pero no es capaz de deter-
minar cudles variables pertenecen a cada subconjunto. Esto se puede resolver mediante el

teorema de descomposicién candnica, que se estudia en la seccién 3.2.

3.1.4. Observabilidad

El andlisis de observabilidad es de gran importancia principalmente en la técnica
del espacio de estado y en la construccién de observadores. Un observador permite estimar
el valor de cualquier variable de estado a partir de mediciones en la entrada y en la salida
del sistema, es decir, se pueden reconstruir las variables de estado sin necesidad de medirlas
directamente. Lo anterior es cierto para cualquier varaible de estado observable. Como se
analizard enseguida, si una variable de estado no es observable, resultard imposible recon-
struirla en base solamente a mediciones de la entrada y la salida del sistema.

Se dice que un sistema es observable en el tiempo ¢ si, con el sistema en el estado z(tp),
es posible determinar éste estado a partir de la observacién de la salida en un intervalo de
tiempo finito.

Considérese el sistema, descrito por:
r = Ax (3.12)
y = Cz (3.13)
Se dice que el sistema es completamente observable si el estado z(ty) se determina a partir
de la observacién de y(t) durante un intervalo de tiempo finito, to < ¢t < t;. Por lo tanto,
el sistema es completamente observable si todas las transiciones del estado afectan even-
tualmente a todos los elementos del vector de salida. El vector de salida y(t) estd dado

por:
y(t) = Cez(0) (3.14)

Sustituyendo la expansién de la matriz exponencial (3.8) en (3.14) se obtiene:
n—1
y(t) =Y ar(t)CA*z(0)
k=0

y(t) = ao(t)Cz(0) + a1 (t)CAz(0) + ... + an_1(t)CA" 1z(0)
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yt)=[ao | | - | ]| = |=0) (3.15)

cAn-!

De este modo, si el sistema es completamente observable, dada la salida y(t) durante un
intervalo de tiempo tg < t < t;, 2(0) se determina tnicamente a partir de (3.15). Esto

requiere que el rango de la matriz de observabilidad

C

CA
W, = - (3.16)

I CAnfl

sea 1.
Se puede establecer la condicién para la observabilidad completa mediante el siguiente

Teorema:
Teorema 2

El sistema descrito por (3.12) y (3.13) es completamente observable si y sélo si la

matriz de observabilidad W, es de rango n.
Ejemplo 7

Considérese el sistema descrito mediante la siguiente ecuacién de estado:
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el calculo de la matriz de observabilidad lleva a:

C 0 1 0
Wo - OA - —1
C A2 0 1 -4

El rango de la matriz de observabilidad W, es 2, de modo que sélamente dos variables de
estado pueden ser reconstruidas a partir de mediciones en la entrada y la salida.

Al igual que en el andlisis de controlabilidad, la determinacién especifica de cudles
variables de estado son observables y cudles no requiere de la intervencién del teorema de
descomposicién canénica que se estudia en la seccién. En la siguiente seccién se presenta el
enfoque estructural empleado en Bond Graph para determinar las propiedades de estabilidad

asintética, controlabilidad y observabilidad.

3.2. Estabilidad asintética, Controlabilidad y Observabilidad:
El enfoque estructural de Bond Graph

La definicién de estructura fue introducida por Lin [3] para sistemas SISO y amplia-
da a sistemas multi-entrada por Shields y Pearson [6]. El término estructural hace referencia
a un analisis en el que se hace énfasis en el acomodo de los pardmentros més que en los
valores numéricos de éstos dentro de las matrices de la ecuacién de estado (2.15) y (2.16).
Este andlisis depende sélo del tipo de elementos que componen el sistema y la forma en que
estdn interconectados, y es cierto para casi todos los valores numéricos de los pardmetros

[4]. La definicién formal de estructura se analiza enseguida.
Definicién 6

Un par matricial (A, B) (resp. (A,C)) tiene la misma estructura que otro par
(ﬁ, E) (resp. (ﬁ, 5)), de las mismas dimensiones, si para cada cada entrada fija en cero de
la matriz (AB) (resp. (AC)), la correspondiente entrada en la matriz (AB) (resp. (AC))
estd fija en cero y al mismo tiempo, para cada entrada fija en cero de (EE) (resp. (ZCN’)),
la correspondiente entrada en (AB) (resp. (AC)) esta fija en cero.

La definicién de controlabilidad y observabilidad varfa ligeramente en el enfoque
estructural respecto de su concepcién para valores numéricos especificos de los pardmetros.

El siguiente Lema pone de manifiesto esta aseveracion.
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Lema 1

El par (Ao, By) es estructuralmente controlable (respectivamente observable) si y
so6lo si existe un par completamente controlable (respectivamente observable) que tenga la
misma estructura que (Ag, Bp).

La adaptaciéon a Bond Graph y una consecuente mejora del anélisis de estabilidad
asintdtica, controlabilidad y observabilidad bajo el enfoque estructural, fue abordada por
Sueur y Dauphin-Tanguy [4], [7]. Las siguientes definiciones permiten establecer los concep-
tos de orden minimo y rango estructural, mismos que revisten vital importancia durante el

andlisis de controlabilidad y observabilidad bajo el enfoque de Bond Graph.
Definicién 7

El orden minimo de un modelo en Bond Graph, que es igual a la dimensién de
la matriz de estado, es igual al mimero (n;); de elementos dindmicos C' e I en causalidad

integral en el BGI.
Definicién 8

El rango estructural de una matriz A estd definido como el rango maximo que esa
matriz alcanza en funcién de sus pardmetros libres, tomando en cuenta las interrelaciones

entre los pardmetros.
Definicién 9

El rango estructural ¢ de la matriz de estado A asociada con un modelo en Bond
Graph es igual al nimero de elementos dindmicos C' e I en causalidad integral en el BGI,
que aceptan causalidad derivativa cuando se construye el BGD. Si (n;); (respectivamente
(ni)q) representa el nimero de elementos dindmicos C e I en causalidad integral en el BGI

(respectivamente en el BGD), se tiene,
q=(ni)i — (ni)a

El rango estructural permite determinar la estabilidad asintética de un sistema

dindmico. Esto es puesto de manifiesto en el siguiente Teorema:
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Teorema 3

Una condicién necesaria y suficiente de no existencia de estabilidad asintética del
sistema modelado por (2.15) y (2.16), es que el rango estructural ¢ de la matriz A sea menor
que n. De hecho existen n — ¢ valores caracteristicos cero de A.

Para el calculo del rango estructural que permite determinar la controlabilidad
estructural y la observabilidad estructural de un sistema dindmico representado en Bond

Graph, es necesario definir el concepto de dualizacién de fuentes
Definicién 10

La dualizacién de fuentes y detectores consiste en transformar una fuente (6 de-
tector) de esfuerzo (respectivamente de flujo) en una fuente (6 detector) de flujo (respecti-

vamente de esfuerzo).
Definicién 11

El rango estructural ¢, de la matriz concatenada [AB] asociada con un modelo en
Bond Graph es igual al nimero de elementos dindmicos C e I en causalidad integral en el
BGI que aceptan causalidad derivativa cuando se construye el BGD y cuando se realiza una
dualizacién méaxima de fuentes. El nimero de elementos en causalidad integral en el BGI

que permanecen en causalidad integral en el BGD se denota como ts.

Definicion 12

El rango estructural ¢, de la matriz concatenada

] asociada con un modelo

en Bond Graph es igual al nimero de elementos dindmicos C' e I en causalidad integral en
el BGI que aceptan causalidad derivativa cuando se construye el BGD y cuando se realiza
una dualizacién maxima de detectores. El numero de elementos en causalidad integral en el
BGI que permanecen con causalidad integral en el BGD se denota como tg.

En las siguientes propiedades se hace referencia tanto a la ecuacion de estado (2.15)

y (2.16) de orden minimo n, como a la matriz de estructura de unién S definida en (2.13).
Propiedad 1

El rango estructural de [AB] es igual a:
* El rango de la matriz concatenada S, = [S11 S12 S13]

*n—t
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Propiedad 2

El rango estructural de ! es igual a:
S11
* El rango de la matriz concatenada S, = | S
S31

*n—tg

Las propiedades 1 y 2 permiten asegurar que el rango estructural es igual al rango
de las matrices concatenadas S, y S, solamente si el sistema es conservativo de energia.
Las propiedades de la matriz de estructura de unién (2.13) para sistemas no conservativos
no obedecen a éstas propiedades y sus caracteristicas se pueden investigar en un trabajo
futuro.

El andlisis de controlabilidad y observabilidad estructural en un modelo en Bond
Graph se resume en los siguientes Teoremas, que son la base del método de descomposicién

candnica propuesto en la seccién 4.2:
Teorema 4

El sistema [AB] es estructuralmente de estado controlables si y sélo si:
(a) Todos los elementos dindmicos C e I en causalidad integral en el BGI estén causalmente
conectados con una fuente,

(b) El rango estructural de [AB] es igual al orden minimo 7.

Teorema 5

Fl sistema [ ] es estructuralmente de estado observable si y sélo si:

(a) Todos los elementos en causalidad integral en el BGI estdn causalmente conectados con

un detector,
(b) El rango estructural de [ o ] es igual al orden minimo n.

A modo de presentar estas propiedades estructurales, se realiza el siguiente ejem-

plo.
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Ejemplo 8

Considérese el modelo BGI de la figura 3.3.

Los vectores clave del modelo son:

CC RR
2[ o C:C,
1 3 /
S——0—"+1 5
7\
N D:Df
I:L,

Figura 3.3: Modelo en Bond Graph en causalidad integral.

q2 P €2
r = s | =x=|fs | =2=|es
p7 er I
Din = fa1= Dout =e4
y = Je
u = fi

y las relaciones constitutivas de los elementos dindmicos y disipativos, de acuerdo a (2.10)

y (2.11), establecen que:

o 0
F = 0 & 0

0 0 4+
L = R

Las relaciones de la estructura de unién indican que:

sl To o 1] 0o | 1][e]
fs 00 1 | 0 | 0]]es
er 1 -1 0 | =1 | ol/|f
fa 00 1 | 0 | 0] e

| fo | 00 1 |0 | 01 fr]
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El sistema de la figura 3.3 es conservativo de energia debido a que no hay elementos ac-
tivos, de modo que se puede realizar el andlisis de estabilidad asintética, controlabilidad y
observabilidad de dos formas diferentes, de acuerdo a las partes (a) y (b) de los Teoremas 4
y by ala Propiedad 1. La parte (a) de los Teoremas 4 y 5 queda cubierta, ya que la fuente
S f estd causalmente conectada con todos los elementos dindmicos:

- Con C] a traveés de la trayectoria causal {1,2};

- Con Cj a través de la trayectoria causal {1,2,2,3,7,7,5};

- Con L; a traveés de la trayectoria causal {1,2,2,3,7}

El detector D f estd conectado:

- Con C a través de la trayectoria causal {2,3,7,7,6};

- Con Cj a traveés de la trayectoria causal {5,7,7,6};

- Con L; a través de la trayectoria causal {7,6}

Ahora bien, para analizar la parte (b) de los Teoremas 4 y 5 se tiene lo siguiente: La matriz

concatenada
0 0 -1 ] 0

SuuSwel=10 0 1 | 0

1 -1 0 | -1
exhibe dependencia lineal en los dos primeros renglones, por lo que su rango (y el rango
estructural de A) es 2 < n = 3 (el orden minimo), razén por la que es posible asegurar
que el sistema no es asintéticamente estable. El otro enfoque posible para determinar el
rango estructural de la matriz A consiste en contruir el BGD. En la figura 3.4 se muestra

un primer intento de construccién del BGD.

CC RR

Figura 3.4: Modelo BGD con un elemento que permanece en causalidad integral.

Se puede observar que el elemento C' : Cy permanece en causalidad integral. No es posible

para este modelo construir un BGD en el que todos los elementos I y C acepten causalidad
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derivativa, de nuevo, la conclusién es la misma: Existe al menos un valor propio cero en
la matriz A, lo que indica la existencia de un polo al origen que ocasiona que el sistema
no exhiba estailidad asintética (el rango estructural de la matriz A es menor que el orden
minimo n).

Un analisis similar permite ver que la matriz concatenada [S11512513] es de rango 3, ya
que entre sus renglones no hay dependencia lineal. Asi, el rango estructural de la matriz
concatenada [AB] es igual al orden minimo n. Esto permite asegurar que el sistema es
controlable y los polos se pueden reubicar a discrecién mediante realimentacién de estados.

Ahora el andlisis grafico es realizado:

Figura 3.5: Dualizacién de fuente.

En la figura 3.5 se observa que si se dualiza la fuente de flujo, el elemento que faltaba de
aceptar causalidad derivativa en el BGD termina aceptando ésta causalidad, de modo que
el rango estructural de [AB] es 3, que es el igual orden minimo y se concluye de nuevo que

el sistema es estructuralemente controlable.

CCG RR
C.C,
Sy
S +—0—"41 !
\D:D~f
I:L,

Figura 3.6: Dualizacién de detector.
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Por otra parte, ain tras la dualizaciéon del detector de flujo, en la figura 3.6 se observa
que el BGD sigue manteniendo elementos en causalidad integral pese a la dualizacién del
detector de flujo, de hecho, ahora son dos los elementos que no aceptan causalidad derivativa
en el BGD, sin embargo, se considera el nimero minimo de elementos que permanecen en
causalidad integral. Este niimero minimo ocurre en el modelo de la figura 3.4 en donde no se

ha realizado ninguna dualizacién. De esta forma, es posible concluir que el rango estructural
de la matriz concatenada es 2, que es menor que el orden minimo 3 y el sistema no

es de estado completo observable.

En el ejemplo anterior se hizo uso de las dos posibles maneras de determinar los
rangos estructurales de un sistema modelado en Bond Graph: mediante revisién de la matriz
S de estructura de unién y a través del andlisis visual, mediante el BGI y el BGD. Ya se
senal6 que las conclusiones obtenidas mediante la revisién de la matriz S es valida solamente
para sistemas conservativos de potencia, de modo que en lo sucesivo se evitard su uso, més
atin porque en capitulo 5 se empleardn estratégicamente elementos activos para fines de

cancelacién de perturbaciones.
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Capitulo 4

Descomposicion candnica de
sistemas LTI MIMO

4.1. Los dos enfoques tradicionales para modelar un sistema

LTI MIMO

Un mismo sistema dindmico lineal puede ser modelado mateméticamente, al menos
de dos maneras diferentes. En el analisis cldsico de sistemas fisicos es ampliamente utilizado
el enfoque de la funcién de transferencia, que implica el anélisis de la relacién de la entrada a
la salida de un sistema, mientras que en el esquema que algunos llaman “enfoque moderno”,
el andlisis se realiza en funcién de variables internas del sistema, comtuinmente llamadas
estados. Para el andlisis cldsico se han desarrollado una gran cantidad de herramientas que
permiten determinar y establecer caracteristicas tales como la estabilidad, la respuesta del
sistema en funcién de la frecuencia, y la implementaciéon de compensadores. Por otra parte,
el enfoque moderno permite realizar analisis primordialmente en el dominio del tiempo, y
en particular permite la determinacién de dos propiedades no abordadas bajo el enfoque
clésico: la controlabilidad y la observabilidad de un sistema lineal dado [10]. En el enfoque
clésico, la herramienta matemaética principal es el andlisis en variable compleja, mientras
que en el enfoque moderno se explota ampliamente el dlgebra lineal [9].

Los dos enfoques, el cldsico y el moderno, permiten analizar un mismo sistema y conseguir
un objetivo comuin: proveer a dicho sistema con una ley de control satisfactoria. Sin embargo,
es sabido que el enfoque cldsico, al basarse en la funcién de transferencia puede ignorar el

desempeiio dindmico de algunas variables de estado, si dichas variables son no controlables
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y/o no observables [13]. La informacién proporcionada por la funcién de transferencia no
siempre es completa. El Teorema de descomposicién candnica que es revisado en la siguiente
seccién, ayuda a resolver de forma parcial este problema, al permitir identificar cuédles
variables de estado estdn incluidas y cuales no en la informacién proporcionada por la

funcién de transferencia.

4.2. Estructura candnica de sistemas dinamicos lineales

En el capitulo anterior se establecieron las condiciones para determinar si un sis-
tema lineal es controlable y/o observable, tanto del punto de vista numérico como desde
el enfoque estructural. Estas condiciones, sin embargo proporcionan informacién sobre si el
sistema completo bajo anilisis es controlable/observable o no, mas no permiten identificar
cuales variables de estado pertenecen a cada subconjunto. Esta identificacién se puede lo-
grar mediante el cdlculo del subespacio controlable y el subespacio observable.
Considérese la matriz de controlabilidad (3.11) y la matriz de observabilidad (3.16) de un
sistema fisico lineal de orden minimo n. Mediante lo siguiente se puede identificar el sube-
spacio controlable y el subespacio observable [12]:

El subespacio controlable ¥; del espacio de estados X es igual al espacio columna de la

matriz de controlabilidad Ry definida en (3.11), es decir,
Xy = span{ Ry}
El subespacio no controlable >z es el complemento de X, de modo que,
TpUXp=X=R"
Fl subespacio observable 3, del espacio de estados 3 es igual al espacio fila de la matriz de
observabilidad W, definida en (3.16), es decir,
¥, = span{W{'}
El subespacio no controlable Y5 es el complemento de ¥,, de modo que,
YoUX5=R"
Los subespacios Y5, Yo, 2es ¥ Yco del espacio de estados ¥ = R™ estdn definidos
por
Yo = XpNs
Y = Yo Ue
e = YoUYsm
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de modo que,

chuzcoUZ@UZEO:Z:Rn

En el siguiente procediemiento se muestran los pasos para descomponer un sistema LTI

MIMO, tal como lo indic6 Kalman en su Teorema de descomposicién canénica [11].

Procedimiento 5

Para la descomposicién candénica de un sistema LTI MIMO

1.- Construir la matriz de transformaciéon
T'=|Ts Teo Tew Teo i| (41)

donde las submatrices estdn definidas de acuerdo a los siguientes puntos:

- Las columnas de T forman una base del subespacio Y que es tanto controlable como
no observable

- T¢, es el complemento de base de T, en el subespacio controlable ¥, de modo que
span{ To Teo } =Xk

- T es el complemento de base de T en el espacio no observable Y5, de modo que
spcm{ To Tes } =35

- T%, es el complemento de [ Ts Teo Tws }, en el espacio de estados ¥, de modo que
span {T} = span{ To; Tu, To Too | =7

2.- Realizar la trasformacion lineal de la ecuacién de estado (2.15) y (2.16), de acuerdo a:

A = T'AT; (4.2)
B = T7'B (4.3)
C = CT (4.4)
D = D (4.5)

Se dice que el sistema <g, B , C , 5) es una forma canénica descompuesta [11] del
sistema (A, B, C, D) descrito por (2.15) y (2.16).

El espacio de estado ¥ = R" de cualquier sistema dindmico lineal de orden n
representado por (2.15) y (2.16) puede ser descompuesto en cuatro partes, de acuerdo al

procedimiento previo. De acuerdo a ésta descomposicién, las matrices A, B y C exhiben la
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siguiente forma [11]:

A Az Az A B
~ 0 A, 0 A ~ Beo
A = | B= (4.6)
0 0 Az Asa 0
0 0 0 Az 0

C =10 C, 0 C (4.7)

En la figura 4.1 se muestra un diagrama a bloques de un sistema fisico en la forma

candnica descompuesta.

Y

w
o

o

\ 4
<

Géa

—

Figura 4.1: Diagrama a bloques de un sistema LTI MIMO en forma canénica descompuesta.

En la figura 4.1, el bloque o es la parte del sistema que es tanto controlable como no
observable. El bloque o, es la parte controlable y observable. El bloque oz es la parte que
no es controlable ni observable y finalmente, el bloque o¢, es la parte que no es controlable,
pero si es observable. En el sistema de la figura 4.1, solamente el bloque que es tanto
controlable como observable (o) es el tinico que interviene en la formulacién de la funcién
de transferencia y es el que determina la realizacion minima del sistema. Mds ain, éste
bloque es el unico que puede ser identificado en base solamente a mediciones de la entrada
y de la salida.

En el siguiente ejemplo se muestra cuantitativamente el caso de un sistema dindmico lineal

que es convertido a su forma candnica descompuesta.
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Ejemplo 9

Considérese el sistema fisico de orden minimo n = 5, modelado por la siguiente

ecuacion de estado:

T1 -1 0 0 1 1
To 0 -2 0 0 To 0
T3 | = 3 -3 -3 0 0 z3 |+ 0 |u
x4 0 0 0 —-4 0 T4 0
| 25 | 0 0 5 -5 =5 ]| |as| |O]
T
€2
y = [00100 3
T4
_$5_

la matriz de controlabilidad del sistema se calcula mediante (3.11) como:

Ry = [B AB A2B ASB AB | =
S S | 1]
0 0 0 0 0
= |0 3 —-12 39 —120 (4.8)
0 0 0 0 0
0 0 15 -—135 870 |

Por otra parte, la matriz de observabilidad es calculada mediante (3.16) como:

o
CA
W, = CA? | =
C A3
_CA4_
[0 0O 1 0 0]
3 -3 -3 00
- | 12 15 9 0 0 (4.9)
39 —57 —27 0 0
| 120 195 81 0 0
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El rango de la matriz (4.8) es 3, y de acuerdo al Teorema 1, sélamente 3 variables de estado
son controlables. El rango de la matriz (4.9) es 3, entonces por el Teorema 2, es posible
establecer que solamente tres variables de estado son observables. A modo de identificar
estas variables de estado controlables, se aplica el Procedimiento 5:

La base canonica del subespacio controlable ¥ se encuentra a partir de (4.8) como:

1 0 0
0 0 0
Br = 0(.]1].,]0 (4.10)
0 0 0
0] LO] | 1]
Por otra parte, de (4.9), la base del espacio observable es:
1] Jo] [o])
0 1 0
B, = 0O,]0],]1
0 0 0
0] [O] O]
de donde se concluye que la base del espacio no observable es:
f T B T )
(4.11)

=

ol

I
o = o o o
—_ o o o o

de (4.10) y (4.11) se tiene que una base para el espacio que es controlable y no observable

(SN

605:

_ o O O O

\ L a4/

que de hecho constituye la primer columna de la matriz de transformaciéon 7' definida por
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(4.1), de tal forma que:

o3
8
Il
_ o o o o

una base del complemento del espacio generado por (. en el subespacio controlable la

constituyen los dos vectores restantes en (4.10), de tal forma que,

.

Q

Il
I R R I
o o~ o o

En forma similar, de (4.11), se tiene que una base del complemento del espacio generado

por (. en el espacio no observable la constituye el vector,

o
Q
I
o = o o o

Ahora bien, dados T35, Teo, v Tes, €l vector que en conjunto con éstos permite generar a

todo el espacio de estados X es

o
Q
Il
o o o = o
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de este modo, se tiene que la matriz de transformacion adopta la siguiente forma:

Se puede entonces convertir el

(4.2), (4.3), (4.4) y (4.5):

Il
_ o o o o

o O o o =

o O = O O

= T71AT =
[ 5 0 5
0 -1 0
= 0 3 -3
0 0 0
0 0 0
B = T 'B=
0]
1
= |o
0
0_
C = CT=

o o o = O

(4.12)

acuerdo a
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de tal forma que la ecuacién de estado en forma descompuesta adopta la siguiente forma:

5 | 0 5 | -5 | 0 0
0 | -1 0 | 0 | 0 1
- 0 | 3 =31 0o | -3|_ |o
T = T+ u (4.13)
0 | 0 0 | -4 | 0 0
o | 0o o | 0o | —2] |o,
y = olo1]o]o0]|3 (4.14)

La ecuacion de estado descrita por (4.13) y (4.14) exhibe la misma forma descrita por (4.6)
y (4.7), que corresponde a la forma general de una descomposicién canénica. Por otra parte,
la matriz de transformacién (4.12) es una matriz de conmutacién, por lo que al transformar

al vector de estados x mediante (4.12), solamente se reacomoda el orden de las variables de

estado:
T = T lz=

(01 000] [a]
00 0 01 T3

= 00100 T3 | =
00010 T4
(1000 0] ||
T
T

= T3
T4
_:1:2_

Observando las dimensiones y el acomodo en la matriz de transformacién (4.12), es posible
establecer que la variable x5 es controlable mds no observable; las variables 1 y x3 son tanto
controlables como observables; la variable x4 no es controlable ni observable, y finalmente,
la variable x5 es observable mé&s no controlable.
La ecuacién de estado estd relacionada con una funcién de transferencia [10], que puede ser
calculada mediante:

G(s)=C(sI-—A)'B+D (4.15)
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y para este ejemplo se tiene:

— - T ~ 4 —1 ~ -

0 s+1 0 0 0 0 1

0 0 s+ 2 0 0 0 0
G(s) = 1 3 -3 s+3 0 0 0=

0 0 0 s+4 0 0

ol | o 0o 5 -5 s+5]| |0

Ahora bien, en el sistema descompuesto descrito por (4.13) y (4.14) el subsistema que es

tanto controlable como observable es el correspondiente a los estados 1 y x3:
' -1 0 1
x.l = o + U
o 3 -3 T3 0
x
= fo[2]
3

Aplicando nuevamente (4.15) se calcula la funcién de transferencia de este subsistema como

(- D) B
(s+1)3<s+3)

G (s)

que es la misma funcién de transferencia que la obtenida empleando el modelo completo
(4.16).

Se han establecido los pasos para realizar la descomposicién candnica de un sistema,
LTI MIMO. Tal como se observé en el ejemplo, la funcién de transferencia otorga solamente
una parte de la informacién y es aquella correspondiente a las variables de estado que son
tanto controlables como observables. Estas variables determinan la realizacién minima del
sistema.
De vital importancia resulta el acomodo al que se deben someter las variables de estado en el
procedimiento e interpretaciéon de la descomposicién canénica. Para lograr dicho acomodo,
es necesario realizar el célculo de la matriz de transformacion (4.1), lo cual a su vez, implica
el célculo de los subespacios relacionados: el espacio controlable y el espacio no observable.
El céalculo de estos subespacios suele resultar una tarea tediosa y sobre todo, que consume

mucho tiempo, en particular cuando se trabaja con sistemas de orden elevado.
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Sobre este acomodo de variables trata la siguiente seccién, en la que ademéds se propone un
procedimiento para identificar el subconjunto al que pertenecen las variables de estado en
una forma visual directa, en base al enfoque estructural de andlisis empleado en el andlisis

de controlabilidad y observabilidad como se aborda en Bond Graph.



Parte 11

Descomposiciéon candnica en el

dominio fisico
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En la seccién previa se describié la metodologia cldsica empleada para llegar a la
forma canénica descompuesta de un sistema LTI MIMO. Durante el analisis realizado en
esa seccidn, se concluyé que la clave de la descomposicién canénica consiste en identificar las
variables de estado que encajan en cada uno de los cuatro subconjuntos inherentes a ésta
forma descompuesta. Ademds, en la seccién 3.1 se realizé un anilisis gréfico estructural
de controlabilidad y observabilidad en Bond Graph, por lo que se puede considerar que
se tienen todas las herramientas para abordar uno de los problemas principales de este
documento: Desarrollar una nueva metodologia para realizar la descomposicién candnica,

en base al enfoque estructural de Bond Graph.
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Capitulo 5

Descomposicion candénica de
sistemas LTI MIMO bajo el
enfoque de Bond Graph

5.1. Herramientas utilizadas

En la seccién 2.2 se realiza el andlisis estructural de controlabilidad y observabili-
dad bajo el enfoque de Bond Graph. Esta herramienta es la principal a ser utilizada en el
nuevo enfoque cuya finalidad es conseguir la forma candnica descompuesta de un sistema
LTI MIMO. Ademés, el concepto de conexion causal entre dos elementos es de vital impor-
tancia en esta nueva técnica.

Msds atin, se hace uso de elementos activos para poner en evidencia cémo dos elementos
pueden no estar conectados causalmente, por tanto, la definicién del bond de senal o bond
activo reviste su importancia también. Finalmente, el acomodo de variables de estado anal-
izado en la seccién 3.2 da la pauta para conseguir de forma directa la ecuacién de estado
del modelo bajo andlisis en forma canénica descompuesta.

En la definicién 1 se establece el concepto de trayectoria causal como se le conoce actual-
mente en la teorfa de Bond Graph. Sin embargo, esta definicién asume que los elementos
son todos pasivos y de manera ldgica, las relaciones de causa y efecto son bidireccionales,
es decir, si en alguno de dos elementos conectados causalmente ocurre una accién, en el
otro ocurrird una reaccién, independientemente del elemento que se considere para realizar
la accién. En todo el conjunto de referencias revisadas no se ha encontrado una definicién

de trayectorias causales unidireccionales, mismas que serdn utilizadas en los desarrollos de
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este documento, de modo que la siguiente definicién pretende asentar una base para dicho

concepto.
Definicién 13

Entre dos elementos A y B existe una conexién causal unidireccional, si y solo si:
(a) Cualquier accién sobre A ocasiona causalmente una reaccién en B.

(b) Cualquier accién sobre B es causalmente indetectable por A.

Una trayectoria causal unidireccional aparece de manera natural cuando se utilizan
fuentes moduladas y los bonds activos asociados. Las fuentes moduladas existen en los
diferentes dominios fisicos y son especialmente evidentes en sistemas eléctricos, en donde
incluso se les implementa de manera préactica mediante amplificadores operacionales. En
estos casos, se considera tedricamente que se toma una senal de control en alguna parte del
circuito en cuestién, sin producir un efecto de carga y dicha senal se aplica como elemento de
control de una fuente de energia ubicada en otra parte del circuito. Esta fuente de energia
mantiene las relaciones constitutivas de una fuente, pero su dependencia del pardmetro
de control mantiene la relacion de cauda y efecto. Para visualizar en forma préctica una

trayectoria causal unidireccional, estidiese el siguiente ejemplo.
Ejemplo 10

Considérese el circuito eléctrico de la siguiente figura.

Figura 5.1: Circuito eléctrico con seguidor de voltaje mediante un amplificador operacional.

En el circuito de la figura 5.1, dos redes R — C son conectadas mediante un amplificador
operacional que hace de fuente regulada. Bajo esta consideracién, una representacion difer-

ente del mismo circuito aparece en la figura 5.2.
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R
—V/\\A——
v, (t _—C
I

Figura 5.2: Una versién equivalente del circuito de la figura 5.1.

El BGI del circuito se puede observar en la figura 5.3.

RR, C.C R:R.

N

o 7

e L 413 5 Mse —2 41
SEE —HALL— 00— aieﬁ__
8
C.C

Figura 5.3: Modelo BGI del sistema eléctrico de la figura 5.2.

Analizando el BGI de la figura 5.3 y de acuerdo a la definicién, es posible establecer que
entre los elementos C] y C existe una conexién causal unidireccional. La trayectoria causal
{4,5,6,7,7,8} indica que cualquier accién sobre C; ocasionard una consecutiva reaccién
en Cy. Sin embargo, debido a que el bond activo (bond 5) es un detector de esfuerzo, éste
trasferird el esfuerzo de la unién 0 a la izquierda a cualquier elemento conectado a la derecha,
en este caso, la fuente modulada, pero la accién opuesta no es cierta, es decir, no transferira,
el flujo de la derecha hacia la izquierda, ya que por definicién, en este bond el flujo es nulo.

De esta manera, cualquier accién sobre Cy no ocasionard ningun efecto sobre Cy
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5.2. El método de descomposicién canénica en el dominio

fisico.

En esta seccién es posible proponer el nuevo método para conseguir la descom-
posicién candnica estructural de un sistema LTI MIMO. Esto es posible en dos formas: Si
solamente se cuenta con el modelo gréfico, sin escribir atin ecuaciones, un ordenamiento
adecuado de las variables seguido de la técnica habitual para construir la ecuacién de es-
tado ocasionard que se obtenga el modelo en forma descompuesta en forma directa. Por
otra parte, si ya se tiene construida la ecuacién de estado, o bien la matriz de estructura de
unién, es posible construir de manera directa la matriz de transformacién T que convertird
la ecuacién de estado a su forma canénica descompuesta. En los siguientes procedimientos

se proponen ambas metodologias.
Procedimiento 6

Para realizar la descomposicién canoénica de un sistema LTI MIMO modelado en
Bond Graph, partiendo de un modelo nuevo
1.- Identificar los elementos dindmicos estructuralmente controlables mediante la aplicacién
del Teorema 4;
2.- Identificar los elementos dindmicos estructuralmente observables mediante la aplicacién
del Teorema 5;
3.- Formar el vector clave de estados x introduciendo los elementos ya identificados de

acuerdo al acomodo descrito en el procedimiento 5:

Tco
Lco
Teo

Lo

y formar el resto de los vectores clave, adecuando las relaciones constitutivas al vector de
estados .
4.- Construir la matriz de estructura de unién S con los elementos dinamicos ordenados del
modo descrito en el paso 3.
5.- Construir la ecuacién de estado mediante (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20).

En el siguiente procedimiento se asume que el vector de estados original tiene el

T
acomodo x = | z1 X9 - T ] , mientras que el vector de estados deseado tiene el
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T
acomodo T = | T; Tg --- T, ] , y en el caso de andlisis estructural, los x; en z sélo

han cambiado de posicién en Z.
Procedimiento 7

Para realizar la descomposicién canénica de un sistema LTT MIMO modelado en
Bond Graph, cuando ya se ha construido la matriz de estructura de unién S.
1.- Identificar los elementos dindmicos estructuralmente controlables mediante la aplicacién
del Teorema 4;
2.- Identificar los elementos dindmicos estructuralmente observables mediante la aplicacién
del Teorema 5;
3.- Establecer el orden deseado de los elementos del vector de estados z, de acuerdo al
acomodo descrito en el procedimiento 5. ;
4.- Establecer una correspondencia entre la posicién de los elementos de x con la posicién
de los renglones de la matriz identidad I de orden n.
5.- Construir la matriz de transformaciéon 7', realizando conmutacién de renglones en I,
intercambiando el renglén correspondiente a la variable de estado x; de la posicién que
guarda en x a la posicién correspondiente en .
6.- Realizar la transformacion

S=psp! (5.1)
sobre la matriz de estructura de unién con la matriz de transformacion P definida como:

T 0
0 I

P = (5.2)

en donde T es la matriz descrita en el paso 5 e I; es una matriz identidad cuyo tamafio es
del nimero de elementos en el vector clave D;,, sumado al nimero de elementos en el vector
clave y.
7.- Construir la ecuacién de estado mediante (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20), empleando la
matriz transformada S.

En ambos casos, la ecuacién de estado obtenida estard en forma candnica descom-

puesta. En el siguiente ejemplo se muestra la aplicacién del Procedimiento 6.
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Ejemplo 11

Considérese el modelo BGI de la figura 5.4.

6 ; 9 a=1
RR, k—1——0—>MS®
5‘ IS 10
.1 b 14 15 b=1
S Ei ——40 C.C, ———A0—»M C.GCs C.G

2
17 23 29

N
RR,F=—1 RRk2-0 RRKki-1 0——+RR, 1-——"RR,

‘ 13 Ils 22[ 27T
26

C:C, cc, CCe20- 2,1 502 M

Figura 5.4: BGI de un sistema de orden 6.

Los elementos dindmicos que tienen conexién causal con la fuente son:

- C1, mediante la trayectoria causal {1,5,6,6,7,8};

- Cy, mediante la trayectoria causal {1,2,3,3,4};

- C4, mediante la trayectoria causal {1,5,6,6,7,8,8,9,10,14,15,16,17,17,18,19};

- Cg, mediante la trayectoria causal 1,2,6,6,7,8,8,9,10,14,15,16,17,17,18,19, 19, 21, 25,
26,27,29,29,28}

Los elementos C'3 y C5 no mantienen una conexién causal con la fuente.

Los elementos que tienen una conexioén causal con el detector de esfuerzo de la salida son:
- (1, mediante la trayectoria causal {8,9,19,14,15,16,17,17,18,19, 19, 20};

- (5, mediante la trayectoria causal {13, 11, 14,15,16,17,17,18,19, 19,20}

- C4, mediante la trayectoria causal {19,20};

Los elementos dindmicos Cy, C5 y Cg no mantienen una conexién causal con la salida

Ahora bien, en la figura 5.5 se muestra el BGD del sistema.

En la figura 5.5 se puede observar que la totalidad de los elementos dindmicos aceptan

causalidad derivativa en el BGD, de tal modo que en base a los Teoremas 4 y 5, es posible
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Figura 5.5: BGD del modelo de la figura 5.4.

establecer que el rango estructural de A es igual al rango estructural de [AB] e igual al rango
A
estructural de [ o ] , v todos son 6. Por tanto, los conjuntos de elementos determinados a

partir de las conexiones causales en el BGI (figura 5.4) indican que el vector de estado que

llevard a la forma candnica descompuesta es:

q4
q28
Tco
qs
— xco —
L= =1 q19
Teo
Teo
- - q24
| 913 |



87

por tanto, el vector de derivadas de los estados respecto del tiempo y el vector z quedan

determinados como:

fa
fos

fs

r = fio |
foa

f13

€4

€28

€g

€24

€13

y la matriz de relaciones constitutivas de los elementos dindmicos, de acuerdo a (2.10) es:

o o o o o Qr

o o o o o
o o oQr o o

o o~ o o o
o~ o o o o
o o o o o
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el vector D;,, se selecciona arbitrariamente como:

€6
€3
€12
€17
€23

€29

con,

fe
f3
J12
fiz
fo3
f29

Dout =

por lo que la matriz de relaciones constitutivas de los elementos disipativos es, de acuerdo

a (2.11):

0
1
R

o o o o o3
[
o o oF o o

o of~ o o o
oF o o o o
o o o o o

0
0
0
0
de acuerdo al modelo de la figura 5.4, la entrada y la salida son, respectivamente:

Yy = €2
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las relaciones constitutivas de la estructura de unién de la figura 5.4, especifican que:

/3

fa
fos

f29;

J6;

fs
f19

fir;

= — fa3;

fo4

— f12;

f13

€1 — €s8;

€6

€1 — €4;

€3

= €13;

€12

€g — €13 — €19;

€17

= €24;

€23

€19 — €24 — €28;

€29

€19

€20

por lo que se tiene, de acuerdo a (2.13):

€28

€19

€24

€13
fe

/3

f12

Ji7

fo3

Ja9

0

0 00 0 -1

0

0

0

-1 0 0 0

0

-1

fos

IE
f19

fa

f13

€6

€3

€12

€17

€23

€29
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el cémputo de la ecuacién de estado mediante (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20) permite llegar

a la siguiente expresién:

fa q4 R%
fos q28 0
JE as I
fio |=A|l qo |+]| 0 |e (5.3)
fo4 q24 0
| f13 ] | Q13 | 0
con ) )
= oL \ 0 \ 0 \ 0
1 1 1
0 “me | 0 ma | Tme |0
0 0 | —me O \ 0 \ 0
_ 1 1 1
A= 0 0 | R4CH T R4Cy ‘ 0 ‘ _R4C3
0 0 \ 0 0 | —me | 0
0 0 \ 0 0 \ 0 | —me
La salida se expresa como:
qa
qz28
qs
en=]00 0 & 0] 0] a (5.4)
q24
| 913 |

la ecuacién de estado descrita por (5.3) y (5.4) se encuentra en forma canénica descompuesta.

Ma4ds atin, la ecuacion de estado del subsistema que es tanto controlable como observable se



91

escribe como:

+

1 1
1 0 1
f19 e, G q19 0

e = {O (}4}[%] (5.6)

q19

y su funcién de transferencia se calcula mediante (2.29) como:

G(s) = C(sI—A)'B= (5.7)
1
G (S) - (8R101 + 1) (8R4C4 + 1) (5'8)

La funcién de transferencia (5.8) resulta ser la misma, ya sea que se calcule empleando las
matrices de la ecuacion de estado del sistema completo (5.3) y (5.4), o bien empleando las

matrices de la ecuacién de estado del subsistema que es tanto controlable como observable
(5.5) y (5.6).

Step Response

0.8 -

0.7} -

0.6 -

0.5F -

Amplitude

0.3F -

0.2} i

0.1} -

Time (sec)

Figura 5.6: Respuesta al escalén del sistema de la figura 5.4.

En la figura 5.6 se observa la respuesta al escalén del sistema en MATLAB, tras haber dado
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valores numéricos unitarios a los pardmetros (para efectos de simulacion).

Obsérvese que la respuesta corresponde a un sistema de segundo orden sobreamortiguado,

situacién que es normal, ya que cuatro de los seis estados no participan en la dindmica de

la entrada a la salida y sélmente dos estdn involucrados.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la aplicacién del procedimiento 7.

Ejemplo 12

Considérese el modelo en Bond Graph que se muestra en la figura 5.7.

RR,

/

14

0— MG HL™RR,

/

RR;

Figura 5.7: BGI de un sistema de tercer orden.

En el modelo de la figura 5.7 las fuentes moduladas se asumen con ganancia unitaria, por

simplicidad. El vector de estado se selecciona como:

por lo que,

¥

ademaés,

F= diag{

- 1T
ps q13 P3
AT
eg fi3 e3
- 1T
| fs oeis f3 ]
1 1 1
Ly Cy Ly

|

(5.9)
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El vector D;,, se selecciona como:

T
D, = [ fa fe eua eir ]

por lo que,

Dout = [ es €6 fia Ji7 }T

1
L = diag {Rsz, = R4}
R3

La entrada y la salida son, respectivamente:
u = fi
y = Jo

Las relaciones constitutivas para los elementos de los vectores clave especifican que:

eg = eg
fis = —fa

e3 = ey

fa = hi—J3
fe = fi—Js
el = e13

fir = fs—e
fo = Js

Noétese que la aparente ambigiiedad de dimensiones de la variable fi7 queda resuelta por las
propiedades de las fuentes moduladas. Al agrupar éstas relaciones constitutivas en forma

matricial, se tiene que la matriz de estructura de unién estd dada por:

0 0 0 01 0 00
0 0 00 -100

0 0 0 10 0 00
g_ |0 0 100 001
-1 0 0 00 0 01
0 1 0 00 0 00

1 =1 0 00 0 00
1 0 0 00 0 0 0]
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Al aplicar (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20) se tiene que la ecuacién de estado del sistema estd

descrita por:

-2 0 0 Ry

r = 0 —me O |2z+| 0 |u (5.10)
0 0 —% Ry

y = [ 4 00] (5.11)

Si se compara la estructura de (4.6) y (4.7) con (5.10) y (5.11), respectivamente, se puede
concluir que la ecuacién de estado de éste sistema no es una forma canénica descompuesta.
Al aplicar los Teoremas 4 y 5, un anélisis de trayectorias causales del modelo de la figura
5.7 permite determinar que la variable ps es controlable, pero no observable, la variable pg
es controlable y observable y la variable g13 no es controlable ni observable. De esta forma,

si se sigue el orden descrito en (4.1), se tiene que el vector de estados deseado es:

p3

T= | ps

aq13
Debido a que éste vector T y el vector de estado original (5.9) exhiben acomodos diferentes,
se hace necesario construir la matriz de conmutacién 17" que permita llevar del acomodo
original al acomodo deseado. De acuerdo al Procedimiento 7, ésta matriz T se construye
realizando la conmutacién de renglones en una matriz identidad 3 x 3, en la misma forma
en que se encuentran ubicados los elementos de = (correspondiente a la matriz identidad) y

Z (correspondiente a la matriz 7). Asi se tiene que:

0 01
T'=11 00
010

La matriz de permutacién P descrita en (5.2) queda determinada como:

00100000
10000000
01000000

p_ 00010000
00001000
00000100
000000T10

(0000000 1]
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La matriz transformada S se calcula mediante (5.1) como:

S = PSpl=
[0 0 0 10 0 0]
0 0 0 01 0 00
0 0 0 00 —-1200

g_ |-t 0o 000001
0 -1 0 00 0 01
0 0 1 00 0 00
0 -1 00 0 00
0 1 0 00 0 0 0]

al aplicar la transformacion T al vector x se puede determinar que:

~ 1 1 1
F = diag{ —, —, —
iar{ o}

Mediante la aplicacién de (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20) se obtiene el sistema convertido:

. -0 0 R
T = 0 —]Li; 0 T+ | Ry
1
0 0 —go 0
y = [ 0 & 0 }’:E

La estructura de esta nueva ecuacién de estado coincide con (4.6) y (4.7) y es una forma
canénica descompuesta. La funcién de transferencia del sistema es:

Ry

Gls) = sLy + Ro

En ésta funcién de transferencia sélo estd involucrado el modo RaLy que es el correspondi-

ente al bloque Yco del sistema.
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Capitulo 6

Cancelacién estructural de
perturbaciones mediante analisis

de trayectorias causales.

6.1. Introduccién

Cuando un sistema fisico es construido, es deseable que éste obedezca los patrones
de disefio de modo que no presente comportamientos indeseables. Desafortunadamente,
esto no siempre es posible, debido entre otras cosas a la presencia de fuentes de excitacién
no deseadas, generalmente llamadas perturbaciones. En este capitulo se investiga cémo
anular el efecto de perturbaciones explotando el enfoque visual del bond graph, mediante
el concepto de controlabilidad estructural y las trayectorias causales, de tal modo que la
fuente de excitacién indeseable no tenga acceso causal a los estados del sitema. La técnica
propuesta evidentemente es 1itil en los sistemas sobre los que se tenga acceso a su estructura,
y es particularmente 1til en el proceso de disefio; de otro modo, serd necesario desarrollar
un controlador mas convencional para efectos de atenuar 6 cancelar una perturbacién dada.
Durante el anélisis realizado para encontrar la metodologia de la descomposicién canénica
en Bond Graph, se han podido encontrar dos tépicos de importancia, mismos que se revisan

y se describen en las siguientes dos secciones, respectivamente.
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6.2. Nodos con pérdida de controlabilidad.

El bond activo desempena una labor de esencial importancia dentro de la defini-
cién de trayectoria causal unidireccional (seccién 4.1). Mds aun, ante ciertas interconexiones
de bonds normales de potencia con bonds activos, es posible observar un efecto que puede
resultar de utilidad para desviar una senal de comando. este efecto se denomina aqui como
efecto de nodos con pérdida de controlabilidad. Considérese el submodelo en Bond Graph
de la figura 6.1.

C

[
e N \ o
N A
|

R

Figura 6.1: Bloque con pérdida de controlabilidad.

En la figura 6.2 se muestra un modelo simplificado del modelo de la figura 6.1.

Comando a
de eﬁfuerzo

ConeX| on de
——— dementosno
controlables

O;N|

7

C <5

Figura 6.2: Simplificacién del modelo de la figura 6.1.

En la figura 6.2 se considera que el esfuerzo en el bond 1 es la entrada de control al sub-

modelo. Por otra parte, el bond activo ( bond 6) impone un flujo cero en la unién 0 a la que
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se encuentra conectado y de acuerdo a la relacién constitutiva de dicha unién 0, la unién 1
a la que se encuentra conectada (senalada con a) también mantiene un flujo cero. De esta
manera, todos los bonds conectados a dicha unién 1 tendrdn un flujo cero. Esto permite
asegurar que la variable de esfuerzo comando no puede alcanzar al elemento capacitivo, ya
que resulta imposible establecer una trayectoria causal desde el bond 1 a la entrada hasta
el elemento capacitivo C. La unién a, cuyo flujo es cero en la figura 6.2 determina un nodo
con pérdida de causalidad. Especial atencién requiere la configuracién de las causalidades,
toda vez que la imposicién de flujo cero por parte del bond activo no es condicién suficiente.
Asi, en este caso la causalidad en el bond 2 es la requerida para que cualquier elemento
conectado a ella sea no controlable por la variable de esfuerzo de comando.

El caso dual del modelo mostrado en la figura 6.1 se puede observar en la figura 6.3 en

forma normal y en la figura 6.4 en forma simplificada.

|
s \ -
TN AT
l

Figura 6.3: Bloque con pérdida de controlabilidad.

Comando
de fl u10 | ' e=0
| 1 / OI 5 ) 1l 6 >

2

:/3 1 HH—R

Figura 6.4: Simplificaciéon del modelo de la figura 6.3.
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Un andlisis equivalente permite asegurar que la variable de flujo comando es incapaz de
alcanzar mediante una trayectoria causal al elemento inductivo I de la figura 6.4.

Los nodos con pérdida de causalidad aparecen siempre que se inserta un bond activo que
imponga flujo cero en una unién 1 o esfuerzo cero en una unién 0. ademds, las orientaciones
causales deben ser tales que den lugar a dicha pérdida de controlabilidad, de acuerdo a lo de-
scrito en los parrafos previos. En la siguiente seccion se presentan los sistemas desacoplados

y cémo en ellos se puede originar también pérdida de controlabilidad.

6.3. Subsistemas desacoplados

Cuando una fuente estd conectada a dos subsistemas y éstos pueden operar sin que

existean interacciones causales entre ellos, se dice que dichos subsistemas estdan desacoplados
[4].
En esta seccién se propone la utilizacién estratégica de subsistemas desacoplados a fin de
cancelar la accién de perturbaciones sobre elementos predefinidos. Para mostrar la relacién
existente entre los subsistemas desacoplados y la consecuente pérdida de controlabilidad
posible, considérese el siguiente ejemplo.

En la figura 6.5 se muestran dos subsistemas desacoplados.
RR,
)
0 1t
|
11— C:C,
|

‘R,

]
Z1

Se—0i C:C

Figura 6.5: Dos subsistemas desacoplados.

Analizando las trayectorias causales se encuentra que no es posible establecer una conexién
causal entre los elementos dindmicos C y Co; més atin, los modos R1C; y RoC5 constituyen
dos subsistemas desacoplados, gracias a la relacién constitutiva de la fuente de esfuerzo, la

cual indica que el esfuerzo que proveé es independiente del flujo que se le demande.
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Para fines de poder intervenir en la estructura de un sistema dindmico lineal con
el objetivo de manipular las caracteristicas de controlabilidad sobre algin(os) elemento(s)
dindmico(s) por parte de una entrada de perturbacién, se hace necesario conocer alguna téc-
nica que permita alterar arbitrariamente dichas caracteristicas. En la siguiente seccién se da
un primer vistazo a la construccién de modelos en los que se pueden incluir arbitrariamente

elementos dindmicos que no sean controlables y/o observables.

6.4. Construccién en Bond Graph de los subsistemas que

conforman una forma candénica descompuesta.

En la capitulo anterior se desarrollé la metodologia para llevar un sistema LTI
MIMO a su forma canénica descompuesta, desde el punto de vista estructural. En esta sec-
cién se da una orientacién para poder incluir en un mismo modelo elementos dindmicos que
arbitrariamente pertenezcan a alguno de los cuatro subsistemas concernientes a la forma
canénica descompuesta.
En ésta secciéon se consideran las trayectorias causales y en particular las trayectorias
causales unidireccionales. El empleo de dichas trayectorias causales unidireccionales brinda
comodidad para incorporar elementos dindmicos que pueden pertenecer arbitrariamente a
cada subsistema de la forma canénica descompuesta.
Antes de establecer el procedimiento para construir modelos que involucren elementos
dindmicos no controlables y/o no observables, se revisa una caracteristica de pérdida de
observabilidad consecuente a la inclusién de bonds activos. En la figura 6.6 se muestra un
sistema, en el que ocurre pérdida de observabilidad estructural debido a la inclusién de la

fuente modulada y el bond activo asociado.

D:De

|

Se——j1I——0—>»MSe—1I——C.C,

Ll

RR, RR,

Figura 6.6: Pérdida de observabilidad por la inclusién de un bond activo.
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En la figura 6.6, el elemento capacitivo Co no puede conectarse causalmente con el detec-
tor de esfuerzo a la salida, debido a la presencia de la fuente modulada y el bond activo
asociado. De esta forma, el elemento Cy es estructuralmente no.observable. Se dice que el
elemento Cy estd situado después del bond activo asociado a la fuente modulada y este, a
su vez, se encuentra después del detector de esfuerzo a la salida. Es importante senalar que
la ubicacién “después de” mencionada aqui obedece a la posicién relativa de los elementos
repecto del flujo de potencia determinado por los bonds.

En el siguiente procedimiento, la referencia de direccién la determina el flujo nat-

ural de la potencia y la respectiva ubicacién de los elementos de la estructura de unién.
Procedimiento 8

Para construir un modelo que envuelva los cuatro posibles bloques concernientes
a la forma candnica descompuesta de un modelo.
1.- Incluir elementos dindmicos pertenencientes al subsistema o.,, que es tanto controlable
como observable. Esto se puede conseguir si se evita el uso de bloques con pérdida de
controlabilidad, como los de la figura 6.2, asi como asegurando que exista una conexién
causal entre la variable generalizada de salida de cada elemento dindmico perteneciente a
este bloque y la salida del sistema.
2.- Incluir elementos dindmicos pertenencientes al subsistema o, que es controlable pero
no observable. Para ello, incliyanse elementos dindmicos que pertenezcan a un subsistema
que esté desacoplado del subsistema sobre el que esta ubicada la salida (esto brindard una
caracteristica de no-observabilidad sin perder la controlabilidad), o bien, sitiense dichos
elementos dindmicos después de un bond activo conectado después de la salida, considerando
el flujo natural de la potencia. Esto generard una trayectoria causal unidireccional entre el
elemento dindmico y la salida, confiriéndole a este la propiedad de no-observabilidad.
3.- Incluir elementos dindmicos que pertenezcan al subsistema oz5, el cual no es controlable
ni observable. Para esto incliyase un bloque no controlable como se especifica en la figura
6.2, asegurandose de que dicho bloque quede situado después de la trayectoria causal que
involucra a la salida, respecto del flujo de potencia. Si el bloque no controlable se coloca
obedeciendo esta consideracién, se garantizard no observabilidad del elemento dindmico
correspondiente.
4.- Incluir elementos dindmicos pertenecientes al subsistema og,, que es no controlable y
observable. Para esto es suficiente con incluir un bloque no controlable, de acuerdo a la

figura 6.2 antes de la trayectoria que involucra a la salida, respecto del flujo de potencia, de
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tal modo que se pueda asegurar una conexién causal entre el elemento dindmico y la salida,
asegurando observabilidad de éste elemento.

Para mostrar cualitativamente la validez del procedimiento previo, en el siguiente
ejemplo se construye un modelo en Bond Graph de un sistema que contenga un elemento
dindmico perteneciente a cada uno de los subsistemas concernientes a la forma candnica

descompuesta.
Ejemplo 13

En la figura 6.7 se muestra el modelo en Bond Graph de un sistema que es tanto

controlable como observable.

Se—41—->0—D:De

|

RR, C.C

Figura 6.7: Sistema de primer orden estructuralmente controlable y observable.

En el modelo de la figura 6.7, es ficil notar que existen conexiones causales entre la fuente
y el elemento dindmico C y entre éste y la salida. El paso 2 del Procedimiento propone
incluir un subsistema controlable y no observable. Esto se consigue mediante la inclusién
de un subsistema desacoplado conectado a la fuente de esfuerzo, tal como se muestra en la
figura 6.8.

Se—j0—41—0—>»D:De
CC<4-l RR CC
RR,

Figura 6.8: Sistema lineal con un modo co y un modo co.

FEn el modelo de la figura 6.8 el modo formado por los elementos Ry y Co estd desacoplado
del modo formado por los elementos Ry y Cy. La salida se encuentra conectada al elemento
C1 y debido al desacoplamiento mencionado, se puede observar que es imposible establecer

una conexién causal entre el elemento Cs y la salida, por lo que se puede asegurar que dicho
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elemento es estructuralmente no observable en estas condiciones del sistema.

El paso 3 del Procedimiento propone incluir un subsistema que no sea controlable ni observ-
able. Para esto, en el presente ejemplo, se incluye un bloque no controlable que se conecta
mediante un bond activo més alld de la salida, respecto al flujo de potencia. Esta insercién

se puede observar en la figura 6.9.

RR Kk—1K—MSee+—0 RRs

MSe—A 1+—— 0—— C.G

Se—0—A4 11— 0—>D:De
CG<4Hl RR CC
RR.

Figura 6.9: Sistema con bloques co, ¢o y ¢o.

En la figura 6.9 el modo formado por los elementos R3 y C3 pertenece a un bloque no
controlable debido al nodo con pérdida de controlabilidad que sigue a la fuente modula-
da. Ademads, debido a su ubicacién, se puede ver que es imposible establecer una conexién
causal entre el elemento Cy y la salida del sistema. En términos de conexiones causales, el

elemento C5 no es controlable ni observable.
RR Kk—1¥K—MSe«+—0 RRs

S—i0—H 11— 0—>MSe—A 1—A0—>D:De

J

C.C.4+H1l RR CGC 0+——C:.C,
R R R:R,

Figura 6.10: Sistema lineal que incluye los cuatro subsistemas involucrados en una forma
candnica descompuesta.

El paso 4 del procedimiento propone finalmente incluir un subsistema que sea observable,
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pero no controlable. Esto se realiza en el presente ejemplo agregando otro bloque no con-
trolable, pero ahora situado antes de la salida determinada por el detector de esfuerzo De,
obsérvese la figura 6.10

El modelo en Bond Graph de la figura 6.10 incluye a los cuatro subsistemas que pueden
aparecer en una forma candnica descompuesta. Para efectos de simplicidad, se asume que

las ganancias de las tres fuentes moduladas es unitaria.

RR, ¥k —1K—MSe«—0 RR

MSe—A 10—+ C:CG

Se—i0—41—A0—>»MSe— 11—+ 0—>D:De

| J

C.GKF—1 RR CG 0—C:C,
RR RR,

Figura 6.11: Modelo BGD del modelo de la figura 6.10.

En la figura 6.11 se puede observar el BGD del sistema. Todos los elementos dindmicos
aceptan causalidad derivativa, por lo que de acuerdo a la parte (b) de los Teoremas 4 y 5,
los rangos estructurales n — ts y n — t4 son ambos n = 4 y las caracteristicas estructurales
de controlabilidad y observabilidad del sistema quedan determinadas por la parte (a) de

esos Teoremas, es decir, por las trayectorias causales exclusivamente.

RR K212 MSe«2-0 RR
18 23

MSe—Li 1F2, 0F2, C: G,
16
S 02415 02 »MSeZi 102> D:De

{17 X

CC<41 RR CC oL c.c,
{ |
RR RR,

Figura 6.12: BGI de un sistema lineal de cuarto orden.
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Para probar matematicamente que el sistema estd conformado por los cuatros subsistemas
mencionados, enseguida se procede a obtener la ecuacién de estado del sistema en forma
candnica descompuesta. En la figura 6.12 se ha vuelto a colocar al modelo de la figura 6.10,
y los bonds se han enumerado para efectos de obtener la matriz de estructura de unién y
la ecuacién de estado.

De acuerdo al Procedimiento 7, el orden requerido en el vector de estados para obtener

directamente la ecuacién de estado en forma candnica descompuesta es:

T
95:[(13 qs Q24 Q14}

de tal forma que

p=[fs fs fu fu]

1 1 1 1
F = d RN
wg{cz C1 Cs 04}
El vector D, se selecciona arbitrariamente como:

T
Din:[€4 €6 €23 €21 e15]

por lo que:

T
Dout = [ fa fo faz fa f15}
1 1 1 11
L =di DO D P ' D D
Z“Q{Rz Ry’ Ry R5R4}
La entrada y la salida la constituyen, respectivamente:
u = e€
Yy = €12

Con el orden de los vectores clave arriba dados, las relaciones constitutivas se pueden de-

terminar como:

fs3 = Ja

s = Je

foa = —fo3
fie = —fi5
e4 = e] —e3

€g — €1 — €8
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€23 = €24
€21 = €8 — €24
€15 = €14
€12 = €8 — €14

De acuerdo a las relaciones constitutivas previas y a (2.13), la matriz S queda determinada

COomo: B i
O 0 0 0 | 1 0 0 0 0 | 0

0O 0 0 0 | 0 1 0 |0

0O 0 0 0 | 00 10 0 | 0

0O 0 0 0 | 00 0 0 -1 | 0

g_ |-t 0 0 0 [ 00 00 0 |1
0O -1 0 0 | 00 0 0 0 | 1

0 0 1 0 | 00 0 0 0 | 0

0 1 -1 0 | 00 0 0 0 | 0

0O 0 0 1 | 00 0 0 0 | 0

0 1 0 -1 ] 00 0 0 0 | 0

Mediante (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20) es posible obtener la ecuacién de estado del sistema

COmao:

1 1

0 0 0 A

0 — 1
r = RiCh 1 T + ! (61)

0 0 —g 0 0

1
0 0 0 x| |0
_ 1 1

y = [an—a]f (6.2)

La ecuacién de estado descrita por (6.1) y (6.2) exhibe la misma forma descrita por (4.6)
y (4.7), que corresponde a la forma general de una descomposicién canénica. Se puede
concluir que es correcto el acomodo inicial de las variables de estado dentro de los cuatro
subconjuntos correspondientes a la forma canénica descompuesta, y por tanto, cada variable
de estado exhibe las caracteristicas de observabilidad y/o controlabilidad deseadas descritas
antes y durante la construccién del modelo.

Como se pudo observar en las tres secciones anteriores, la propiedad de desacoplamien-

to puede permitir colocar fuentes moduladas en sitios estratégicos a fin de cancelar la accién
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de fuentes de perturbacién sobre algin elemento dindmico en particular. Esta técnica y otra
referente a la cancelacién de perturbaciones mediante nodos con pérdida de controlabilidad

se proponen en la siguiente seccién.

6.5. Desviacion de perturbaciones mediante nodos no con-

trolables y subsistemas desacoplados.

6.5.1. Desviaciéon de perturbaciones mediante nodos no controlables

Para desviar la accién de perturbaciones sobre algin(os) elemento(s) dindmico(s)
mediante el empleo nodos no controlables, es necesario modificar el modelo en Bond Graph
introduciendo uno de estos nodos en un sitio estratégico de tal forma que su inclusién
determine que la fuente de perturbacién no encuentre una trayectoria causal por la cual
conectarse causalmente al elemento dindmico en cuestién. El siguiente procedimiento resume

esta metodologia.
Procedimiento 9

Para cancelear el efecto de perturbaciones en elementos dindmicos mediante nodos
no controlables.
1.- Identificar la fuente de control, la fuente de perturbacion y el elemento dindmico que se
desea aislar en el modelo en Bond Graph;
2.- Introducir un bond activo que imponga un flujo cero o bien, un esfuerzo cero en algin
bond que conecte causalmente la fuente de perturbacién con el elemento dindmico, siguiendo
los acomodos causales mostrados en las figuras 6.2 y 6.4, de modo que el elemento dindmico
quede causalmente aislado;
3.- Asegurar alguna trayectoria para la disipacién de la energia de la fuente de perturbacion,
mediante un elemento resistivo;
4.- Si la inclusién del nodo con pérdida de controlabilidad inhibe una conexién causal entre
la fuente de control y el elemento dindmico, elaborar una nueva trayectoria mediante un
bond activo, que lleve la senal de alguna parte del sistema que si esté conectada causalmente
con la fuente de control hacia la parte que ha quedado aislada.
5.- Si alguin elemento resistivo ha quedado fuera del bloque aislado, sustituirle con otro de
caracteristicas similares, a fin de no alterar demasiado la dindmica del sistema.

Para mostrar cualitativamente el desarrollo del procedimiento anterior, véase el

siguiente ejemplo:
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Ejemplo 14

Considérese el modelo en Bond Graph en causalidad integral que aparece en la
figura 6.13.

S Ep

SeEi —| 1 0 — 11 0—»D:De

|

RR CG RR CG

Figura 6.13: BGI de un modelo de segundo orden.

En el BGI de la figura 6.13, E; es la entrada y FE, es una fuente de perturbaciéon. Un
andlisis de trayectorias causales permite determinar que la fuente de perturbaciéon E, estd
causalmente conectada a ambos elementos dindmicos C y Co.

20-sim 3.6 Viewer (c) CLP 2006
model

15

05

Figura 6.14: Respuesta al escalén del esfuerzo de salida en el elemento Cs en la figura 6.13.

En la figura 6.14 aparece la respuesta al escalén en 20-sim de la variable de esfuerzo en
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el elemento Cs. Se observa como la fuente de perturbacién (simulada mediante una senal
senoidal de amplitud unitaria y w = 5rad/seg) altera a ésta variable de estado. Los valores
de los elementos son unitarios para efectos de simplicidad.

Siguiendo el procedimiento, en la figura 6.15 se ha introducido un bond activo que impone
un flujo cero en la unién 1 a la que se encuentra conectada la fuente de perturbacién E, de
la figura 6.13.

N |

Se:Eiﬁ'Iﬁ:T%j'%o_’D:De 2R
RR CC RR, GG

Figura 6.15: Versiéon manipulada del modelo de la figura 6.13.

Obsérvese en la figura 6.15 que ante ésta imposicién de flujo cero en la unién 1 mencionada,
causalmente ocurre una pérdida total del alcance de la fuente de perturbacién a los dos
elementos dindmicos, ya que no es posible establecer trayectorias causales que vinculen a
E, con C y Cy. El elemento resistivo R se ha colocado con la finalidad de disipar la energfa
de la fuente de perturbacién de acuerdo al procedimiento. Un efecto adverso en la inclusién
de nodos con pérdida de controlabilidad, es que también se puede perder la controlabilidad
de un elemento dindmico dado por parte de la fuente de control, como en el caso de este
ejemplo. Si se observa la figura 6.15, la fuente de control tampoco alcanza mediante ninguna
trayectoria causal al elemento dindmico C5. Se hace necesario entonces, como lo indica el
procedimiento, agregar una trayectoria adicional que permita llevar la senal de control al
elemento dindmico en cuestion.

En la figura 6.16 se muestra el modelo en el que se ha llevado una senal de control a la rama
causalmente aislada, mediante la inclusién de una fuente modulada.

De acuerdo al procedimiento, en la figura 6.16, el elemento resistivo R3 se ha colocado para

no alterar demasiado a la dindmica original del sistema completo y su valor es el mismo que

Ry.

Un nuevo andlisis de trayectorias causales permite notar que este modelo admite conexiones
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S Ep /O —»MSE——j1——|RR

=0"

S Ei —| 11 I :IQ »D:De

Figura 6.16: Creacién de una nueva trayectoria causal para controlar la variable de estado
de salida.

causales entre la fuente de control F; y los elementos dindmicos Cy y Co. Asi mismo, se
mantiene la imposibilidad de conexiones causales entre la fuente de perturbacién £, y dichos

elementos dindmicos.

20-sim 3.6 Yiewer (c) CLP 2008
madel

05

20-sim 3.6 Viewer (c) CLP 2006
1

AAAAAAAAADRAA A
JUVVY VYV VYV VY VIV

i 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10
time {5}

o

Figura 6.17: Respuesta al escalén en dos elementos del modelo de la figura 6.16.

En la figura 6.17 se muestra la respuesta al escalén de la variable de salida y la variable

disipativa er, ante la simulacién del sistema completo en 20-SIM



111

En el recuadro superior de la figura 6.17 aparece la respuesta de la variable de esfuerzo
en el elemento capacitivo Cy, observdndose como la alteracién producida por la fuente de
perturbacién es nula. En el recuadro inferior de la figura 6.17 se muestra la variable de
esfuerzo del elemento resistivo Rs. Se observa que la totalidad del esfuerzo producido por
la fuente de perturbacién queda disipado por este elemento resistivo.

Para fines de realizar un andlisis matemético del sistema original (figura 6.13) y
del sistema modificado (figura 6.16) y comparar sus propiedades de controlabilidad desde el
punto de vista de la fuente de perturbaciéin £, se construyen las ecuaciones de estado de
ambos sistemas con la fuente de control E; pacificada de modo que los sistemas contengan
una entrada y dos salidas (las variables de estado gc, y gc¢,). La construccién de éstos
modelos matemaéticos se realiza siguiendo la metodologia para la obtencién de la ecuacién
de estado a partir del modelo en Bond Graph. La ecuacién de estructura de unién del

modelo original es:

el 1 10| .- -
fo 0o 0 0 1 0@
er, | | -1 00 o]
e, | |1 10 0 1 I
ec, o 1.0 0 of]| '™

lec, | |1 0 0 0 0"

a partir de esta ecuacién de estructura de unién y mediante (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20)

la ecuacion de estado del sistema es:

i f i [ —Ri—R» 1 _ 1
C1 — R1R2Cy R2Co 4oy 4 R e
f I U B
L JC2 | L R2Ch RoCo 4c, R>
i i i 1
€Cy . 0 [e) qc,
B 1
L ec, i L C1 0 qc,
la matriz de controlabilidad del sistema estd dada por:
1 1 _ 1 _(_p o_
R — Ry (2RI  CiRiR2 (—R1 — Rg)
Pl S U
RZ ClR% CQR%

y su rango es: rank(Ry) = 2, por lo que se puede asegurar que la entrada de perturbacién
alcanza a las dos variables de estado.

Un procedimiento similar se aplica sobre el modelo modificado (figura 6.16), obteniéndose
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la siguiente ecuacién de estado:

foo | | —me O e 0
= 1 1 + €E,
| fer | L mor Tma L 0
L eCz J L Cil 0 qCQ

Evidentemente, debido a que la matriz B es cero, la matriz de controlabilidad exhibird un
rango cero y el sistema no tiene ningin elemento dindmico que pueda ser alcanzado por la
fuente de perturbacion. En las siguientes dos figuras se muestra la respuesta del sistema al
escaléon en MATALB ante la entrada de perturbacién en el sistema original (figura 6.18)
y en el sistema modificado (figura 6.19). Tal como se esperaba, la accién de la fuente de

perturbacién sobre los elementos dindmicos es nula cuando el sistema ha sido modificado.

Step Response

To: ot

Amplitude
[}

Tor Out(2)

Time (zec)

Figura 6.18: Respuesta al escalén de las variables de estado del sistema original.



113

Step Responsze

1 T T T T T T T T T

Ta: Outi1)

Amplitude

Ta: Cutr2]

-1 | | | | | 1 | | |

0 04 nz2 0.3 0.4 0.5 0.5 oy 0.5 09 1
Time [zec)

Figura 6.19: Respuesta al escalén de las variables de estado del sistema modificado.

6.5.2. Desviacién de perturbaciones mediante subsistemas desacoplados

La inclusién de fuentes moduladas puede llevar al desacoplamiento entre dos o més
subsistemas de un sistema completo. Esta caracteristica puede ser utilizada en el problema
de desviacion de perturbaciones, ya que el desacoplamiento de subsistemas conlleva ciertas
caracteristicas que pueden romper trayectorias causales. En el siguiente procedimiento se
proponen los pasos para anular la accién de una fuente de perturbacién sobre un elemento

dindmico dado, mediante la inclusién de subsistemas desacoplados.
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Procedimiento 10

Para la desviacién de perturbaciones con subsistemas desacoplados.
1.- Identificar la fuente de control, la fuente de perturbacién y el elemento dindmico que se
quiere aislar causalmente;
2.- Introducir una fuente modulada estratégicamente de modo que altere la trayectoria
causal de la fuente de perturbacién hacia el elemento dindmico.
3.- Introducir elementos resistivos para la disipacién de la energia producida por la fuente
de perturbacién;
4.- Introducir nuevos elementos resistivos si es necesario, para suplir elementos que hayan
quedado cancelados por la inclusién de la fuente a fin de no alterar demasiado la dindmica
del sistema completo.

Para realizar una inspeccion cualitativa del porcedimiento previo, véase el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 15

Considérese el BGI de la figura 6.20.

S Ep——=1—=RR
a

SE——1—— 0——1 —>0—>D:De

|

RR cgC C:G

Figura 6.20: BGI de un sistema de segundo orden con una fuente de perturbacién incluida.

El modelo que aparece en la figura 6.20 es el mismo que el mostrado en la figura 6.13 y el
arreglo del elemento Ry ha sido ligeramente modificado para fines de mostrar esta técnica,
aunque el sistema es completamente equivalente. Del ejemplo 14 se sabe que la fuente de
perturbacién FE, estd causalmente conectada con ambos elementos dindmicos y los altera
a los dos. En la figura 6.20 se ha senalado también un bond en particular, que es el bond
marcado con a y es que sobre ese bond se insertard la fuente modulada que llevars al de-
sacoplo de sistemas. En la figura 6.21 aparece el modelo con la correspondiente insercién de

la fuente modulada.
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S Ep—A1——=RR
N

Figura 6.21: Desacoplamiento del modelo de la figura 6.20 mediante una fuente modualda.

El elemento resistivo Rs se ha colocado en forma repetida para intentar mantener la dindmi-

ca del sistema completo en los términos originales.

20-sim 3.6 Viewer (c) CLP 2008

20-sim 3.6 Viewer (c) CLP 2006

A AL
VYYVVY VYV VTV

o

Figura 6.22: Respiesta al escalén en dos elementos del modelo de la fiugura 6.21.

En este caso, la fuente controlada tiene una ganancia diferente de uno, para evitar que en

suma con la variable de esfuerzo en el elemento C se anule la potencia hacia el elemento

Cs.
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En el recuadro superior de la figura 6.22 se observa la respuesta al escalén en 20-sim de la
variable de esfuerzo en el elemento C4. Nétese que la accién de la perturbacién ha desapare-
cido, mds ain, en el recuadro inferior de la figura 6.22, se observa la variable de esfuerzo del
elemento resistivo Rs, pudiéndose notar que éste consume toda la potencia suministrada
por la fuente de perturbaciéon que ha sido modelada con una sefial senoidal de amplitud
unitaria y w = 3rad/seg. Los pardmetros de los elementos son unitarios.

En el siguiente ejemplo se analiza un sistema de suspensién y cémo la técnica
propuesta de desviacién de perturbaciones mediante sistemas desacoplados puede eliminar

el efecto de las vibraciones en la masa de la carroceria.
Ejemplo 16

En la figura 6.23 se muestra una versién simplificada del modelo en Bond Graph

de una suspension automotriz representado en la figura 2.22.
SE-Mg——1——1:M
C:1/K<—0 0——Rb

SE-mg— 11— I:m
~

0——C:1l/k

Shx

Figura 6.23: Modelo en Bond Graph de un sistema de suspensién.

En el modelo de la figura 6.23 no existe ninguna entrada de control y se asume que la entrada
de flujo Sf : x es la entrada de perturbacién. Para este caso en particular se encuentra que
se puede desacoplar el subsistema formado por la masa m y el resorte k£ del subsistema
formadopor la masa M, el resorte K y el amortiguador b. Para ello se puede insertar una
fuente modulada de flujo en conjunto con un elemento disipativo, tal como se aprecia en la
figura 6.24.
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SE-Mg—A 1C|;|v| Rb
o——~ l/

1;“\43“ C:UK

N
RRs <—0
Se-mg— Iﬁl:m
N

0——C:lk

S:x

Figura 6.24: Modelo modificado para desacoplar subsistemas.

En la figura 6.24 se ha realizado la simplificacién del arreglode R : b con C : 1/K a una forma
equivalente [3], y de la velocidad a la que se mueven b y K (unién 1) se ha tomado la sefial
de control para modular a la fuente de flujo. Un anadlisis de trayectorias causales permite
concluir que resulta imposible establecer una conexién causal entre la fuente de perturbacién
Sf : x y la masa de la carroceria M. Para fines de mostrar un vistazo cuantitativo a la
operacién de éste sistema, en la figura 6.25 se muestran las respuestas en 20-SIM de varios
elementos clave ante la entrada Sf : x que se ha modelado con una senal senoidal de
amplitud unitaria y w = 1rad/seg, que simula un entrada vibratoria. Los elementos pasivos

del sistema tienen valores unitarios y las fuentes de gravedad tienen valor constante a 1,5.

En la figura 6.25 la primer curva (superior) corresponde a la velocidad de la masa M de
la carroceria. Obsérvese que esta velocidad se mantiene en cero y no es afectada por la
entrada x. La segunda curva corresponde a la velocidad de la fuente modulada M S f cuya
ganancia es unitaria, notdndose que exhibe un periodo transitorio que desaparece y entra
en un estado de equilibrio de cero. La tercera curva muestra la respuesta de la fuerza de
la fuente MSf. La cuarta curva es la velocidad en la masa de la rueda y se nota que la

perturbacién si la alcanza, toda vez que éste subsistema no ha quedado desacoplado de
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Figura 6.25: Algunas respuestas simuladas del sistema de la figura 6.24.
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la fuente M Sf. La quinta curva (inferior) es la entrada de velocidad z. En un potencial
experimento futuro se pueden realizar pruebas mediante un pistén neumdtico que puede
hacer de fuente modulada y revisar resultados reales. Si bien es de esperar que la velocidad
de la masa de la carroceria no serd de cero en todo instante, debido a la inexistencia de una
fuente modulada de flujo ideal en sistemas mecédnicos, si es muy posible que el efecto de la
velocidad de entrada al sistema se vea drésticamente disminuido con respecto a un sistema

de suspensién convencional.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajos futuros

7.1. Conclusiones

Se ha presentado una introduccién detallada al lenguaje de modelado en Bond
Graph. Esta introduccién ha incursionado en los aspectos basicos del lenguaje, tales como
la definicién del bond de potencia y su rol en el problema de la transferencia de potencia
entre elementos. Se ha revisado también la misma definicién generalizada de los elementos
de sistemas en Bond Graph. Estos elementos pueden ser encontrados en diversos dominios
fisicos. Especial énfasis se ha hecho en la definicién del bond activo y las fuentes moduladas,
toda vez que su utilizacién dentro de las propuestas expuestas en este documento reviste
gran importancia. Asi mismo, se ha realizado una exposicién de la metodologia necesaria
para contruir un modelo en Bond Graph a partir de un sistema fisico determinado, el cual
puede provenir de diferentes dominios y se ha senalado esa caracteristica como una de las
propiedades positivas de este lenguaje.
Por otra parte, se ha revisado el importante concepto de la causalidad y sus caracteristicas
inherentes, tales como el andlisis de trayectorias causales y su rol en la determinacién de
controlabilidad y observabilidad de sistemas LTI MIMO. En este tépico se cubrié desde la
misma definicién, hasta la asignacién de causalidad a modelos en Bond Graph acasuales
en los dos esquemas posibles: causalidad integral predefinida (modelos BGI) y causalidad
derivativa predefinida (modelos BGD).
Se ha hecho una revisiéon detallada de la importante relacion entre un modelo en Bond
Graph y su contraparte matematica en forma de ecuacién de estado. Para ello se han re-
visado los conceptos concernientes a los vectores clave y la ecuacién de estructura de unién

y como a partir de éstos se puede obtener la ecuacién de estado del sistema bajo andlisis.
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El anilisis de controlabilidad y observabilidad son piezas fundamentales en el desarrollo
de las propuestas expuestas en este documento y se les ha revisado desde dos perspectivas
distintas: a partir del andlisis tradicional efectuado basdndose en la ecuacién de estado y las
matrices de controlabilidad y de observabilidad; y desde el enfoque estructural desarrollado
en Bond Graph, el cual se basa principalmente en el andlisis de las trayectorias causales.
Se ha revisado la metodologia cldsica para la obtencién de la forma canénica descompuesta
de un sistema LTI MIMO. Esta metodologia, introducida por Kalman, se basa primordial-
mente en el cdlculo del subespacio controlable y del subespacio observable y sus respectivos
complementos.

Se ha propuesto una metodologfa para la obtencién de la forma canénica descompuesta de
sistemas LTI MIMO modelados en Bond Graph. En esta propuesta se ha hecho especial
énfasis en la revision de trayectorias causales como herramienta principal de analisis. El
concepto de trayectoria causal unidireccional ha sido propuesto. Este concepto establece
que puede existir una conexién causal entre un elemento A y otro B de modo que A afecta
al estado de B, pero A es insensible ante los cambios de B. Para el establecimiento de éste
concepto, las definiciones del bond activo y las fuentes moduladas han sido fundamentales.
El objetivo principal al comienzo de la investigacién concerniente al presente documento
era encontrar una metodologia para realizar la descomposicién canénica de sistemas LTI
MIMO modelados en Bond Graph. Sin embargo, durante los trabajos de investigacion se
descubrieron algunas propiedades que dieron lugar a nuevas propuestas, de las cuales el
analisis estructural de cancelaciéon de perturbaciones es la m&s notable. Se han propuesto
dos metodologfas que pueden auxiliar primordialmente en el proceso de disefio de sistemas
para cancelar perturbaciones. Estas metodologias conciernen a la cancelacién de perturba-
ciones mediante nodos de ruptura y mediante desacoplamiento de subsistemas. Se enfatiza
que estas metodologias pueden ser de especial utilidad en el proceso de diseno, debido a que
para su implementacién es necesario tener acceso a la estructura del sistema bajo anélisis,
y su aplicacién producird cambios mas o menos notables en la dindmica de dicho sistema.
Sin embargo, estas metodologias permiten mantener la caracteristica de la controlabilidad
individual de cada elemento dindmico dentro de un esquema arbitrariamente seleccionado.
Adicionalmente se ha propuesto una metodologia para la construccién arbitraria de mod-
elos que involucren estructuralmente a los cuatro subsistemas concernientes a una forma
canénica descompuesta. Esta metodologfa se ha incluido debido a que se muestra como un
primer paso hacia el tratamiento estructural de la cancelacién de perturbaciones menciona-

da en el pdrrafo anterior. Ademds, dicha metodologia permite la construccién de modelos
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con las caracteristicas citadas para los fines de andlisis que en trabajos furturos se estimen

convenientes.

7.2. Trabajos futuros

Durante el periodo de investigacién se revisaron dos diferentes enfoques para la
determinacion estructural de controlabilidad y observabilidad a partir de un modelo en
Bond Graph: uno relacionado con el gréafico en si y las trayectorias causales y que fue el que
se empleé durante las propuestas expuestas en este documento; y otro que deduce dichas
caracteristicas de controlabilidad y observabilidad a partir de la ecuacién de estructura de
unién. Este segundo enfoque se describe en [4], y es vélido para sistemas conservativos de
energia. En este documento, sin embargo, al incluir bonds activos y fuentes moduladas, la
propiedad de conservacién se pierde y el enfoque resulta erréneo tal y como se le describe
en [4]. No obstante, parece ser que un andlisis detallado puede llevar a conclusiones sim-
ilares para sistemas no conservativos, siempre y cuando se mantengan las consideraciones
pertinentes.

Otro tema que es motivo de interés consiste en la determinacién de mapas de
controlabilidad y observabilidad en funcién de los valores de los pardmetros de un sistema
dado. Si bien es cierto que un sistema estructuralmente controlable/observable mantiene las
propiedades de controlabilidad/observabilidad para casi todos los valores de sus pardmet-
ros, es sabido que ante algunas combinaciones de valores éstas caracterfsticas se pueden
perder. De gran utilidad seria un resultado concerniente al comportamiento de dichos val-
ores y los rangos en los que éstos conducen a la pérdida de las propiedades estructurales de
controlabilidad /observabilidad, sobre todo si dicho resultado se fundamentara y mantuviera
las caracterfsticas de determinacién directa que suele proporcionar la metodologia de Bond
Graph.

Evidentemente un buen trabajo futuro consiste en la aplicacién a algin tipo de
sistema, fisico de las técnicas propuestas en este documento para la cancelacién de pertur-
baciones. De especial interés puede ser el caso del sistema de suspensién automotriz visto
aqui, aunque desde luego, considerando un modelo méds completo y con fines de realizar un
prototipo fisico
En la misma linea, el andlisis de puentes y edificios y su resistencia a terremotos podria

verse beneficiado con una adecuada aplicacién de las metodologias propuestas.
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Canonical decomposition of a LTI MIMO system:
A bond graph approach

Noé Villa-Villasefior! and Gilberto Gonzalez-Avalos?. University of Michoacan, Faculty of Electrical Engineering®.

Abstract— A procedure to construct Bond Graph models that
represent a canonical decomposed form of a LTI MIMO system
is presented. In order to verify the canonical decomposition, a
simple procedure to obtain a mathematical model of the system
based on a Bond Graph model is proposed.

Keywords — Bond graph modeling, controllability, ob-
servability, canonical decomposition theorem, minimal re-
alization.

I. INTRODUCTION

Bond graph is a highly structured modelling technique
that allows to analyze different kinds of physical systems in
an unique way determined by a basis of unified description
[7]. This technique allows the determination of structural
controllability and structural observability, in a simple and
direct way by means of reviewing the interactions of the
dynamic elements and the causal paths they determine [1],
[2].

It is known that the input-output relationship of a LTI
MIMO dynamic system is determined by the modes that are
both controllable and observable [8], but states are not always
controllable and/or observable. The input-output description
is sometimes insufficient to describe a system. The system
models can be manipulated in order to led them to a canonical
decomposed form that shows four subsystems in an isolated
way. One of these four subsystems is precisely the correspond-
ing to controllable and observable modes [3], and it describes
the minimal realization of the system. This decomposed form
brings a lot of information that is useful to establishing a
suitable control law.

In this paper, a methodology to obtain the canonical de-
composed form of a LTI MIMO dynamic system represented
by its bond graph model is proposed. The decomposed state
equation and the required permutation matrix are obtained in
a direct way using the structural controllability/observability
characteristics, obtained by inspection of the bond graph
model. Structural controllability/observability is related with
the structure of the system, this is, it do not depend upon
the numerical values of the components of the system [1].
In [10] is given a methodology to obtain the controllability
and observability subspaces and the main analysis concern
to energy-conservative elements. This paper partially treat the
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2gilmichga@yahoo.com.mx. Under Project EXB-114
358030 Morelia, Michoacan, México

problem of including active bonds, which led systems to be
non energy conservatives. Inclusion of such non conservative
properties can help to design systems including (especially)
non-controllable elements in a deliberated way. This is useful
in the perturbation rejection problem, since the capacity of a
(perturbation) source of reach a determined state variable can
be removed by the inclusion of a non controllable block. Also
if further analysis is desired, a guideline to construct models
including the four possible subsystems of a canonical form is
proposed.

This paper is organized as follows: in Section II, the basic
aspects of bond graph modelling are reviewed. In Section III,
causality and causal paths are mentioned. In Section 1V, is
performed a reviewing about the properties of controllability
and observability and how they can be determined from the
bond graph model. In Section V, the canonical decomposition
of LTI MIMO dynamic systems, and the inherent arrangement
of state variables is studied. In Section VI, one of the main
results of this paper is described; state variables can be
arranged as required to perform the canonical decomposition
by direct inspection of the bond graph. Construction of the
junction structure matrix with the state variables arranged in
such way will led to a state equation that will be in the
canonical decomposed form. In Section VII, a guideline to
construct models involving the four possible subsystems is
given. Finally, the conclusions are given in Section VIII.

II. KEY VECTORS IN MULTIPORT SYSTEMS

A basis for a bond graph model are the key vectors.
Consider a LTI MIMO system in figure 1.
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Fig. 1. Key vectors.

In figure 1, the key vectors are formed as follows: (S., Sy)
is the sources field; (C,I) is the storage field; (R) is



the dissipative field; (D.) is the field of detectors; finally,
(0,1, TF,GY) are the elements of the junction structure. The
vectors x and x4 represent the states of the system at integral
and derivative causality, respectively. z denotes the co-energy
vector and z4 the derivative co-energy vector. The vectors
uw and y are the input and the output, respectively. D;,, and
D, show the relationships between efforts and flows in the
dissipative field. The relationships between the storage and
dissipative fields are given by,

z = Fx (1)
Dout LDNL (2)
2a = Fyzq 3)

Also the relationships of the junction structure are specified
by,

. z
x
Dout
Din | =S| ", @)
Y x'd

where the matrix of junction structure S is given by,

S Si2 Sz Sua

S = S21 S22 Saz O %)
S31 Sz Sz 0

Zd = 75512

Some submatrices of .S show the next properties in the case
of energy conservative systems [4]:

1) Sy1 and Sso are antisymmetric matrices

2) So; is the negative transpose of Sia

By employing the junction structure matrix S and the

relationships between the different fields it is possible to write
the model as a space-state equation of the form

= Az + Bu (6)
with

A = E7'(Su+S812MSa) F (3)
B = E'(S13+ S12MS;3) ©)
C = (S31+ S32MSo) F (10)
D S33 + S32M So3 (11)

where
E = I+ SuF;'sShF (12)
M = (I—-LSy») 'L (13)

The dynamic elements being placed in vectors = and x4
are selected depending on its causality assignment. Other
important role of causality is to determine interactions between
dynamic elements, sources and detectors, this is reviewed in
the next section.

III. CAUSALITY AND CAUSAL PATHS

One of the most powerful characteristics of bond graph is
that a lot of information can be retrieved without writing any
equations, just by analyzing the causality. Physical systems
are full of interacting variable pairs [7]. If two elements are
bonded, the effort causes one element to respond with flow,
while the flow causes the first element to respond with effort.
Thus, the cause-effect relationships for efforts and flows are
represented in opposite directions.

A detailed description of causal paths can be found in [4].
There are two kinds of causal paths. The causal path is simple
if it can be crossed by following always the same variable and
the causal path is mixed if it is necessary to perform a variable
change while the graphic is crossed. In addition, two elements
Py and P, belonging to the set {R,C,I, S, Sy, D, Dy} are
causally connected if the input variable of one is influenced
by the output variable of the other. Finally, a forward path is
a causal connection between a source and a detector.

By using information collected through causality, structural
controllability/observability of a bond graph model can be de-
termined. In the next section these properties are summarized.

IV. STRUCTURAL CONTROLLABILITY/OBSERVABILITY OF
SYSTEMS REPRESENTED BY BOND GRAPHS

There exists a lot of information about controllabil-
ity/observability of dynamic LTI MIMO systems in literature,
for example [8] or [9]. The main analysis concerning to
this problem resides on calculations of the controllability and
observability matrices. The next two theorems are extracted
from [8].

Theorem 1: The state equation (6) describing a LTI MIMO
system of n — th order is controllable iff the controllability
matrix

Ry=[ B AB AB ]

has rank n.

Theorem 2: The state equation (7) is observable iff the

observability matrix
W,=[CT (CAT (CA%)T (canHT 1"

has rank n.
The controllable subspace Vj, is determined by,

Vi = Range {Ry}

and the complement of V}, such that they together span R"
is Vi , that is called the non-controllable subspace.
The observable subspace V,, can be determined by,

V, = Range {WOT}

and its complement V;, is called the non-observable subspace

[9].



It is possible to determine the structural observabil-
ity/controllability in a bond graph without perform any matrix
calculations, just by visual analysis of the graph [1], [2]. This
is formalized with the next theorem.

Theorem 3: The system [AB]
structurally-state controllable iff

described in (6) is
1) Every dynamic element in integral causality is causally

connected with a source.
2) struct — rank[AB] =n
A . . .
Theorem 4. The system C described in (7) is
structurally-state observable iff
1) Every dynamic element in integral causality is causally
connected with f detTtor

2) struct — rank =n

c

The structural rank of the matrices [AB] and L é, can
be obtained using the information of the bond graph model of

the system. The next properties are shown:

Property 1: The structural rank of [AB] is equal to:

o The rank of the matrix [ S11 Si2 Sis |

. (n —t 3)

where t, is the number of dynamic elements which remain
in integral causality when a derivative causality assignment is
performed.

Property 2: The structural rank of [ é } is equal to:

o The rank of the matrix [ ST, Sf, ST, ]T

. (n — td)

where t; is the number of dynamic elements which remain
in integral causality when a derivative causality assignment is
performed.

In order to determine the correct values of ¢ (resp. ty) a
dualization of sources (resp. detectors) could be required [2].

In the following section, the canonical decomposition the-
orem is reviewed.

V. CANONICAL DECOMPOSITION OF THE STATE EQUATION
OF A LTI MIMO SYSTEM

The state equation of a LTT MIMO system can be decom-
posed in four different parts that bring information on the
internal structure of such a system [8]. The next is a synthesis
of the canonical decomposition theorem given in [3].

Consider the following procedure: Suppose that
(A,B,C,D) are the matrices specifying the state-space
model of order n given by (6) and (7) and suppose the
transformation matrix

T= [ TTE Tro Tﬁ T?o ] (14)

Where the submatrices are defined as follows:
1) The columns of T,5 form a basis for Vj;, N'V,, the
subspace that is both controllable and non-observable.

2) T,, is the complement of T, in the controllable sub-
space, such that Range {[ T\s Tro |} = Vi

3) 17 is the complement of 7,5 in the non observable
subspace, such that Range {[ Trs T |} =V,

4) Ty, is the complement of [ T,5 T, Trs | to gener-
ate R™, from where it is possible to assure that 7" is non
singular.

Now, perform a similitude transformation by using 7,
carrying out the mapping

(A,B,C, D) — (T"*AT, T~'B,CT, D) = (E,E,G,D)

It is said that the system (g,é,é’, D) is a canonical
decomposed form [3].

Theorem 5: The state space R™ of any linear dynamic
system represented by (6) and (7) can be decomposed in
four parts, as can be accomplished by means of the previous
procedure. According to this decomposition, the matrices A,
B and C are of the form:

A’l"5 A12 A13 A14 Brﬁ
> 0 Aro 0 A24 o Bro
4 = 0 0 Aw Ay | 2= o |19
0 0 0 Ar 0

~

C = [0 Cro O C’Fo]
In the decomposed system (ﬁ,ﬁ,@,D), the subsystem
(Aro, Broy, Cro, D) is both reachable and observable, and then

is the only one that can be identified by means of information
on the input and the output. This can be clarified by analyzing

figure 2 where the representation of system (E, B,C, D) can
be seen.
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Fig 2. Canonical decomposition of
a state-space dynamical system.

An equivalent but simpler analysis is performed in the next
section.

VI. CANONICAL DECOMPOSITION BY A BOND GRAPH
APPROACH

Bond graph brings tools of easy use for determining the
structural controllability/observability characteristics, as has
been defined in Theorems 3 and 4 of Section I'V. The canonical
decomposition is performed by ordering the state variables of
the whole system trough a similitude transformation, allowing
the formation of four subsystems, ordered in the same way



indicated in the previous section: controllable but non observ-
able (X,3), controllable and observable (2,.,), non controllable
nor observable (375) and non controllable and observable
(37). In this section, a graphical procedure to achieve the
canonical decomposed form of a LTI MIMO dynamic sys-
tem is presented. No elements in derivative causality are
considered, because such elements are non controllable nor
observable. In order to perform a graphical decomposition,
structural controllability/observability determination from the
bond graph model is exploited.

According to this study, given a bond graph model of a LTI
MIMO dynamic system, it is possible to get its decomposed
form in two ways, by following the next procedure:

Procedure 1: (a) Before constructing the S matrix. The
canonical decomposition is performed directly from the bond
graph. Obeying Theorem 3 and Theorem 4, it is possible to
determine which state variables corresponds to each subsystem
of the canonical decomposition. So, the state vector T is
constructed considering this arrangement,

2=[af, of, of of,]"
The elements of vectors D;y,, u and y stay in an arbitrary order.
Then, from (8), (9), (10) and (11) the S matrix is obtained.

(b)When S matrix is previously constructed. If .S matrix
is already constructed, the state variables would not be sorted
as required for the canonical decomposed form. In order to
achieve such an arrangement is necessary to perform the
similitude transformation,

P { T 0 ]

0 I (16)

where I matrix is the identity matrix of the size of vector
D;,, plus the size of vector y. Also the 7" matrix is the
transformation matrix (14) that is formed by interchanging
rows from an original identity matrix according to the desired
order of the state variables [6]. Therefore the arranged matrix
S is

S=psp! (17)

From (8), (9), (10), (11) and (17) it can be obtained the
state space representation in a canonical decomposition of the
system (E,E,CA', D).

Remark 1: The similitude transformation through permuta-
tion matrix 7" have to be applied to matrix F' in order to keep
the correct relationships in the storage elements.
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Fig 3. Bond graph model of a third order system.
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Example 1: Consider the third order bond graph model in
integral causality showed in Figure 3.

Now the Procedure 1(a) is applied. By inspecting the
causal paths, it can be seen that C; is controllable, but non
observable (there is not a causal connection between variables
e4 and e14); Cy is both controllable and observable; finally,
Cj3 is observable, but non controllable (no causal connection
between e; and f1o). If a derivative causality assignment is
performed, the three dynamic elements accept such a causality,
so struct — rank[A] = struct — rank[AB] = struct —

rank =

C
is accomplished, but part 1 of these theorems is responsible

of the non observability and non controllability characteristics
developed in this example. The arranged state vector and the
D,,, vector arbitrarily chosen are

n = 3. Thus part 2 of Theorems 3 and 4

Tro q4 €3
T=| Tro | = | 4s D= es
Tro q12 €11

(notice that there is not > subsystem). The arranged junction
structure matrix is

o 0 0 | 1 0 0 | 0

o 0 0 | 01 0 | 0

0o 0 0 | 0 0 -1 ] 0

. - - - |- = = 1-
S=|-1 0 0 | 0 o0 0 | 1 (18)

0O -1 0 | 0 0 0 | 1

0o 0 1 | 00 0 | 0

_ _ | _ _ ‘ _

0 1 -1 ] 0 0 0 | 0]

__1 1

o R.1Cy 01 0 1?11
xTr = 0 T R.Csy 01 T+ Ry €1

0 0 i 0

The output equation is given by
1 1 14
€14 = [ 0 | Cs | ~Cs ]1“
The transfer function of the system is

e14(8) _ 1
e1(s) sRyCy +1

G(s) =

that corresponds to the first order subsystem determined by the
mode RyC5 and which is both controllable and observable. In
order to show Procedure 1(b), consider the same system, but
with the state vector being

33:[Q4 q12  gs ]T



The corresponding S matrix is

o o o0 | 1 0 0 | O
o o o0 | 0 0 -1 | 0
o o o0 | 0 1 0 | O
- - - ] = = = | -
S=]-1 0 0 | 0 0 0 | 1 (19)
0o 0o -1 | 0 0 0 | 1
0 1 0O | 0 0 0 | O
— —_ — | [ — ‘ —
| 0 -1 1 | 0 0 0 | 0|
and it exhibits the following state equation
1
. pYen 0 0 ™
X = 0 —ﬁ 0 X —|— 0 €1
1
0 0 o R2102 Ry
1 1
en = [0~z 7o

the desired order of the state variables will be the same, and it
has been determined following the guidelines of Procedure 1.

Tro qa
This desired vectoris T = | z,, | = qs from where
TFo q12

it can be seen that a commutation between variables gg and
q12 is needed. The transformation matrix is then

100
T=10 0 1 (20)
01 0

From (16), (17), (19), and (20) the similitude transformation
is obtained. This is the same S matrix obtained through
Procedure 1(a) (18), and its state equation is in canonical
decomposed form. In order to show the properties of the
system, the figure 4 present the responses of efforts through
capacitive elements.
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Fig. 4. Responses of capacitive elements.

Notice that C3 have a null response and its effort stay at
zero, after the effect of the initial condition has ended, due to
its non-controllability property.

A graphic method to get the canonical decomposed form
of a bond graph model has been presented. In order to design
canonically decomposed systems, a guide to construct models
involving the four subsystems is presented in the following
section.

VII. CONSTRUCTION OF MODELS INVOLVING THE FOUR
SUBSYSTEMS RELATED TO ITS CANONICAL
DECOMPOSITION

Active bonds hold an unidirectional causality characteristic,
it is, generalized variables before the active bond causes an
effect in the elements beyond it, but the converse case is not
true. The inclusion of active bonds can alter the structural
controllability/observability of a system if they are judiciously
positioned. Figure 5 (a) shows a non controllable block. A
simplified form of the same model is shown in Figure 5(b).
It can be seen that C' cannot be causally connected to the
input command of effort. However, the variable is observable
because exists a (unidirectional) causal connection between C
and the active bond at the output. The dual case is shown in
figure 5(c).
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Fig. 5. Non controllable blocks.

In the other hand, if detectors are placed before an active
bond, observability loss can occur on the system. Consider
the bond graph model showed in figure 6. Mode R2C is
unobservable because no causal connection exists between Co
and the output.
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Fig 6. Observability loss due to an active bond.

Decoupled systems can exhibit non observability, if the
number of detectors is not enough. The bond graph model
presented in figure 7 shows this characteristic. There is not a
causal connection between C7 and the output, then the entire
system is not completely observable.
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Fig 7. Observability loss in decoupled systems.



By using active bonds (and related elements, i.e., modulated
sources) it is possible to construct bond graph models that
includes the four subsystems related to the canonical decom-
position of a whole system. The different subsystems can be
constructed in the bond graph context, in according to the
following procedure. Here direction of power flow determines
relative placement of elements in the bond graph model under
analysis.

Procedure 2: In order to construct a synthetic bond graph
model that includes the four possible subsystems, there are
necessarily four cases:

Case 1: Controllable and observable systems. These sys-
tems can be constructed without difficulty, only by having
care on avoiding non controllable blocks and placing detectors
adequately in the case of planned existence of active bonds
and/or decoupled systems.

Case 2: Controllable and non observable systems. The con-
trollable part can be constructed according to preceding case.
Achieve non observability by means of placing modes beyond
detectors and active bonds in relation with the natural flow of
power as showed in figure 6.

Case 3: Non controllable and non observable systems.
Construct systems with these characteristics by placing non
controllable blocks (fig. 5) beyond detectors and active bonds
in relation to the flow of power.

Case 4: Non controllable and observable systems. In order
to achieve systems with these characteristics, non controllable
blocks are to be placed before detectors, so the system remains
observable.

In order to show this procedure, the next example is
performed.

Example 2: The objective is to construct a SISO model (for
simplicity) involving the four possible subsystems indicated by
the canonical decomposition. Figure 8(ca) shows a X, system.
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Fig. 8. Construction of a model involving
the four possible subsystems.

To insert a 3,5 subsystem a decoupled mode is connected
before the 1 junction that connect Cs and Ra, this is shown in
figure 8(b). By using a non controllable block, and placing the
output as indicated in figure 8(c), a >, subsystem is attached
to the model. Finally a new non controllable block is placed
beyond the 0 junction which is connected with C. This new

block constitute the Y75 subsystem. Figure 9 show the whole
system.
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Fig 9. Bond graph model of a fourth order

system.
In order to probe that the model holds the four subsystems
the canonical decomposition is performed.
Consider the key vectors

T
r = [118 420 Q14 (J4]
T
Din = [es e €3 e es |
The input and the output are v = e; and y = eqq,

respectively. Under these assignments, the junction structure
matrix is

o o 0 0 o1 0o 0 00O
o 0o 0 0 00 O -1 00
o 0o 0 o0 00 -1 0 00
o o 0 o0 10 0 0 00O
g - o 0o 0 -1 00 O 0 01
-1 0 0 0 00 0O 0 01
o 0 1 0 00 O 0 00O
o 1 0 0 00 O 0 00O
1 -1 0 0 OO0 O O 00O
| 1 0 -1 0 00 0 0 0 0]
and the state equation is
S " R4Ca
T = 0 04 4 *ﬁ 0 T+ 0 el
0 0 0 -z 7

611:[CL2 0 _6%, 0}33

The (A, B, C, D) matrices are not in decomposed form. Due

to model is constructed with predefined characteristics it is

known that the desired arrangement of variables is Z =
T ;

[ g4+ g5 @0 qua | according to Procedure 1(b), thus the

transformation matrix is,

o o= O
o= O o
_= o O O
SO o=



applying the similitude transformation (16) the new junction
structure matrix is obtained:

o o 0 o0 10 0O 0 00O
o 0o 0 o0 o1 0o 0 00O
o 0o 0 0 00 0O -1 00
o o 0 o0 00 -1 0 0O
G- -1 0 0 0 00 0 0 01
n o -1 0 0 OO0 O 0 01
0 0 0 1 00 0 0 00O
0 O 1 0 00 0O 0 0O
0 1 -1 0 00 O O 0O
| 0 1 6 -1 00 0 0 0 0|
so the decomposed state equation is
1
e 0 0 0 R%
2 - Rzlcz 0 0 > RL
= 2
v 0 (R O
0 0 0 ——R;CS 0
€11 = [ 0 C% 0 _Cig } T

which structure corresponds to a canonically decomposed state
equation with the four subsystems present.
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Fig 10. Responses on some capactitive elements.

In Figure 10 the responses of the ro, 7o, and 7o dynamic
elements is shown.

It can be seen that once the effect of initial conditions has
expired, the outputs in the non controllable elements stays in
zero and they are not altered by the changes at the input. Also
the output is affected by the 7o element (C5) while the effect
of the initial condition (a) exists.

If e; is a perturbation source, it can not reach the C3 and
Cy elements. A goal in the perturbation rejection problem is
to cancel the effect of not desired excitation sources in the
state variables. By means of the proposed procedure such a
perturbation cancellation can be achieved.

VIII. CONCLUSIONS

A methodology to convert a LTI MIMO dynamic system
to its canonical decomposed form starting from its bond
graph model has been presented. Inclusion of active bonds is
considered. Also, a procedure to construct Bond Graph models
that represent non controllable and non observable subsystems
is presented. In order to divert perturbation inputs, the non
controllable blocks can be used in the design process.
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