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Resumen

Este trabajo muestra cómo las masas de hadrones compuestos por quarks u, d, s, c y b se calculan en
un modelo llamado Interacción de contacto (CI). La base matemática para este análisis se implementa
mediante el uso de CI en las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDE) y las ecuaciones de Bethe-
Salpeter (BS) para mesones y diquarks. Posteriormente este modelo se implementó en la ecuación
de Faddeev para calcular la masa de los bariones utilizando una aproximación quark-diquark. Este
estudio requiere el cálculo de las masas de las correlaciones de diquark, que se infieren resolviendo
las ecuaciones de BS para los mesones correspondientes. Los diquarks son correlaciones quark-quark
que se utilizan de forma novedosa. Los extensos estudios teóricos y experimentales de bariones que
contienen quarks c y b han sido una fuente de investigación vigorosa en los últimos años. Actualmente
existen programas experimentales activos en varios laboratorios (LHCb, BELLE, PANDA, JLAB)
para estudiar hadrones pesados, sus masas, tiempos de vida y desintegraciones débiles. Nuestros
resultados están de acuerdo con los datos experimentales existentes siempre que se pueda hacer una
comparación, ası́ como con las predicciones de otros enfoques teóricos razonables.

Palabras clave: Quark, mesón, diquark, barión, Faddeev.
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Abstract

This work shows how the masses of hadrons composed of quarks u, d, s, c and b are calculated in
a model called Contact Interaction (CI). The mathematical basis for this analysis is implemented th-
rough the use of CI in the Schwinger-Dyson equations (SDE) and the Bethe-Salpeter (BS) equations
for mesons and diquarks. Later this model was implemented in the Faddeev equation to calculate the
mass of the baryons using a quark-diquark approximation. This study requires the calculation of the
masses of the diquark correlations, which are inferred by solving the BS equations for the correspon-
ding mesons. Diquarks are quark-quark correlations used in a novel way. Extensive theoretical and
experimental studies of baryons containing c and b quarks have been a source of vigorous research
in recent years. Currently there are ongoing experimental programs active in various laboratories
(LHCb, BELLE, PANDA, JLAB) to study heavy hadrons, their masses, lifetimes and weak decays.
Our results are in agreement with existing experimental data whenever a comparison can be made, as
well as with the predictions of other reasonable theoretical approaches.
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Introducción

La Cromodinámica Cuántica (QCD por sus siglas en inglés) es la parte del Modelo Estándar de fı́si-
ca de partı́cula (SM por sus siglas en inglés) que estudia las interacciones fuertes; interacciones que
gobiernan la fı́sica nuclear/ hadrónica y que dan la mayor parte de la masa de la materia visible, don-
de los quarks y gluones son los grados elementales de libertad. Sin embargo, solo hadrones, como
estados ligados de quarks y gluones, aparecen como partı́culas observables dentro de los laborato-
rios experimentales. Por este hecho, un estudio profundo de las propiedades de los hadrones es de
gran importancia para entender la dinámica de quarks y gluones dentro de QCD. La herramienta que
se utilizará en este trabajo para estudiar propiedades y estructura de hadrones es una combinación
de ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDE por sus siglas en inglés), las cuales son consideradas las
ecuaciones de movimiento de una teorı́a cuántica de campos, de ecuaciones de ecuaciones de Bethe-
Salpeter (BS) y Faddeev, que describen a los hadrones como estados ligados de quarks. Este conjunto
de ecuaciones conforman un método no perturbativo de QCD (también se pueden estudiar en teorı́a de
perturbaciones) y nos proporcionan acceso a un rango completo de la escala de energı́as (ultravioleta
e infrarroja), convirtiéndose en una herramienta importante para el estudio de la fı́sica hadrónica.

Quarks y gluones adquieren masa de manera efectiva y dinámica dentro de los hadrones, fenómeno
conocido como ruptura dinámica de simetrıa quiral (DCSB por sus siglas en inglés), el 98 % de
la masas visible del universo se debe a este mecanismo. La QCD es la parte del Modelo Estándar de
fı́sica de partı́cula (SM por sus siglas en inglés) que estudia las interacciones fuertes; interacciones que
gobiernan la fı́sica nuclear/ hadrónica y que dan la mayor parte de la masa de la materia visible. Una
manera de abordar el estudio de QCD a nivel de quarks es a través de SDE: exactas, no perturbativas
e invariantes de Poincaré; consistentes con confinamiento, DCSB y también QCD perturbativa. Para
poder extraer información de la torre infinita de ecuaciones de las SDE y BS debemos buscar una
forma de truncarlas, es decir, proponer la forma de algunas de las partes de la SDE, en este caso
para el propagador del quark y el vértice quark-gluon. La forma que se utilice debe ser tal que no
afecte la fı́sica tras las ecuaciones que se van a resolver. El modelo de Interacción de Contacto (CI
por sus siglas en inglés) es un tratamiento vector × vector en donde se regularizan las divergencias
ultravioletas para preservar las simetrı́as. Con este modelo se calculan las masas de los mesones
y sus parejas diquarks para posteriormente calcular las de los bariones utilizando la ecuación de
Faddeev. Los estudios han proporcionado fuertes indicios de que las correlaciones de quark-quark
como diquark juegan un papel crucial en la fı́sica de hadrones. La teorı́a indica que la aparición
de tales correlaciones es una consecuencia necesaria de la ruptura de la simetrı́a quiral dinámica.
La ecuación de Faddeev es una ecuacion que describe, a la vez, todos las interacciones posibles
en un sistema de tres partı́culas en una formulación mecánica completamente cuántica. Se pueden
resolver de forma iterativa, en general, necesitan como entrada la descripción de la interacción entre
las partı́culas constituyentes. En la aproximación de Faddeev, podemos despreciar a la interacción
entre tres partı́culas. En ésta aproximación, podemos considerar interacción únicamente entre dos
partı́culas individuales. Las amplitudes de Faddeev que describen tres partı́culas de espı́n-1/2, tienen
64 estructuras de Dirac, pero utilizando un modelo quark-diquark se reduce a 8 estructuras de Dirac
las cuales se calculan utilizando las amplitudes de BS en el modelo CI. Se muestran los resultados de
los mesones comparados con los valores experimentales para después calcular las propiedades de los
diquarks en el modelo CI, como no se tiene con que comparar estos valores la forma de corroborar su
veracidad es al calcular las masas de los bariones y compararla con otros enfoques y algunos valores
experimentales. Se muestran buenos resultados para la masa de los bariones que están de acuerdo con
varios otros enfoques y muestran que los resultados para los diquarks son correctos.

En la tabla {1} se presenta un listado de los hadrones calculados con el modelo CI.
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Mesones Diquarks
Pseudoescalares Escalares

Tabla 1: Resultados en GeV de los hadrones obtenidos con el modelo CI.
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1.9. Números cuánticos que determinan la Paridad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1. Constante de acoplamiento adimensional α̂ = α̂irΛ
2
uv, donde α̂ir = αir/mg. αir =

αirL/ZH con αirL = 1.14, para CI, extraı́do de un mejor ajustarse a los datos, como
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Capı́tulo 1

Hadrones

En este capı́tulo se muestra una breve introducción a la fı́sica hadrónica donde se explica el modelo de
quarks de Gell-Mann (premio Nobel de fı́sica 1969) y con ello como se clasifican los mesones y bario-
nes en este modelo según sus números cuánticos como espı́n, paridad, momento angular, hipercarga,
isospı́n etc. [1–6].

1.1. Simetrı́a de isospı́n
Durante el siglo XX habı́an muchos esfuerzos por estudiar la estructura interna de las partı́culas
compuestas empezando con los experimentos de Rutherford a través de la medición y cálculo de la
sección eficaz de los procesos de dispersión usando potenciales de interacción adecuados.

Aunque el efecto Compton de la segunda década del siglo 20 no fue utilizado para ver la estructura
interna de las partı́culas, es claramente uno de los primeros procesos de dispersión. Este efecto cons-
tituyó la demostración final de la naturaleza cuántica de la luz tras los estudios de Planck sobre el
cuerpo negro y la explicación de Einstein del efecto fotoeléctrico. Compton descubrió este efecto al
experimentar con rayos X, los cuales fueron dirigidos contra una de las caras de un bloque de carbón.
Al chocar los rayos X con el bloque se difundieron en varias direcciones; a medida que el ángulo
de los rayos difundidos aumentaba, también se incrementaba su longitud de onda. Con base en la
teorı́a cuántica, Compton afirmó que el efecto se debı́a a que el cuanto de rayos X actúa como una
partı́cula material al chocar contra el electrón, por lo cual la energı́a cinética que el cuanto le comuni-
ca al electrón le representa una pérdida en su energı́a original. Como consecuencia de estos estudios,
Compton ganó el Premio Nobel de Fı́sica en 1927. Este efecto es de especial relevancia cientı́fica,
ya que no puede ser explicado a través de la naturaleza ondulatoria de la luz. Esta debe comportar-
se como partı́cula para poder explicar dichas observaciones, por lo que adquiere una dualidad onda
corpúsculo caracterı́stica de la mecánica cuántica.

Los experimentos de Rutherford fueron una serie de experimentos históricos mediante los cuales los
cientı́ficos descubrieron que cada átomo tiene un núcleo donde tiene las cargas positivas y la mayor
parte de su masa se concentra. Ellos dedujeron esto midiendo cómo un haz de partı́culas alfa (α) se
dispersa cuando golpea una delgada hoja metálica. Los experimentos se realizaron entre 1908 y 1924
por Hans Geiger y Ernest Marsden bajo la dirección de Ernest Rutherford en los laboratorios de la
Universidad de Mánchester. Descubrimiento del núcleo a través de un proceso elástico de dispersión
se puede considerar como nuestro primer encuentro con un hadron.

Aparte de los procesos de dispersión elásticos, también se pueden utilizar procesos inelásticos. Por
ejemplo, en los experimentos de división Bothe y Becker bombardearon berilio con partı́culas enérgi-
cas α. Estas partı́culas producı́an radiación neutra que era penetrante pero no ionizante. ¿Podrı́a ser
radiación gamma?. Curie y Joliot demostraron que esta radiación neutra, cuando se bombardeaba
sobre parafina, expulsaba protones. El análisis de energı́a mostró que los rayos gamma no podı́an
proporcionarla. Supusieron que era una partı́cula neutra: neutrón. Chadwick bombardeó boro con
partı́culas α y estudió la interacción de neutrones con nitrógeno (cuyas masas eran conocidas) y cal-
culó la masa de neutrones como 939.57 MeV .
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Hasta aproximadamente 1930, el átomo era simplemente protones y electrones puntuales. Ninguna
otra partı́cula estaba dentro del átomo. Se sabı́a que He es 4 veces más pesado que H con solo 2
electrones. Li tiene 3 electrones pero 7 veces más pesado que H, ¿Por qué es tan pesado?. No podrı́an
estar todos los protones en el núcleo con algunos electrones necesarios para cancelar la carga adicio-
nal. Los electrones no pueden estar presentes dentro del núcleo. Los experimentos de Bothe y Becker,
Curie y Joliot y Chadwick llevaron al descubrimiento de neutrones. Los protones y neutrones están
unidos dentro de un nucleón a través de interacciones fuertes y tienen una masa casi idéntica. Apare-
cieron interacciones fuertes independientes de la carga eléctrica de p y n. Heisenberg propuso en 1932
que tanto p como n son manifestaciones del mismo estado: Nucleon. La simetrı́a que los relaciona
se llama isospı́n, como espı́n. Las interacciones fuertes son invariantes bajo una transformación que
intercambia un protón y un neutrón. La propuesta de Heisenberg era identificar:

|p〉 =
∣∣∣1
2 ,+

1
2

〉
,

|n〉 =
∣∣∣1
2 ,−

1
2

〉 (1.1)

y llamarlo doblete de isospı́n. La estructura de grupo de los generadores de isospı́n Ti satisface el
álgebra de Lie SU(2): [

Ti,T j

]
= iεi jkTk (1.2)

donde p y n forman un doblete
(

p
n

)
que cumple con:

T3|p〉 = 1
2 |p〉, T3|n〉 = −1

2 |n〉,
T+|n〉 = |p〉, T−|p〉 = |n〉.

(1.3)

Dado que isospı́n es una simetrı́a de las interacciones fuertes con Hamiltoniano Hs se cumple:
[Ti,Hs] = 0, i = 1, 2, 3. (1.4)

Dado que los miembros del doblete de isospı́n tienen diferentes cargas eléctricas, no es una simetrı́a
de interacciones electromagnéticas. Por tanto, no es una simetrı́a exacta. Para saber qué tan buena
es esta simetrı́a con respecto al Hamiltoniano total H notemos que si fuera exacta, los miembros
serian degenerados en masa. Por tanto, la diferencia de masa puede proporcionar una estimación. Con
mp = 938.27 MeV y mn = 939.49 MeV:

mn − mp

mn + mp
= 0.649 × 10−3 (1.5)

por lo tanto es una simetrı́a muy buena y se puede escribir:
H = H0 + H1,

[H0,Ti] = 0, [H1,Ti] , 0,
H0 � H1.

(1.6)

H1 incluye las interacciones Electromagnéticas.
Posteriormente surgieron preguntas interesantes acerca de la estructura interna de los protones y de
como estos se mantienen unidos dentro del átomo en una proximidad cercana dentro del núcleo. Se
planteaba la existencia de una fuerza más fuerte que la repulsión electromagnética entre los protones
y de corto alcance. En 1934 Yukawa propuso el intercambio de un bosón masivo entre nucleones, lo
que explica el corto rango de las fuerzas fuertes, y su estimación de la masas de este bosón fue de
300 − 400 me. Se le llamó mesón, “el peso medi”, los bariones (por ejemplo, Protones y neutrones)
son“los pesos pesado” y los leptones (p. Ej., electrones) son los “pesos ligero”. Powell (Premio Nobel
de Fı́sica de 1950) utilizó emulsiones fotográficas en las cimas de las montañas para observar la
descomposición de los piones en muones observados al nivel del mar, su trabajo en 1946 lo llevo al
descubrimiento del pión (mesón π ), que resultó ser la partı́cula propuesta por Yukawa. Después se
encontró que el pión viene en tres versiones, π+, π− y π0 los cuales se observan en los decaimientos:

π+ → µ+νµ, π− → µ− νµ, π0 → 2γ (1.7)

Los piones tienen isospı́n 1:

|π+〉 = |1,+1〉, |π0〉 = |1, 0〉, |π−〉 = |1,−1〉. (1.8)
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Figura 1.1: Mesón K0 decayendo a π++ π−.

De manera similar, los estados compuestos de n y p pueden estar en principio como iso-triplete e
iso-singlete, pero no se encuentran estados nn o pp en la naturaleza, solo se encuentra el deuterón
iso-singlete.

|d〉 = |0, 0〉 =
1
√

2

[
|pn〉 − |np〉

]
. (1.9)

Se encuentra que el número cuántico de isospı́n se conserva en interacciones fuertes.

p + p→ d + π+, p + n→ d + π0, n + n→ d + π−. (1.10)

En 1947, Rochester y Buther observaron la existencia de una nueva partı́cula (K0) decayendo a dos
piones π+ y π−, fig. {1.1}. La masa del K0 tenı́a que ser al menos el doble que la de los piones,
eran como piones pesados, pero vivı́an mucho más que los piones. Posteriormente en 1949 Powell
descubrió el kaón cargado K+ en el decaimiento:

K+ → π+ + π+ + π− (1.11)

fue hasta 1956 que se descubrió que K+ pertenece a la misma categorı́a que K0, su masa tenia que ser
más del triple de la masa del pión. Con el tiempo más mesones se fueron descubriendo, como η, ϕ, ω
y ρ. En 1950 otra partı́cula fue descubierta en el decaimiento:

Λ→ p+ + π−. (1.12)
Λ era más pesada que p, entonces fue categorizada como un barión. Surgió entonces la duda intere-
sante de por qué otros bariones decaen pero el protón no decae. Antes de que se notara la violación del
número de leptones, Stueckelberg propuso el número cuántico de barión para explicar esto. Entonces
se hicieron las siguientes asignaciones referentes al número bariónico:

p = n = +1, p = n = −1,
mesones = 0, leptones = 0

(1.13)
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de esta manera el decaimiento beta estaba permitido por la conservación del número bariónico:

n→ p+ + e− + νe. (1.14)
También permite la reacción que condujo al descubrimiento del anti-protón:

p + p→ p + p + p + p. (1.15)
El protón, que es el barión más ligero y no puede descomponerse en nada más ligero. Debido a los
decaimientos observados (ver figuras 1.7 y 1.12) se concluyo que no existe un número conservado
de mesones. Pronto quedó claro que las partı́culas extrañas (K’s y Λ’s) se producen abundantemente
(escala de tiempo de 10−23 segundos) pero decaen lentamente (escala de tiempo de 10−10 segundos).
Para interacciones fuertes se cumple:

τ = r0 ' 1 fm ' 10−23 seg. (1.16)

Las interacciones electromagnéticas están alrededor de 10−17 segundos. Los tiempos de decaimiento
de 10−10 segundos corresponden a la fuerza débil:

αw = 10−6, αem = 10−2, αs = 1,
τw = 10−10 seg. τem = 10−17 seg. τs = 10−23 seg.

(1.17)

Las partı́culas extrañas se producı́an en interacciones fuertes, se desintegraban a través de interaccio-
nes débiles y se produjeron en pares:

π− + p→ K+ + Σ−

→ K0 + Σ0

→ K0 + Λ.

(1.18)

En 1953 Gell-Mann y Nishijima propusieron otro número cuántico llamado estrañesa “S” al cual le
asignaron los siguientes valores:

K′s = +1, Σ′s = Λ′s = −1, π, p, n = 0 (1.19)
Se vio que la extrañeza se conservaba en interacciones fuertes y, por lo tanto, nunca se produjeron los
decaimientos:

π− + p9 π+ + Σ− 9 π0 + Λ9 K0 + n. (1.20)
Las partı́culas extrañas se descomponen a través de interacciones débiles y no conservan la extrañeza:

Λ→ p+ + π−,

Σ+ → p+ + π0,

Σ+ → n + π+.

(1.21)

Gell-Mann y Nishijima observaron una relación entre los números cuánticos:

Q = I3 +
1
2

(B + S )

= I3 +
1
2

Y
(1.22)

donde Q es la carga, I3 es la tercer componente del isospı́n, B es el número bariónico, S es el número
de extrañeza (no confundir con el espı́n) e Y = B + S la hipercarga, ver figura {1.1}.

De esta manera en la tabla {1.2} se muestra la nomenclatura según los números cuánticos I e Y .

Muchas partı́culas tienen tiempos de vida prolongados (τ > 10−12 seg.) permitiendo ser observadas,
muchas otras partı́culas tienen tiempos de vida mucho más cortos lo que hace su detección directa
imposible por lo tanto su existencia es inferida indirectamente. Estas partı́culas transitorias aparecen
como estados intermedios, normalmente se forman cuando chocan dos partı́culas y se desintegran
muy rápidamente, son llamadas resonancias. Estas partı́culas respetan las leyes de conservación, por
ejemplo, si el isospı́n de las partı́culas en colisión es 3/2, la resonancia debe tener isospı́n 3/2 como
es el caso de la resonancia ∆. Como la interacción fuerte es invariante en el espacio de isospı́n, el
Hamiltoniano conmuta con todos los componentes de isospı́n.
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Tabla 1.1: Números cuánticos para algunas partı́culas.

Partı́cula Masa GeV I I3 Y = B + S
p 0.938 1/2 1/2 1
n 0.94 1/2 -1/2 1
Λ 1.116 0 0 0
σ+ 1.189 1 1 0
Σ0 1.192 1 0 0
Σ− 1.197 1 -1 0
Ξ0 1.315 1/2 1/2 -1
Ξ− 1.321 1/2 -1/2 -1

Nomenclatura Ejemplos I Y

Iso-singletes Λ, η 0 0

Iso-dobletes
(
p
n

)
,

(
K+

K0

)
1/2 1

Iso-dobletes
(
Ξ0

Ξ−

)
,

K−

K
0

 1/2 -1

Iso-tripletes

Σ
+

Σ0

Σ−

,
π

+

π0

π−

 1 0

Tabla 1.2: Nomenclatura según el isospı́n y la hipercarga.

En la década de 1960 estaba claro que existı́an cientos de resonancias elementales. Todas tenı́an núme-
ros cuánticos definidos, como espı́n, isospı́n, extrañeza, número de bariones, etc. Habı́a una necesidad
imperiosa de clasificar nuevas partı́culas y resonancias. Surgieron dudas sobre si estas partı́culas y re-
sonancias eran elementales o estaban compuestas por otra capa de partı́culas elementales.

1.2. El Grupo SU(3)

El grupo SU(N) es el grupo de Lie de matrices unitarias N × N con determinante 1, tiene N2 − 1 ge-
neradores por lo tanto SU(3) tiene 8 generadores. Los generadores no tienen traza y son Hermitianos
lo que implica que los elementos del grupo son unitarios y tienen determinante igual a uno. De los 8
generadores, como máximo dos son diagonales. El número de generadores que conmutan es igual al
rango del grupo. El rango de SU(N) es N − 1, para SU(3) el rango es 2, entonces hay dos operadores
de Casimir. Para grupos de Lie el número de operadores de Casimir es igual al rango del grupo. La
elección estándar de los generadores de las representaciones fundamentales son Fi = 1

2λi, donde λi
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son matrices de Gell-Mann:

λ1 =

(0 1 0
1 0 0
0 0 0

)
, λ2 =

(0 −i 0
i 0 0
0 0 0

)
, λ3 =

(1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
, λ4 =

(0 0 1
0 0 0
1 0 0

)
,

λ5 =

(0 0 −i
0 0 0
i 0 0

)
, λ6 =

(0 0 0
0 0 1
0 1 0

)
, λ7 =

(0 0 0
0 0 −i
0 i 0

)
, λ8 = 1

√
3

(1 0 0
0 1 0
0 0 −2

)
.

(1.23)

λ3 y λ8 son las matrices diagonales, λ1, λ2 y λ3 generan el grupo SU(2) de las matrices de Pauli. Como
una base para la representación fundamental en SU(3) se escogen los eigenestados de λ3 y λ8:

|u〉 =

( 1
0
0

)
, |d〉 =

( 0
1
0

)
, |s〉 =

( 0
0
1

)
, (1.24)

donde u es el quark up (arriba), d es el quark down (abajo) y s es el quark strange (extraño) , cuyos
eigenvalores son:

λ3|u〉 = |u〉 λ8|u〉 = 1
√

3
|u〉

λ3|d〉 = −|d〉 λ8|d〉 = 1
√

3
|d〉

λ3|s〉 = 0 λ8|s〉 = − 2
√

3
|s〉

(1.25)

Las propiedades del grupo SU(3) están definidas por el conmutador:[
Fi, F j

]
= i fi jkFk (1.26)

donde fi jk es la constante de estructura que es completamente anti-simétrica es los ı́ndices:

f123 = 1, f147 = f165 = f246 = f257 = f345 = f376 =
1
2

f458 = f678 =

√
3

2
, f213 = −1, el resto=0,

(1.27)

dado que [F3, F8] = 0, podemos etiquetar los estados con los eigenvalores de F3 y F8. Los elementos
del grupo SU(3) son de la forma:

U(θi) = e−iθiFi . (1.28)
El grupo SU(3) se relaciona con los mesones y bariones a través de las Fi y sus números cuánticos,
donde la tercera componente del isospı́n se relaciona con la matriz de isospı́n T3 = F3 y la hipercarga
con F8 de la forma Y = 2

√
3
F8. Donde los eigenvalores de T3 e Y son:

T3|u〉 = 1
2 |u〉 Y |u〉 = 1

3 |u〉

T3|d〉 = −1
2 |d〉 Y |d〉 = 1

3 |d〉

T3|s〉 = 0 Y |s〉 = −2
3 |s〉.

(1.29)

de la relación (1.22) se les asignan las siguientes cargas a los estados en (1.24):

Q|u〉 = 2
3 |u〉 Q|d〉 = −1

3 |d〉 Q|s〉 = −1
3 |s〉. (1.30)

Con estas propiedades se definen los operadores de escalera:
T± = F1 ± iF2, U± = F6 ± iF7, V± = F4 ± iF5, (1.31)

con estos operadores podemos pasar de un estado a otro, por ejemplo en SU(2) T+ pasa el estado |d〉
al estado |u〉 ver la figura {1.2}:
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Figura 1.2: Operador de escalera T± en SU(2).

Esto lleva a definir:
S |u〉 = 0 S |d〉 = 0 S |s〉 = −|s〉 (1.32)

y para todos los estados en (1.24) se tiene:

B|u〉 = 1
3 |u〉 B|d〉 = 1

3 |d〉 B|s〉 = 1
3 |s〉 (1.33)

De esta manera el grupo SU(3) en el plano isospı́n vs hipercarga se muestra en la figura {1.3}. Para
los anti-quarks los números cuánticos son los inversos de los quarks, por ejemplo para un anti-quark
u, u, B = −1

3 , T3 = −1
2 , Y = −1

3 , Q = −2
3 y un anti-quark s, s tiene extrañeza S = +1. Entonces los

anti-quarks forman un anti-triplete. El anti-triplete de SU(3) en el espacio isospı́n vs hipercarga (T3
vs Y) se muestra en la figura {1.4}.

Figura 1.3: Triplete de SU(3) en el plano T3
vs Y .

Figura 1.4: Anti-triplete de SU(3) en el
plano T3 vs Y .

Para el espacio de anti-triplete se escogen los estados base en el espacio como:

| u 〉 =

( 1
0
0

)
, | d 〉 =

( 0
1
0

)
, | s 〉 =

( 0
0
1

)
, (1.34)

Deben distinguirse los estados base del espacio del triplete y del espacio del anti-triplete. Los gene-
radores en la representación conjugada son F i = 1

2λi. El isospı́n y la hipercarga de los quarks y anti-
quarks se invierten, mientras que los estados están representados por los mismos vectores: λ3 = −λ3,
λ8 = −λ8, de esta manera el álgebra de SU(3) fija las matrices restantes: λi = − (λi)T = −λ∗i . Ası́, en
la representación anti-triplete:

T 3 =
1
2
λ3 = −1

2

(1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
. (1.35)
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Y los operadores de escalera isospı́n son:

T± =
1
2

(
λ1 ± iλ2

)
, T + = −

(0 0 0
1 0 0
0 0 0

)
, T− = −

(0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
, (1.36)

De esta manera se tienen las acciones:

T 3| u 〉 = −1
2 | u 〉, T 3| d 〉 = 1

2 | d 〉,

T +| u 〉 = −| d 〉, T−| d 〉 = −| u 〉.
(1.37)

El grupo SU(3) es importante dado que explica las generalidades que se deben tener en cuenta para
posteriormente tomar el grupo SU(4) añadiendo el quarks c y después tomar el grupo SU(5) añadiendo
el quark b.
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1.3. mesones en SU(3)
En el modelo de quarks los mesones son hadrones constituidos por un quark y un anti-quark unidos
mediante interacciones nucleares fuertes. Los multipletes de mesones son obtenidos al combinar los
tripletes de sabor con los anti-tripletes de sabor, es decir, 3 y 3, el número bariónico de los mesones
es 1

3 −
1
3 = 0, el momento angular total es J = L + S , donde el espı́n toma los valores S = 0, 1, de

esta manera los mesones tienen espı́n entero y por lo tanto son bosones.

Si solo consideramos los quarks u y d, es decir, SU(2), se puede construir un mesón con carga 1 al
combinar un quark u y un anti-quark d:

Q |ud〉 = Q
[
|u〉

]
|d〉 + |u〉 Q

[
|d〉

]
=

(
2
3 + 1

3

)
|ud〉 (1.38)

La proyección del isospı́n esta dada por:

T ′3 |ud〉 = T3
[
|u〉

]
|d〉 + |u〉 T 3

[
|d〉

]
=

(
1
2 + 1

2

)
|ud〉 = |ud〉 (1.39)

Dado que los quarks están en una base y los anti-quarks en otra, se debe distinguir T3 de T 3. Por tanto
|ud〉 pertenece al isotriplet T = 1:

|T = 1, T3 = 1〉 = − |ud〉,

|T = 1, T3 = 0〉 = 1
√

2

(
|uu〉 − |dd〉

)
,

|T = 1, T3 = −1〉 = |du〉,

(1.40)

El estado T = 0 es ortogonal a T = 1 y a T3 = 0, entonces el estado T = 0 es:

|T = 0〉 = 1
√

2

(
|uu〉 + |dd〉

)
(1.41)

Esto es una manifestación de 2 ⊗ 2 = 3 ⊕ 1. Los estados T = 1 se transforman entre sı́ mediante
transformaciones de isospı́n. El estado de isospı́n T = 0 es invariante. Del estado |T = 1,T3 = 1〉 se
pueden obtener los otros dos utilizando los operadores de escalera T± teniendo en cuanta las diferentes
bases:

Operadores de escalera T±.
1.3.1

|T = 1, T3 = 1〉 = −|ud〉
T−|T = 1, T3 = 1〉 = − [T1− + T2−] |ud〉

del lado izquierdo se tiene:

[(T + T3) (T − T3 + 1)]1/2
|T = 1, T3 = 0〉

[(1 + 1) (1 − 1 + 1)]1/2
|T = 1, T3 = 0〉

√
2 |T = 1, T3 = 0〉

del lado derecho se tiene:

−
[
(T1−|u〉) |d〉 + |u〉

(
T2−|d〉

)]
−

[
(|d〉) |d〉 + |u〉 (−|u〉)

]
|uu〉 − |dd〉

entonces:
√

2 |T = 1, T3 = 0〉 = |uu〉 − |dd〉

En el grupo SU(3) se tienen los operadores de espı́n U y V además del operador de isospı́n T definidos
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de la siguiente manera:
T± = F1 ± iF2, U± = F6 ± iF7, V± = F4 ± iF5. (1.42)

T+ incrementa T3 en 1 y Y la hipercarga no cambia, U+ decrece T3 en 1/2 e incrementa Y en 1, V+

incrementa T3 en 1/2 e incrementa Y en 1, ver la figura {1.5} Se forman más mesones a partir de
estados de un quark y un anti-quark de la forma 3 ⊗ 3 = 8 ⊕ 1, se obtiene un octeto y un singlete.

Figura 1.5: Operadores de espı́n en SU(3).

Estos operadores de espı́n y operadores de escalera tienen relaciones de conmutación bien definidas:
[T, T±] = ±T± [Y, T±] = 0
[T, U±] = ∓1

2U± [Y, U±] = ±U±
[T, V±] = ±V± [Y, V±] = ±V±

[T+, T−] = 2T3 [T+, U+] = V+

[U+, U−] = 3
2Y − T3 ≡ 2U3 [T+, U−] = 0

[V+, V−] = 3
2Y + T3 ≡ 2V3 [T+, V+] = 0

[T+, V−] = −U− [U+, V−] = T−
[U+, V+] = 0 [T3, Y] = 0

De esta manera los mesones qq {1.6} en el estado fundamental 3 ⊗ 3 = 8 ⊕ 1 se muestran en la figura
{1.7}.
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Figura 1.6: Mesón qq.

Figura 1.7: Octeto de mesones en el plano I3 vs Y .

La representación irreducible SU(2) se caracteriza por un número entero j. Es una lı́nea recta de 2 j
unidades de longitud. Hay 2 j+1 sitios, cada uno de ellos ocupado individualmente por un estado. Cada
representación irreducible de SU(3) se caracteriza por dos números enteros (p, q). Gráficamente, está
representado por una base hexagonal en el plano T3 − Y , tres lados con longitud p y tres de longitud
q tal como se muestra en la figura {1.8}.
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Figura 1.8: Base hexagonal de SU(3).

El hexágono colapsa a un equilátero cuando p o q desaparecen, ver figura {1.9}.

Figura 1.9: El hexágono colapsa a un equilátero cuando p o q se desvanecen.

Las dimensiones de la representación irreducible de SU(3) es:
d(p, q) = (p + 1)(q + 1)(p + q + 2)/2 (1.43)

La representación del triplete 3 es (1, 0), la representación anti-triplete 3∗ es (0, 1), la representación
del octeto 8 es (1, 1), de esta manera se representa por (p, q) o su dimensionalidad. De esta manera el
octeto de mesones, al igual que {1.7}, con JP = 1− en S U(3) se obtiene de 3 ⊗ 3 = 8 ⊕ 1 el cual se
muestra en la figura {1.10}.
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Figura 1.10: Octeto de mesones JP = 1−.

1.4. Bariones en SU(3)

En el modelo de quarks los bariones son hadrones constituidos por tres quarks fig. {1.11} unidos
mediante interacciones nucleares fuertes. Son clasificados como fermiones dado que tienen un espı́n
medio entero (1/2, 3/2, etc.).

Figura 1.11: Barión constituido por tres quarks.

Las representaciones irreductibles donde viven los bariones se obtienen de 3 ⊗ 3 ⊗ 3 = (3 ⊕ 6) ⊗ 3 =
1⊕8⊕8⊕10, el octeto de bariones 1/2 en el plano T3 vs Y se muestra en la figura {1.12}. El decuplete
de bariones espı́n 3/2 se muestra en la figura {1.13}.
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Figura 1.12: Octeto de bariones espı́n 1/2. Figura 1.13: Decuplete bariónico espı́n 3/2.

1.5. Masas y Ruptura de Simetrı́a

Entre el protón y neutrón existe poca diferencia entre sus masas, carga y contenido de quarks como
se muestra en la tabla {1.3}.

Protón Neutrón
Masa 938.280 MeV 939.573 MeV
Espı́n 1

2
1
2

τ (Vida media) > 1032 años 898 ± 16 seg. [n→ p + e− + νe]
Carga +e 0

Estructura de quarks uud (2
3 ,

2
3 ,
−1
3 ) udd (2

3 ,
−1
3 ,
−1
3 )

Tabla 1.3: Caracterı́sticas del protón y neutrón.

El protón difiere del neutrón en un quark u → d por ende la carga cambia de +e a 0, la diferencia
más notoria es el tiempo de vida que es muy distinto, la diferencia de masas es muy poca Mn − Mp =
1.293 MeV esto muestra una excelente simetrı́a de isospı́n dado que la masa del quark u y el quark d
son casi iguales. mu ' md ' 0. Las masas corrientes de los quarks son:

mu = 1.7 − 3.3 MeV/c2 md = 4.1 − 5.8 MeV/c2 ms = 70 − 130 MeV/c2

mc = 1.1 − 1.4 GeV/c2 mb = 4.1 − 4.4 GeV/c2 mt = 174 GeV/c2 (1.44)

La diferencia de masas a lo largo del eje Y en el octeto, mostrado en la figura {1.12}, y el decuplete,
mostrado en la figura {1.13}, se muestran en la tabla {1.5}. Se observa que la diferencia entre las
masas del octeto es aproximadamente 200 MeV . Todavı́a es mucho más pequeño que las propias
masas, entonces todavı́a se tiene una simetrı́a de sabor SU(3) aunque no tan buena como la simetrı́a
de isospı́n SU(2). La diferencia de masas entre bariones en lı́neas horizontales en el decuplete es
aproximadamente 150 MeV . Con este modelo Gell-Mann predijo el barión Ω por lo cual gano el
premio Nobel de fı́sica en 1969.
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Barión Masa en MeV
Octeto de bariones 1/2
MN 939
MΛ 1115
MΣ 1193
MΞ 1318

Decuplete de bariones 3/2
M∆ 1232
MΣ 1385
MΞ 1530
MΩ− 1672

Tabla 1.4: Masas del octeto y decuplete de bariones
mostrados en las figuras {1.12} y {1.13}.

Relaciones sobre el eje Y en el octeto fig.{1.12}

MΛ − MN = 177 MeV

≈ 200 MeVMΣ − MN = 254 MeV

MΞ − MΛ = 203 MeV

Relaciones sobre el eje Y en el decuplete fig.{1.13}

MΣ(1385) − M∆ = 153 MeV

≈ 150 MeVMΞ(1530) − MΣ(1385) = 145 MeV

MΩ− − MΞ(1530) = 142 MeV

Tabla 1.5: Diferencia entre las masas del octeto de bariones
1/2 y el decuplete 3/2.
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1.6. Relación Entre Masas de Gell-Mann - Okubo
Las masas de los hadrones se estiman en el modelo de quarks asumiendo que una parte HI del Hamil-
toniano total H0 + HI rompe la simetrı́a S U(3). Suponiendo que la simetrı́a quiral permanece intacta,
entonces mu = md, que HI ∼ Y , además que la energı́a de enlace de los hadrones es independiente
del sabor de los quarks y que la diferencia de masas se debe completamente a la diferencia de ma-
sas de los quarks. La fórmula de masa de Gell-Mann-Okubo proporciona una regla de suma para las
masas de hadrones dentro de un multiplete especı́fico, determinada por su isospı́n I y extrañeza S (o,
alternativamente, hipercarga Y ):

M = M0 + aY + b
[
I(I + 1) −

Y2

4

]
(1.45)

donde M0, a y b son parámetros libres. De manera más completa la hipercarga (1.22) se define como:

Y = B + S + C + B′, (1.46)
donde:

B es el número bariónico, B = (Nq − Nq)/3,

S es la extrañeza, S = Ns − Ns ,

C es el encanto, C = Nc − Nc ,

B′ es la inferioridad, B′ = Nb − Nb .

La fórmula de masa se obtuvo considerando las representaciones del álgebra de Lie del grupo SU(3).
En particular, el octeto del mesón corresponde al sistema de raı́ces de la representación adjunta. Sin
embargo, la representación más simple y de menor dimensión de SU(3) es la representación funda-
mental, que es tridimensional, y ahora se entiende que describe la simetrı́a de sabor aproximada de
los tres quarks u, d y s. Por lo tanto, el descubrimiento no solo de una simetrı́a SU(3), sino también de
esta fórmula viable para el espectro de masas fue uno de los primeros indicadores de la existencia de
los quarks. La regla fue formulada por primera vez por Gell-Mann en 1961 [9] y propuesta de forma
independiente por Okubo en 1962 [8]. El isospı́n y la hipercarga son generadas por SU(3), que puede
ser representado por ocho matrices hermitianas y sin traza correspondientes a los “componentes” de
isospı́n e hipercarga. Seis de las matrices corresponden al cambio de sabor y las dos últimas corres-
ponden al tercer componente de la proyección de isospı́n y la hipercarga como se vio anteriormente.
La fórmula se basa en la hipótesis de mejora del octeto, que atribuye el dominio de SU(3) que se
rompe al generador de hipercarga de SU(3), Y = 2

√
3
F8, y a la masa relativamente más alta del quark

s. Esta fórmula es fenomenológica, describe una relación aproximada entre las masas de los mesones
y bariones, y ha sido usada como trabajo teórico en los avances de la cromodinámica cuántica. Para
el octeto de bariones ligeros mostrados en la figura {1.14} se obtiene la tabla {1.6}:

Barión Masa I Y Ecuación
N 939 MeV 1/2 1 M0 + a + b/2
Λ 1115 MeV 0 0 M0

Σ 1193 MeV 1 0 M0 + 2b
Ξ 1318 MeV 1/2 -1 M0 − a + b/2

Tabla 1.6: Relación de masa Gell-Mann-Okubo para los bariones del octeto {1.14}.

De la tabla {1.6} resolviendo las ecuaciones tenemos que a = (MN − MΞ)/2 y b = (MΣ − MΛ)/2 y al
resolver el sistema se encuentra la relación para las masas de este octeto la cual es:

2(MN + MΞ) = 3MΛ + MΣ (1.47)
Utilizando los valores para las masas de esos bariones se obtiene:

2(939 MeV + 1318 MeV) = 3(1115 MeV) + 1193 MeV
4514 MeV = 4538 MeV, (1.48)
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Figura 1.14: Carga, extrañeza e isospı́n del octeto de bariones ligeros.

lo cual representa un error porcentual del 0.52887 %, de la misma manera para los bariones del de-
cuplete de la figura {1.15}. En la tabla {1.7} se muestran los resultados para el decuplete: Usando las

Figura 1.15: Propiedades del decuplete de bariones espı́n 3/2.

relaciones de masas antes vistas:
MΣ(1385) − M∆ = 153 MeV,
MΞ(1530) − MΣ = 145 MeV,

MΩ− − MΞ(1530) = 142 MeV,
(1.49)

de esta manera resolviendo las ecuaciones de la tabla {1.7} obtenemos la relación:
MΣ − M∆ = MΞ − MΣ = MΩ − MΞ (1.50)

La relación (1.50) fue usada por Gell-Mann para predecir la existencia, naturaleza y masa de la
partı́cula Ω. Procediendo de la misma manera para los distintos canales de los mesones (pseudoesca-
lares, escalares etc.) y bariones en los distintos octetos y decupletes se encuentran relaciones de masa
que son útiles para comprobar las masas de las partı́culas que no se han medido experimentalmente y
tener un maco de referencia para estas partı́culas.
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Tabla 1.7: Relación de masa Gell-Mann-Okubo para los bariones espı́n 3/2 del decuplete {1.15}.

Barión Masa I Y Ecuación
∆ 1232 MeV 3/2 1 M0 + a + 7b/2
Σ 1385 MeV 1 0 M0 + 2b
Ξ 1530 MeV 1/2 -1 M0 − a + b/2
Ω 1672 MeV 0 -2 M0 − 2a − b

1.7. Simetrı́a de Paridad
Un mesón esta compuesto de dos quarks con espı́n 1/2 por lo tanto el espı́n del mesón puede ser 1 (es-
pines paralelos) o 0 (espines anti-paralelos). El momento cuántico orbital L es debido al movimiento
de un quark sobre otro. Estos números cuánticos (L y S ) determinan la paridad P y la paridad de la
carga conjugada C. La transformación de paridad, P, invierte todas las coordenadas espaciales del
sistema; P(t, x) = (t,−x), P2 = I, y por lo tanto los eigenvalores de P son ±1. Con estas caracterı́sticas
se cumple:

Vector ordinario: P(v) = −v.

Escalar de v: s = v · v; P(s) = P(v · v) = (−v) · (−v) = v · v = s.

Producto cruz de dos vectores: a = v × w; P(a) = P(v × w) = (−v) × (−w) = v × w = +a.

Escalar de a y v: p = a · v; P(p) = P(a · v) = (+a) · (−v) = −a · v = −p.

Escalar P(s) = +s
Pseudoescalar P(p) = −p

Vector P(v) = −v
Pseudovector P(a) = +a

Tabla 1.8: Paridad.

Un sistema de dos cuerpos tiene paridad:

Pφ(12) = p1 p2(−1)lφ(12) (1.51)

el factor (−1)l viene de los armónicos esféricos dado que en el centro del marco de masa en el estado
ligado la inversión de las partı́culas y antipartı́culas invertirá los vectores de desplazamiento.

ψ(x)ψ(−x) ∼ Ym
l (θ, ϕ),

Ym
l (θ, ϕ)

P
−→ Ym

l (π − θ, ϕ + π) = (−1)lYm
l (θ, ϕ).

(1.52)

Intrı́nsecamente las partı́culas fermiónicas y sus antipartı́culas tienen paridades opuestas. Los estados
ligados como el positronio e+e− y los mesones qq tienen paridad:

(±1)(∓1)(−1)l = (−1)(−1)l = (−1)(l+1) . (1.53)

La paridad es un número cuántico multiplicativo para todos los sistemas discretos y para los sistemas
continuos es un número cuántico aditivo. Los quarks tienen espı́n 1/2 y paridad positiva y los anti-
quarks tienen espı́n 1/2 y paridad negativa, por ende la paridad del mesón uu es P(uu) = pu pu(−1)l =
(−1)l+1, el espı́n intrı́nseco S del mesón uu es 0 o 1 pero puede tener “cualquier” valor del momento
angular orbital L, el valor de L y de S determina el canal de la partı́cula, la tabla {1.9} tiene unos
ejemplos de estos números cuánticos y la tabla {2.3} es más completa.
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Partı́cula S L JP Canal
π0 0 0 0− Pseudoescalar
ρ0 1 0 1− Vector

b1(1235) 0 1 1+ Pseudovector

Tabla 1.9: Números cuánticos que determinan la Paridad.

1.8. Conjugación de la Carga
El operador de conjugación de carga actúa sobre una partı́cula e invierte todos sus números cuánticos
para ası́ obtener su antipartı́cula:

C|p〉 = |p〉 (1.54)
Invierte todos sus números cuánticos internos como número leptónico, número bariónico, extrañeza
etc., dejando la energı́a, masa, momento, espı́n sin cambios. La mayorı́a de las partı́culas no son sus
propias antipartı́culas.

C|π+〉 = |π−〉 (1.55)
Algunas partı́culas son sus propias antipartı́culas, como los fotones, y las entidades en el centro de los
octetos mesónicos mostrados en la figura {1.16}. La eigenecuación para C y sus eigenvalores son:

Figura 1.16: Entidades centrales de los octetos mesónicos.

C|ψ〉 = c|ψ〉
C2|ψ〉 = c2|ψ〉 = |ψ〉

c2 = 1 c = ±1.
(1.56)

Los fotones y bosones como entidades centrales de los octetos mesónicos son sus propias antipartı́cu-
las, como los piones neutros:

uu
C
−→ uu ∼ uu. (1.57)

Hay dos partes de la paridad C en un estado ligado de dos partı́culas (partı́cula-antipartı́cula), la parte
orbital L y la parte de espı́n S. La acción de C en la parte orbital también tiene un factor (−1)l al igual
que la paridad y por las mismas razones (1.52). El acoplamiento 1

2 ⊗
1
2 = 0⊕1, S = 0 corresponde a un

singulete y S = 1 corresponde a un triplete. Entonces, la regla es que para los fermiones, el espı́n impar
es simétrico y el espı́n par es antisimétrico. La operación C cambiará el signo del estado de espı́n par
pero no el estado de espı́n impar. Esto introduce un factor de (−1)s+1. Los operadores de creación y
aniquilación de fermiones anti-conmutación. Esto se debe al principio de Pauli: b†d† = −d†b†, cuando
b y d son iguales la ecuación es cero tal como se espera del principio de Pauli. Por lo tanto hay otro
factor (−1) que viene del intercambio de fermión-anti-fermión. De esta manera el factor total debido
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al espı́n es (−1)S +2 = (−1)S . Por lo tanto con las dos contribuciones la conjugación de carga de un
sistema de dos cuerpos es:

C = (−1)L+S , (1.58)
con J = L + S el momento angular total que va de |L − S | a |L + S |. Los dos mesones más ligeros son
el π (pión) y el ρ (rho) con momento angular (L = 0), (S = 0) para el pión y (S = 1) para el rho.

1.9. SU(4)

El grupo SU(4) fue propuesto para incorporar el mesón J/ψ el cual involucra al quark c, es un grupo
unitario de matrices 4×4 con determinante +1, es un grupo de rango 3 con 15 generadores hermitianos
y sin traza, de estos 15, solo 3 se pueden diagonalizar simultáneamente, la representación fundamental
es un cuarteto:

q =

 u
d
s
c

 (1.59)

Las matrices de Gell-Mann se extienden a un conjunto mayor de matrices generadoras las cuales son:

λ1 =

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , λ3 =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

λ4 =

0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 , λ5 =

0 0 −i 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0

 , λ6 =

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ,

λ7 =

0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0

 , λ8 = 1
√

3

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 0

 , λ9 =

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ,

λ10 =

0 0 0 −i
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0

 , λ11 =

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0

 , λ12 =

0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 0 0
0 i 0 0

 ,

λ13 =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , λ14 =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 , λ15 = 1
√

6

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −3

 ,



(1.60)

Los multipletes de los mesones y bariones SU(4) se pueden construir, los nonetes de mesones ligeros
ocupan el plano central, ver la figura {1.17}.
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Figura 1.17: Mesones en SU(4).

Similarmente se pueden construir los multipletes de bariones en SU(4), ver la figura {1.18}.

Figura 1.18: Bariones en SU4.

De manera similar se extiende al grupo SU(5) agregando el quark b. Los diagramas para el quark b
son similares a los del quark c, solo se hace el cambio c→ b.





Capı́tulo 2

Modelo de Interacción de Contacto

En este capı́tulo se presenta el formalismo CI en las SDE para encontrar la masa vestida de los quarks
generada por la ruptura de la simetrı́a quiral y en la ecuación de BS para estados ligados de dos
partı́culas para calcular la masa de los mesones en distintos canales JP (Pseudoescalar, vectorial, es-
calar y axial-vector), este formalismo se presenta de forma detallada en las referencias [12,13] donde
se ha mostrado que este modelo es capaz de proveer una descripción de las propiedades estáticas de
mesones la cual es comparable con las que se obtienen usando interacciones más sofisticadas [37,38].

2.1. Ecuación de Schwinger-Dyson y Bethe-Salpeter
Los estados ligados de mesones aparecen como polos de una función de Green de 4 puntos. La
aparición de esos polos en un canal particular JPC se describe por la ecuación homogénea de BS [34],
donde la covarianza de Poincaré implica que la Amplitud de BS (BSA) para un estado ligado de un
quark vestido y antiquark toma la forma:

Γ
j
H(k; P) = τ jγ5

[
iEH(k; P) + γ · PFH(k; P) + γ · k GH(k; P) + σµνkνPνDH(k; P)

]
(2.1)

donde k es momento relativo entre el quark y el antiquark, P es el momento total del mesón y {τ j, j =
1, 2, 3} son las matrices de Pauli, el ı́ndice f1 representa un quark con sabor f1 y f2 un quark con sabor
f2. Utilizando una métrica Euclideana esta amplitud se determina por la ecuación homogénea de BS:[

Γ
f1 f 2
H (k; P)

]
tu

=

∫
d4q

(2π)4

[
χ

f1 f 2
H (q; P)

]
sr

Krs
tu (q, k; P)

χ
f1 f 2
H (q; P) = S f1(q+)Γ f1 f 2

H (q; P)S f 2
(q−)

(2.2)

donde se define:

Γ
f1 f 2
H (k; P) es la BSA; el vértice quark-mesón amputado e irreducible.

χ
f1 f 2
H (q; P) corresponde a la función de onda BS.

k es el momento relativo entre quark-antiquark.

f1 y f 2 los correspondientes sabores, S f1 es el propagador del quark vestido con sabor f1, S f 2

representa el propagador de quark vestido con sabor f 2

q+ = q+ηP y q− = q− (1−η)P son los momentos del quark y antiquark, η ∈ [0, 1] es la fracción
de momento total que comparten el quark y el antiquark. Ninguna observable fı́sica depende
de su valor (usaremos η = 1 de aquı́ en más ). k(P) es el momento relativo total del sistema
quark-antiquark.

P es el momento total, tal que P2 = −M2
H, donde MH es la masa del mesón.
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r, s, t, u representan los ı́ndices combinados de las matrices de color.

H es la etiqueta que identifica al mesón. En particular, se suele escribir: Γ5 para mesones pseu-
doescalares, Γµ para mesones vectoriales, Γ1 para mesones escalares y Γ5µ para mesones
pseudo vectores o axial-vector, también conocidos como los canales pseudoescalar, vecto-
rial, escalar y axial-vector. La estructura tensorial de las ABS depende del tipo de mesón
(propiedades de transformación según sus números cuánticos).

Krs
tu (q, k; P) es el kernel de dispersión: renormalizado, amputado e irreducible con respecto a

cortes entre pares de lineas de quark-diquark. Este debe ser determinado consistentemente con
el truncamiento de la ecuación de gap.

La ecuación de BS corresponde al diagrama de la figura {2.1}.

Figura 2.1: Representación diagramática de la ecuación de BS, donde q+ = k+ y q− = k−, por conservación del
momento q+ + q− = P.

En la ecuación BS aparece el propagador vertido del quark, el cual se obtiene de la solución de la
ecuación de SDE del quark, también conocida como ecuación de brecha o ecuación de gap, en [11] se
muestra una deducción diagramática y en [35, 36] se muestra una derivación detallada, esta ecuación
se escribe como:

S −1
f1 (p) = iγ · p + m f1 +

∫
d4q

(2π)4 g2 Dµν(p − q)
λa

2
γµS f1(q)Γν(p, q) (2.3)

donde:
m f1 es la masa corriente del quark de sabor f1.

Dµν(k) es el propagador vestido del gluon.

Γa
ν es el vértice vestido quark-gluon.

La SDE (2.3) se muestra diagramáticamente en la figura {2.2}.

= −

Figura 2.2: SDE para el propagador del quark mostrada en la ec.(2.3)

En la CI no es necesario introducir ninguna constante de renormalización a la ec. de gap dado que
la función de 4 fermiones yendo a un punto no es renormalizable (ver ec.(2.18) en [11]), entonces se
toman las constantes de renormalización iguales a 1. El lı́mite quiral se obtiene colocando m f1 = 0.
Tanto Dµν y Γa

ν satisfacen su propia SDE, las cuales están acopladas a funciones de n-puntos de grado
mayor y ası́ sucesivamente hasta infinito. Por lo tanto, la ecuación (2.3) es una del conjunto infinito
de integrales acopladas no lineales las cuales podemos “resolver” una ves que se elige un esquema de
truncamiento para el propagador del gluon y el vértice quark-gluon.
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2.2. Interacción de Contacto y Aproximación Arcoı́ris
La CI es un tratamiento vector × vector en donde se regularizan las divergencias ultravioletas para
preservar las simetrı́as de QCD. Se considera al propagador del gluon como una constante en el gauge
de Landau en lugar de un gluon completo. Como el momento del gluon no interviene en la ecuación,
pues en el diagrama de Feynman correspondiente a una dispersión (qq) (ver figura {2.3}) no aparece
el gluon que intercambian y simplemente se obtiene un diagrama con 4 puntas que corresponden a los
quarks entrantes y salientes (4 fermiones van a 1 punto). Es una de las aproximaciones más drásticas
de este modelo. Sin embargo, según nuestro conocimiento actual, el propagador de gluon si vuelve
constante en el infrarrojo, por lo menos en el gauge de Landau. Por lo tanto, en el gauge de Landau
es una muy buena aproximación para todos aquellos observables que sólo dependen de la fı́sica en el
infrarrojo tal como masa de los hadrones. Para los observables dinámicos como los factores de forma
elásticos y de transición, este modelo es más adecuado en el rango de momentos

El gauge de Landau es el punto fijo del grupo de renormalización, es el gauge por el cual la sensibi-
lidad a las diferencias dependientes del modelo entre el ansätz para el vértice quark-gluon es menos
notable y un gauge invariante que se implementa fácilmente en simulaciones numéricas de lattice
QDC regularizado.

g2Dµν(k) = g2
[
gµν − (1 − ξ)

kµkν
k2

]
δab

k2 →
4παIR

m2
g
δµν = δµν

1
m2

G

(2.4)

donde:
mg = 500 MeV es la escala de masa generada dinámicamente en QCD [41, 42].

αIR es un parámetro que determina la fuerza de la interacción en el infrarrojo [43, 44].

Figura 2.3: Propagador del gluon en la CI.

El vértice del quark-gluon se toma a nivel más bajo, es decir, no existen interacciones, esto se traduce
como tomar el vértice desnudo en lugar del completo, es decir:

Γa
ν(p, q; µ)→

λa

2
γν (2.5)

Estas dos aproximaciones juntas, propagador del gluon (2.4) y vértice quark-gluon (2.5), son una
aproximación de las SDE que preserva las simetrı́as y es conocida como aproximación arcoı́ris,
(Rainbow-Ladder, RL por sus siglas en ingles) la cual se muestra en la figura {2.4}. Con este modelo se
calcula la masa de los estados ligados ya que no depende del momento del gluon. También se pueden
calcular las constantes de decaimiento, factores de forma, entre otras caracterı́sticas y propiedades de
los mesones, (ver [12, 13]).

= −

Figura 2.4: SDE diagramática para el propagador del quark en la aproximación arcoı́ris.
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En el truncamiento RL, la identidad central que asegura la implementación correcta de la simetrı́a
quiral y su ruptura dinámica en un enfoque de estado ligado es la Identidad Axial-Vectorial de Ward-
Green-Takahashi (AVWGTI) [39]. Proporciona una relación entre la energı́a propia del quark y el
núcleo quark-antiquark, el último de los cuales aparece en la ecuación de estado ligado del mesón. la
identidad se expresa en la ecuación (2.18). Un kernel qq que preserva AVWTI asegura un pión en el
lı́mite quiral como el bosón de Goldstone relacionado con la ruptura de la simetrı́a quiral dinámica.
Además, AVWTI conduce a una generalización de la relación Gell Mann-Oakes-Renner para todos
los mesones pseudoescalares y masas de quarks de corriente. Por lo tanto, es imperativo que cualquier
truncamiento significativo del sistema de SDE y BS satisfaga esta identidad. En [40] se ha introducido
un procedimiento sistemático para formular un núcleo qq que preserva el AVWTI a través de deriva-
dos funcionales de la auto-energı́a del quark. La configuración más simple que corresponde al orden
más bajo en tal esquema de truncamiento que preserva la simetrı́a es el truncamiento de escalera de
arcoı́ris (RL). En este marco, el núcleo qq se expresa mediante un intercambio de escalera de gluones,
que incluye el propagador de gluones desnudos y un vértice quark-gluon sin interacciones desnudo.
Es conocido por ser preciso en el cálculo de observables de mesones pseudoescalares y vectoriales,
además de que garantiza la conservación de la corriente electromagnética. En [12,13], por ejemplo, se
ha observado que RL es preciso para los mesones pseudoescalares Γ5. Con RL la ec.(2.3) se convierte
en:

S −1(p) = iγ · p + m +
3
4

1
m2

G

∫
d4q

(2π)4γµS (q)γµ (2.6)

SDE en la aproximación RL. 2.2.1.

Tomamos la ec.(2.3):

S −1(p) = iγ · p + m +

∫
d4q

(2π)4 g2 Dµν(p − q)
λa

2
γµS (q)Γν(p, q)

Con RL:

g2Dµν(p − q) = δµν
1

m2
G

Γν(p, q) =
λa

2
γν

Recordamos las propiedades de las matrices de Gell-Mann: λa

2 = T a, T aT a = CF I con CF = 4
3 ,

donde CF es el operador de Casimir del grupo. Sustituimos RL en SDE:

S −1(p) = iγ · p + m +

∫
d4q

(2π)4 δµν
1

m2
G

λa

2
λa

2
γµS (q)γν

= iγ · p + m +

∫
d4q

(2π)4 δµν
1

m2
G

4
3
γµS (q)δµνγν

= iγ · p + m +
4

3m2
G

∫
d4q

(2π)4γµS (q)γµ

donde se uso
∑8

a=1 λ
aλa = 16

3 I.

La integral en ec. (2.6) posee una divergencia cuadrática, incluso en el limite quiral (“m = 0”), si la
divergencia se regulariza de manera covariante de Poincaré, la solución es:

S −1
f1 (p) = iγ · p + M f1 (2.7)
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donde M es independiente del momento y esta determinada por:

M f1 = m f1 +
M f1

3π2m2
G

∫ ∞

0
ds s

1
s + M2

f1

(2.8)

a continuación se muestra el cálculo para obtener la ecuación (2.8). Comenzando con la representa-
ción más general para el propagador del quark:

S (p) =
Z(p2)

iγ · p + M(p2)

con M(p2) la función de masa del quark y Z(p2) la constante de renomalización. Con la notación∫
d4q

(2π)4 →
∫

q
, se tiene entonces:

S −1(p) = iγ · p + m +
4

3m2
G

∫
q
γµS (q)γµ

tomando la igualdad entre las definiciones del propagador del quark se tiene:

iγ · p + M(p2)
Z(p2)

= iγ · p + m +
4

3m2
G

∫
q
γµS (q)γµ (2.9)

Z(p2) puede encontrarse multiplicando la ecuación (2.9) por −iγ · p = −i/p y tomando a traza de la ec.
resultante. Se observa que el integrante es impar en q ası́ la integral desaparece dando Z(p2) = 1, es
decir:

−i/p
(
i/p + M

Z

)
= −i/p

(
i/p + m +

∫ )
/p2 − i/pM

Z
= /p2 − i/pm − i/p

∫
Usando las propiedades de las matrices gamma en el apéndice A y tomando la traza de la ecuación
anterior se obtiene:

Tr
[
/p2 − i/pM

Z

]
= Tr

[
/p2

]
,

Tr
[
/p2

Z

]
− i

M
Z

Tr
[
/p
]

= Tr
[
/p2

]
,

4p2

Z
= 4p2 → Z = 1.

Para obtener M(p2) se toma la traza de la ecuación (2.9):

Tr
[
M(p2)

]
= Tr[m] +

4
3m2

G

∫
q

Tr
[
γµ

(
1

i/q + M(q2)
γµ

)]
= Tr[m] +

4
3m2

G

∫
q

Tr
[
γµ

(
−i/q + M(q2)
q2 + M2(q2)

γµ

)]
M(p2) = m +

4
3m2

G

∫
q

M(q2)
i/q + M(q2)

un vector en 4-D es:
q = |q|(cos φ sin θ sin β, sin φ sin θ sin β, cos θ sin β, cos β)
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con β ∈ [0, π], θ ∈ [0, π] y φ ∈ [0, 2π], además q3dq = 1
2q2dq2 y dq2 = 2dq q, por lo tanto:∫

d4q =

∫
q

q3dq
∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θdθ

∫ π

0
sin β2dβ

=

∫
q

q3dq2π2 = π2
∫

q
q2dq2, ⇒∫

d4q
(2π)4 =

1
16π4

∫
d4q =

1
16π2

∫
q

q2dq2

(2.10)

con el cambio
∫

q
→ 4

∫ Λ

q
que representa una regularización invariante translacional, donde Λ es un

parámetro de corte, entonces:

M(p) = m +
4

3m2
G

· 4
∫ Λ

q

M(q2)
q2 + M2(q2)

= m +
1

3π2m2
G

∫ Λ

q
q2dq2 M(q2)

q2 + M2(q2)

con el cambio q2 → s y notando que M(p) = M es una solución de la Gap, entonces:

M f1 = m f1 +
M f1

3π2m2
G

∫ ∞

0
ds

s
s + M2

f1

se nota que es una ecuación de masa constante, es decir, M no depende del momento del quark.
Puesto que la integral en la ecuación (2.8) es divergente, es necesario especificar un esquema de regu-
larización para calcular la integral. Usando el esquema de regularización del tiempo propio mostrado
en [45], la cual es:

1
s + M

=

∫ ∞

0
dτ e−τ(s+M2) →

∫ τ2
ir

τ2
uv

dτ e−τ(s+M2) =
e−τ

2
uv(s+M2) − e−τ

2
ir(s+M2)

s + M2
(2.11)

donde τir, τuv son los limites infrarrojo y ultravioleta regulares. Un valor distinto de cero de τir ≡ 1/Λir
implica el confinamiento garantizando la ausencia de umbrales de producción de quarks libres elimi-
nando el polo cuando s = −M2

f . Además, como la ecuación (2.4) no define una teorı́a renormalizable,
entonces τuv ≡ 1/Λuv no se puede eliminar, si no que juega un papel dinámico y establece la escala de
todas las cantidades dimensionales. Las integrales y por ende los resultados son muy sensibles a los
valores de estos y otros parámetros que se verán más adelante.

Note que: ∫
dx e−xa = −

e−xa

a
,∫ b

a
dx e−x(s+M2) =

e−a(s+M2) − e−b(s+M2)

s + M2 ,∫ ∞

0
dτ eτ(s+M2) =

1
s + M2

Considerando los cortes se tiene:∫ τ2
ir

τ2
uv

dτ e−τ(s+M2) =
Z(s)

s + M2 =
e−τ

2
uv(s+M2) − e−τ

2
ir(s+M2)

s + M2

donde Z(s) = e−τ
2
uv(s+M2) − e−τ

2
ir(s+M2). De esta manera se sustituye la ecuación (2.11) en (2.8) y se

obtiene:

M = m +
M

3π2m2
G

∫ ∞

0
ds s

e−τ
2
uv(s+M2) − e−τ

2
ir(s+M2)

s + M2

 (2.12)

Esta regularización tienen algunas consecuencias interesantes cuando s + M2 = 0⇒Z(s) = 0. Esto
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es como matar el polo en el propagador que conduce a su confinamiento. Por lo tanto el modelo
correspondiente a este esquema de regularización es confiable. Sea:

I =

∫ ∞

0
ds s

e−τ
2
uv(s+M2) − e−τ

2
ir(s+M2)

s + M2


Con el cambio de variable s + M2 = s′ ⇒ ds′ = ds y s = s′ − M2 ⇒

I =

∫ ∞

M2
ds′

(s′ − M2)
s′

[
e−s′τ2

uv − e−s′τ2
ir

]
=

∫ ∞

M2
ds′

[
e−s′τ2

uv − e−s′τ2
ir

]
− M2

∫ ∞

M2

ds′

s′
e−s′τ2

uv + M2
∫ ∞

M2

ds′

s′
e−s′τ2

ir

Ahora con el cambio de variable s′τ2
ir/uv = t, donde se denota I = C(M, τir, τuv) por lo tanto:

C(M, τir, τuv) =

∫ ∞

M2τ2
uv

dt
τ2

uv
e−t −

∫ ∞

M2τ2
ir

dt
τ2

ir

e−t − M2
∫ ∞

M2τ2
uv

dt t−1e−t + M2
∫ ∞

M2τ2
ir

dt t−1e−t

La función Gamma incompleta es:

Γ(α, y) =

∫ ∞

y
dt tα−1e−t (2.13)

entonces se tiene que:

Γ(0,M2τ2
ir/uv) =

∫ ∞

M2τ2
ir/uv

dt t−1e−t,

Γ(−1,M2τ2
ir/uv) =

∫ ∞

M2τ2
ir/uv

dt t−2e−t =
eM2τ2

ir/uv

M2τ2
ir/uv

− Γ(0,M2τ2
ir/uv).

De esta manera se concluye que:

C(M, τir, τuv) = M2Γ(−1,M2τ2
uv) − M2Γ(0,M2τ2

ir) −
1
τ2

ir

e−M2τ2
ir

= M2Γ(−1,M2τ2
uv) − M2Γ(−1,M2τir)

(2.14)

Por lo tanto la ecuación (2.12) se convierte en:

M f = m f +
M f

3π2m2
G

C(M f , τir, τuv) (2.15)

donde M f en general es una función de masa que funciona con una escala de momento, pero dentro
del modelo CI es una masa vestida constante.

2.3. Masa Vestida de los Quarks
Se muestran los resultados usando los parámetros mostrados en la tabla {2.1}. Los parámetros se uti-
lizan en los cálculos de masas de hadrones pesados y ligeros. Si se quiere ir más allá de predecir las
masas de los hadrones y construir un modelo que también pueda predecir radios de carga y constantes
de decaimiento, entonces el estudio del sector pesado requiere un cambio en los parámetros del mode-
lo con respecto a los del sector ligero: un aumento del regulador ultravioleta y reducción de la fuerza
de acoplamiento. Siguiendo [46] y guiados por [48, 49], definimos un acoplamiento adimensional α̂:

α̂(Λuv) = α̂irΛ
2
uv (2.16)

En estrecha analogı́a con el acoplamiento continuo de QCD con la escala de impulso a la que se mide,
una curva logarı́tmica inversa puede describir la dependencia funcional de α̂(λuv) razonablemente
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Quarks ZH ΛUV [GeV]
Parámetros ligeros (CI-LP)

u, d, s, c, b 1 0.905
Parámetros pesados (CI-HP)

u, d, s 1 0.905
c, d, s 3.034 1.322
c 13.122 2.305
b, u, s 16.473 2.522
b, c 59.056 4.131
b 165.848 6.559

Tabla 2.1: Constante de acoplamiento adimensional α̂ = α̂irΛ
2
uv, donde α̂ir = αir/mg. αir = αirL/ZH con

αirL = 1.14, para CI, extraı́do de un mejor ajustarse a los datos, como se explica en [46]. Los parámetros
fijos son mg = 0.500 GeV reportado en [47] y el regulador infrarrojo ΛIR = 0.24 GeV . CI-LP representa los
parámetros ligeros y CI-HP los parámetros pesados con siglas en inglés.

bien:
α̂(Λuv) = a ln (Λuv/Λ0)−1 (2.17)

donde a = 0.92 y Λ0 = 0.36 GeV , ver la figura 1 en [46]. Con esta expresión se puede estimar el valor
de la fuerza de acoplamiento α̂(λuv) una vez que se asigna el valor de Λuv.

Una caracterı́stica de la ecuación (2.15) es que en el lı́mite quiral, m f = m0 = 0, se obtiene una
solución distinta de cero para M0 := lı́mm f→0 M f siempre que αir exceda un valor mı́nimo. En la tabla
{2.2} se presentan los valores obtenidos de la masa de los quarks u, s, c y b vestidos calculada a partir
de (2.15).

Parámetros ligeros (CI-LP)
m0 = 0 mu = 0.007 ms = 0.17 mc = 1.58 mb = 4.83

M0 = 0.357 Mu = 0.367 Ms = 0.53 Mc = 1.60 Mb = 4.83
Parámetros pesados (CI-HP)

m0 = 0 mu = 0.007 ms = 0.17 mc = 1.08 mb = 3.92
M0 = 0.357 Mu = 0.367 Ms = 0.53 Mc = 1.52 Mb = 4.68

Tabla 2.2: Masas de los quarks vestidos y en el limite quiral calculadas en GeV usando los parámetros en {2.1},
requeridas como entrada para la ecuación de BS y Faddeev, donde m f es la masa corriente del quark y M f la
masa vestida.

La simplicidad de CI permite calcular fácilmente observables hadrónicos, como masas, constantes de
desintegración, radios de carga y factores de forma. El estudio de masas mesónicas deberı́a proporcio-
nar una forma de determinar las masas efectivas de los diquarks, que se supone que están confinados
dentro de los bariones, y las propiedades de los bariones. De esta manera, más adelante, se descri-
be y resuelve la ecuación BS para mesones y diquarks, para posteriormente resolver la ecuación de
Faddeev para los bariones.

2.4. Identidad Vector-Axial de Ward-Green-Takahashi
Los estados ligados más simples en QCD están compuestos de un quark y un antiquark (Mesones).
La correspondiente ecuación de BS depende de una parte no perturbativa que involucra el propagador
del quark y el Kernel quark-antiquark.
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Las caracterı́sticas fenomenológicas de las simetrı́a quiral y su rompimiento dinamico en QCD se
pueden entender a través de la identidad Vector Axial Ward-Takahashi (AVWGTI) y la identidad
vector Ward-Green-Takahashi (AWGTI). De esta manera entender los mesones es fundamental para
entender la interacción fuerte. Una magnitud que se puede medir es la constante de decaimiento ( fπ)
del pión por ejemplo la cual es dimensionalmente una escala de energı́a y determina la fuerza de la
ruptura de la simetrı́a quiral, esta y la constante de renormalización canónica son proporcionales en
el limite quiral si la (AVWGTI) se satisface, es decir, si q+ = q + P. La identidad Axial-vector de
Ward-Green-Takahashi en el limite quiral (m=0) se lee:

−iPµΓ5µ(q, P) = S −1(q+)γ5 + γ5S −1(q) (2.18)

La identidad Vector de Ward-Green-Takahashi en el limite quiral (m=0) se lee:

iPµΓµ(q, P) = S −1(q+) + S −1(q) (2.19)

La AVWGTI relaciona el vértice axial, Γ5µ, al vértice pseudoescalar, γ5 y al propagador del quark.
De esta manera se relacionan los kerneles de la ecuación de BS y la DSE, esta relación se debe
preservar sin importar el esquema de truncamiento que se utilice para el sistema acoplado DSE-BSE.
La conservación de esta identidad determina las caracterı́sticas del octete de mesones pseudoescalares,
al igual que para los demás canales, tales caracterı́sticas como su masa pequeña, ausencia de masa
en el limite quiral además de la masa de los hadrones. La WGTI expresa el curl (falta cita) y la
divergencia (2.18) de los vértices. Las WGTI de los vértices en diferentes canales se acoplan, implican
contribuciones de funciones de Green de alto orden.
El vértice axial, Γ5µ, satisface su propia ESD;

Γ5µ(k, P) = γ5γµ +

∫
d4q

(2π)4 K(k, q, P)χ5µ(q, P) (2.20)

Donde k es el kernel de la ecuación (2.2). El vértice pseudoescalar satisface una ecuación similar.
Para comprobar AVWGTI se calcula primero el Kernel del diagrama de la ecuación SD del vértice de
la figura {2.5, 2.6}:

+= += +=

Figura 2.5: Vértice de la ecuación de SD.

+=

+
+

+

Figura 2.6: Vértice de la ecuación de SD con la aproximación RL.

Al combinar las SDE que satisfacen los vértices axiales y pseudoescalares con la AVWTI se llega a:∫
d4q

(2π)4 Krs
tu (k, q, P)

[
γ5S (q−) + S (q+)γ5

]
rs =

[
Σ(k+)γ5 + γ5Σ(k−)

]
tu (2.21)

con lo que se establece el contenido del kernel de dispersión quark-antiquark K para que sea re-
producido de una manera esencial. La ecuación (2.21) provee una manera de obtener el kernel de
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dispersión del par quark-antiquark una vez que esta restricción sea resuelta con una expresión para la
auto energı́a dada. Esto no siempre es posible, por lo tanto es necesario encontrar un modo alternativo
para preservar las propiedades de simetrı́a quiral de las interacciones fuertes, ver [50–52]. Para el
modelo CI la ecuación (2.21) se cumple. Por lo tanto la aproximación para el kernel que resulta de
esta propiedad AVWGTI se conoce como RL. De esta manera el Kernel es:

K(k, q, P)rs
tu = −

1
m2

G

δµν

[
λa

2
γµ

] [
λa

2
γν

]
ru

(2.22)

Usando las aproximaciones en las ecuaciones (2.4, 2.5), la ecuación BS (2.2) para un mesón se escribe
de la siguiente manera:

ΓH(k, P) = −
4
3

1
m2

G

∫
d4q

(2π)4γµS f1(q + P)ΓHS f 2
(q)γµ (2.23)

Una regularización que preserva la simetrı́a de la ecuación (2.23) dará soluciones independiente del
momento relativo k. Entonces, si la interacción en (2.4) genera estados ligados este tendrá momento
relativo entre el quark y el antiquark que pueden tener cualquier valor igualmente probable. Esta es
una caracterı́stica de una partı́cula puntual. Por lo tanto, la amplitud de BS no depende del impulso
relativo, es decir, la ecuación (2.1) se escribe como:

ΓH(P) = γ5

[
iEH(P) +

γ · P
2M

FH(P)
]

(2.24)

donde M es la masa vestida del quark y solo se agrega por razones dimensionales, es decir, para que
las dimensiones de la ecuación sean las correctas.
En la ecuación (2.20) se sustituye el Kernel en (2.22) y se calcula el vértice axial Γ5µ de la siguiente
manera:

Γ5µ(k+, k) = γ5γµ −

∫
d4q

(2π)4

1
m2

G

δµν

[
λa

2
γµ

] [
λa

2
γν

]
ru
χ5µ(q+, q),

= γ5γµ −
16
12

1
m2

G

∫
d4q

(2π)4γµχ5µ(q+, q)γµ

= γ5γµ −
1

3m2
G

∫ Λ

q
γµS f1(q+)Γ5µ(q+, q)S f 2

(q)γµ,

donde se aplico el cambio en la integral:∫
d4q

(2π)4 =
1

4π2

∫ ∆

q
=

1
16π2

∫ ∞

0
dq2q2, (2.25)

se multiplica por Pµ entonces:

PµΓ5µ(k+, k) = Pµγ5γµ −
1

3m2
G

∫ Λ

q
γαS f1(q+)PµΓ5µ(q+, q)S f 2

(q)γα,

PµΓ5µ(k+, k) − γ5Pµγµ = −
1

3m2
G

∫ Λ

q
γαS f1(q+)PµΓ5µ(q+, q)S f 2

(q)γα
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ahora se sustituye la ec.(2.18) en la anterior y se obtiene:

PµΓ5µ(k+, k) − γ5γ · P = −
1

3m2
G

∫ Λ

q
γαS (q+)

[
S −1(q+)iγ5 + iγ5S −1(q)

]
S (q)γα,

= −
1

3m2
G

[∫ Λ

q
γαS (q+)S −1(q+)iγ5S (q)γα +

∫ Λ

q
γαS (q+)iγ5S −1(q)S (q)γα

]
,

= −
1

3m2
G

[∫ Λ

q
γαiγ5S (q)γα +

∫ Λ

q
γαS (q+)iγ5γα

]
,

= −
1

3m2
G

∫ Λ

q
iγαγ5S (q)γα −

1
3m2

G

∫ Λ

q
γαS (q+)iγ5γα,

=
iγ5

3m2
G

∫ Λ

q
γαS (q)γα +

1
3m2

G

∫ Λ

q
γαS (q+)γαiγ5,

donde se usan las propiedades de las matrices de Dirac (ver el apéndice A). Ahora se usa la ecuación
(2.6) en el limite quiral (m = 0) de forma:

S −1(q) − iγ · q =
1

3π2m2
G

∫ Λ

q
γµS (q)γµ,

y se sustituye en la ecuación anterior para obtener:

PµΓ5µ(k+, k) − γ5γ · P = iγ5

[
S −1(k) − iγ · k

]
+

[
S −1(k+) − iγ · k+

]
iγ5,

= iγ5S −1(k) +���
�γ5γ · k + iS −1(k+)γ5 +���

�γ · k+γ5,

= S −1(k+)iγ5 + iγ5S −1(k),
PµΓ5µ(k+, k) = γ5γ · P + S −1(k+)iγ5 + iγ5S −1(k)

esta identidad esta de acuerdo con la AVWGTI en (2.18) únicamente con P = 0. Note que P2 = 0
no necesariamente implica que P = 0. En la teorı́a de Poincaré la condición P = 0 es imposible.
Sin embargo, P = 0 implica P2 = 0, lo cual garantiza un mesón (como el pión) sin masa. Esto, por
supuesto, puede suceder en el limite quiral, de esta manera obtenemos la ecuación (2.18). Note que
en el limite quiral q+ · P = (q + P) · P = q · P +��P2 = q · P.

2.5. Corolario de la Identidad Axial Ward-Green-Takahashi

Existen consecuencias no triviales de la conjugación de la AVWGTI y la IC. Para ver estas conse-
cuencias comience con la ecuación:

PµΓ5µ(k; P) = γ5γ · P +

∫
d4q

(2π)4 K(k, q; P)Pµ χ5µ(q, P), (2.26)

utilizando la aproximación RL y la CI la ecuación toma la forma:

PµΓ5µ(k; P) = γ5γ · P −
4i

3m2
G

∫
d4q

(2π)4γµS
−1
f1 (q + P)Pµ Γ5µ(q, P)S −1

f 2
(q)γµ, (2.27)

se introduce (2.18) del lado derecho de (2.27) y se obtiene:

PµΓ5µ(k; P) = γ5γ · P −
4i

3m2
G

∫
d4q

(2π)4γµS f1(q+)
[
S −1

f1 (q+)γ5 + γ5S −1
f 2

(q)
]

S −1
f 2

(q)γµ, (2.28)
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trabajando con el integrando:

γµS f1(q+)
[
S −1

f1 (q+)γ5 + γ5S −1
f 2

(q)
]

S −1
f 2

(q)γµ =

[
γµγ5 + γµS f1(q+)γ5S −1

f 2
(q)

]
S f 2

(q)γµ

= γµγ5S f 2
(q)γµ + γµS f1(q+)γ5S −1

f 2
(q)S f 2

(q)γµ,

= γµγ5S f 2
(q)γµ + γµS f1(q+)γ5γµ,

= −
[
γ5γµS f 2

(q)γµ + γµS f1(q+)γµγ5

] (2.29)

por lo tanto la ecuación (2.28) se transforma en:

PµΓ5µ(k; P) = γ5γ · P +
4i

3m2
G

∫
d4q

(2π)4

[
γ5γµS f 2

(q)γµ + γµS f1(q+)γµγ5

]
, (2.30)

recuerde que la forma del propagador del fermión en una CI se escribe de la siguiente manera:

S f1(q) = (−iγ · q + M f1)σv f1
(q2),

S −1
f1 (q) = iγ · q + M f1 ,

(2.31)

donde σv(q2) = 1/(q2 + M2) es la parte vectorial y σs(q2) = M/(q2 + M2) es la parte escalar. Por lo
tanto se tiene:

PµΓ5µ(k; P) = γ5γ · P + 4i
3m2

G

∫
d4q

(2π)4

[
γ5γµ

{
(−iγ · q + M f 2

)σv f 2
(q2)

}
γµ + γµ

{
(−iγ · q+ + M f1)σv f1

(q2
+)

}
γµγ5

]
,

= γ5γ · P + i
4

3m2
G

∫
d4q

(2π)4γ5γµ

[{
(−iγ · q + M f 2

)σv f 2
(q2)

}
+

{
(iγ · q+ + M f1)σv f1

(q2
+)

}]
γµ,

(2.32)
ahora se trabaja con el integrando para separar las partes con M’s y σ’s.

PµΓ5µ(k; P) = γ5γ · P + 4i
3m2

G

∫
d4q

(2π)4γ5γµ

[{
(iγ · q + M f 2

)σv f 2
(q2)

}
+

{
(−iγ · q+ + M f1)σv f1

(q2
+)

}]
γµ,

= γ5γ · P + 4i
3m2

G

∫
d4q

(2π)4γ5γµ
[
−iγ · qσv f 2

(q2) + M f 2
σv f 2

(q2) + iγ · q+σv f1
(q2

+) + M f1σv f1
(q2

+)
]
γµ,

= γ5γ · P + 4i
3m2

G

∫
d4q

(2π)4γ5γµ
[
−iγ ·

[
−q+σv f1

(q2
+) + qσv f 2

(q2)
]

+ M f 2
σv f 2

(q2) + M f1σv f1
(q2

+)
]
γµ,

= γ5γ · P + 4i
3m2

G

∫
d4q

(2π)4

{
γ5γµ

[
iγ ·

(
q+σv f1

(q2
+) − qσv f 2

(q2)
)]
γµ + γ5γµ

[
M f 2

σv f 2
(q2) + M f1σv f1

(q2
+)

]
γµ

}
,

= γ5γ · P − 4
3m2

G

∫
d4q

(2π)4γ5γµγ ·
[
q+σv f1

(q2
+) − qσv f 2

(q2)
]
γµ + 4

3m2
G

∫
d4q

(2π)4 iγ5γµ
[
M f 2

σv f 2
(q2) + M f1σv f1

(q2
+)

]
γµ,

= γ5γ · P + 4
3m2

G

∫
d4q

(2π)4γµγ5γ ·
[
q+σv f1

(q2
+) − qσv f 2

(q2)
]
γµ + 4

3m2
G

∫
d4q

(2π)4 iγ5γµ
[
M f 2

σv f 2
(q2) + M f1σv f1

(q2
+)

]
γµ,

(2.33)
se sustituye (2.31) en (2.18):

PµΓ5µ(q; P) = S −1
f1 (q+)iγ5 + iγ5S −1

f 2
(q) = (iγ · q+ + M f1)iγ5 + iγ5(iγ · q + M f 2

),

= iγ5(iγ · (q+ + q)) + iγ5(M f1 + M f 2
),

= −γ5γ · (q+ + q) + iγ5(M f1 + M f 2
),

(2.34)

ahora comparando el resultado (2.34) con (2.33), para la parte de iγ5 se tiene:

M f1 + M f 2
=

4
3m2

G

∫
d4q

(2π)4γµ
[
M f 2

σv f 2
(q2) + M f1σv f1

(q2
+)

]
γµ,

=
16

3m2
G

∫
d4q

(2π)4

[
M f 2

σv f 2
(q2) + M f1σv f1

(q2
+)

]
,

(2.35)
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Para la parte γ5γ se tiene:

−γ5γ · (q+ + q) = γ5γ · P +
4

3m2
G

∫
d4q

(2π)4γµγ5γ ·
[
q+σv f1

(q2
+) − qσv f 2

(q2)
]
γµ

multiplicando por P y usando que P2 = 0:

−γ5γ · ���
��(q+ + q)P︸     ︷︷     ︸

q·P+P2−q·P=0

= γ5γ ·��P2 +
4

3m2
G

∫
d4q

(2π)4γµγ5γ ·
[
P · q+σv f1

(q2
+) − P · qσv f 2

(q2)
]
γµ,

0 =

∫
d4q

(2π)4

[
P · q+ σv f1

(q2
+) − P · q σv f 2

(q2)
]
,

(2.36)

de esta manera la ecuación (2.36) define el esquema de regularización que se usara, además, indica
que la AVWGTI se satisface si y solo si el modelo esta regularizado de tal manera que no existan
divergencias cuadráticas y/o logarı́tmicas. Se deben analizar correctamente los integrandos de (2.35 y
2.36), los cuales se pueden ver de la siguiente manera:

0 =

∫
d4q

(2π)4

 P · q+

q2
+ + M2

f1

−
P · q

q2 + M2
f 2

 ,
0 =

∫
d4q

(2π)4

 (P · q+)(q2 + M2
f 2

) − (P · q)(q2
+ + M2

f1
)

(q2
+ + M2

f1
)(q2 + M2

f 2
)

 ,
(2.37)

el integrando de (2.37) se puede resolver utilizando una parametrización de Feynman, cuya forma
más simple y la que se utilizara es;

1
ab

=

∫ 1

0

dx
[ax + (1 − x)b]2 , a, b > 0. (2.38)

Donde se tomara a = (q2
+ + M2

f1
) y b = (q2 + M2

f 2
), desarrollando el denominador y completando los

cuadrados perfectos:

1
(q2

+ + M2
f1

)(q2 + M2
f 2

)
=

∫ 1

0

dx[
(q2

+ + M2
f1

)x + (1 − x)(q2 + M2
f 2

)
]2 ,

=

∫ 1

0

dx[
(q2 + 2q · P + P2 + M2

f1
)x + (1 − x)(q2 + M2

f 2
)
]2 ,

=

∫ 1

0

dx[
(q + xP)2 + xM2

f1
+ M2

f 2
(1 − x) + x(1 − x)P2

]2 ,

=

∫ 1

0

dx[
(q + xP)2 +M2]2 −−−−−−→q′=q+xP

∫ 1

0

dx
(q′2 +M2)2 −−−→q′→q

∫ 1

0

dx
(q2 +M2)2

donde se define:
M

2(x,M f1 ,M f 2
, P) = xM2

f1 + M2
f 2

(1 − x) + x(1 − x)P2, (2.39)
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es necesario hacer el desplazamiento en q mediante el cambio de variable q′ = q + xP, por lo tanto el
numerador (N) de (2.37) cambia de la siguiente manera:

N = P · q+(q2 + M2
f 2

) − P · q (q2
+ + M2

f1),

= P · (q + P)(q2 + M2
f 2

) − P · q ((q + P)2 + M2
f1),

... q′ = q + xP⇒ q = q′ − xP

= (q′ + (1 − x)P) · P
[
(q′ − xP)2 + M2

f 2

]
− (q′ − xP)

[
(q′ − xP)2 + 2(q′ − xP) · P + P2 + M2

f1

]
,

después de expandir los cuadrados y simplificar se obtiene:

N = (q′ · P)
[
M2

f 2
− 2(q′ · P) + 2xP2 − P2 − M2

f1

]
+ (1 − x)P2

[
q′2 − 2xq′ · P + x2P2 + M2

f 2

]
+ xP2

[
q′2 − 2xq′ · P + x2P2 + 2q′ · P − 2xP2 + P2 + M2

f1

]
,

debido a que se integra en todo el espacio, la integral se anula para las potencias impares de los
términos de (q′ · P), es decir, términos de la forma (q′ · P)2n+1, por lo tanto el numerador (N) se
simplifica a:

N = −2(q′ · P)2 + (1 − x)P2
[
q′2 + x2P2 + M2

f 2

]
+ xP2

[
q′2 + x2P2 − 2xP2 + P2 + M2

f1

]
,

(simplificando)

= −2(q′ · P)2 + P2
[
q′2 + x2P2 + M2

f 2

]
+ xP2

[
P2 + M2

f1 − M2
f 2
− 2xP2

]
,

se vuelve a la variable original (q) tomando q′ → q tal como se realizo en la parametrización de
Feynman dado que son variables mudas, y usando la propiedad de las integrales en (2.40):∫ Λ

q

(P · q)2

(q2 + s)n =
1
4

∫ Λ

q

P2q2

(q2 + s)n (2.40)

el numerador se reduce a:

N = −2(q · P)2 + P2
[
q2 + x2P2 + M2

f 2

]
+ xP2

[
P2 + M2

f1 − M2
f 2
− 2xP2

]
,

= P2
(
1
2

q2 + M2
f 2

+ xM2
f1 − xM2

f 2
+ x(1 − x)P2

)
,

= P2
(
1
2

q2 +M2
)
,

finalmente con la parametrización de Feynman y (N) la ecuación (2.37) se ve como:

0 =

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

P2
(

1
2q2 +M2

)
(q2 +M2)2

quitando el factor P2 resulta:

0 =

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

1
2q2 +M2

(q2 +M2)2 (2.41)
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además, con P2 = 0 = m (limite quiral) y M f1 = M f 2
, (2.36) se escribe como:

M =
8
3

M
m2

G

∫
d4q

(2π)4

(q2
+ + M2) + (q2 + M2)

(q2
+ + M2)(q2 + M2)

,

=
8
3

M
m2

G

∫
d4q

(2π)4

2q2 + 2��
�* 0

q · P +���
0

P2 + 2M2

(q2
+ + M2)(q2 + M2)

,

=
16
3

M
m2

G

∫
d4q

(2π)4

q2 + M2

(q2 + M2)2 ,

=
16
3

M
m2

G

∫
d4q

(2π)4
���

��q2 + M2

(q2 + M2)�2
,

M =
16
3

M
m2

G

∫
d4q

(2π)4

1
(q2 + M2)

. (2.42)

Las restricciones (2.41) y (2.42) se implementan en todos cálculos de tal manera se preserve AVWG-
TI. Estas ecuaciones se pueden regularizar por medio de la siguiente ecuación;

1
s + M2

f1

=
e−τ

2
uv(s+M2

f1
)
− e−τ

2
ir(s+M2

f1
)

s + M2
f1

para ello se considera la siguiente propiedad:

M2

(s + M2)2 = −M2 d
dM2

1
s + M2 ,

2
(s + M2)3 =

d
dM2

(
d

dM2

1
s + M2

)
aplicando esta propiedad a (2.14), se tiene:

C′(M f1 , τuv, τir) = −M2
f1

d
dM2

f1

C(M f1 , τuv, τir),

= −M2
f1

d
dM2

f1

M2
f1

(
Γ(0,M2

f1τ
2
ir) − Γ(0,M2

f1τ
2
uv)

)
+

e−M2
f1
τ2

uv

τ2
uv
−

e−M2
f1
τ2

ir

τ2
ir

 ,
= −M2

f1

(
Γ(0,M2

f1τ
2
ir) − Γ(0,M2

f1τ
2
uv)

)
(2.43)

Insertando las ecuaciones (2.14) y (2.43) dentro de (2.41) se llega a la siguiente identidad:

0 =
1
2

∫ 1

0
dx

[
C(M f1 , τuv, τir) + C′(M f1 , τuv, τir)

]
. (2.44)

Se puede notar que de manera general las funciones C’s se pueden escribir de manera general de la
siguiente manera:

Cαβ(M f1 , τuv, τir) =
(M2)ν

Γ(β)
Γ
(
β − 2,M2

f1τ
2
uv,M

2
f1τ

2
ir

)
, (2.45)

donde ν = α − (β − 2) y

Γ(α, z1, z) =

∫ z2

z1

dt tα−1e−t
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es la función Gamma incompleta generalizada. De esta manera se tiene:

C01(M, τuv, τir) = C(M, τuv, τir) =

∫ ∞

0
dq2 q2

q2 + M2 =
q2→s

∫ ∞

0
ds

s
s + M2 ,

= M2
(
Γ(−1,M2τ2

uv) − Γ(−1,M2τ2
ir)

)
,

C02(M, τuv, τir) = C′(M, τuv, τir) =

∫ ∞

0
dq2 q2M2

(q2 + M2)2 =
q2→s

∫ ∞

0
ds

sM2

(s + M2)2 ,

= −M2 d
dM2C(M, τuv, τir),

= M2
(
Γ(0,M2τ2

uv) − Γ(0,M2τ2
ir)

)
,

C03(M, τuv, τir) = C′′(M, τuv, τir) =

∫ ∞

0
dq2 q2M2

(q2 + M2)3 =
q2→s

∫ ∞

0
ds

sM2

(s + M2)3 ,

=
M2

2
d

dM2

d
dM2C(M, τuv, τir),

=
1
2

[
−e−M2τ2

ir + e−M2τ2
uv
]
.



(2.46)

Se definen las siguiente expresiones que serán usadas más adelante.

C
′
(M, τuv, τir) =

C′(M, τuv, τir)
M2 ,

C
′′

(M, τuv, τir) =
C′′(M, τuv, τir)

M2 .

(2.47)

Propiedad 2.44.
2.5.1

Para mostrar la propiedad (2.44) es importante notar que se debe implementar un truco que
consiste en partir M2 = 1

2M
2 + 1

2M
2 en el numerador de la ecuación para poder aplicar las

propiedades de (2.45):

0 =

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

1
2q2 +M2

(q2 +M2)2 ,

=

∫ 1

0
dx

1
16π2

∫
dq2 q2

 1
2q2 +M2

(q2 +M2)2

 =

∫ 1

0
dx

1
16π2

∫
dq2 q2

 1
2q2 + 1

2M
2 + 1

2M
2

(q2 +M2)2

 ,
=

1
2

∫ 1

0
dx

∫
dq2 q2

[
q2 +M2 +M2

(q2 +M2)2

]
=

1
2

∫ 1

0
dx

∫
dq2 q2

[
q2 +M2

(q2 +M2)2 +
M2

(q2 +M2)2

]
,

=
1
2

∫ 1

0
dx

[∫
dq2 q2

(q2 +M2)2 +

∫
dq2 q2M2

(q2 +M2)2

]
, q2 → s, dq2 → ds,

=
1
2

∫ 1

0
dx

[∫
ds

s
(s +M2)2 +

∫
ds

sM2

(s +M2)2

]
,

0 =
1
2

∫ 1

0
dx

[
C + C′

]
donde se uso ∫

d4q
(2π)4 →

1
16π2

∫
dq2 q2.
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2.6. Clasificación de las Amplitudes de BS
Nos interesa calcular las propiedades estáticas de los diferentes tipos de mesones, por lo tanto se des-
cribirá la forma que toman las amplitudes de BS en CI de manera general. Comenzando describiendo
los tipos de partı́culas (canales) mencionadas anteriormente en al descripción de (2.2) las cuales de-
penden de los números cuánticos de S (espı́n), P (paridad), L (momento angular), C (conjugación de
la carga), entre otros del modelo de quarks de Gell-Mann, estas se resumen en la tabla {2.3}.

Tabla 2.3: Clasificación de los Mesones según sus números cuánticos.

Tipo Form Espı́n S L Paridad ((−1)L+1) JPC

Escalar ψ̄ψ 0 1 + 0++

Pseudoescalar ψ̄γ5ψ 0 0 - 0−+

Vector ψ̄γµψ 1 0 - 1−−

Axialvector ψ̄γµγ5ψ 1 1 + 1++, 1+−

Tensor ψ̄ (γµγν − γνγµ)ψ 2 1 + 2++

P es paridad, P = (−1)L+1.
J = L + S , Momento angular total, va de |L − S | a |L + S |.
C = (−1)L+S , denota la conjugación de carga.

Con la dependencia del momento relativo prohibida por CI las Amplitudes de BS para los mesones
en la tabla {2.3} son (como en [53]):

Γ0++

(P) = 1E0++

(P), (2.48)

Γ0−+

(P) = γ5

[
iE0−+

(P) +
γ · P
2MR

F0−+

(P)
]
, (2.49)

Γ1−−
µ (P) = γT

µ E1−−(P) +
1

2MR
σµνPνF1−−(P), (2.50)

Γ1++

µ (P) = γ5

[
γT
µ E1++

(P) +
1

2MR
σµνPνF1++

(P)
]
, (2.51)

donde M es la escala de masa, los resultados no dependen de ella. Una ABS con conjugación de carga
es:

Γ̄H(k, P) = C†ΓH(−k, P)TC (2.52)
donde T denota la transpuesta de todos los ı́ndices matriciales y C = γ2γ4 es la matriz de conjugación
de carga con C† = −C, [C, γ5] = 0, la conjugación de carga de algunos elementos matriciales es:

C†γT
µC = −γµ,

C†σT
µνC = −σµν,

C†γT
5 C = γ5,

C†γ5σ
T
µνC = −γ5σµν,

C†(γ5σµν)TC = −γ5γµ,

de esta manera las ABS con conjugación de carga se escriben de la siguiente manera:

Γ̄0++

(P) = Γ0++

(P), (2.53)
Γ̄0−+

(P) = Γ0−+

(P), (2.54)
Γ̄1−−
µ (P) = −Γ1−−

µ (P), (2.55)

Γ̄1++

µ (P) = Γ1++

µ (P), (2.56)
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Con todas estas herramientas en el capı́tulo siguiente se mostraran explı́citamente las amplitudes de
BS para posteriormente resolver la ecuación de BS y de esta manera encontrar la masa de los mesones
de la tabla {2.3}.



Capı́tulo 3

Ecuación de Bethe-Salpeter para mesones

3.1. Introducción
En el capı́tulo anterior se describió la ecuación de Bethe-Salpeter para resolver estados ligados de dos
partı́culas como lo son los mesones y los diquarks en este capitulo se presenta el desarrollo de las
amplitudes de Bethe-Salpeter (ABS) para los distintos canales mostrados en la tabla {2.3}.

3.2. Amplitudes Bethe-Salpeter en el modelo CI
La masa y las amplitudes de Bethe-Salpeter se encuentran resolviendo la ecuación (2.2) la cual tiene
solución para P2 = −M2

qq. Al sustituir cada una de las Amplitudes de Bethe-Salpeter (2.48,2.49, 2.50,
2.51) en (2.23) se obtiene la ecuación de Bethe-Salpeter para su respectivo canal, para resolverla se
introduce el valor propio λH a la ecuación del estado ligado. La masa en el estado ligado en el canal
particular Mqq sera tal que λH(P2 = −M2

qq) = 1, donde P es el momento total del mesón. Para cualquier
canal la forma de la BSE en el modelo CI es:

KH(MH) · ΓH(MH) = λH(MH)ΓH(MH) (3.1)
con KH una matriz 2 × 2, de esta manera la ecuación (3.1) es una eigenecuación, una ecuación de
valores propios del vector ΓH(MH) = (EH(MH), FH(MH))T , la cual tiene soluciones para valores dis-
creto de P2 = −M2

H. Una ves descritos los elementos de la eigenecuación de BS se debe resolver y
tomar el resultado cuando el eigenvalor λH es idénticamente 1. Los elementos de la matriz de la BSE
se pueden escribir en una natación conveniente:

K
i j
H (P) = −

4
3

1
m2

G

∫
d4q

(2π)4

Tr
{
Pi

H(P) γµ S f1(q+)D j
H(P)S f 2

(q−) γµ
}

(q2
+ + M2

f1
)(q2
− + M2

f 2
)

,

= −
4
3

1
m2

G

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

Tr
{
Pi

H(P) γµ S f1(q+)D j
H(P)S f 2

(q−) γµ
}

q→q−xP

(q2 +M2)2 ,

=

∫
K

i j

(q2 +M2)2

(3.2)

donde D j
H y Pi

H son proyectores covariantes de Dirac que se ajustan a cada canal de mesones. Los
proyectoresD son los factores que multiplican a las amplitudes de BS E(P) y F(P), es decir:

Γ0−+

(P) = γ5i︸︷︷︸
D1

E0++

(P) + γ5
γ · P
2MR︸  ︷︷  ︸
D2

F0−+

(P)

43
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y los proyectores Pi se escogen de tal manera que cumplan con:

Tr
{
P1(P)Γ(P)

}
= E(P),

Tr
{
P2(P)Γ(P)

}
= F(P),

Tr
{
P1(P)D1(P)

}
= 1,

Tr
{
P2(P)D2(P)

}
= 1,

(3.3)

por lo tanto P1(P) = −i
4 γ5 y P2(P) = − MR

2P2γ5γ · P.

En la ecuación (3.2) se utilizo la parametrización de Feynman y la renormalización (2.44, 2.45). A
continuación se muestra la manera de obtener los Kernel’s de cada canal comenzando con el canal
pseudoescalar.

3.2.1. Kernel Pseudoescalar
Para el el kernel pseudoescalar se utilizan los siguientes proyectores de Dirac:

D1
0−+ = iγ5, D2

0−+ =
1

2M
γ5γ · P,

P1
0−+ = −

i
4
γ5, P2

0−+ = −
M

2P2γ5γ · P,
(3.4)

Después de calcular la traza del elemento de matriz para la amplitud K
i j
0−+ según la ecuación (3.2):

K
11
0−+ = Tr

{
−

i
4
γ5γµ(−iγ · q+ + M f1)(iγ5)(−iγ · q + M f 2

)γµ
}

= −4(q2 + P · q + M f1 M f 2
),

(3.5)

ahora se hace el cambio de variable (q→ q − xP) para obtener:

K
11
0−+ = −4(M f1 M f 2

+ P · (q − xP) + (q − xP)2), (3.6)

desarrollando y eliminando los términos de la forma (q · P)2n+1 tal como se mostró en (2.40), después
de simplificar se obtiene:

K
11
0−+ = −4(M f1 M f 2

− xP2 + q2 + x2P2), (3.7)

de esta manera se obtiene:

K11
0−+ =

16
3

1
m2

G

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

M f1 M f 2
− xP2 + q2 + x2P2

(q2 +M2)2 , (3.8)

ahora se debe regularizar usando (2.46), para ello se suma un 0 en el numerador de la formaM2−M2:

K11
0−+ =

16
3

1
m2

G

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

M f1 M f 2
− xP2 + q2 +M2 + x2P2 −M2

(q2 +M2)2 , (3.9)

se usa (2.39) y (2.10) y se tiene:

K11
0−+ =

1
3π2m2

G

∫ 1

0
dx

∫
dq2 q2

M f1 M f 2
− x(1 − x)P2 −M2

(q2 +M2)2 +
q2 +M2

(q2 +M2)2

 , (3.10)

con el cambio de variable q2 → s se tiene:

K11
0−+ =

1
3π2m2

G

∫ 1

0
dx

[(
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′
(M, τir, τuv) + C(M, τir, τuv)

]
. (3.11)
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De la misma manera se procede para obtener K12:

K
12
0−+ = Tr

{
−

i
4
γ5γµ(−iγ · q+ + M f1)

(
γ5γ · P

2M

)
(−iγ · q + M f 2

)γµ
}

=
2
M

[
(M f1 − M f 2

)P · q − M f 2
P2

]
,

(3.12)

nuevamente con el cambio de variable q→ q − xP:

K
12
0−+ =

2
M

[
(M f1 − M f 2

)P · (q − xP) − M f 2
P2

]
,

= −
2P2

M

[
M f1 x + (1 − x)M f 2

]
,

(3.13)

regularizando como anteriormente con el cambio q→ q − xP y después q2 → s:

K12
0−+ =

4
3m2

G

∫ 1

0
dx

1
16π2

∫
dq2 q2

2P2

M

[
M f1 x + (1 − x)M f 2

]
(q2 +M2)2 ,

=
1

3π2m2
G

P2

2M

∫ 1

0
dx

∫ ∞

0
ds s

[
M f1 x + (1 − x)M f 2

]
(s +M2)2 ,

(3.14)

por lo tanto :

K12
0−+ =

1
3π2m2

G

P2

2M

∫ 1

0
dx

[
M f1 x + (1 − x)M f 2

]
C
′
(M, τir, τuv). (3.15)

De la misma manera se procede para obtener K21:

K
21
0−+ = Tr

{
−

( M
2P2γ5γ · P

)
γµ(−iγ · q+ + M f1) (iγ5) (−iγ · q + M f 2

)γµ
}
,

= −
4M
P2

[
M f1 P2 + M f 2

P · q − M f1 P · q
]
,

(3.16)

como anteriormente con el cambio q→ q − xP y eliminado términos de la forma (P · q)2n+1:

K
21
0−+ = −

4M
P2

[
M f1 P2 + M f 2

P · (q − xP) − M f1 P · (q − xP)
]
,

= −4M
[
(1 − x)M f 2

+ xM f1

] (3.17)

después de regularizar se obtiene:

K21
0−+ =

M
3π2m2

G

∫ 1

0
dx

[
(1 − x)M f 2

+ xM f1

]
C
′
(M, τir, τuv) (3.18)

finalmente se obtiene K22:

K
22
0−+ = Tr

{
−

( M
2P2γ5γ · P

)
γµ(−iγ · q+ + M f1)

(
γ5γ · P

2M

)
(−iγ · q + M f 2

)γµ
}
,

= −
2
P2

[
2(P · q)2 + P2(P · q − q2 + M f1 M f 2

)
]
,

(3.19)

con el cambio de variable q→ q−xP, eliminando los términos impares de (q·P) y usando la propiedad
(2.40) para los términos pares de (q · P) se obtiene:

K
22
0−+ = 2

[
1
2q2 + P2x2 + M f1 M f 2

− P2x
]
, (3.20)
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por lo tanto se tiene:

K22
0−+ = −

1
3π2m2

G

1
2

∫ 1

0
dx

∫
dq2 q2

[
1
2q2 + P2x2 + M f1 M f 2

− P2x
]

(q2 +M2)2 , (3.21)

para regularizar correctamente debemos quitar el término 1
2q2 para ello se suma y resta M2 de tal

manera que se obtiene:

K22
0−+ = −

1
3π2m2

G

1
2

∫ 1

0
dx

∫
dq2 q2

�����
��*

0

−

1
2q2 +M2

(q2 +M2)2 +
M2 − x(1 − x)P2 + M f1 M f 2

(q2 +M2)2

 , (3.22)

después de regularizar se obtiene:

K22
0−+ = −

1
3π2m2

G

1
2

∫ 1

0
dx

[
M

2 − x(1 − x)P2 + M f1 M f 2

]
C
′
(M, τir, τuv), (3.23)

sustituyendo (2.39) en (3.23) al simplificar se obtiene:

K22
0−+ = −

1
3π2m2

G

1
2

∫ 1

0
dx

[
M f1 M f 2

+ M2
f1 x + M2

f 2
(1 − x)

]
C
′
(M, τir, τuv). (3.24)

Reuniendo la información y con un cambio en la notación PS = Pseudoescalar = 0−+, 1 = E y 2 = F
en los ı́ndices i j del kernel se tiene:

K11
0−+ = KEE

PS =
1

3π2m2
G

∫ 1

0
dx

[(
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′
(M, τir, τuv) + C(M, τir, τuv)

]
. (3.25)

K12
0−+ = KEF

PS =
1

3π2m2
G

P2

2M

∫ 1

0
dx

[
M f1 x + (1 − x)M f 2

]
C
′
(M, τir, τuv). (3.26)

K21
0−+ = KFE

PS =
M

3π2m2
G

∫ 1

0
dx

[
(1 − x)M f 2

+ xM f1

]
C
′
(M, τir, τuv) (3.27)

K22
0−+ = KFF

PS = −
1

3π2m2
G

1
2

∫ 1

0
dx

[
M f1 M f 2

+ M2
f1 x + M2

f 2
(1 − x)

]
C
′
(M, τir, τuv). (3.28)

por lo tanto la ecuación (3.1) toma la forma:[
EPS (P)
FPS (P)

]
=

4α̂IR

3π

KEE
PS KEF

PS

KFE
PS KFF

PS

 [EPS (P)
FPS (P)

]
(3.29)

donde se tomo el factor común 1
3π2m2

G
de los Kenrnel’s de las ecuaciones (3.25 a 3.28) y según (2.4) se

tiene:
1

3π2m2
G

=
4παIR

3π2m2
g

=
4πα̂IR

3π2 =
4α̂IR

3π

con α̂IR = αIR/m2
g, además se define la masa reducida entre los quarks dentro del mesón como M =

MR = (M f Mg)/(M f + Mg). Este es el cálculo de la eigen-ecuación para el Kernel pseudoescalar el cual
tiene solución cuando el eigen-valor es 1 y eso corresponde a P2 = −M2

qq. Entonces el eigen-vector
asociado al eigen-valor 1 corresponde a las amplitudes de BS es decir a E(P) y F(P).
El Kernel para los canales restantes se muestran en el apéndice A.
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3.3. Normalización de las Amplitudes de Bethe-Salpeter
En los cálculos de observables se debe emplear la normalización canónica de las amplitudes de BS
para obtener E(P) y F(P), debido a que la rutina para resolver numéricamente la eigenecuación de-
vuelve un eigenvector normalizado a uno, por ende es necesario normalizar las expresiones con una
condición aparte. Esto con el fin de realizar un calculo consistente con las constantes de decaimien-
to leptónico y otros observables además de comparar con los resultados de otros trabajos que usan
Schowinger-Dyson. De la ecuación (2.2) se obtiene una condición que debe cumplirse la cual es:

Pµ = Nc
∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4 Tr
{
ΓH(−Q)S (q+)ΓH(Q)S (q)

}
(3.30)

cuando Q = P, con P2 = −M2
H, lo cual asegura que el residuo en el polo de masa sea igual a 1.

Esta ecuación garantiza, también, que el factor de forma electromagnético del pión sea uno para
momento igual a cero. Aquı́, ΓH es la amplitud normalizada y ΓH su versión con la carga conjugada.
Para cada canal se reescala ΓH de tal manera que la ecuación (3.29) se satisfaga. Ası́, reemplazando
ΓH por ΓH/NH, donde NH es la constante de normalización y entonces ΓH es la amplitud de BS no
normalizada, que se obtiene al resolver la ecuación de BS homogénea (ΓC

H = ΓH/NH). De esta manera
NH se obtiene:

N2
HPµ = Nc

∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4 Tr
{
ΓH(−Q)S (q+)ΓH(Q)S (q)

}
(3.31)

donde como se ha dicho q+ = q + P, q=q. Para los canales vectorial y axial hay un factor adicional
de 1/3 al dado derecho de la ecuación (3.31), este factor se debe a que se toman en cuenta las 3
polarizaciones del mesón. Contrayendo (3.31) con Pµ y usando la propiedad de la regla de la cadena:

d
dP2 =

1
2P2 Pµ

∂

∂Pµ

(3.32)

Normalización.
3.3.1

N2
HPµ = Nc

∂

∂Pµ

ΦH(Q, P),

N2
HPµPµ = N2

HP2 = NcPµ

∂

∂Pµ

ΦH(Q, P),

N2
H = Nc

Pµ

P2

∂

∂Pµ

ΦH(Q, P),

1
2

N2
H = Nc

Pµ

2P2

∂

∂Pµ︸    ︷︷    ︸
(3.32)

ΦH(Q, P),

1
2

N2
H = Nc

d
dP2 ΦH(Q, P),

N2
H = 2Nc

d
dP2 ΦH(Q, P),

N2
H =

d
dP2 ΠH(Q, P).

Con

ΠH(Q, P) = 2Nc

∫
d4q

(2π)4 Tr
{
ΓH(−Q)S (q+)ΓH(Q)S (q)

}
(3.33)
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Figura 3.1: Polarización del vació.

donde ΓH es la amplitud no normalizada. Con Nc = 3 para mesones (para diquarks Nc = 2). La
condición de normalización canónica es:

1 = d
dP2 ΠH(Q, P)

∣∣∣∣
Q=P

(3.34)

entonces la ecuación a calcular es:
N2

H = d
dP2 ΠH(Q, P) (3.35)

La razón de que se pueda identificar esto con la energı́a propia del pión se debe a que ΠH(Q, P) es la
polarización del vació, ver figura {3.1}.

Como ΓH tiene términos proporcionales a E2, F2 y EF se debe calcular cada término, por esta razón
la ecuación (3.35) se puede escribir como:

N2
H =

∑
i j=1

N
i j
H Ai

HAi
H, A1 = E, A2 = F. (3.36)

Para calcular NH se debe escribir la ecuación (3.35) de forma covariante de la siguiente manera:

N
i j
H = 2Nc

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

Tr
{
D

i
H(−Q)γµS f1(q+)D j

H(Q)S f 2
γµ

}
(q2 +M2)2 . (3.37)

3.3.1. Normalización del Kernel Pseudoescalar

Para resolver la ecuación (3.37) se utilizan los proyectores de Dirac mostrados en la ecuación (3.4)
donde los proyectores de Ditac con la carga conjugada son:

D1
0−+(P) = iγ5, D2

0−+(P) =
1

2M
γ5γ · P,

D
1
0−+(P) = iγ5, D

2
0−+(P) = −

M
2P2γ5γ · P,

(3.38)

como se ha dicho, los términos impares de P · q se anulan, se usa la propiedad (2.40) y que el numero
de color es Nc = 3 (para mesones), de esta manera el término proporcional a E2 es N11 el cual se
calcula de la siguiente manera:

N11
PS = 2(3)

d
dP2

∫ 1

0

∫
d4q

(2π)4

Tr
{
iγ5 γµ(−iγ · q+ + M f1)(iγ5)(−iγ · q + M f 2

)
}

(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

(3.39)
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después de realizar la traza se obtiene:

N11
PS = 6

d
dP2

∫ 1

0

∫
d4q

(2π)4

−4
(
P2x2 − P2x + q2 + M f 1M f 2

)
(q2 +M2)2 ,

=
−24
16π2

∫ 1

0

∫
dq2 q2 d

dP2


(
−x(1 − x)P2 + M f 1M f 2

−M2
)

(q2 +M2)2 +
1

(q2 +M2)2

 ,
(3.40)

para realizar la derivada indicada se deben tener en cuenta las siguientes propiedades deM2 en (2.39):

d M2

dP2 = x(1 − x),

d
dP2

(
q2 +M2

)
= x(1 − x),

d
dP2

(
q2 +M2

)2
= 2x(1 − x)(q2 +M2)

(3.41)

de esta manera (3.40) se convierte en:

N11
PS = −

3
2π2

∫ 1

0

∫
dq2 q2

 −3
(q2 +M2)2 −

2
(
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)

(q2 +M2)3

 x(1 − x), (3.42)

por ultimo se regulariza según (2.46):

N11
PS = 3

2π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

[
3C
′
(M, τir, τuv) + 2

(
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′
(M, τir, τuv)

]
x(1 − x)

(3.43)

Ahora se calcula el término N12 que es proporcional a EHFH, donde se usa D
1
(−Q) y D2(Q) según

(3.38):

N12 = 6
d

dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

Tr
{
(iγ5)(−iγ · q+ + M f1)

(
1

2Mγ5γ · Q
)

(−iγ · q + M f 2
)
}

(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 6
d

dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

2
M

(
M f1(q · Q) − M f 2

(P · Q) − M f 2
(q · Q)

)
(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

(3.44)

tomando el cambio q→ q − xP, anulando los términos impares de P · q y usando la propiedad (2.40)
se tiene:

N12 =
12
M

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

(
M f1�

��*
0

(q·Q)−M f1 x(P·Q)−M f 2
(P·Q)−M f 2�

��*
0

(q·Q)+M f 2
x(P·Q)

)
(q2+M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

=
12
M

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

(
−M f1 x(P · Q) − M f 2

(P · Q) + M f 2
x(P · Q)

)
(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= −
12
M

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

d
dP2

[
M f1 x + M f 2

− M f 2
x
]

(P · Q)

(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

(3.45)
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tomando la derivada en P y después de evaluar en P = Q se tiene:

N12 = −
12
M

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[ (q2 +M2)2
[
M f1 x + M f 2

− M f 2
x
]

d
dP2 (P · Q)

(q2 +M2)4

−

[
M f1 x + M f 2

− M f 2
x
]

2x(1 − x)(q2 +M2)(P · Q)

(q2 +M2)4

]∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

(3.46)

para desarrollar la derivada note que:
d

dP2 (P · Q) =
d

dP2

(√
P2 · Q

)
=

d
dP2

(√
P2

)
· Q +

√
P2 ·

d
dP2 (Q),

=
1

2
√

P2

d(P2)
dP2 · Q =

Q
2P

(3.47)

sustituyendo la derivada (3.47) en (3.46) se obtiene:

N12 = − 12
16π2 M

∫ 1

0
dx

∫
dq2 q2

[
M f1 x + M f 2

− xM f 2

] [
Q

2P(q2+M2)2 −
2x(1−x)(P·Q)

(q2+M2)3

]∣∣∣∣
Q=P

(3.48)

por ultimo se toma Q = P, se regulariza según (2.46) y se simplifica:

N12 = − 3
8π2 M

∫ 1

0
dx

(
M f1 x + M f 2

− xM f 2

) [
C
′
(M, τir, τuv) − 4x(1 − x)P2C

′′
(M, τir, τuv)

]
(3.49)

El calculo de N21 arroja los mismos resultados que N12 debido a las propiedades de los operadores
de Dirac en (3.38) y las propiedades de las matrices gamma. Por ende solo falta calcular el el término
proporcional a F2

H el cual es:

N22 = 6
d

dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

Tr
{(

1
2Mγ5γ · Q

)
(−iγ · q+ + M f1)

(
1

2Mγ5γ · Q
)

(−iγ · q + M f 2
)
}

(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,(3.50)

se trata la traza por separado dado que es más grande:

T = Tr
{(

1
2M

γ5γ · Q
)

(−iγ · q+ + M f1)
(

1
2M

γ5γ · Q
)

(−iγ · q + M f 2
)
}
,

= −
1

M2

(
2(q · Q)2 + M f1 M f 2

Q2 + 2(P · Q)(q · Q) − Q2(P · q) − q2Q2
) (3.51)

con el cambio q→ q − xP:

T = − 1
M2

(
2(q · Q − xP · Q)2 + M f1 M f 2

Q2 + 2(P · Q)(q · Q − xP · Q) − Q2(P · q − xP2) − (q2 − 2xq · P + x2P2)Q2
)

(3.52)

se eliminan los términos impares de q · Q:

T = −
1

M2

(
2(q · Q)2 − 4x����:

0(q · Q)(P · Q) + 2x2(P · Q)2 + M f1 M f 2
Q2 + 2(P · Q)����:

0(q · Q)

−2x(P · Q)2 − Q2
���

�:0(P · q) + Q2xP2 − q2Q2 + 2xQ2
���

�:0(q · P) − x2P2Q2
)

(3.53)

para los términos pares se usa (2.40) y al simplificar se tiene:

T = −
1

M2

[
Q2

(
M f1 M f 2

+ x(1 − x)P2
)
− 2x(1 − x)(P · Q)2 − 1

2q2Q2
]

(3.54)
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sustituyendo (3.54) en (3.50):

N22 = 6
d

dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

− 1
M2

[
Q2

(
M f1 M f 2

+ x(1 − x)P2
)
− 2x(1 − x)(P · Q)2 − 1

2q2Q2
]

(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= −
6

16π2M2

∫ 1

0
dx

∫
dq2 q2 d

dP2 Q2


(
M f1 M f 2

+ x(1 − x)P2
)
− 2x(1 − x) (P·Q)2

Q2 −
1
2q2

(q2 +M2)2


∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

(3.55)

se suma 0 con M2 −M2 en el numerados para usar (2.41), después de realizar la derivada, sustituir
Q = P y regularizar según (2.46) se obtiene:

N22 = −
3

4π2

P2

M2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

[
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 +M2
]
C
′′

(M, τir, τuv), (3.56)

donde se uso la derivada:
d

dP2

(
(P · Q)2

Q2

)
=

1
Q2

d
dP2

(√
P2 · Q

)2
=

2
Q2

(√
P2 · Q

) d
dP2

(√
P2 · Q

)
,

=
2

Q2

(√
P2 · Q

) 1 · Q

2
√

P2
=

2
√

P2Q2

2Q2
√

P2
= 1.

(3.57)

Resumiendo se tiene:

N11
PS = 3

2π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

[
3C
′
(M, τir, τuv) + 2

(
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′
(M, τir, τuv)

]
x(1 − x)

N12
PS = N21

PS = − 3
8π2 M

∫ 1

0
dx

(
M f1 x + M f 2

− xM f 2

) [
C
′
(M, τir, τuv) − 4x(1 − x)P2C

′′
(M, τir, τuv)

]
N22

PS = −
3

4π2

P2

M2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

[
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 +M2
]
C
′′

(M, τir, τuv),

de manera general la constante de normalización general según (3.36) es:

N2
H = N11E2

H + 2N12EHFH +N22F2
H (3.58)

por lo tanto, de manera general las amplitudes normalizadas son:

EN =
EH

N2
H

,

FN =
FH

N2
H

.

(3.59)

de esta manera para el canal pseudoescalar sustituyendo (3.43), (3.49) y (3.56) en (3.58) se obtiene:

N2
PS = N11E2

PS + 2N12EPS FPS +N22F2
PS (3.60)

por lo tanto:

EN
PS =

EPS

N2
PS

,

FN
PS =

FPS

N2
PS

.

(3.61)

La normalizacion de las amplitudes restantes se muestran en el apéndice B.
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3.4. Resultados
Las ecuaciones (3.29), (A.9), (A.15) y (A.23) tienen solución cuando P2 = −M2

H. Entonces, es el
valor propio corresponde a la amplitud BS del mesón. Se consideran hadrones con cinco sabores
(u, d, s, c, y d), donde se asume simetrı́a de isospı́n en todo memento y no se considera el quark top
dado que su masa es muy grande, aproximadamente 172.76 ± 0.3 GeV , su tiempo de vida es alrede-
dor de (5 × 10−25s), es mas pequeño que la escala de tiempo para interacciones fuertes (1.17), por lo
tanto, no forma hadrones. Desde hace mucho tiempo se sabe que el truncamiento Rainbow-Ladder
(RL) describe muy bien los estados fundamentales del mesón vectorial y del mesón pseudoescalar no
singlete, pero falla para sus parejas de paridad [18, 19]. Se encontró que DCSB genera un gran mo-
mento cromomagnético anómalo de quark vestido y, en consecuencia, que la separación espı́n-órbita
entre los mesones del estado fundamental se mejora dramáticamente [20–22]. Este es el mecanismo
responsable de una división magnificada entre las parejas de paridad; es decir, existen esencialmente
correcciones DCSB no perturbativas para los Kernels de RL, que se cancelan en gran medida en los
canales pseudoescalares y vectoriales, pero se agregan constructivamente en los canales escalares y
vectoriales axiales. Es en este contexto, se introduce repulsión espı́n-órbita en los canales escalar y
axial-vector a través del uso de un acoplamiento fenomenológico g2

S O tal como en [17], introducido
como un factor común único multiplicando los núcleos definidos en las ecuaciones (A.15), (A.23).
Los resultados numéricos para para los mesones pseudoescalares se muestran en la tabla {3.1} y para
los mesones escalares se muestran en la tabla {3.2}. Para los mesones escalares se uso gS O = 0.32,
este valor se elige para obtener el valor experimental de σ(ud). Aunque los nombres de los mesones
son los convencionales, el contenido de quarks también se muestra explı́citamente.

Mesón Masa Experimental CI E F Carga

π(ud) 0.139 0.14 3.60 0.47 1
K(us) 0.493 0.49 3.81 0.59 1
hs(ss) – 0.69 4.04 0.74 0
D0(cu) 1.86 1.87 3.03 0.37 0
D+

s (cs) 1.97 1.96 3.24 0.51 1
B+(ub) 5.28 5.28 1.50 0.09 1
B0

s(sb) 5.37 5.37 1.59 0.13 0
B+

c (cb) 6.27 6.29 0.73 0.11 1
ηc(cc) 2.98 2.98 2.16 0.41 0
ηb(bb) 9.40 9.40 0.48 0.10 0

Tabla 3.1: Masas obtenidas para los mesones pseudoescalares en (GeV) con los parámetros en {2.1} y {2.2}.

El análisis de las masas π(ud) y σ(ud) indica una diferencia de aproximadamente 1.061 GeV , sin
embargo, esta diferencia es menos pronunciada para los mesones compuestos por dos quarks pesa-
dos, por ejemplo ηb(bb) y ηb0(bb) que tienen masas muy cercanas en este modelo IC. Una regla de
espaciado para mesones pseudoescalares que contienen un quark pesado es [23–25]:

mD+
s (cs) − mD0(cu) + mB+(ub) − mB0

s (sb) = 0. (3.62)

Utilizando las masas obtenidas en la ecuación (3.62) se cumple. En los mesones con una combinación
de quarks ligeros y pesados (“heavy-light mesons” en inglés), la dinámica de los quarks ligeros está
determinada principalmente por su masa y su interacción con el quark pesado casi estático. Encontrar
un quark ligero lejos del núcleo central es mucho más probable que uno pesado.
Los mesones vectoriales y axial vectoriales se muestran en la tabla {3.3} y tabla {3.4} respectivamente.
Una regla de espaciado para mesones vectoriales con el mismo contenido de quarks que en la ecuación
(3.62):

mD∗s(cs) − mD0∗(cu) + mB+∗(ub) − mB0∗
s (sb) = 0. (3.63)

esta ecuación se cumple exactamente para las masas obtenidas, y para la masas experimentales se
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Mesón Masa Experimental CI E

σ(ud) 1.2 1.22 0.66
K∗0(us) 1.430 1.33 0.65
f0(ss) 0.980 1.45 0.64

D∗0(cu) 2.300 2.32 0.39
D∗s0(cs) 2.317 2.43 0.37
B∗0(ub) – 5.50 0.21
Bs0(sb) – 5.59 0.20
Bc0(cb) – 6.45 0.08
χc0(cc) 3.414 3.35 0.16
χb0(bb) 9.859 9.50 0.04

Tabla 3.2: Masas obtenidas para los mesones escalares en (GeV) con los parámetros en {2.1}, {2.2} y gS O = 0.32.

Mesón Masa Experimental CI E

ρ(ud) 0.78 0.93 1.53
K1(us) 0.89 1.03 1.62
φ(ss) 1.02 1.12 1.73

D∗0(cu) 2.01 2.06 1.23
D∗s(cs) 2.11 2.14 1.32
B+∗(ub) 5.33 5.33 0.65
B0∗

s (sb) 5.42 5.41 0.67
B∗c(cb) – 6.32 0.27

J/Ψ (cc) 3.10 3.15 0.61
Υ(bb) 9.46 9.42 0.15

Tabla 3.3: Masas obtenidas para los mesones vectoriales en (GeV) con los parámetros en {2.1}, {2.2}.

Mesón Masa Experimental CI E

a1(ud) 1.260 1.377 0.32
K1(us) 1.34 1.48 0.32
f1(ss) 1.42 1.58 0.32

D1(cu) 2.420 2.41 0.20
Ds1(cs) 2.460 2.51 0.19
B1(ub) 5.721 5.55 0.11
Bs1(sb) 5.830 5.64 0.10
Bcb(cb) – 6.48 0.04
χc1(cc) 3.510 3.40 0.08
χb1(bb) 9.892 9.52 0.02

Tabla 3.4: Masas obtenidas para los mesones axial vectoriales en (GeV) con los parámetros en {2.1}, {2.2} y
gS O = 0.25.

obtiene del lado derecho 0.01 GeV lo que representa un error del 1 %. En las mismas referencias [23–
26] también se pueden encontrar relaciones de masa aproximadas que conectan mesones vectoriales
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y pseudoescalares.
mB∗c(cb) − mB0∗

s (sb) − mB+
c (cb) + mB0

s (sb) ≈ 0 , (3.64)
mB0∗

s (sb) − mB+∗(ub) − mB0
s (sb) + mB+(ub) = 0 , (3.65)

mB0∗
s (sb) − mB+∗(ub) − mD+

s (cs) + mD0(cu) = 0 , (3.66)
mηb(bb) − mηc(cc) − 2mB0∗

s (sb) + 2mD∗s(cs) ≈ 0 , (3.67)
mηb(bb) − mηc(cc) − 2mB0

s (sb) + 2mD+
s (cs) = 0 , (3.68)

mB0∗
s (sb) − mD∗s(cs) − mB0

s (sb) + mD+
s (cs) = 0 , (3.69)

mΥ(bb) − mJ/Ψ (cc) − 2mB0
s (sb) + 2mD+

s (cs) = 0 , (3.70)
mΥ(bb) − mJ/Ψ (cc) − mηb(bb) + mηc(cc) ≈ 0 , (3.71)

mΥ(bb) − mJ/Ψ (cc) − 2mB0∗
s (sb) + 2mD+∗

s (cs) ≈ 0 . (3.72)

Se probaron estas relaciones de masas, ecuaciones (3.64 - 3.72), contra el experimento, el valor ob-
tenido en este trabajo y el valor que muestra cada ecuación como teórico del lado derecho de la
ecuación. La desviación de estas relaciones de masa se enumera en la tabla {3.5}.

Regla de espaciado CI Masa experimental Valor teórico

Ec. (3.64) -0.01 ⇒ B+
c (cb) ≈ 6.32 ≈ 0

Ec. (3.65) -0.01 0.0 = 0
Ec. (3.66) -0.01 -0.02 = 0
Ec. (3.67) -0.12 -0.02 ≈ 0
Ec. (3.68) -0.4 -0.38 = 0
Ec. (3.69) -0.14 -0.09 = 0
Ec. (3.70) -0.55 -0.44 = 0
Ec. (3.71) -0.15 -0.06 = 0
Ec. (3.72) -0.27 -0.26 ≈ 0

Tabla 3.5: Resultados de las reglas de espaciado de las masas en las ecuaciones (3.64 - 3.72) comparando la
masas experimental y la masa obtenida en este trabajo.

La separación de masa entre las parejas de paridad opuesta ρ(ud) − a1(ud) es 440 MeV y 100 MeV
para Υ(bb)−χb1(bb). Todos los demás valores calculados para los mesones pesados-ligeros en estado
fundamental exhiben una diferencia de masa en comparación con sus parejas quirales, que disminuye
al aumentar la masa del mesón. Luego de realizar las predicciones para mesones, se verifica que en
todos los casos los mesones pseudoescalares son los más livianos y los mesones axial-vectoriales los
más pesados, esta información esta en la figura {3.2}.
En las figuras {3.3, 3.4} se muestra una gráfica de la masa calculada vs la masa experimental donde

se nota que el modelo da muy buenos resultados.

El cálculo de bariones con paridad negativa requiere las masas y amplitudes de los diquarks JP =
0+, 1+, 0− y 1− es por ello que se han calculado los mesones axial-vectoriales y escalares que
nos darán una guı́a para calcular sus parejas diquarks (pseudoescalares y vectoriales) en el siguiente
capı́tulo.
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ud us ss cu cs cc ub sb cb bb
10−2 10−2

10−1 10−1

100 100

101 101

M
as
a

Mesones ligeros

Mesones pesadosPseudoescalar
Vectorial
Escalar
Axial-Vector

Figura 3.2: Comparación de la masa de los mesones en los distintos canales. Rojo con rayas horizontales
representa el canal Pseudoescalar, el color azul con estrellas representa el canal vectorial, el color verde con
rayas verticales representa el canal escalar y el color amarillo con puntos representa el canal axial-vectorial.

ud us ss cu cs cc ub sb cb bb
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ud us ss cu cs cc ub sb cb bb
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Figura 3.3: Resultados experimentales comparados con los obtenidos con CI.
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ud us ss cu cs cc ub sb cb bb

Canal Vectorial
10−2 10−2

10−1 10−1

100 100
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M
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a

Esperimental
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ud us ss cu cs cc ub sb cb bb

Canal Axial-Vectorial
10−2 10−2

10−1 10−1
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M
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CI

Figura 3.4: Resultados experimentales comparados con los obtenidos con CI.



Capı́tulo 4

Diquarks

4.1. Introducción
Las instalaciones experimentales modernas, las nuevas técnicas teóricas para el problema de estado
ligado han cambiado la manera de entender la estructura interna de los hadrones. Los estudios han
proporcionado fuertes indicios de que las correlaciones de quark-quark como diquark juegan un pa-
pel crucial en la fı́sica de hadrones. La teorı́a indica que la aparición de tales correlaciones es una
consecuencia necesaria de la ruptura de la simetrı́a quiral dinámica, a saber, un corolario de la masa
hadrónica emergente que es responsable de casi toda la masa visible del universo; los experimentos
han descubierto señales de tales correlaciones en la separación de sabores de los factores de forma
electromagnéticos del protón; y la fenomenologı́a sugiere que las correlaciones de diquark podrı́an
ser crı́ticas para la formación de hadrones exóticos tetra y penta-quark. De esta manera entender los
diquarks dará pie a entender la estructura de hadrones mas complejas [57].
Los Diquarks tienen correlación con los mesones y por ello se pueden calcular sus propiedades a
través de la ecuación de Bethe-Salpeter tomando en consideración algunos cambios a las ABS. Es
importante la comparación de sus propiedades dado que los diquarks tienen un papel importante en
la descripción de los bariones. Al conocer las caracterı́sticas de los mesones y posteriormente la de
los diquarks podemos tener una mejor idea de las caracterı́sticas de los bariones considerados como
la interacción de un diquark con un quark.

Un diquark es un estado hipotético de dos quarks agrupados dentro de un barión [54–57] que inter-
actúa a través de la interacción fuerte con un tercer quark para formar el barión compuesto de tres
quarks, los modelos que usan diquarks para explicar los bariones son comúnmente referidos como
modelos quark-diquark. La existencia de los diquarks es controvertida dada su naturaleza pero es
usada ya que describe bien algunas de las caracterı́sticas de los bariones, como la masa, en la que
estamos interesados en este trabajo ya que reproduce de manera confiable los datos experimentales
de las masas de los bariones. Los diquarks están siendo cada vez mas usados en la literatura para des-
cribir diferentes estados de hadrones como mesones bariones y estados exóticos como tetraquarks,
pentaquarks, etc. ver ( [57]).

En teorı́a cuántica de campos (QFT) un barión aparece como un polo en la función de Green de seis
puntos, el residuo del polo es proporcional a la amplitud de Faddeev [5], que es obtenida de la ecua-
ción de Faddeev [56, 59, 60] que suma todas las posibles interacciones que pueden tener los quarks
vestidos. Una transición de la ecuación de Faddeev esta basada en la observación de que una interac-
ción que describe mesones también genera correlaciones de diquarks. Las correlaciones dominantes
para el estado base de octetes y decupletes de bariones son diquarks escalares (0+) y diquarks axial-
vectoriales (1+). Si usamos leading-order y una simetrı́a que preserva la truncación de las SDE enton-
ces unos cambios pequeños en las expresiones de los mesones nos dan las expresiones que describen
a los diquarks, como sus masas y sus factores de forma de transición los cuales son fundamentales en
el cálculo de las propiedades de los bariones. Por ello se estudian los mesones y su correlación con los
diquarks para posteriormente tratar de explicar de manera unificada las propiedades de los bariones
con el uso de una misma interacción [16].
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4.2. Amplitud Bethe-Salpeter
Como se muestra en la tabla {2.3} los diquarks también existen en esos estados dependiendo de sus
números cuánticos:

0+ Diquarks Escalares.

0− Diquarks Pseudoscalares.

1+ Diquarks Axial Vectoriales.

1− Diquarks Vectoriales.

Los diquarks 0− y 1− tienen paridad opuesta a la de un nucleón. El tercer quark dentro del barión debe
tener un momento angular orbital L = 0 para obtener la paridad correcta del nucleón. Por lo tanto
estos diquarks no contribuyen de manera significativa en determinar la estructura del mismo. Los
diquarks 0− y 1− son mucho mas pesados que los diquarks 0+ y 1+ los cuales son parejas de paridad
de los mesones π y ρ. De esta manera la amplitud de Bethe- Salpeter para los diquarks es muy similar
que la de los mesones con diferencia de un factor de 2:

Γ f1 f2(k, P)Hc = −

∫
d4q

(2π)4 g2Dµν(p − q)
λa

2
γµS f1(q + P)Γ f1 f2(q, P)Hc

[
S f2(−q)

]T
[
λa

2

]T [
γν

]T (4.1)

donde c = 1, 2, 3 es la etiqueta de color y {Hc} son definidas en términos de las matrices anti-simétricas
de Gell-Mann como:

{H1 = iλ7, H2 = −iλ5, H3 = iλ2}. (4.2)
Usando las propiedades de las matrices de Dirac la ecuación (4.1) se convierte en:

Γc
f1 f2(k, P)C† = −

1
2

∫
d4q

(2π)4 g2Dµν(p − q)
λa

2
γµS f1(q + P)Γ f1 f2(q, P)C†S f2(q)

λa

2
γν (4.3)

Para un diquark (JP = 0+) Escalar la ABS es:

Γc
[ f1 f2]0+

(P) = −
2
3

1
m2

G

∫
d4q

(2π)4 γµχ[ f1 f2]0+ (q, P)γµ,

χ[ f1 f2]0+ (q, P) = S f1(q + P) Γc
[ f1 f2]0+

(P) S f2(q)
(4.4)

Por otro lado la ABS para un mesón Pseudoescalar (JP = 0−) (2.23) es:

Γ[ f1 f 2]0−
(k, P) = −

4
3

1
m2

G

∫
d4q

(2π)4γµ χ[ f1 f 2]0−
(q, P)γµ,

χ[ f1 f 2]0−
(q, P) = S f1(q + P) Γ[ f1 f 2]0−

(P) S f 2
(q).

(4.5)

comparando (4.4) con (4.5) se observa:

Γc
[ f1 f2]0+

(P) =
1
2

Γ[ f1 f 2]0−
(P) (4.6)

donde:

Γ[ f1 f2]0+ (P) = γ5

[
iE[ f1 f2]0+ (P) +

γ · P
2M

F[ f1 f2]0+ (P)
]

(4.7)

la ecuación (4.7) tiene la misma forma que (2.24). Dado que las ABS para mesones tienen la misma
forma se usaran los resultados de los Kernel’s para los diferentes canales de los mesones descritos
en el capitulo [3] tomando solo algunos pequeños cambios en las constantes, tal como se ve en (4.6)
la diferencia es un factor 1/2. Por lo tanto para el Kernel del diquark escalar se usara el Kernel del
mesón pseudoescalar (3.29):[

EDS (P)
FDS (P)

]
=

1
2

4α̂IR

3π

KEE
PS KEF

PS

KFE
PS KFF

PS

 [EDS (P)
FDS (P)

]
(4.8)
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Para los Kernel’s de los diquarks se usa la notación DS, DPS, DV y DAV para denotar los distintos ca-
nales escalares, pseudoesclares, vectoriales y axial-vectoriales respectivamente. Para los Kernel’s de
los mesones se usa (ver capı́tulo [3]) S, PS, V y AV para denotar los distintos canales escalares, pseu-
doesclares, vectoriales y axial-vectoriales respectivamente. Para especificar el canal de los diquarks
se usará [·]JP con JP = 0+ para los escalares, JP = 0− para los pseudoescalares, {·}JP con JP = 1+ para
los axial-vectoriales y JP = 1− para los vectoriales.
La relación entre los mesones y los diquarks nos permite ver que la diferencia es un factor de 1/2 en
la eigenecuación (3.1).
De la relación entre diquarks y mesones se puede obtener la masa y las amplitudes para un diquark
con JP a partir de las ecuaciones de un mesón J−P. El cambio en el signo de la paridad ocurre porque
los fermiones y antifermiones tienen paridad opuesta. Como ya se ha mencionado las correlaciones de
diquarks escalares y axial-vectoriales son dominantes en los estudios del nucleón, con este esquema
de aproximación las Amplitudes de Bethe-Salpeter son:

Γ[ f1 f2]0+ (P) = γ5

[
iE[ f1 f2]0+ (P) +

γ · P
2M

F[ f1 f2]0+ (P)
]

(4.9)

Γ{ f1 f2}1+ (P) = γT
µ E{ f1 f2}1+ (P) (4.10)

las cuales están relacionadas con (2.49) y (2.51) respectivamente. Al igual que los mesones los di-
quarks se renormalizan canónicamente mediante (3.30) con la consideración de que los diquarks
tienen Nc = 2 en comparación con los mesones que tienen Nc = 3:

Pµ = Nc
∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4 Tr
{
Γ f1 f2(−Q)S (q+)Γ f1 f2(Q)S (q)

}
(4.11)

en este caso (al igual que para mesones (3.34)) la condición de normalización canónica es:

1 =
d

dP2 Π f1 f2(Q, P)
∣∣∣∣∣
Q=P

. (4.12)

Con Π f1 f2(Q, P) igual que en (3.33) solo tomando el valor correcto de Nc, para mesones este factor
es 6 y para diquarks es 4, entonces solo intercambiamos este factor para pasar en las constantes de
normalización de los mesones a las constantes de normalización de los diquarks, es decir, cambia-
mos el factor 6 por un 4 en las expresiones para los distintos canales en (3.37). Usando los mismos
argumentos que se usaron para el diquark escalar (ver [15–18]) el cual esta relacionado con el mesón
pseudoescalar podemos ver la relación de los mesones ( f1 f 2) vectoriales (JP = 1−) con los diquarks
( f1 f2) axial-vectoriales (JP = 1+), por lo tanto la masa del diquark se puede obtener de (A.9) con el
factor 1/2:

1 =
1
2
K11

V (−M2
DAV). (4.13)

con P2 = −M2
DAV , donde MDAV es la masa del diquark axial-vectorial, y K11

V es el Kernel vectorial
definido en (A.6). De esta manera se tiene que para los diquark’s vectoriales y pseudoescaleres se
tiene:

1 =
1
2
K11

AV(−M2
DV),

1 =
1
2
K11

S (−M2
DPS ).

(4.14)

con K11
S definido en (A.14) y K11

AV definido en (A.22).

4.3. Resultados
Las ecuaciones (4.8), (4.13) y (4.14) tienen solución cuando P2 = −M2

H, con MH la masa del diquark
en el canal H. Entonces, es el valor propio corresponde a la amplitud BS del diquark. se consideran
diquarks con cinco sabores (u, d, s, c, y d), donde se asume simetrı́a de isospı́n en todo memento.
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Para los diquarks pseudoescalares y vectoriales se multiplico gS O por un factor 1.8 como en [29] para
obtener las masas correctas de los bariones con paridad negativa. Esta modificación genera menos
repulsión. Fı́sicamente, esto podrı́a entenderse reconociendo que los quarks de valencia dentro de
un diquark están más vagamente correlacionados que el par de quarks y antiquarks de valencia en
un estado ligado de mesón y, en consecuencia, la repulsión de espı́n-órbita en diquarks deberı́a ser
menos pronunciada de lo que es en los mesones. Con las masas y amplitudes de diquark descritas en
las tablas {4.1,4.2,4.3}, se pueden construir todos los Kernels de Faddeev asociados con los bariones
del octeto y el decuplete del estado fundamental y sus parejas quirales.

Diquark Masa E F
[ud]0+ 0.77 2.74 0.31
[us]0+ 0.92 2.88 0.39
[ss]0+ 1.06 3.03 0.50
[cu]0+ 2.08 2.00 0.23
[cs]0+ 2.17 2.11 0.32
[ub]0+ 5.37 0.99 0.06
[sb]0+ 5.46 1.00 0.08
[cb]0+ 6.35 0.42 0.07
[cc]0+ 3.17 0.96 0.19
[bb]0+ 9.43 0.23 0.05

Tabla 4.1: Masa calculada para los diquarks escalares en (GeV) con los parámetros en {2.1}, {2.2}.

Diquark Masa E Masa∗ E∗

[ud]0− 1.30 0.54 1.15 1.06
[us]0− 1.41 0.54 1.27 1.05
[ss]0− 1.52 0.53 1.40 1.03
[cu]0− 2.37 0.32 2.28 0.64
[cs]0− 2.47 0.31 2.40 0.61
[ub]0− 5.53 0.18 5.47 0.34
[sb]0− 5.62 0.14 5.57 0.32
[cb]0− 6.47 0.07 6.44 0.13
[cc]0− 3.38 0.14 3.33 0.25
[bb]0− 9.51 0.04 9.50 0.07

Tabla 4.2: Masa calculada para los diquarks pseudoescalares en (GeV) con los parámetros en {2.1}, {2.2}. ∗

representa los resultados utilizando gS O = 0.32 × 1.8.
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IC-HP IC-LP
Diquark Masa E Masa E
{ud}1+ 1.06 1.30 1.06 1.30
{us}1+ 1.16 1.36 1.16 1.36
{ss}1+ 1.25 1.42 1.25 1.42
{cu}1+ 2.16 0.93 2.09 1.83
{cs}1+ 2.25 0.95 2.19 1.90
{ub}1+ 5.39 0.48 5.26 2.97
{sb}1+ 5.47 0.48 5.36 3.05
{cb}1+ 6.35 0.20 6.31 3.08
{cc}1+ 3.22 0.41 3.12 2.28
{bb}1+ 9.44 0.11 9.53 3.02

Tabla 4.3: Masa calculada para los diquarks axial-vectoriales en (GeV) con los parámetros en {2.1}, {2.2}.

Diquark Masa E Masa∗ E∗

{ud}1− 1.44 0.28 1.33 0.50
{us}1− 1.54 0.28 1.43 0.50
{ss}1− 1.64 0.27 1.54 0.50
{cu}1− 2.45 0.17 2.38 0.31
{cs}1− 2.54 0.16 2.48 0.30
{ub}1− 5.59 0.09 5.53 0.17
{sb}1− 5.67 0.09 5.62 0.16
{cb}1− 6.50 0.04 6.47 0.07
{cc}1− 3.42 0.07 3.38 0.13
{bb}1− 9.53 0.02 9.51 0.04

Tabla 4.4: Masa calculada para los diquarks vectoriales en (GeV) con los parámetros en {2.1}, {2.2}. ∗ representa
los resultados utilizando gS O = 0.25 × 1.8.

Con los valores de los diquarks ya se pueden entender las caracterı́sticas y masa de los bariones en un
modelo quak-diquark. En el siguiente capı́tulo se habla de este modelo para los bariones en CI.





Capı́tulo 5

Bariones en un modelo quark-diquark

5.1. Introducción
El grupo de sabor SU(5) incluye todos los tipos de bariones que contienen cero, uno, dos o tres
quarks pesados. Los multipletes de bariones que surgen de 3 ⊗ 3 ⊗ 3 = 10 ⊕ 8 ⊕ 8 ⊕ 1 , es decir,
un decuplete 2 octetos y un singulete. La estructura correspondiente a un multiplete para SU(4) es
4 ⊗ 4 ⊗ 4 = 20S ⊕ 20M ⊕ 20M ⊕ 4A donde S es de simétrico, M de mixto y A de antisimétrico en
el sabor. Tenga en cuenta que las masas explicitas del quark (corriente) rompen la simetrı́a de sabor.
Cuanto mas grande es el grupo mayor la cantidad de ruptura. Sin embargo, el álgebra de grupos nos
ayuda a identificar los bariones cuyas masas pueden ser calculadas. Como un ejemplo, presentamos
tales multipletes de bariones con quarks u, d, s, c y b en las figuras {1.18, 5.1, 5.2}.

Figura 5.1: 20 plete simétrico mixto. Todos los bariones en el estado fundamental de este multiplete tienen
JP = (1/2)+. Contiene el octeto SU(3) en la capa más baja. Los bariones pesados se componen de un quark b
y dos quarks ligeros (u, d, s), ubicados en la segunda capa. Los bariones doblemente pesados se colocan en la
capa superior.

El multiplete con quarks “c” es análogo al que tiene el quark “b”. Se consideran sistemas de tres
quarks con uno, dos ó tres quarks pesados. Los bariones pesados del tipo “bbb” y “ccc” no se
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Figura 5.2: Estados de bariones con espı́n 3/2 hechos de cuatro quarks u, d, s, y b. Los bariones doblemente
pesados y los bariones triplemente pesados se localizan en las capas más altas.

descubren todos aún. Mucha literatura esta disponible con estudios teóricos concernientes al do-
blete e incluso triplete de bariones pesados con diferentes enfoques incluyendo análisis covariante
de Poincaré (PC) de QCD continua [64], Estudios de Lattice [65], Formalismo de la ecuación de
Faddeev [59, 60], Potenciales Variacionales de Coulomb y Cornel [66], El modelo Bag [67], Reglas
de Conteo de quarks (QCR) [68], El modelo constituyente del quark (CQM1, CQM2) [69], Mode-
lo del quark relativista (RQM) [70], Modelo del quark Instanton (IQM) [71], Modelo Hipercentral
(HCM) [72], Reglas de suma de QCD (SR) [73], Fenomenologı́a de Regge [74], QCD No Relativista
(NRQCD) [75], entre otros. Del lado experimental, la colaboración SELEX [76] reporto la primera
observación de un barión doblemente encantado Ξ+

cc en el modo de decaimiento Ξ+
cc → Λ+

c K−π−. Su
masa fue determinada a ser 3519 ± 1 MeV , trabajos adicionales identificaron su pareja de isospı́n
Ξ++

cc (3460). Hay grandes laboratorios tratando de medir estas partı́culas pesadas. La colaboración
LHCb [77] esta enfocada en estudiar partı́culas que contienen partı́culas con quarks c y b. En este
reactor se observaron los bariones Ξ++

cc en el decaimiento Λ+
c K−π+π+ y su masa fue determinada a ser

3621.40±0.72(stat.)±0.27(sist.)±0.14(λ+
c ) MeV y el barión Σb. BELLE [78] ha hecho experimentos

buscando las resonancias de Ξc y Ωc, el laboratorio Jefferson [79] tiene un programa de QCD y Fı́sica
hadrónica donde el objetivo es estudiar la estructura interna de mesones y bariones en términos de sus
factores de forma de transición, el experimento PANDA (Pbar ANnihilations at DArmstadt) realiza
experimentos buscando bariones con quarks s y c. Con los estudios en marcha tanto teóricos como
experimentales se plantea un estudio de estos bariones extendiendo el modelo CI al sector de bariones
pesados, calculando las masas de los bariones con paridad positiva y negativa de espı́n 1/2 y 3/2 com-
puestos de quarks u, d, s, c y b en un esquema quark-diquark empleando parámetros ligeros y pesados.
La descripción de los estados ligados de bariones se basa en la ecuación de Faddeev (FE) [56,58–60].

5.2. Ecuación de Faddeev
La ecuación de Faddeev es una ecuaciones que describe, a la vez, todos las interacciones posibles
en un sistema de tres partı́culas en una formulación mecánica completamente cuántica. Se pueden
resolver de forma iterativa, en general, necesitan como entrada la descripción de la interacción entre
dos partı́culas individuales. Las ecuaciones de Faddéyev son las formulaciones no perturbativas más
utilizadas del problema de tres cuerpos de la mecánica cuántica. La amplitud de Faddeev tiene 64
estructuras de Dirac (ver figura {5.3}).
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Figura 5.3: Amplitud de Faddeev.

En el modelo quark-diquark el barión esta formado por un quark y un diquark que se intercambian
constantemente, al considerar solo las posibilidades de combinación del diquark con el quark como en
la figura {5.4} solo aparecen 8 estructuras de Dirac lo que reduce los cálculos considerablemente [58].
La ecuación de Faddeev [59, 60] reproduce la masa del nucleón con una diferencia del 5 %, se ilustra
en la figura {5.5}.

Figura 5.4: Amplitud de Faddeev en un modelo quark-diquark.

Figura 5.5: Ecuación de Faddeev covariante de Poincare empleada para calcular las masas bariónicas.

El cuadrado representa el Kernel de interacción quark-diquark, la lı́nea simple denota el propagador
de quarks vestido mostrado en la figura {5.6}, la lı́nea doble es el propagador de diquark mostrado en
la figura {5.7}, el propagador del barión se representa por tres lı́neas ver la figura {5.8}, mientras que
Γ y Ψ son las amplitudes BS y Faddeev, respectivamente.

Figura 5.6: Diagrama de Feynman para el propagador del quark.
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Figura 5.7: Diagrama de Feynman para el propagador del diquark.

Figura 5.8: Diagrama de Feynman para el propagador del Mesón.

La conservación de momento demanda las siguientes relaciones:
kq = k + ηP kqq = −k + (1 − η)P ta = kqq − lq

lq = l + ηP lqq = −l + (1 − η)P tb = lqq − kq
(5.1)

El parámetro de impulso η ∈ [0, 1] para las amplitudes de diquarks y quark-diquark es arbitrario. Con
η = 1/3 se maximiza el limite superior de la masas del nucleón con respecto a las restricciones de
singularidad, esto para un problema y/o ecuación de 3 cuerpos. Los limites de los polos resultan de
las estructuras de singularidad combinadas con los propagadores de quark y diquark (y, teóricamente,
también de las amplitudes de diquark). η se puede mantener como una variable ya que se puede usar
para relajar las restricciones. Para este trabajo usaremos η = 0 dado que genera buenos resultados
[16–18] alrededor del 5 % de error que viene del formalismo de la ecuación de Faddeev. Como se vio
en el capı́tulo 1 los bariones son de espı́n 1/2 y 3/2, la estructura general de las amplitudes de Faddeev
para un barión con espı́n 1/2 (ver [80]) se expresan como sigue:

Ψ = Ψ1 + Ψ2 + Ψ3 (5.2)
donde el subı́ndice indica el quark espectador y, por ejemplo, Ψ1,2 son obtenidos de Ψ3 por una
permutación cı́clica de todas las etiquetas de quark. Usamos la representación realista mas simple
de Ψ, entonces un octeto bariónico se compone de la suma de correlaciones de diquarks escalares y
axial-vectoriales:

Ψ3(p j, α j, q j) = N0+

Ψ3
+N1+

Ψ3
(5.3)

con (p j, α j, ϕ j) etiquetas de momento, espı́n y sabor de los quarks que constituyen el estado unido,
y P = p1 + p2 + p3 el momento total del sistema. Es concebible que los diquarks pseudoescalares y
vectoriales puedan desempeñar un papel en las amplitudes de Faddeev de los bariones JP = (1/2)+.
Sin embargo, tal relación tiene paridad opuesta y, por lo tanto, solo pueden aparecer en juego con un
momento angular de quark distinto de cero. Dado que se puede esperar que los estados fundamentales
posean la cantidad mı́nima posible de momento angular orbital de quark y estas correlaciones de di-
quark son significativamente mas masivas que las correlaciones escalares y axial vectoriales, pueden
ignorarse con seguridad en las propiedades informáticas del estado fundamental. Para ayudar a expli-
car la estructura de las piezas de diquark en la caución (5.3) se define la representación fundamental
en un quinteto de SU(5):

tu =


1
0
0
0
0

 , td =


0
1
0
0
0

 , ts =


0
0
1
0
0

 , tc =


0
0
0
1
0

 , tb =


0
0
0
0
1

 (5.4)
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con estos vectores en SU(5) se definen las matrices de sabor:

t[ud] =


0 1 0 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 t[us] =


0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 t[ds] =


0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



t[uc] =


0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 t{uu} =


√

2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 t{ud} =


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



t{us} =


0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 t{uc} =


0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 t{dd} =


0 0 0 0 0
0
√

2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



t{us} =


0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 t{ss} =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0

√
2 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 t{cc} =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0

√
2 0

0 0 0 0 0



t[dc] =


0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0

 t[sc] =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0

 t{dc} =


0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0



t{sc} =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

 t[bu] =


0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 t[bd] =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0



t[bc] =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0

 t[bs] =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

 t{bb} =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0

√
2



t{bu} =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 t{bd} =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0

 t{bc} =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0



t{bs} =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0





(5.5)

Una forma de obtener las matrices (5.5) es por medio de las ecuaciones:

t{q1q2} =
√

tq1 · tq2T + tq1 · tq2T ,

t[q1q2] = tq1 · tq2T − tq1 · tq2T
(5.6)

donde tq1 y tq2 son los sabores en (5.4), para diquarks escalares (0+) se usan corchetes [·] y para los
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axial-vectoriales (1+) se usan llaves {·}. Con las matrices de sabor de los diquarks la parte escalar de
la ecuación (5.3) se puede escribir como:

N0+

Ψ3
(p j, α j, q j) =

∑
[q1q2]q3∈Ψ

[
t[q1q2] Γ0+

[q1q2](K)
]q1q2

α1α2
∆0+

[q1q2](K)
[
SΨ(l, P) uΨ(P)

]q3

α3
(5.7)

La parte axial-vectorial de la ecuación (5.3) se puede escribir como:

N1+

Ψ3
(p j, α j, q j) =

∑
{q1q2}q3∈Ψ

[
t{q1q2} Γ1+

µ{q1q2}
(K)

]q1q2

α1α2
∆1+

µν,{q1q2}
(K)

[
AΨ

ν (l, P) uΨ(P)
]q3

α3
(5.8)

donde ∆0+

es el propagador del diquark escalar (5.9) formado por los quarks 1 y 2 con m[q1q2] la escala
de masa asociada a estos diquarks:

∆0+

[q1q2](K) =
1

K2 + m2
[q1q2]

(5.9)

∆1+

es el propagador del diquark axial-vectorial:

∆1+

µν,{q1q2}
(K) =

1
K2 + m2

{q1q2}

δµν +
KµKν

K2 + m2
{q1q2}

 (5.10)

Γ0+

[q1q2] es la normalización canónica de las amplitudes de Bethe-Salpeter para un diquark escalar
y Γ1+

{q1q2}
es la normalización canónica de las amplitudes de Bethe-Salpeter para un diquark axial-

vectorial describiendo la correlación de momento relativo entre los quarks; S y A son matrices de
Dirac 4 × 4 que describen la correlación de momento relativo quark-diquark dentro del Barión; uΨ es
el espinor que satisface:

(iγ · P + MΨ) uΨ(P) = 0 = uΨ(P) (iγ · P + MΨ) (5.11)

con MΨ la masa del barión obtenida al resolver la ecuación de Faddeev. Note que el espinor uΨ también
posee otro grado de libertad como vector columna que contiene los elementos de las matrices S y A
de la forma:

uΨ(P) =

[
SΨ(l; P)
AΨ

ν (l; P)

]
(5.12)

En comparación con los bariones del decuplete se nota que no es posible combinar un diquark de
isospı́n cero con un quark de isospı́n 1/2 para obtener un isospı́n 3/2 y por lo tanto algunos bariones
están compuestos únicamente de correlaciones de diquark axial-vector. De esta manera el patrón para
los bariones del decuplete restante se puede expresar de la siguiente manera:

Ψ10
3 (p j, α j, q j) = D1+

Ψ10
3

(p j, α j, q j) (5.13)

con:

D1+

Ψ10
3

(p j, α j, q j) =
∑

{q1q2}q3∈Ψ

[
t{q1q2} Γ1+

{q1q2}
(K)

]q1q2

α1α2
∆1+

µν,{q1q2}
(K)

[
DΨ10

νρ (l, P) uΨ10

ρ (P)
]q3

α3
(5.14)

donde uΨ10

ρ (P) es el espinor de Rarita-Schwinger:

Rµν = δµν1D −
1
3
γµγν +

2
3

P̂µP̂ν1D − i
1
3

[
P̂µγν − P̂νγµ

]
(5.15)

donde P̂2 = −1 ver (5.2.1):
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Relación masa-momento del barión.
5.2.1

La masa del barión cumple la relación P2 = −M2
B, de esta manera se cumple:

P̂2 = P̂ · P̂ =
P

MB
·

P
MB

=
P2

M2
B

=
−M2

B

M2
B

= −1.

La forma general de las matrices SΨ(l, P), AΨ
ν (l, P) y DΨ

νρ(l, P) que describen la correlación de
espacio-memento entre el quark y el diquark en el octeto y decuplete de bariones, respectivamen-
te, se describen en [81,82]. De esta manera con las amplitudes de Bethe-Salpeter de manera detallada
los propagadores de los quarks vestidos y los diquarks es posible escribir la ecuación de Faddeev para
bariones. Como se muestra en la figura {5.5} el Kernel envuelve la ruptura y creación de un diquark
a través del intercambio de un quark vestido, haciendo una simplificación en el propagador de este
quark intercambiado la cual es una variante de la llamada “aproximación estatica” [16–18, 83]:

S (p)→ S T =
g2

B

M f
(5.16)

donde el ı́ndice “T” indica la matriz transpuesta, f es el sabor del quark, se pueden discutir la natu-
raleza de las contribuciones de las resonancias a los estados ligados de bariones en conexión con las
ecuaciones bariónicas de Faddeev y esto proporciona un medio por el cual fijar gB en la ecuación, es
decir, fórmulas como las de la Ref. [84] se puede utilizar para estimar el tamaño de las correcciones
de loop de mesón a las masas de bariones calculadas utilizando las ecuaciones de Faddeev en este
trabajo. La aplicación directa de tales expresiones, usando una escala de masa de factor de forma de
mesón-barión común de 0.8 GeV lo cual produce un cambio de (−300 MeV), de lo cual se puede
inferir que las ecuaciones de Faddeev sin corregir deben producir MN = 1.24 GeV . Siguiendo estas
observaciones se elige gB de la siguiente manera:

gB=8=Octeto = 1.18, gB=10=Decuplete = 1.56 (5.17)

Una variación de (5.16) es implementada en [85]:

S (p) =
1

iγ · p + M f
→

g2
N∆

iγ · p + M f
(5.18)

Usando las condiciones generadas por la ecuación (2.4) cuyas amplitudes de Bethe-Salpeter no de-
penden del momento relativo, la ecuación (5.16) genera los Kernels para la ecuación de Faddeev las
cuales por si mismas son independientes del momento relativo quark-diquark.

5.3. Bariones espı́n 1/2 paridad positiva

La masa del estado fundamental del barión con espı́n 1/2 compuesto de los quarks (qqq1) esta deter-
minado por una ecuación matricial de Faddeev 5 × 5:(

SΨ(l; P) uΨ(P)
AΨ

µ (l; P) uΨ(P)

)
= −4

∫
d4l

(2π)4M(k, l, P)
(
SΨ(l; P) uΨ(P)
AΨ

ν (l; P) uΨ(P)

)
(5.19)

Con el modelo de CI las matrices S y A no dependen del momento relativo quark-diquark y se
simplifican considerablemente a:

SΨ(l, P)→ S(P) = s(P)1D

AΨ
µ (l, P)→ Ai

µ(P) = ai
1(P) iγ5γµ + ai

2(P) γ5P̂µ.
(5.20)

donde s, ai
1,2 son escalares independientes del momento relativo quark-diquark, el superı́ndice i re-

presenta el sabor de los diquarks en (5.5) involucrados. De esta manera la amplitud de Faddeev (5.3)
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tiene la forma:

Ψ+(P) u(P) = Γ1
[q1q2]0+

(lq1q2) ∆0+

[q1q2](lq1q2) s(P) u(P) +
∑
f =1,2

Γ
f
{q1q2}1+ ,µ

(lq1q2)∆
1+

µν,{q1q2}
(lq1q2)A

± f
ν (P) u(P)

(5.21)
Las amplitudes de Bethe-Salpeter para estos tipos de diquarks escalares y axial-vectoriales son:

Γ[q1q2]0+ (P) = iγ5E[q1q2]0+ (P) +
1

MR
γ5γ · PF[q1q2]0+ (P),

Γ{q1q2}1+ (P) = γT
µ E{q1q2}1+ (P)

(5.22)

Dado que las ecuaciones de Faddeev se encargan de estudiar todas las posibles interacciones entre
los tres quarks se deben analizar los tipos de diquarks que pueden formar el barión. Para analizar los
tipos de diquarks que se pueden formar dentro de un barión se debe analizar y comparar la paridad
y espı́n de los diquarks para obtener las caracterı́sticas del barión, la masa de los diquarks debe ser
“menor” que la del barión. Se estudia el protón y neutrón de manera conjunta en un nucleón por la
simetrı́a de isospı́n del quark u y d. Los diquarks escalar y axial vectorial tiene la misma paridad
que los nucleones, por lo tanto se espera que formen un componente dominante en estos bariones. La
contribución de los diquarks pseudoescalares 0− y vectoriales 1− se puede despreciar en la amplitud de
Faddeev del nucleón. Una vez seleccionado el barión a estudiar y con las consideraciones anteriores
se forma la función de onda de Faddeev con las combinaciones de diquarks que cumplen con (5.20).
El nucleón puede tener los siguientes tipos de diquarks:

[ud], {ud}, {uu} (5.23)
Los diquarks 0+ y 1+ son parejas de paridad de los mesones π y ρ como se muestra en la tabla {5.1},
por lo tanto usaremos la ecuación de BS de los diquarks correspondiente a estos mesones. La ecuación

Mesón Diquark
π [ud]0+

ρ {ud}1+

σ {ud}1−
a1 {ud}1+

Tabla 5.1: Mesones y sus parejas de paridad en el nucleón.

de Faddeev (5.18) es del tipo eigenecuación Ψ = KΨ don el vector Ψ es:

Ψ(P) =

(
S(P)
Ai

µ(P)

)
=



s(P)1D

a+
1 (P) iγ5γµ

a0
1(P) iγ5γµ

a+
2 (P) γ5P̂µ

a0
2(P) γ5P̂µ


(5.24)

Para encontrar la forma de la matrizM se trabaja con la ecuación (5.19) usando (5.24), de esta manera
(5.19) se convierte en:

Ψ(P) u(P) = −4
∫

d4l
(2π)4M(k, l, P) Ψ(P) u(P) (5.25)

usando el proyector de energı́a positiva Λ+(P) el cual cumple:

Λ+(P) :=
1

2MB

∑
r=±

u(P, r)u(P, r) =
1

2MB
(−iγ · P + MB) (5.26)
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Figura 5.9: Diagrama esquemático del Nucleón que muestra los posibles diquarks que se pueden mostrar dentro
del mismo.

donde se suma sobre todos los espines, con r el nivel de espı́n, está normalizado como:

u(P, r)u(P, r) = 2MB (5.27)
el espinor de energı́a positiva satisface:

u(P, r)(iγ · P + MB) = 0 = (iγ · P + MB) u(P, r) (5.28)

entonces multiplicando (5.25) con u(P, r) por la derecha y sumando sobre todos los espines se obtiene:

Ψ(P) Λ+(P) = −4
∫

d4l
(2π)4M(k, l, P) Ψ(P) Λ+(P) (5.29)

ahora se multiplica por Λ+(P) del lado izquierdo en (5.29) y se usa la propiedad (5.30)

Λ+(P) · Λ+(P)
∣∣∣∣
P2=−MB

= 2 (5.30)

para obtener:

Ψ(P) = −4
∫

d4l
(2π)4

Λ+(P)M(k, l, P) Ψ(P) Λ+(P)
2

(5.31)

lo que se puede escribir como:

(
S(P)
Ai

µ(P)

)
= −4

∫
d4l

(2π)4

Λ+(P)M(k, l, P)
(
S(P)
Ai

µ(P)

)
Λ+(P)

2
(5.32)

para el nucleón {5.9} la amplitud de Faddeev con los diquarks en (5.23) es:

uN =



[ud]u
{uu}d
{ud}u
{uu}d
{ud}u


(5.33)

la ecuación (5.32) es una eigenecuación de la forma Ψ = MΨ entonces para obtener M se usa
M = ΨΨT :

M =

(
S(P)
Ai

µ(P)

)
5×1
·
(
S(P),A j

nu(P)
)

1×5
(5.34)

por lo tanto los elementos de la matrizM son de la forma:

M =


1D s(P) s(P) 1D 1D s(P) a+

1 (P) iγ5γµ 1D s(P) a0
1(P) iγ5γµ 1D s(P) a+

2 (P) γ5P̂µ 1D s(P) a0
2(P) γ5P̂µ

γ5γµi a+
1 (P) s(P)1D γ5γµi a+

1 (P) a+
1 (P)iγ5γµ γ5γµi a+

1 (P) a0
1(P) γ5γµi γ5γµi a+

1 (P) a+
2 (P) γ5P̂µ γ5γµi a+

1 (P) a0
2(P) γ5P̂µ

γ5γµi a0
1(P) s(P)1D γ5γµi a0

1(P) a+
1 (P)iγ5γµ γ5γµi a0

1(P) a0
1(P) γ5γµi γ5γµi a0

1(P) a+
2 (P) γ5P̂µ γ5γµi a0

1(P) a0
2(P) γ5P̂µ

γ5P̂µ a+
2 (P) s(P)1D γ5P̂µ a+

2 (P) a+
1 (P)iγ5γµ γ5P̂µ a+

2 (P) a0
1(P) γ5γµi γ5P̂µ a+

2 (P) a+
2 (P) γ5P̂µ γ5P̂µ a+

2 (P) a0
2(P) γ5P̂µ

γ5P̂µ a0
2(P) s(P)1D γ5P̂µ a0

2(P) a+
1 (P)iγ5γµ γ5P̂µ a0

2(P) a0
1(P) γ5γµi γ5P̂µ a0

2(P) a+
2 (P) γ5P̂µ γ5P̂µ a0

2(P) a0
2(P) γ5P̂µ

 (5.35)
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para obtener los elementos matriciales de la caución (5.31) se obtienen como sigue:

Ψ(P) = −
4
2

∫
d4l

(2π)4 Λ+(P)Mi j Ψ(P) Λ+(P) (5.36)

entrando a cada componte {i j} de la ecuación anterior se analiza, por ejemplo, al elemento {11}:

s(P) = −
4
2

∫
d4l

(2π)4 Λ+(P)1Ds(P) s(P)1D Λ+(P) s(P) (5.37)

dado que se toma la traza se analiza la parte que incluye matrices de Dirac:

s(P) = −
4
2

∫
d4l

(2π)4 s(P)s(P) (Λ+(P)1D1DΛ+(P)s(P)) (5.38)

la parte a la que se le toma al traza cumple que:

Tr





s(P)1DΛ+(P)1DΛ+(P)
a+

1 (P) iγ5γµΛ+(P)γ5γµΛ+(P)

a0
1(P) iγ5γµΛ+(P)γ5γµΛ+(P)

a+
2 (P) Λ+(P)γ5P̂µγ5P̂µΛ+(P)

a0
2(P) Λ+(P)γ5P̂µγ5P̂µΛ+(P)




=



s(P)(2)
i a+

1 (P) (−6)

i a0
1(P) (−6)

a+
2 (P) (−2)

a0
2(P) (−2)


(5.39)

de esta manera se tiene como resultado:

s(P)
a+

1 (P)

a0
1(P)

a+
2 (P)

a0
2(P)


= −4

∫
d4l

(2π)4M
i j 1

2



s(P)1DΛ+(P)1DΛ+(P)
a+

1 (P) iγ5γµΛ+(P) iγ5γµΛ+(P)

a0
1(P) iγ5γµΛ+(P) iγ5γµΛ+(P)

a+
2 (P) Λ+(P)γ5P̂µγ5P̂µΛ+(P)

a0
2(P) Λ+(P)γ5P̂µγ5P̂µΛ+(P)


(5.40)

donde Mi j = t fK i j y t f es el término de sabor en términos de (5.6) y (5.4) el cual se describe mas
adelante en (5.47), la cual es de la forma:

M =



M11
ss M12

sa+
1
M13

sa0
1
M14

sa+
2
M15

sa0
2

M21
a+

1 s M
22
a+

1 a+
1
M23

a+
1 a0

1
M24

a+
1 a+

2
M25

a+
1 a0

2

M31
a0

1 s
M32

a0
1a+

1
M33

a0
1a0

1
M34

a0
1a+

2
M31

a0
1a0

2

M41
a+

2 s M
42
a+

2 a+
1
M43

a+
2 a0

1
M44

a+
2 a+

2
M45

a+
2 a0

2

M51
a0

2 s
M52

a0
2a+

1
M53

a0
2a0

1
M54

a0
2a+

2
M55

a0
2a0

2


(5.41)

donde los subı́ndices de M hacen referencia a los diquarks dentro del barión según el modelo en
(5.20), K se describe mas adelante.
Agrupando la traza de toda la ecuación (5.40) en conjunto se tiene la matriz de eigenvalores:

s(P)
a+

1 (P)

a0
1(P)

a+
2 (P)

a0
2(P)


= ti j Tr

{
F i j

}


s(P)
a+

1 (P)

a0
1(P)

a+
2 (P)

a0
2(P)


(5.42)
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de esta manera todas las trazas a calcular se encuentran en F al igual que la integral:

F i j = −4
∫

d4l
(2π)4K

i j (5.43)

las F i j para bariones espı́n 1/2 son de la forma:

F 11 = −4
∫

d4l
(2π)4

1DΛ+(P)K111DΛ+(P)
2

= Kss F 12 = −4
∫

d4l
(2π)4

1DΛ+(P)K12
ν iγ5γνΛ+(P)
2

= Ksa1

F 13 = −4
∫

d4l
(2π)4

1DΛ+(P)K13
ν iγ5γνΛ+(P)
2

= Ksa1 F 14 = −4
∫

d4l
(2π)4

1DΛ+(P)K14
ν γ5P̂νΛ+(P)
2

= Ksa2

F 15 = −4
∫

d4l
(2π)4

1DΛ+(P)K15
ν γ5P̂νΛ+(P)
2

= Ksa2

F 21 = −4
∫

d4l
(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K21
µ 1DΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1 s F 22 = −4

∫
d4l

(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K22
µν iγ5γνΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1a1

F 23 = −4
∫

d4l
(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K23
µν iγ5γνΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1a1 F

24 = −4
∫

d4l
(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K24
µν γ5P̂νΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1a2

F 25 = −4
∫

d4l
(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K25
µν γ5P̂νΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1a2

F 31 = −4
∫

d4l
(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K31
µ 1DΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1 s F 32 = −4

∫
d4l

(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K32
µν iγ5γνΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1a1

F 33 = −4
∫

d4l
(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K33
µν iγ5γνΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1a1 F

34 = −4
∫

d4l
(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K34
µν γ5P̂νΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1a2

F 35 = −4
∫

d4l
(2π)4

iγ5γµΛ+(P)K35
µν γ5P̂νΛ+(P)

2 · (−3)
= Ka1a2

F 41 = −4
∫

d4l
(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
41
µ 1DΛ+(P)

−2
= Ka2 s F 42 = −4

∫
d4l

(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
42
µν iγ5γνΛ+(P)

−2
= Ka2a1

F 43 = −4
∫

d4l
(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
43
µν iγ5γνΛ+(P)

−2
= Ka2a1 F 44 = −4

∫
d4l

(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
44
µν γ5P̂νΛ+(P)

−2
= Ka2a2

F 45 = −4
∫

d4l
(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
45
µν γ5P̂νΛ+(P)

−2
= Ka2a2

F 51 = −4
∫

d4l
(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
51
µ 1DΛ+(P)

−2
= Ka2 s F 52 = −4

∫
d4l

(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
52
µν iγ5γνΛ+(P)

−2
= Ka2a1

F 53 = −4
∫

d4l
(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
53
µν iγ5γνΛ+(P)

−2
= Ka2a1 F 54 = −4

∫
d4l

(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
54
µν γ5P̂νΛ+(P)

−2
= Ka2a2

F 55 = −4
∫

d4l
(2π)4

Λ+(P)γ5P̂µK
55
µν γ5P̂νΛ+(P)

−2
= Ka2a2



(5.44)

varias de estas integrales son similares y se debe ser cuidadoso para hacer los menores cálculos. El
elemento Mi j descrito en (5.41) de manera general como M[q1q3][q1q2] que describe el rompimiento
de un diquark [q1q2] a través de la emoción de un quark q1 el cual se junta con un quark q3 para
formar un diquark [q1q3], donde (5.16) es el propagador del quark intercambiado, es decir, de q1 y el
propagador del quark al que se junta q3 es el propagador para un quark vestido:

S q3(p) =
1

iγ · p + Mq3

(5.45)

la estructura de cada elementoMi j es la siguiente:

M[q1q3][q1q2] = tq1 T t[q1q2]t[q1q3]T
tq3︸                ︷︷                ︸

t f

[
Γ[q1q2](lq1q2) S T

q1
Γ[q1q3](−kq1q3) S q3(lq3) ∆[q1q2](lq1q2)

]︸                                                              ︷︷                                                              ︸
K[q1q3][q1q2]

(5.46)

donde el término de sabor t f se describe como (t(quark emitido)T t[diquark roto]t[diquaark formado]T t(quark al que se une)),
después sigue la amplitud de BS para el diquark que se rompe, el propagador del quark que se emite,
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amplitud de BS con la carga conjugada del diquark que se forma, propagador del quark al que se une
el quark emitido para formar el nuevo diquark y por último el propagador del diquark roto. En t f si
el diquark roto y el formado son iguales los quarks emitido y con el que se junta son iguales, esto se
puede resumir como:

t f =

tq1 T t[q2q1]t[q2q1]T tq1 tq1 T t[q1q1]t[q2q1]T tq2

tq2 T t[q2q1]t[q1q1]T tq1 tq2 T t[q1q1]t[q1q1]T tq2

 (5.47)

Para el nucleón con los quarks (uud) con los diquarks previamente descritos en (5.23) y el eigenvector
(5.33) los elementosMi j son:

M =


M[ud][ud] M[ud]{uu} M[ud]{ud} M[ud]{uu} M[ud]{ud}
M{uu}[ud] M{uu}{uu} M{uu}{ud} M{uu}{uu} M{uu}{ud}
M{ud}[ud] M{ud}{uu} M{ud}{ud} M{ud}{uu} M{ud}{ud}
M{uu}[ud] M{uu}{uu} M{uu}{ud} M{uu}{uu} M{uu}{ud}
M{ud}[ud] M{ud}{uu} M{ud}{ud} M{ud}{uu} M{ud}{ud}

 (5.48)

La eigenecuación (5.40) para el nucleón es:

[ud]u
{uu}d
{ud}u
{uu}d
{ud}u


= −4

∫
d4l

(2π)4


M[ud][ud] M[ud]{uu} M[ud]{ud} M[ud]{uu} M[ud]{ud}
M{uu}[ud] M{uu}{uu} M{uu}{ud} M{uu}{uu} M{uu}{ud}
M{ud}[ud] M{ud}{uu} M{ud}{ud} M{ud}{uu} M{ud}{ud}
M{uu}[ud] M{uu}{uu} M{uu}{ud} M{uu}{uu} M{uu}{ud}
M{ud}[ud] M{ud}{uu} M{ud}{ud} M{ud}{uu} M{ud}{ud}

 ·


[ud]u
{uu}d
{ud}u
{uu}d
{ud}u


(5.49)

donde por ejemploM{uu}[ud] describe el rompimiento de un diquark escalar [ud] a través de la emisión
de un quark u el cual se junta con un quark u para formar un diquark axial-vector {uu}, dejando al
quark d solo. Note que la columna 2 es idéntica a la columna 4 y la columna 3 es idéntica a la columna
5, además el renglón 2 es idéntico al renglón 4 y el renglón 3 al renglón 5, de esta manera solo vasta
calcular las componentesMi′ j′ con (i′, j′ = 1, 2, 3). Cada una de las entradas se escribe explı́citamente
como:

M[ud][ud] = tuT t[ud]t[ud]T
tu

[
Γ 0+

[ud](lud) S T
u Γ

0+

[ud](−kud) S u(lu) ∆0+

[ud](lud)
]

=K11

M[ud]{uu} = tuT t{uu}t[ud]T
td

[
Γ 1+

{uu}, µ(luu) S T
u Γ

0+

[ud](−kud) S d(ld) ∆1+

{uu}, µν(luu)
]

= −
√

2K12

M[ud]{ud} = tuT t{ud}t[ud]T
tu

[
Γ 1+

{ud}, µ(lud) S T
u Γ

0+

[ud](−kud) S u(lu) ∆1+

{ud}, µν(lud)
]

=K13
ν

M{uu}[ud] = tdT
t[ud]t{uu}T tu

[
Γ 0+

[ud](lud) S T
d Γ

1+

{uu}, µ(−kuu) S u(lu) ∆0+

[ud](lud)
]

= −
√

2K21
µ

M{uu}{uu} = tdT
t{uu}t{uu}T tu

[
Γ 1+

{uu}, ρ(luu) S T
d Γ

1+

{uu}, µ(−kuu) S u(lu) ∆1+

{uu}, ρν(luu)
]

=0K22
µν

M{uu}{ud} = tdT
t{ud}t{uu}T tu

[
Γ 1+

{ud}, ρ(lud) S T
d Γ

1+

{uu}, µ(−kuu) S u(lu) ∆1+

{ud}, ρν(lud)
]

=
√

2K23
µν

M{ud}[ud] = tuT t[ud]t{ud}T tu
[
Γ 0+

[ud](lud) S T
u Γ

1+

{ud}, µ(−kud) S u(lu) ∆0+

[ud](lud)
]

=K31
µ

M{ud}{uu} = tuT t{uu}t{ud}T td
[
Γ 1+

{uu}, ρ(luu) S T
u Γ

1+

{ud}, µ(−kud) S d(ld) ∆1+

{uu}, ρν(luu)
]

=
√

2K32
µν

M{ud}{ud} = tuT t{ud}t{ud}T tu
[
Γ 1+

{ud}, ρ(lud) S T
u Γ

1+

{ud}, µ(−kud) S u(lu) ∆1+

{ud}, ρν(lud)
]

=K33
µν



(5.50)

entonces la ecuación de eigenvalores (5.42) es:

s(P)
a+

1 (P)

a0
1(P)

a+
2 (P)

a0
2(P)


= −4

∫
d4l

(2π)4


F 11 −

√
2F 12 F 13 −

√
2F 14 F 15

−
√

2F 21 0F 22
√

2F 23 0F 24
√

2F 25

F 31
√

2F 32 F 33
√

2F 34 F 35

−
√

2F 41 0F 42
√

2F 43 0F 44
√

2F 45

F 51
√

2F 52 F 53
√

2F 54 F 55

 ·


s(P)
a+

1 (P)

a0
1(P)

a+
2 (P)

a0
2(P)


(5.51)
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algunos términos son iguales y al hacer la multiplicación por el cero donde corresponde encontramos:
F 11 −

√
2F 12 F 13 −

√
2F 14 F 15

−
√

2F 21 0F 22
√

2F 23 0F 24
√

2F 25

F 31
√

2F 32 F 33
√

2F 34 F 35

−
√

2F 41 0F 42
√

2F 43 0F 44
√

2F 45

F 51
√

2F 52 F 53
√

2F 54 F 55

 =


Kss −

√
2Ksa1 Ksa1 −

√
2Ksa2 Ksa2

−
√

2Ka1 s 0
√

2Ka1a1 0
√

2Ka1a2

Ka1 s
√

2Ka1a1 Ka1a1

√
2Ka1a2 Ka1a2

−
√

2Ka2 s 0
√

2Ka2a1 0
√

2Ka2a2

Ka2 s
√

2Ka2a1 Ka2a1

√
2Ka2a2 Ka2a2

 (5.52)

dado que varios elementos se repiten los únicos que se deben calcular son 9 de los 25 que en principio
se tenı́an los cuales son: Kss, Ksa1 , Ksa2 , Ka1 s, Ka1a1 , Ka1a2 , Ka2 s, Ka2a1 y Ka2a2 . Se resolverá cada uno
de estos términos comenzando con Kss utilizando la distribución de mementos (5.1) de la ecuación
de Faddeev {5.5}, con lq1q2 = −l + P y kq1q2 = −k + P:

M[ud][ud] = tuT t[ud]t[ud]T
tu

[
Γ 0+

[ud](lud) S T
u Γ

0+

[ud](−kud) S u(lu) ∆0+

[ud](lud)
]

= K11

= Γ 0+

[ud](lud) S T
u Γ

0+

[ud](−kud) S u(lu) ∆0+

[ud](lud)

=
(
iγ5E0+

[ud] + 1
MR
γ5γ · (−l + P)F0+

[ud]

) g2
N

Mu

(
iγ5E0+

[ud] −
1

MR
γ5γ · (−k + P)F0+

[ud]

) (
−iγ·l+Mu

l2+M2
u

)
1

(−l+P)2+m2
[ud]

=
(
iγ5E0+

[ud] + 1
MR
γ5γ · (−l + P)F0+

[ud]

) g2
N

Mu

(
iγ5E0+

[ud] −
1

MR
γ5γ · (−k + P)F0+

[ud]

)
−iγ·l+Mu[

(−l+P)2+m2
[ud]

]
[l2+M2

u]

=

g2
N

(
iγ5E0+

[ud]+
1

MR
γ5γ·(−l+P)F0+

[ud]

) (
iγ5E0+

[ud]−
1

MR
γ5γ·(−k+P)F0+

[ud]

)
(−iγ·l+Mu)

Mu
[
(−l+P)2+m2

[ud]

]
[l2+M2

u]
ahora se usa K∞∞ en el calculo de F 11:

F 11 = −4
∫

d4l
(2π)4

1DΛ+(P)K111DΛ+(P)
2

= −4
2

∫
d4l

(2π)4 Λ+(P)
g2

N

(
iγ5E0+

[ud]+
1

MR
γ5γ·(−l+P)F0+

[ud]

) (
iγ5E0+

[ud]−
1

MR
γ5γ·(−k+P)F0+

[ud]

)
(−iγ·l+Mu)

Mu
[
(−l+P)2+m2

[ud]

]
[l2+M2

u]
Λ+(P)

(5.53)

se debe tomar la traza en la ecuación anterior, después de tomarla se obtienen para K11 tres términos,
uno que es proporcional a

(
E0+

[ud]

)2
, otro proporcional a

(
E0+

[ud]F
0+

[ud]

)
y otro proporcional a

(
F0+

[ud]

)2
. De

esta manera se tiene una contribución por separado de la forma F 11 = F 11
EE + F 11

EF + F 11
FF , después de

tomar la traza de (5.53) se obtiene:

F 11
EE = −

4
2

(
E0+

[ud]

)2
∫

d4l
(2π)4

g2
N

(
2l · PMN M2

R + 4P · PM2
RMu − M2

N M2
RMu

)
MuM2

N M2
R

(
(−l + P)2 + m2

[ud]

) (
l2 + M2

u
) (5.54)

ahora se utiliza la parametrización de Feynman como en (2.38) donde a =
(
(−l + P)2 + m2

[ud]

)
y b =(

l2 + M2
u

)
entonces:

1(
(−l + P)2 + m2

[ud]

) (
l2 + M2

u
) =

∫ 1

0

dα[
α
(
(−l + P)2 + m2

[ud]

)
+ (1 − α)

(
l2 + M2

u
)]2 (5.55)
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desarrollando el denominador:

α
(
(−l + P)2 + m2

[ud]

)
+ (1 − α)

(
l2 + M2

u

)
=��αl2 − 2αl · P + αP2 + αm2

[ud] + l2 + M2
u −�

�αl2 − αM2
u

= l2 − 2αl · P + αP2 + αm2
[ud] + M2

u(1 − α)
Completando el binomio al cuadrado:
= l2 − 2αl · P + α2P2 − α2P2 + αP2 + αm2

[ud] + M2
u(1 − α)

= (l − αP)2 + α(1 − α)P2 + αm2
[ud] + M2

u(1 − α)

= (l − αP)2 + σ[ud](α,Mu,m[ud], P)

donde:
σi(α,Mq1 ,mi, P) = α(1 − α)P2 + αm2

i + M2
q1

(1 − α)

= −α(1 − α)M2
N + αm2

i + M2
q1

(1 − α)

= σi(α,Mq1 ,mi,MN)

= σi
q1

(α), i =

{ [q1q2] para m[q1q2]0+

{q1q2} para m{q1q2}1+

}


(5.56)

donde se uso P2 = −M2
N , por lo tanto (5.55) es:

1(
(−l + P)2 + m2

[ud]

) (
l2 + M2

u
) =

∫ 1

0

dα[
(l − αP)2 + σ[ud]

u (α)
]2 (5.57)

de esta manera es necesario hacer el desplazamiento en l mediante el cambio de variable l′ → l− αP,
se emplea un esquema de regularización que preserva la simetrı́a, por lo tanto, el desplazamiento
l′ = l − αP esta permitido, después de lo cual la invariancia de O(4) implica l′ · P = 0 lo que nos
permite establecer las relaciones de momento de la ecuación de Faddeev. Usando las relaciones de
momento (5.1) de la ecuación de Faddeev {5.5} donde l es el momento relativo quark-diquark interno,
es el momento de integración, k es el momento relativo entre quark-diquark externo. Los quarks dentro
del diquark se correlacionan mediante el intercambio de gluones, pero el Kernel en esta ecuación
expresa la unión dentro del barión a través de la ruptura y reformación de un diquark, que esta mediada
por el intercambio de un quark vestido con impulso t. De la parametrización de Feynman se tiene que:

l = l′ + αP (5.58)
el momento del barión al cuadrado es el negativo de la masa del barión al cuadrado:

P2 = −M2
B (5.59)

lo mismo pasa con el diquark externo:

kqq · kqq = −m2
qq (5.60)

además, dado que los diquarks son tratados como partı́culas reales viviendo dentro de los hadrones
las partı́culas se toman como partı́culas on-shell, esto tiene sentido dado que se asocian a una buena
escala de masa, entonces: lqq · lqq = −m2

qq y lqq · kqq = −m2
qq . Esto permite encontrar las siguientes

relaciones:
l′ · P = 0 = (l − αP) · P

= l · P − αP2

l · P = αP2
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lqq · P = (−l + P) · P
=

(
−(l′ + αP) + P

)
· P

= −l′ · P − αP2 + P2

lqq · P = (1 − α)P2

kqq · P = (1 − α)P2

lqq · l′ = (−l + P) · l′

=
(
−(l′ + αP) + P

)
· l′

= −l′2 − αP · l′ + P · l′

l′ · l′ = 0⇒ lqq · l′ = 0

lqq · l = (−l + P) · l
= −l2 + P · l
= −(l′ + αP)2 + P · (l′ + αP)
= −l′2 − 2αl′ · P − α2P2 + l′ · P + αP2

lqq · l = α(1 − α)P2

kqq · l = α(1 − α)P2

diferenciando entre el canal de los diquark se tiene:
l{qq} · l[qq] = (−l + P) · (−l + P)

= l2 − 2P · l + P2

= (l′ + αP)2 − 2P · (l′ + αP) + P2

= l′2 + 2αl′ · P + α2P2 − 2P · l′ − 2αP2 + P2

= (α2 − 2α + 1)P2 = (α − 1)2P2

l{qq} · l[qq] = (α − 1)2P2

De esta manera los momentos a sustituir después de obtener las trazas de (5.44) son:

lqq · P = (1 − α)P2 lqq · lqq = −m2
qq lqq · l = α(1 − α)P2

kqq · P = (1 − α)P2 kqq · kqq = −m2
qq kqq · l = α(1 − α)P2

l · P = αP2

 (5.61)

para el producto kqq · lqq si los diquarks son del mismo tipo (escalares o axial-vectoriales) se escribe
como k[·] · l[·] = −m2

[·] y k{·} · l{·} = −m2
{·}

, para el producto kqq · lqq se escriben como k{·} · l[·] = (1 − α)P2

y k[·] · l{·} = (1 − α)P2, además si el sabor de los diquark es distinto pero del mismo tipo se cumple:
k{q1q2} · l{q2q2} = (1 − α)P2 y k{q1q2} · l{q1q2} = −m2

{q1q2}
. El ultimo reemplazo que se hace en la traza es

(5.59). Se debe tener cuidado con el sabor de los quarks involucrados en el barión dado que se tienen
bariones del tipo (1/2), (3/2) y dentro de estos del tipo: tres quarks iguales pesados o ligeros (qqq),
un quark distinto ligero y dos pesados (ql

1qpqp), un quark distinto pesado y dos ligeros iguales (qlqlqp
1)

como por ejemplo Ωc(ccc), Ωb(bbb), Ω0∗(cbb), Ω+∗(ccb) y la amplitud de Faddeev cambia para cada
uno de ellos al igual que los momentos a sustituir.
Después de sustituir las relaciones de los momentos (5.61) en (5.54) se obtiene:

F 11
EE = −

4
2

(
E0+

[ud]

)2
∫

d4l
(2π)4

∫ 1

0

−g2
N2(MNα + Mu)[

l′2 + σ[ud]
u (α)

]2 dα (5.62)
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simplificando un poco y usando (2.25) se tiene:

F 11
EE =

8
2

g2
N

Mu

(
E0+

[ud]

)2 1
16π2

∫ 1

0
(αMN + Mu)

∫ ∞

0

dl′2l′2[
l′2 + σ[ud]

u (α)
]2 dα (5.63)

dado que l′ es una variable de integración se puede hacer l′ → l solo por notación, usando (2.46) y
(2.47) se tiene:

F 11
EE =

g2
N

4π2Mu

(
E0+

[ud]

)2
∫ 1

0
(αMN + Mu)C

′
(σ[ud]

u (α), τuv, τir) dα (5.64)

por comodidad se usa C
′
(σ[ud]

u (α), τuv, τir) = C
′
(σ[ud]

u (α)) donde se omiten los cortes τuv y τir solo por
no escribir tanto, además se define:

c f
B =

g2
B

4π2M f
(5.65)

donde B denota al barión en cuestión y f el sabor del quark. De esta manera se obtiene finalmente:

F 11
EE = cu

N

(
E0+

[ud]

)2
∫ 1

0
(αMN + Mu)C

′
(σ[ud]

u (α)) dα (5.66)

de la misma manera se calcula los otros componentes de F 11 proporcionales a
(
E0+

[ud]F
0+

[ud]

)
y

(
F0+

[ud]

)2

teniendo en cuenta que Γ(k; P) = C†(Γ(−k; P))TC entonces Γ 0+

(P) = Γ
0+

(P) y Γ1+

(P) = Γ
1+

(P), ası́
se obtiene:

F 11 = F 11
EE + F 11

EF + F 11
FF = Kss

F 11
EE = cu

N

(
E0+

[ud]

)2
∫ 1

0
(αMN + Mu)C

′
(σ[ud]

u (α)) dα

F 11
EF = −2cu

N

(
E0+

[ud]F
0+

[ud]

) MN

MR

∫ 1

0
(1 − α) (αMN + Mu)C

′
(σ[ud]

u (α)) dα

F 11
FF = cu

N

(
F0+

[ud]

)2 m2
[ud]

M2
R

∫ 1

0
(αMN + Mu)C

′
(σ[ud]

u (α)) dα

(5.67)

donde por simetrı́a de isospı́n MR = Mu = Md. Ahora se calcula F 12:

F 12 = −
4
2

∫
d4l

(2π)41DΛ+(P)K12
ν i γ5γνΛ+(P) = Ksa1 (5.68)

donde K12 esta descrita en (5.50) con la amplitud BS descrita en (5.22) y γT
µ (P) descrita en (A.1).

Después de calcular la traza se obtiene:

F 12 = F 12
E1+

{uu}E
0+

[ud]
+ F 12

E1+

{uu}F
0+

[ud]
= Ksa1

F 12
E1+

{uu}E
0+

[ud]
= cu

N

E1+

{uu}E
0+

[ud]

m2
{uu}

∫ 1

0

(
m2
{uu}(αMN + 3Mu) + 2α(1 − α)2M3

N

)
C
′
(σ{uu}

u (α)) dα

F 12
E1+

{uu}F
0+

[ud]
= −cu

N

E1+

{uu}F
0+

[ud]

m2
{uu}

MN

MR

∫ 1

0
(1 − α)

(
m2
{uu}(Mu + 3αMN) + (1 − α)2MuM2

N

)
C
′
(σ{uu}

u (α)) dα

(5.69)

el siguiente a calcular es F 14 = Ksa2:

F 14 = −
4
2

∫
d4l

(2π)41DΛ+(P)K14
ν γ5P̂νΛ+(P) = Ksa2 (5.70)
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después de tomar la traza se tiene:

F 14 = F 14
E1+

{uu}E
0+

[ud]
+ F 14

E1+

{uu}F
0+

[ud]
= Ksa2

F 14
E1+

{uu}E
0+

[ud]
= cd

N

E1+

{uu}E
0+

[ud]

m2
{uu}

∫ 1

0
(αMN − Mu)

(
(1 − α)2M2

N − m2
{uu}

)
C
′
(σ{uu}

d (α)) dα

F 14
E1+

{uu}F
0+

[ud]
= cd

N

E1+

{uu}F
0+

[ud]

m2
{uu}

MN

Mu

∫ 1

0
(1 − α) (αMN − Mu)

(
(1 − α)2M2

N − m2
{uu}

)
C
′
(σ{uu}

d (α)) dα

(5.71)

donde se uso que l{uu} · l{uu} = −m2
{uu} y k[ud] · l{uu} = (1 − α)2P2.

El siguiente a calcular es F 21 = Ka1 s:

F 21 =
−4
−6

∫
d4l

(2π)4 iγ5γµΛ+(P)K21
µ 1DΛ+(P) = Ka1 s (5.72)

después de tomar la traza se tiene:

F 21 = F 21
E0+

[ud]E
1+

{uu}
+ F 21

F0+

[ud]E
1+

{uu}
= Ka1 s

F 21
E0+

[ud]E
1+

{uu}
=

1
3

cd
N

E0+

[ud]E
1+

{uu}

m2
{uu}

∫ 1

0
(αMN + Mu)

(
(1 − α)2M2

N + 2m2
{uu}

)
C
′
(σ[ud]

u (α)) dα

F 21
F0+

[ud]E
1+

{uu}
= −

1
3

cd
N

F0+

[ud]E
1+

{uu}

m2
{uu}

MN

Mu

∫ 1

0
(1 − α) (αMN + Mu)

(
(1 − α)2M2

N + 2m2
{uu}

)
C
′
(σ[ud]

u (α)) dα

(5.73)

donde se uso l[ud] · l[ud] = −m2
[ud], k{uu} · k{uu} = −m2

{uu} y k{uu} · l[ud] = (1 − α)P2.

El siguiente a calcular es F 23 = Ka1a1:

F 23 =
−4
−6

∫
d4l

(2π)4 iγ5γµΛ+(P)K23
µν iγ5γνΛ+(P) = Ka1a1 (5.74)

después de tomar la traza se tiene:

F 23 = F 23
E1+

{ud}E
1+

{uu}
= Ka1a1

= −
1
3

cd
N

E1+

{ud}E
1+

{uu}

m2
{uu}

∫ 1

0

(
2m2
{uu} (Mu − αMN) + (1 − α)2M2

N (Mu + 5αMN)
)
C
′
(σ{ud}

u (α)) dα
(5.75)

donde por simetrı́a de isospı́n {ud} = {uu}, se uso l{ud} · l{ud} = −m2
{ud}, k{uu} · k{uu} = −m2

{uu} y
k{uu} · l{ud} = −m2

{uu}.

El siguiente a calcular es F 25 = Ka1a2:

F 25 =
−4
−6

∫
d4l

(2π)4 iγ5γµΛ+(P)K25
µνγ5P̂νΛ+(P) = Ka1a2 (5.76)
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después de tomar la traza se tiene:

F 25 = F 25
E1+

{ud}E
1+

{uu}
= Ka1a2

= −
2
3

cd
N

(
E1+

{uu}

)2

m2
{uu}

∫ 1

0

(
−m2

{uu} + (1 − α)2MN

)
(αMN − Mu)C

′
(σ{ud}

u (α)) dα
(5.77)

donde por simetrı́a de isospı́n {ud} = {uu}, se uso l{ud} · l{ud} = −m2
{ud}, k{uu} · k{uu} = −m2

{uu} y
k{uu} · l{ud} = −m2

{uu} = −m2
{ud}.

El siguiente a calcular es F 41 = Ka2 s:

F 41 =
−4
−2

∫
d4l

(2π)4γ5P̂µΛ+(P)K41
µ 1DΛ+(P) = Ka2 s (5.78)

después de tomar la traza se tiene:

F 41 = F 41
E0+

[ud]E
1+

{uu}
+ F 41

F0+

[ud]E
1+

{uu}
= Ka2 s

F 41
E0+

[ud]E
1+

{uu}
=

1
3

cd
N

E0+

[ud]E
1+

{uu}

m2
{uu}

∫ 1

0

(
m2
{uu} − 4(1 − α)2M2

N

)
(αMN + Mu)C

′
(σ[ud]

u (α)) dα

F 41
F0+

[ud]E
1+

{uu}
=

1
3

cd
N

F0+

[ud]E
1+

{uu}

m2
{uu}

MN

Mu

∫ 1

0
(1 − α)

(
5m2
{uu} − 2(1 − α)2M2

N

)
(αMN + Mu)C

′
(σ[ud]

u (α)) dα

(5.79)

El siguiente a calcular es F 41 = Ka2 s:

F 43 =
−4
−2

∫
d4l

(2π)4 Λ+(P)γ5P̂µK
43
µν iγ5γνΛ+(P) = Ka2a1 (5.80)

después de tomar la traza se tiene:

F 41 = F 41
E1+

{uu}E
1+

{ud}
= Ka2a1

=
1
3

cd
N

(
E1+

{uu}

)2

m2
{uu}

∫ 1

0

(
m2
{uu} (11αMN + Mu) − 2(1 − α)2M2

N (7αMN + 2Mu)
)
C
′
(σ[ud]

u (α)) dα
(5.81)

Por último se calcula F 55 = Ka2a2:

F 55 =
−4
−2

∫
d4l

(2π)4 Λ+(P)γ5P̂µK
43
µνγ5P̂νΛ+(P) = Ka2a2 (5.82)

después de tomar la traza se tiene:

F 55 = F 55
E1+

{ud}E
1+

{ud}
= Ka2a2

= −
5
3

cu
N

(
E1+

{uu}

)2

m2
{uu}

∫ 1

0

(
m2
{uu} − (1 − α)2M2

N (αMN − Mu)
)
C
′
(σ{ud}

u (α)) dα
(5.83)

de esta manera se resuelve la eigenecuación matricial (5.51) para MN la masa del neutrón cuando
el eigenvalor es 1. En la implementación de este esquema se tiene la amplitud de Faddeev distintos
bariones, en especial con la amplitud del Nucleón se pueden obtener la del barión Σ(uus) y el barión
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Ξ(uss) solo cambiando algunos quarks:
N(uud/udd) d → s Σ(uus) u→ s Ξ(uss) (5.84)

podemos diferenciar las amplitudes de Faddeev tomando en cuenta la cantidad de quarks pesados o
ligeros que los componen, esto es importante tener en cuenta cuando se escriben los elementos de la
matrizM en (5.41), de esta manera los distintos bariones epı́n 1/2 de la forma:

u =



s
a+

1

a0
1

a+
2

a0
2


se representan por las siguientes matrices columna:
Tipo 1: u(q1q2q1) dos quarks ligeros y uno mas pesado en ese orden, como lo son:

u(q1q2q1) =



[q1q2]q1

{q1q1}q2

{q1q2}q1

{q1q1}q2

{q1q2}q1


, uP(udu) =



[ud]u
{uu}d
{ud}u
{uu}d
{ud}u


, uΣ+(usu) =



[us]u
{uu}s
{us}u
{uu}s
{us}u


, (5.85)

Tipo 2: u(q1q2q2) dos quarks pesados y uno ligero en ese orden, como lo son:

u(q1q2q2) =



[q1q2]q2

{q2q2}q1

{q1q2}q2

{q2q2}q1

{q1q2}q2


, uΞ++

cc (ucc) =



[uc]c
{cc}u
{uc}c
{cc}u
{uc}c


, uΩ+

cc(scc) =



[sc]c
{cc}s
{sc}c
{cc}s
{sc}c


,

uΞ0
bb(ubb) =



[ub]b
{bb}u
{ub}b
{bb}u
{ub}b


, uΩ−bb(sbb) =



[sb]b
{bb}s
{sb}b
{bb}s
{sb}b


, uΩ(cbb) =



[cb]b
{bb}c
{cb}b
{bb}c
{cb}b


,

(5.86)
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Tipo 3: u(q1q1q2) dos quarks ligeros y uno pesado en ese orden, como lo son:

u(q1q1q2) =



[q1q2]q1

{q1q1}q2

{q1q2}q1

{q1q1}q2

{q1q2}q1


, uΩ0

c (ssc) =



[sc]s
{ss}c
{sc}s
{ss}c
{sc}s


, uΣ++

c (uuc) =



[uc]u
{uu}c
{uc}u
{uu}c
{uc}u


,

uΩ−b (ssb) =



[sb]s
{ss}b
{sb}s
{ss}b
{sb}s


, uΣ+

b (uub) =



[ub]u
{uu}b
{ub}u
{uu}b
{ub}u


, uΩ(ccb) =



[cb]c
{cc}b
{cb}c
{cc}b
{cb}c


,

(5.87)

Tipo 4: u(q1q2q3) los tres quarks distintos, como el barión Λ(uds).
Tipo 5: u(q1q1q1) los tres quarks iguales, como el barión Ω(ccc).
Esta forma depende de los tipos de diquarks según (5.21), para Ξ(sus) se tiene:

uΞ(sus) =



[us]s
{us}s
{ss}u
{us}s
{ss}u


5.3.1. Resultados
En este trabajo se presentan los resultados para los bariones del octeto mostrados en la figura {1.12},
usando la simetrı́a de isospı́n y la ecuación (5.84) su cálculo es más simple. Además, el tiempo
designado para elaborar este trabajo de tesis concluyo. Los resultados de las masas para los bariones
espı́n 1/2 se muestran junto a los experimentales [30] en la tabla {5.2}.

Barión Exp. (P=+) CI, (P=+)
N(udu/udd) 0.94 1.14

Σ(usu) 1.19 1.36
Ξ(sus) 1.31 1.43

Tabla 5.2: Masa calculada para los bariones espı́n 1/2 en (GeV) con los parámetros en {2.1}, {2.2}.

Se presentan las amplitudes de Faddeev correspondientes en la tabla {5.3} la cual muestra la contribu-
ción de cada diquark dentro del barión y el diquark dominante.

Barión s a+
1 a0

1 a+
2 a0

2 dominante
N(udu/udd) 0.88 -0.38 0.27 -0.06 0.04 [ud]0+ con 78 %

Σ(usu) 0.85 -0.45 0.26 0.12 0.02 [us]0+ con 72 %
Ξ(sus) 0.91 0.14 0.08 0.39 0.00 [us]0+ con 83 %

Tabla 5.3: Amplitudes de Faddeev para los bariones espı́n 1/2, se cumple: 1 = s2 + a+
1

2
+ a0

1
2

+ a+
2

2
+ a0

2
2.
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5.4. Bariones espı́n 3/2
Los bariones con espı́n 3/2 son importantes porque pueden involucrar estados con tres quarks c y tres
quarks b. Se describe el cálculo del espectro de bariones pesados, basados en el tratamiento de una
interacción de contacto vector x vector. Para calcular las masas se observa que no es posible combinar
un diquark de espı́n cero con un quark de espı́n 1/2 para obtener bariones con espı́n 3/2. Por tanto,
dicho barión se compone únicamente de correlaciones vectoriales.
La amplitud de Faddeev para el barión de energı́a positiva es:

Ψµ = ψµν(P) uν(P), (5.88)

donde, como antes, P es el momento total del barión y uν(P) es un espinor de Rarita-Schwinger (RS):

ψµν(P) uν(P) = Γ1+

q1q2,µ
∆1+

µν,q1q2
(lq1q2)Dνρ(P) uρ(P), (5.89)

con:
Dνρ(l, P) = S(l, P)δνρ + γ5Aν(l, P) l⊥ρ (5.90)

Comprender la estructura de estos estados es más simple que la del nucleón. Se supone que la pareja
de paridad de un barión dado se obtiene reemplazando la (s) correlación (es) de diquark involucradas
por sus (sus) pareja (as) de paridad.

5.4.1. Bariones espı́n 3/2 de paridad positiva
Se considera al barión con dos posibilidades de estructuras: Tres quarks iguales (qqq) y (q1q2q2).

Bariones tipo (qqq)

Existe una única combinación posible de diquarks para un barión compuesto por los tres quarks
identicos (qqq). Para este caso,la amplitud de Faddeev es:

Dνρ(l, P) uB
ρ (P) = f B(P)1D uB

ν (P). (5.91)

Esto debido a que se observa que con un Kernel independiente del momento, la amplitud de Faddeev
no puede depender del momento relativo y, para la resonancia ∆, Ω la ecuación (5.90) se convierte es
(5.91). Por lo tanto se puede construir el Kernel asociado a un barión (qqq), tomando:

Ψµ(P) = 4
∫

d4l
(2π)4M

B
µν(l, P)Ψν (5.92)

tomando:
Ψµ(P) = Dµν(P) uB

ν (P) = f B(P)1D uB
µ (P), (5.93)

se usa la aproximación (5.16) nuevamente, la ecuación (5.92) con (5.93) se convierte en:

f B(P) uB
µ (P) = 4

∫
d4l

(2π)4M
B
µν(l, P) f B(P) uB

ν (P) (5.94)

u cumple las siguientes propiedades:

(iγ · P + MB) uB
µ (P, r) = 0 = uB

µ (P, r) (iγ · P + MB) ,

γµuB
µ (P, r) = 0,

PµuB
µ (P, r) = 0,

(5.95)

además el espinor satisface:

1
2MB

3
2∑

r=−
3
2

f B(P) uB
µ (P, r)uB

β (P, r) = Λ+(P)Rµβ(P) (5.96)
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donde Λ+(P) es el proyector de energı́a positiva definido en (5.26) y Rµβ(P) es el espinor de Rarita-
Schwinger:

Rµβ(P) = δµβ1D −
1
3
γµγβ +

2
3

P̂µP̂β1D −
i
3

[
P̂µγβ − P̂βγµ

]
. (5.97)

multiplicando (5.94) por uB
β (P, r), sumar sobre todos los espines r = −3/2, −1/2, 1/2, 3/2 y usando

las propiedades (5.95, 5.96 y 5.97) se obtiene:

Λ+(P)Rµβ(P) = 4
∫

d4l
(2π)4M

B
µν(l, P)Λ+(P)Rνβ(P), (5.98)

ahora se contrae con δµβ y tomando la traza se obtiene:

4 = 4 Tr
{∫

d4l
(2π)4M

B
µν(l, P)Λ+(P)Rνµ(P)

}
, (5.99)

donde se uso que Rνβ(P)δµβ = Rνµ(P) y Tr
{
Λ+(P)Rµβ(P)δµβ

}
= 4. Como se mencionó anteriormente

este tipo de bariones se componen de diquarks axial-vector, por lo tanto son de la forma ({qq}q) ,
MB

µν(l, P) mantiene la forma de (5.46) y para este tipo de bariones es:

MB
µν(l, P) = tqT t{qq}t{qq}T tq

[
Γ1+

{qq}, ρ(lqq) S T
q Γ

1+

{qq}, µ(−kqq) S q(lq) ∆1+

{qq}, ρν(lqq)
]
. (5.100)

Ası́, sin importar el quark que sea q, el término de sabor siempre es: tqT t{qq}t{qq}T tq = 2. Después de
resolver la traza de (5.99) se usan los momentos:

lqq · P = (1 − α)P2 lqq · lqq = −m2
qq lqq · l = α(1 − α)P2

kqq · P = (1 − α)P2 kqq · kqq = −m2
qq kqq · l = α(1 − α)P2

l · P = αP2 lqq · kqq = −m2
qq

 (5.101)

dado que los diquarks son del mismo tipo. De esta manera la ecuación (5.99) es:

1 =
g2

B

Mq

∫ 1

0
dα

∫
d4l

(2π)4

8E2
{qq}1+

(
αMB + Mq

) (
m2
{qq}1+

+ (1 − α)2M2
B

)
m2
{qq}1+

(
l2
qq + m2

{qq}1+

) (
l2 + Mq

) , (5.102)

tomando el cuanta la parametrización de Feynman en (5.55) siguiendo con el procedimiento en (5.56),
(5.57) y usando las propiedades en (2.46) y (2.47) se tiene:

1 =
g2

B

Mq

E2
{qq}1+

m2
{qq}1+

1
2π2

∫ 1

0

(
αMB + Mq

) (
m2
{qq}1+

+ (1 − α)2M2
B

)
C
′
(σ{qq}1+

q (α)) dα (5.103)

A partir de la última expresión, se calcula la masa del barión constituida por tres quarks.
Los resultados de los bariones con espı́n 3/2 se presentan al final de este capitulo de manera unida
con los demás tipos de bariones de paridad positiva y negativa.

Bariones tipo (q1q2q2)

En este tipo de combinaciones de quarks es importante notar si q1 es más pesado que q2 o viceversa,
por ejemplo, Σ++∗

c (uuc) y Ξ++∗
c (ucc).

Para un barión con la estructura (q1q2q2), hay dos posibles diquarks, {q2q2} y {q1q2}. La amplitud de
Faddeev para este tipo de bariones es:

Ψν(P) = DB
νµ(P) uB

µ (P, r) =
∑

i={q1q2},{q2q2}

di(P) δνλ uB
λ (P, r), (5.104)
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entonces la ecuación de Faddeev:

Ψµ(P) = −4
∫

d4l
(2π)4M

B
µν(l, P)Ψν(P) (5.105)

[
d{q1q2}

d{q2q2}

]
uB
µ (P, r) = −4

∫
d4l

(2π)4

[
M
{q1q2},{q1q2}
µν (l, P) M{q1q2},{q2q2}

µν (l, P)
M
{q2q2},{q1q2}
µν (l, P) M{q2q2},{q2q2}

µν (l, P)

] [
d{q1q2}

d{q2q2}

]
uB
ν (P, r) (5.106)

multiplicando por (5.106) por uB
β (P, r) y sumando sobre todos los espines se tiene:[

d{q1q2}

d{q2q2}

]
Λ+(P)Rµβ(P) = −4

∫
d4l

(2π)4M
B
µν(l, P)Λ+(P)Rνβ(P)

[
d{q1q2}

d{q2q2}

]
(5.107)

se contrae con δµβ se toma la traza y se obtiene:[
d{q1q2}

d{q2q2}

]
= −Tr

{∫
d4l

(2π)4M
B
µν(l, P)Λ+(P)Rνβ(P)

} [
d{q1q2}

d{q2q2}

]
(5.108)

M mantiene la forma como (5.46).
Se tienen combinaciones de quarks pesados y ligeros como, Ω0∗

cbb, donde en (q1q2q2) el quark q1 es

más ligero que el quark q2, para este tipo de bariones se usa
[
d{q1q2}

d{q2q2}

]
al cual se llamara tipo A. Y otro

tipo como Σ++∗
c (uuc) donde en (q2q2q1) el quark q2 es más ligero que el quark q1, para este tipo de

bariones se usa
[
d{q2q2}

d{q2q1}

]
, al cual se llamara tipo B.

Primero se toman bariones del tipo A, (q1q2q2), con
[
d{q1q2}

d{q2q2}

]
, para este caso los elementos deM son:

M11 =M{q1q2},{q1q2}
µν = tq2 T t{q1q2}t{q1q2}T tq2

{
Γ1+

{q1q2}, ρ
(lq1q2)

g2
B

Mq2

Γ
1+

{q1q2}, µ
(−kq1q2)S q2(lq2)∆

1+

{q1q2}, ρν
(lq1q2)

}

=

{
Γ1+

{q1q2}, ρ
(lq1q2)

g2
B

Mq2

Γ
1+

{q1q2}, µ
(−kq1q2)S q2(lq2)∆

1+

{q1q2}, ρν
(lq1q2)

}

M12 =M{q1q2},{q2q2}
µν = tq2 T t{q2q2}t{q1q2}T tq1

{
Γ1+

{q2q2}, ρ
(lq2q2)

g2
B

Mq2

Γ
1+

{q1q2}, µ
(−kq1q2)S q1(lq1)∆

1+

{q2q2}1+ , ρν(lq2q2)
}

=
√

2
{

Γ1−
{q2q2}, ρ

(lq2q2)
g2

B

Mq2

Γ
1+

{q1q2}, µ
(−kq1q2)S q1(lq1)∆

1+

{q2q2}, ρν
(lq2q2)

}

M21 =M{q2q2},{q1q2}
µν = tq1 T t{q1q2}t{q2q2}T tq2

{
Γ1+

{q1q2}, ρ
(lq1q2)

g2
B

Mq1

Γ
1+

{q2q2}, µ
(−kq2q2)S q2(lq2)∆

1+

{q1q2}, ρν
(lq1q2)

}

=
√

2
{

Γ1+

{q1q2}, ρ
(lq1q2)

g2
B

Mq1

Γ
1+

{q2q2}, µ
(−kq2q2)S q2(lq2)∆

1+

{q1q2}, ρν
(lq1q2)

}

M22 =M{q2q2},{q2q2}
µν = tq1 T t{q2q2}t{q2q2}T tq1

{
Γ1+

{q2q2}, ρ
(lq2q2)

g2
B

Mq1

Γ
1+

{q2q2}, µ
(−kq2q2)S q1(lq1)∆

1+

{q2q2}, ρν
(lq2q2)

}
= 0

(5.109)
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por lo tanto se tiene la siguiente eigenecuación:[
d{q1q2}

d{q2q2}

]
=

[
F 11

√
2F 12

√
2F 21 0F 22

] [
d{q1q2}

d{q2q2}

]
(5.110)

donde F i j esta definido en (5.43), se usa nuevamente la parametrización de Feynman con (5.56) y
(5.65), de esta manera los elementos F i j de la eigenecuación (5.110) son:

F 11 = cq2
B

E2
{q1q2}1+

m2
{q1q2}1+

∫ 1

0

(
αMB + Mq2

) [
(α − 1)2M2

B + m2
{q1q2}1+

]
C
′ (
σ
{q1q2}1+

q2 (α)
)

dα (5.111)

los momentos utilizados para F 11 son:

lq1q2 · P = (1 − α)P2 lq1q2 · lq1q2 = −m2
q1q2

lq1q2 · l = α(1 − α)P2

kq1q2 · P = (1 − α)P2 kq1q2 · kq1q2 = −m2
q1q2

kq1q2 · l = α(1 − α)P2

l · P = αP2 lq1q2 · kq1q2 = −m2
{q1q2}

P2 = −M2
B

 (5.112)

F 12 =
cq2

B

6
E{q1q2}1+ E{q2q2}1+

m2
{q1q2}1+

m2
{q2q2}1+

∫ 1

0

(
αMB + Mq1

) [
3(α − 1)2M2

B

(
m2
{q1q2}1+

+ m2
{q2q2}1+

)
+(α − 1)4M4

B + 5m2
{q1q2}1+

m2
{q2q2}1+

]
C
′ (
σ
{q2q2}1+

q1 (α)
)

dα

(5.113)

los momentos utilizados para F 12 son:

lq2q2 · P = (1 − α)P2 lq2q2 · lq2q2 = −m2
q2q2

lq2q2 · l = α(1 − α)P2

kq1q2 · P = (1 − α)P2 kq1q2 · kq1q2 = −m2
q1q2

kq1q2 · l = α(1 − α)P2

l · P = αP2 lq2q2 · kq1q2 = (1 − α)2P2 P2 = −M2
B

 (5.114)

F 21 =
cq1

B

6
E{q2q2}1+ E{q1q2}1+

m2
{q1q2}1+

m2
{q2q2}1+

∫ 1

0

(
αMB + Mq2

) [
3(α − 1)2M2

B

(
m2
{q1q2}1+

+ m2
{q2q2}1+

)
+(α − 1)4M4

B + 5m2
{q1q2}1+

m2
{q2q2}1+

]
C
′ (
σ
{q1q2}1+

q2 (α)
)

dα

(5.115)

los momentos utilizados para F 21 son:

lq1q2 · P = (1 − α)P2 lq1q2 · lq1q2 = −m2
q1q2

lq1q2 · l = α(1 − α)P2

kq2q2 · P = (1 − α)P2 kq2q2 · kq2q2 = −m2
q2q2

kq2q2 · l = α(1 − α)P2

l · P = αP2 lq1q2 · kq2q2 = (1 − α)2P2 P2 = −M2
B

 (5.116)

F 22 = cq1
B

E2
{q2q2}1+

m2
{q2q2}1+

∫ 1

0

(
αMB + Mq1

) [
(α − 1)2M2

B + m2
{q2q2}1+

]
C
′ (
σ
{q2q2}1+

q1 (α)
)

dα (5.117)

los momentos utilizados para F 22 son:

lq2q2 · P = (1 − α)P2 lq2q2 · lq2q2 = −m2
q2q2

lq2q2 · l = α(1 − α)P2

kq2q2 · P = (1 − α)P2 kq2q2 · kq2q2 = −m2
q2q2

kq2q2 · l = α(1 − α)P2

l · P = αP2 lq2q2 · kq2q2 = −m2
{q2q2}

P2 = −M2
B

 (5.118)
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Ahora se toman bariones del tipo B, (q2q2q1), con
[
d{q2q2}

d{q2q1}

]
, para este caso los elementos deM son:

M11 =M{q2q2},{q2q2}
µν = tq1 T t{q2q2}t{q2q2}T tq1

{
Γ1+

{q2q2}, ρ
(lq2q2)

g2
B

Mq1

Γ
1+

{q2q2} µ
(−kq2q2)S q1(lq1)∆

1+

{q2q2}, ρν
(lq2q2)

}
= 0

M12 =M{q2q2},{q2q1}
µν = tq1 T t{q2q1}t{q2q2}T tq2

{
Γ1+

{q2q1}, ρ
(lq2q1)

g2
B

Mq1

Γ
1+

{q2q2}, µ
(−kq2q2)S q2(lq2)∆

1+

{q2q1}, ρν
(lq2q1)

}

=
√

2
{

Γ1+

{q2q1}, ρ
(lq2q1)

g2
B

Mq1

Γ
1+

{q2q2}, µ
(−kq2q2)S q2(lq2)∆

1+

{q2q1}, ρν
(lq2q1)

}

M21 =M{q2q1},{q2q2}
µν = tq2 T t{q2q2}t{q2q1}T tq1

{
Γ1+

{q2q2}, ρ
(lq2q2)

g2
B

Mq2

Γ
1+

{q2q1}, µ
(−kq2q1)S q1(lq1)∆

1+

{q2q2}, ρν
(lq2q2)

}

=
√

2
{

Γ1+

{q2q2}, ρ
(lq2q2)

g2
B

Mq2

Γ
1+

{q2q1}, µ
(−kq2q1)S q1(lq1)∆

1+

{q2q2}, ρν
(lq2q2)

}

M22 =M{q2q1},{q2q1}
µν = tq2 T t{q2q1}t{q2q1}T tq2

{
Γ1+

{q2q1}, ρ
(lq2q1)

g2
B

Mq2

Γ
1+

{q2q1}, µ
(−kq2q1)S q2(lq2)∆

1+

{q2q1}, ρν
(lq2q1)

}

=

{
Γ1+

{q2q1}, ρ
(lq2q1)

g2
B

Mq2

Γ
1+

{q2q1}, µ
(−kq2q1)S q2(lq2)∆

1+

{q2q1}, ρν
(lq2q1)

}

(5.119)

por lo tanto se tiene la eigenecuación:[
d{q2q2}

d{q2q1}

]
=

[
0F 11

√
2F 12

√
2F 21 F 22

] [
d{q2q2}

d{q2q1}

]
(5.120)

De la misma manera que antes se obtienen las amplitudes F i j para este tipo de bariones.

F 11 = cq1
B

E2
{q2q2}1+

m2
{q2q2}1+

∫ 1

0

(
αMB + Mq1

) [
(α − 1)2M2

B + m2
{q2q2}1+

]
C
′ (
σ
{q2q2}1+

q1 (α)
)

dα (5.121)

F 12 =
cq1

B

6
E{q2q2}1+ E{q2q1}1+

m2
{q2q2}1+

m2
{q2q1}1+

∫ 1

0

(
αMB + Mq2

) [
3(α − 1)2M2

B

(
m2
{q2q2}1+

+ m2
{q2q1}1+

)
+(α − 1)4M4

B + 5m2
{q2q2}1+

m2
{q2q1}1+

]
C
′ (
σ
{q2q1}1+

q2 (α)
)

dα

(5.122)

F 21 =
cq2

B

6
E{q2q2}1+ E{q2q1}1+

m2
{q2q2}1+

m2
{q2q1}1+

∫ 1

0

(
αMB + Mq1

) [
3(α − 1)2M2

B

(
m2
{q2q2}1+

+ m2
{q2q1}1+

)
+(α − 1)4M4

B + 5m2
{q2q2}1+

m2
{q2q1}1+

]
C
′ (
σ
{q2q2}1+

q1 (α)
)

dα

(5.123)

F 22 = cq2
B

E2
{q2q1}1+

m2
{q2q1}1+

∫ 1

0

(
αMB + Mq2

) [
(α − 1)2M2

B + m2
{q2q1}1+

]
C
′ (
σ
{q2q1}1+

q2 (α)
)

dα (5.124)

Con las expresiones para estos subtipos de bariones de paridad positiva se calcula su masa la cual se
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muestra al final de este capı́tulo. A continuación se calculan los bariones de paridad negativa con las
estructuras ya calculadas.

5.4.2. Bariones espı́n 3/2 de paridad negativa
Se consideran las mismas estructuras de bariones de paridad positiva para trabajar ahora con paridad
negativa.

Bariones (qqq) paridad negativa

Para este tipo de bariones ahora con paridad negafiva la amplitud de Faddeev en (5.91) se agrega una
γ5 de tal manera que la amplitud de Faddeev para bariones (qqq) paridad negativa es:

Dνρ(l, P) uB
ρ (P) = f B(P) γ5 uB

ν (P) (5.125)

de esta manera la ecuación de Faddeev como en (5.94) con (5.125) es:

f B(P) γ5 uB
µ (P) = 4

∫
d4l

(2π)4M
B
µν(l, P) f B(P) γ5 uB

ν (P), (5.126)

multiplicando por uB
β (P)γ5 del lado derecho y sumando sobre todos los espines como antes, se obtiene:

γ5 λ+(P)Rµβ(P) γ5 = 4
∫

d4l
(2π)4M

B
µν(l, P)γ5 λ+(P)Rνβ(P) γ5, (5.127)

finalmente se contrae con δµβ y se toma la traza:

1 = Tr
{∫

d4l
(2π)4M

B
µν(l, P)γ5 λ+(P)Rνβ(P) γ5 δµβ

}
, (5.128)

MB
µν(l, P) mantiene la forma de (5.100) y para este tipo de bariones es:

MB
µν(l, P) = tqT t{qq}t{qq}T tq

[
Γ1−
{qq}, ρ(lqq) S T

q Γ
1−

{qq}, µ(−kqq) S q(lq) ∆1−
{qq}, ρν(lqq)

]
. (5.129)

donde la amplitud Γ1−(P) = γ5γ
T
µ (P)E1− y Γ

1−
(P) = Γ1−(P). El término de sabor, t f = tqT t{qq}t{qq}T tq =

2, utilizando los momentos en (5.101), después de calcular la traza se obtiene:

1 =
g2

B

Mq

∫ 1

0
dα

∫
d4l

(2π)4

−8E{qq}1−

(
Mq − αMB

) (
(α − 12)M2

B + m2
{qq}1−

)
m2
{qq}1−

(
l2
qq + m2

{qq}1−

) (
l2 + M2

q

) (5.130)

después de regularizar se tiene:

1 =
g2

B

Mq

1
2π2

E{qq}1−

m2
{qq}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq

) (
(α − 12)M2

B + m2
{qq}1−

)
C
′ (
σ
{qq}1−
q (α)

)
dα. (5.131)

Note que el cambio entre las ecuaciones (5.101) y (5.131), sin contar la paridad de los diquarks, es en
el signo del término (αM2

B ± Mkq), + para paridad positiva y − para paridad negativa.

Bariones tipo (q1q2q2) paridad negativa

Para bariones con la estructura (q1q2q2), hay dos posibles diquarks, {q2q2}1− y {q1q2}1− , la amplitud de
Faddeev para estos bariones es similar a (5.104) solo se agrega una γ5:

DB
νµ(P) uB

µ (P, r) =
∑

i={q1q2}1− , {q2q2}1−

di(P) δνλ γ5 uB
λ (P, r), (5.132)
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la ecuación de Faddeev correspondiente es:[
d{q1q2}1−

d{q2q2}1−

]
γ5 uB

µ (P) = −4
∫

d4l
(2π)4M

B
µν(l, P)

[
d{q1q2}1−

d{q2q2}1−

]
γ5 uB

µ (P) (5.133)

multiplicando por uB
β (P)γ5 del lado derecho y sumando sobre todos los espines como antes, se obtiene:[

d{q1q2}1−

d{q2q2}1−

]
γ5Λ+(P)Rµβ(P)γ5 = −4

∫
d4l

(2π)4M
B
µν(l, P)

[
d{q1q2}1−

d{q2q2}1−

]
γ5 uB

µ (P) (5.134)

finalmente se contrae con δµβ y se toma la traza:[
d{q1q2}1−

d{q2q2}1−

]
= Tr

{∫
d4l

(2π)4M
B
µν(l, P)γ5 λ+(P)Rνβ(P) γ5 δµβ

} [
d{q1q2}1−

d{q2q2}1−

]
, (5.135)

M mantiene la forma como (5.46), para los bariones del tipo A se tiene:

M11 =M
{q1q2}1− ,{q1q2}1−
µν = tq2 T t{q1q2}t{q1q2}T tq2

{
Γ1−
{q1q2}1− , ρ

(lq1q2)
g2

B

Mq2

Γ
1−

{q1q2}1− , µ
(−kq1q2)S q2(lq2)∆

1−
{q1q2}1− , ρν

(lq1q2)
}

=

{
Γ1−
{q1q2}1− , ρ

(lq1q2)
g2

B

Mq2

Γ
1−

{q1q2}1− , µ
(−kq1q2)S q2(lq2)∆

1−
{q1q2}1− , ρν

(lq1q2)
}

M12 =M
{q1q2}1− ,{q2q2}1−
µν = tq2 T t{q2q2}t{q1q2}T tq1

{
Γ1−
{q2q2}1− , ρ

(lq2q2)
g2

B

Mq2

Γ
1−

{q1q2}1− , µ
(−kq1q2)S q1(lq1)∆

1−
{q2q2}1− , ρν

(lq2q2)
}

=
√

2
{

Γ1−
{q2q2}1− , ρ

(lq2q2)
g2

B

Mq2

Γ
1−

{q1q2}1− , µ
(−kq1q2)S q1(lq1)∆

1−
{q2q2}1− , ρν

(lq2q2)
}

M21 =M
{q2q2}1− ,{q1q2}1−
µν = tq1 T t{q1q2}t{q2q2}T tq2

{
Γ1−
{q1q2}1− , ρ

(lq1q2)
g2

B

Mq1

Γ
1−

{q2q2}1− , µ
(−kq2q2)S q2(lq2)∆

1−

{q1q2}1
−
, ρν

(lq1q2)
}

=
√

2
{

Γ1−
{q1q2}1− , ρ

(lq1q2)
g2

B

Mq1

Γ
1−

{q2q2}1− , µ
(−kq2q2)S q2(lq2)∆

1−

{q1q2}1
−
, ρν

(lq1q2)
}

M22 =M
{q2q2}1− ,{q2q2}1−
µν = tq1 T t{q2q2}t{q2q2}T tq1

{
Γ1−
{q2q2}1− , ρ

(lq2q2)
g2

B

Mq1

Γ
1−

{q2q2}1− , µ
(−kq2q2)S q1(lq1)∆

1−
{q2q2}1− , ρν

(lq2q2)
}

= 0

(5.136)

por lo tanto se tiene la siguiente eigenecuación:[
d{q1q2}1−

d{q2q2}1−

]
=

[
F 11

√
2F 12

√
2F 21 0F 22

] [
d{q1q2}1−

d{q2q2}1−

]
(5.137)

donde F i j esta definido en (5.43), se usa nuevamente la parametrización de Feynman con (5.56) y
(5.65), de esta manera los elementos F i j de la eigenecuación (5.137) son:

F 11 = cq2
B

E2
{q1q2}1−

m2
{q1q2}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq2

) [
(α − 1)2M2

B + m2
{q1q2}1−

]
C
′ (
σ
{q1q2}1−
q2 (α)

)
dα (5.138)

F 12 =
cq2

B

6
E{q1q2}1−

E{q2q2}1−

m2
{q1q2}1−

m2
{q2q2}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq1

) [
3(α − 1)2M2

B

(
m2
{q1q2}1−

+ m2
{q2q2}1−

)
+(α − 1)4M4

B + 5m2
{q1q2}1−

m2
{q2q2}1−

]
C
′ (
σ
{q2q2}1−
q1 (α)

)
dα

(5.139)
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F 21 =
cq1

B

6
E{q2q2}1−

E{q1q2}1−

m2
{q1q2}1−

m2
{q2q2}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq2

) [
3(α − 1)2M2

B

(
m2
{q1q2}1−

+ m2
{q2q2}1−

)
+(α − 1)4M4

B + 5m2
{q1q2}1−

m2
{q2q2}1−

]
C
′ (
σ
{q1q2}1−
q2 (α)

)
dα

(5.140)

F 22 = cq1
B

E2
{q2q2}1−

m2
{q2q2}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq1

) [
(α − 1)2M2

B + m2
{q2q2}1−

]
C
′ (
σ
{q2q2}1−
q1 (α)

)
dα (5.141)

Para los bariones del tipo B de paridad negativa se procede de la misma manera que los de tipo A y
se obtiene la eigenecuación:[

d{q2q2}1−

d{q2q1}1−

]
=

[
0F 11

√
2F 12

√
2F 21 F 22

] [
d{q2q2}1−

d{q2q1}1−

]
(5.142)

De la misma manera que antes se obtienen las amplitudes F i j para este tipo de bariones.

F 11 = cq1
B

E2
{q2q2}1−

m2
{q2q2}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq1

) [
(α − 1)2M2

B + m2
{q2q2}1−

]
C
′ (
σ
{q2q2}1−
q1 (α)

)
dα (5.143)

F 12 =
cq1

B

6
E{q2q2}1−

E{q2q1}1−

m2
{q2q2}1−

m2
{q2q1}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq2

) [
3(α − 1)2M2

B

(
m2
{q2q2}1−

+ m2
{q2q1}1−

)
+(α − 1)4M4

B + 5m2
{q2q2}1−

m2
{q2q1}1−

]
C
′ (
σ
{q2q1}1−
q2 (α)

)
dα

(5.144)

F 21 =
cq2

B

6
E{q2q2}1−

E{q2q1}1−

m2
{q2q2}1−

m2
{q2q1}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq1

) [
3(α − 1)2M2

B

(
m2
{q2q2}1−

+ m2
{q2q1}1−

)
+(α − 1)4M4

B + 5m2
{q2q2}1−

m2
{q2q1}1−

]
C
′ (
σ
{q2q2}1−
q1 (α)

)
dα

(5.145)

F 22 = cq2
B

E2
{q2q1}1−

m2
{q2q1}1−

∫ 1

0

(
αMB − Mq2

) [
(α − 1)2M2

B + m2
{q2q1}1−

]
C
′ (
σ
{q2q1}1−
q2 (α)

)
dα (5.146)

Con estas expresiones se calculan las masas de los distintos bariones, las cuales se muestran en la
siguiente sección de resultados.

5.4.3. Resultados

Los estados ligados de singlete de color construidos a partir de tres quarks pesados c/b de paridad
positiva y negativa son:

uΩ++∗
ccc = [{cc}1+c] , uΩ−∗bbb

= [{bb}1+b] , uΩ++∗
ccc = [{cc}1−c] , uΩ−∗bbb

= [{bb}1−b] ,

uΩ+∗
ccb

=

[
{cc}1+b
{cb}1+c

]
, uΩ0∗

cbb
=

[
{cb}1+b
{bb}1+c

]
, uΩ+∗

ccb
=

[
{cc}1−b
{cb}1−c

]
, uΩ0∗

cbb
=

[
{cb}1−b
{bb}1−c

]
,

(5.147)
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los vectores columna que representan bariones con un quark pesado y con dos quarks pesados son:

uΣ++∗
c (uuc) =

[
{uu}1+c
{uc}1+u

]
, uΩ0∗

c (ssc) =

[
{ss}1+c
{sc}1+ s

]
, uΣ+∗

b (uub) =

[
{uu}1+b
{ub}1+u

]
, uΩ−∗b (ssb) =

[
{ss}1+b
{sb}1+ s

]
,

uΣ++∗
c (uuc) =

[
{uu}1−c
{uc}1−u

]
, uΩ0∗

c (ssc) =

[
{ss}1−c
{sc}1− s

]
, uΣ+∗

b (uub) =

[
{uu}1−b
{ub}1−u

]
, uΩ−∗b (ssb) =

[
{ss}1−b
{sb}1− s

]
,

uΞ++∗
cc (ucc) =

[
{uc}1+c
{cc}1+u

]
, uΩ+∗

cc (scc) =

[
{sc}1+c
{cc}1+ s

]
, uΣ0∗

bb(ubb) =

[
{ub}1+b
{bb}1+u

]
, uΩ−∗bb (sbb) =

[
{sb}1+b
{bb}1+ s

]
,

uΞ++∗
cc (ucc) =

[
{uc}1−c
{cc}1−u

]
, uΩ+∗

cc (scc) =

[
{sc}1−c
{cc}1− s

]
, uΣ0∗

bb(ubb) =

[
{ub}1−b
{bb}1−u

]
, uΩ−∗bb (sbb) =

[
{sb}1−b
{bb}1− s

]
.

(5.148)

Para los bariones con espı́n 3/2 se usa gB = 1. Para bariones con quarks pesados se presenta una
comparación con otros enfoques en la tabla {5.4}.

Ω++∗
ccc Ω−∗bbb Ω+∗

ccb Ω0∗
cbb

CI-LP 4.78 14.39 8.03 11.10
CI-HP 4.93 14.23 8.03 11.12
PC 4.76 14.37 7.96 11.17
Lattice 4.80 14.37 8.01 11.20
Coulomb 4.76 14.37 7.98 11.19
Cornell 4.80 14.40 8.04 11.24
Fadv 4.80 14.40 8.02 11.22
BM 4.79 14.30 8.03 11.20
QCR 4.92 14.76 8.20 11.48
CQM1 4.97 14.83 8.26 11.55
CQM2 4.63
RQM 4.80 14.57 8.02 11.29
IQM 4.77
HCM 4.74 14.45 8.10 11.38
SR 4.67 13.28 7.44 10.46
Regee 4.82
NRQCD 4.90 14.77 8.24 11.53

Tabla 5.4: Comparación con otros enfoques de la masa (en GeV) de los bariones pesados de espı́n 3/2.

Los resultados mostrados en la tabla {5.4} muestran que el modelo CI tiene una diferencia del 1 %
para los parámetros ligeros (CI-LP) y del 3 % aproximadamente para los parámetros pesados (CI-HP).
En las figuras {5.10} y {5.11} se muestran los resultados de la tabla {5.4}.
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Figura 5.10: Se gráfica la masa de Ωccc para las diferentes perspectivas mostradas en la tabla {5.4}, la linea azul
representa el promedio de los datos. La sección sombreada muestra un 2 % de diferencia con el promedio.

Figura 5.11: Se gráfica la masa de Ωbbb para las diferentes perspectivas mostradas en la tabla {5.4}, la linea azul
representa el promedio de los datos. La sección sombreada muestra un 2 % de diferencia con el promedio.

Se muestran las masas de los bariones en (5.148) con los parámetros en {2.1} y {2.2} en la tabla
{5.5} donde los resultados de Lattice se toman de [86, 87], los resultados experimentales se toman
de [88, 89] y los resultados obtenidos por QRS en [31].
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Barión Lattice, + Exp. + CI-LP, + CI-HP, + Exp. - CI-HP, - QRS, -
∆(uuu) 1.23∗ – 1.39 1.39 1.65 2.07 1.726
Σ∗(uus) 1.39∗ – 1.51 1.51 1.67 2.16 1.785
Ξ∗(sus) 1.53∗ – 1.63 1.63 1.82 2.26 1.843
Ω(sss) 1.67∗ – 1.76 1.76 – 2.36 1.902
Ω++∗

ccc 4.80 – 4.78 4.93 – 5.28 5.027
Ω−∗bbb 14.37 – 14.39 14.23 – 14.39 14.771
Ω+∗

ccb 8.01 – 8.03 8.03 – 11.35 11.523
Ω0∗

cbb 11.20 – 11.10 11.12 – 11.35 11.523
Σ++∗

c (uuc) 0.53∗ 0.53 0.55 0.57 – 0.67 0.59
Ξ++∗

cc (ucc) 0.53 – 0.77 0.79 – 0.89 0.83
Ω0∗

c (ssc) 0.58∗ 0.58 0.59 0.57 – 0.72 0.63
Ω+∗

cc (scc) 0.78 – 0.79 0.80 – 0.92 0.84
Σ+∗

b (uub) 1.21∗ 1.21 1.19 1.23 – 1.32 1.28
Ξ0∗

bb(ubb) 2.11 – 2.10 2.12 – 2.10 2.19
Ω−∗b (ssb) 1.26 – 1.25 1.28 – 1.52 1.30
Ω−∗bb (sbb) 2.14 – 2.13 2.10 – 2.10 2.20

Tabla 5.5: Masas (en GeV) de los bariones con espı́n 3/2. (*) denota. La tercera parte de la tabla se presentan
los resultados de la masa de los bariones en unidades de la masa de Ωccc, es decir, MB/MΩccc . Para gB se usa
(5.17). + denota la paridad positiva y - la paridad negativa.

Se presentan las amplitudes de Faddeev correspondientes en la tabla {5.6} la cual muestra la contribu-
ción de cada diquark dentro del barión y el diquark dominante.

Barión d{qq} d{qq} Dominante
Σ∗(uus) CI-HP -0.46 -0.89 {uu} con 79.2 %
Ξ∗(uss) CI-HP 0.74 0.67 {us} con 54.7 %

Ω+∗
ccb

CI-LP -0.26 -0.96 {cc} con 92 %
CI-HP -0.09 -0.99 {cc} con 98 %

Ω0∗
cbb

CI-LP 0.36 0.93 {bb} con 86.5 %
CI-HP 0.49 0.86 {bb} con 74 %

Σ++∗
c (uuc) CI-HP -0.10 -0.99 {uu} con 98 %

Σ++∗
cc (ucc) CI-HP 0.48 0.87 {cc} con 75.7 %

Ω0∗
c (ssc) CI-HP 0.15 0.99 {ss} con 96 %

Ω+∗
cc (scc) CI-HP 0.61 0.79 {cc} con 62.4 %

Σ+∗
b (uub) CI-HP -0.08 -0.99 {uu} con 98 %

Ξ0∗
bb(ubb) CI-HP 0.31 0.95 {bb} con 90.2 %

Ω−∗b (ssb) CI-HP -0.02 -0.99 {ss} con 98 %
Ω−∗bb (sbb) CI-HP 0.42 0.91 {bb} con 82.8 %

Tabla 5.6: Amplitudes de Faddeev para los bariones espı́n 3/2, se cumple: 1 = d{q1q2}2 + d{q2q2}2.

Las masas de los bariones con espı́n 3/2 con solo un quark pesado obedecen una regla de igual
espaciado [24, 26, 28]:

mΣq + mΩq = 2mΞq , q = c, b, (5.149)
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esta relación, para los bariones correspondientes al quark c con los parámetros CI-LP da una masa
de mΞusc = 2.76 GeV y con los parámetros CI-HP es mΞusc = 2.83 GeV . El resultado experimental es
mΞusc = 2.467 GeV reportado en [32], esto representa un 13 % de error aproximadamente. Para los
bariones correspondientes al quark b, se obtiene mΞusb = 5.86 GeV para CI-LP y mΞusc = 6.024 GeV
para CI-HP. La observación del barión mΞusc fue reportada por la colaboración CMS con un valor de
mΞusc = 5.948 GeV en [33], esto representa un 1.28 % de error para CI-LP y 1.48 % de error para
CI-HP. Otras reglas de espaciado que combinan bariones con diferente espı́n se encuentran en [27]:

mΞ++∗
cc (ucc) −mΞ++

cc (ucc) − mΣ++∗
c (uuc) +mΣ++

c (uuc) = 0,
mΩ+∗

cc (scc) −mΩ+
cc(scc) − mΩ0∗

c (ssc) +mΩ0
c (ssc) = 0,

mΞ0∗
bb(ubb) −mΞ0

bb(ubb) − mΣ+∗
b (uub) +mΣ+

b (uub) = 0.
(5.150)

Una vez que se calcule el espectro de bariones con espı́n 1/2 se tendrán los valores para estas reglas de
espaciado de masas. Las reglas de espaciado motivan a definir una relación de masa pasiva de quark
constituyente [25], a través de:

MP
f = 1

3m f f f . (5.151)

Los resultados para los bariones 3/2 se muestran en la tabla {5.7}.

f Enfoque u/d s c b
MP

f CI-LP
0.46 0.59 1.59 4.8

M f 0.367 0.53 1.60 4.83
MP

f CI-HP
0.46 0.59 1.64 4.74

M f 0.367 0.53 1.52 4.68

Tabla 5.7: Relación de masa pasiva de quark constituyente [25] para bariones espı́n 3/2.

La cantidad análoga definida a través de las masas de los mesones vectoriales en estado fundamental
toma valores muy similares (en GeV) los cuales se muestran en la tabla {5.8}.

f Enfoque u/d s c b
MP

f Exp. 0.39 0.51 1.55 4.73
MP

f CI-HP
0.465 0.56 1.57 4.71

M f 0.367 0.53 1.52 4.68

Tabla 5.8: Relación de masa pasiva de quark constituyente [25] para mesones vectoriales.

Para los quarks pesados c y b los resultados para las masas pasivas de los quarks constituyentes son
aproximadamente iguales, con un error aproximado del 0.625 % para bariones con los parámetros
CI-LP para ambos quarks, 7 % para el quark c y 1.2 % para el quark b con CI-HP. Para los mesones
vectoriales con los parámetros CI-HP se tiene un error del 3 % para el quark c y 0.637 % para el quark
b.
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Conclusiones

Se analizó el modelo de quarks propuesto por Gell-Mann para describir hadrones según sus números
cuánticos, con este modelo Gell-Mann gano el premio nobel de fı́sica en 1969 al predecir las carac-
terı́sticas del barión Ω. Al estudiar este modelo se observa que existe una pequeña diferencia entre la
masa del neutrón y el protón, son casi degenerados, y se les llama nucleones, esta es la simetrı́a de
isospı́n, esta simetrı́a, al igual que las de la naturaleza, son aproximadas; es decir, solo existen bajo
ciertas condiciones. Una de las simetrı́as más importantes es la quiral ya que su rompimiento da lugar
a la generación de la mayor parte de la masa de la materia ordinaria. Se estudio el rompimiento es-
pontáneo de simetrı́a quiral (DCSB) a partir del propagador del quark, para ello se obtuvo la función
de masa utilizando el modelo CI la cual muestra la transición de la masa corriente del quark a la masa
vestida del quark. El modelo CI incorpora las caracterı́sticas de QCD y se ha utilizado para estudiar
las propiedades de los hadrones. En este trabajo se utiliza para calcular las masas y amplitudes de
Bethe-Salpeter de los mesones y diquarks utilizando la masa vestida de los quarks y aprovechando
las caracterı́sticas entre los mesones y los diquarks en los distintos canales según sus números cuánti-
cos. Las ecuaciones de Schwinger-Dyson y las ecuaciones de Bethe-Salpeter son una herramienta
para el estudio de las propiedades de los hadrones, corresponden a un método no perturbativo, que
nos proporciona acceso al ultra violeta y al infrarrojo al mismo tiempo. Para calcular estas masas se
emplearon diferentes tipos de parámetros para notar las propiedades de los hadrones utilizando los
mismos parámetros para todos o cambiándolos para cada hadrón según su contenido de quarks. Des-
pués de calcular las propiedades de los diquarks se utilizaron para calcular las masas de los bariones
vistos como todas las posibles interacciones entre los quarks y los diquark dentro del barión. Esto
es como tomar un problema de tres cuerpos como uno de dos utilizando los diquarks. El modelo CI
nos permite aprender mucho sobre los hadrones. La masas calculadas concuerdan muy bien con los
resultados de otros enfoques y algunos resultados experimentales. Utilizando las relaciones de igual
espaciado entre las masas dadas por Gell-Mann y Okubo podemos ver que tan buenas son los resulta-
dos de las masas, además de comprobar las masas de los hadrones con estas relaciones. Se muestran
gráficas de las comparaciones entre los resultados con CI y otros enfoques. Se muestra una compa-
ración entre las masas para los distintos canales de los mesones mostrando que el canal axial-vector
es el mas pesado y el escalar el mas ligero. El cálculo de los diquarks es algo relativamente moderno
por lo tanto la manera de comprobar su veracidad es a través de los resultados de los bariones los
cuales son muy buenos. Se muestra una comparación entre los resultados obtenidos para los bario-
nes compuestos de quarks pesados (c y b) mostrando que los resultados están muy de acuerdo con
otras técnicas y resultados previos. La idea principal es trabajar con el mismo modelo y los mismo
parámetros, tratando de incluir los menos posibles, para calcular los hadrones y posteriormente otros
hadrones exóticos. Ası́ como los factores de forma de todos estos estados.
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Apéndice A

Amplitudes de Bethe-Salpeter en el modelo
CI

En este apéndice se muestran los cálculos de los Kernel’s para los canales vectoriales escalares y axial
vectoriales.

A.1. Kernel Vectorial
La amplitud de BS para el Kernel vectorial en el modelo CI es (2.50), donde γT

mu + γL
µ = γµ, AVWGTI

nos permite expandir el vértice en términos de la parte longitudinal y transversal (ver [61]), la parte
transversal del vértice esta naturalmente limitada por:

Pµγ
T
µ = 0 (A.1)

donde se produce una masa cuadrada para este canal, (A.1) implica que se puede escribir γT
µ de la

siguiente manera:

γT
µ (P) = γµ − Pµ

γ · P
P2 . (A.2)

Además, en la aproximación arcoı́rir (RL) F1−−(P) = 0, esto se debe al modelo IC. A pesar de usar el
modelo CI F1−−(P) , 0 y la amplitud de BS contienen todos los términos covariantes de (2.50) justo
cuando se añaden correcciones al vértice. Para este Kernel se usan los proyectores de Dirac:

D1
V(P) = γT

µ , D2
V(P) =

1
2M

σµν Pν,

P1
V(P) =

1
12
γT
µ , P2

V(P) =
M

6P2σµνPν,

(A.3)

con estos proyectores se calcula (3.2), primero se toma la traza:

T = Tr

γT
µ

12
γµ(−iγ · q+ + M f1)(γ

T
µ )(−iγ · q + M f 2

)γµ

,
=

1
3P2

[
2(P · q)2 + P2

(
3M f1 M f 2

+ 3(P · q) + q2
)] (A.4)

después se toma el cambio q→ q − xP, se eliminan los términos impares de (P · q) y en los términos
pares se usa (2.40) para ası́ obtener:

K11
V = −

4
3

1
m2

G

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

1
2q2 + M f1 M f 2

− x(1 − x)P2

(q2 +M2)2 (A.5)
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como se tiene un término q2 se agrega 0 mediante M2 − M2 para poder usar (2.41) y por ultimo
regularizar de acuerdo a (2.46):

K11
V = −

1
12π2m2

G

∫ 1

0
dx

[
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
]
C
′
(M, τir, τuv) (A.6)

Para K12 después de hacer todo el procedimiento como antes se obtiene:

K12
V = −

1
3π2m2

G

P2

4M

∫ 1

0
dx

[
M f1 x + M f 2

(1 − x)
]
C
′
(M, τir, τuv) (A.7)

por las caracterı́sticas del modelo y de que F1−−(P) = 0 se tiene:

K21 = 0,
K22 = 0.

(A.8)

Al introducir estas ecuaciones en la eigen-ecuación (3.1) se puede simplificar y obtener:

1 = K11
V (−M2

V). (A.9)

con P2 = −M2
V , donde MV es la masa del mesón vectorial.

A.2. Kernel Escalar
La amplitud BS para el Kernel Escalar es (2.48), la única proyección que necesita es:

D1
S (P) = 1, P1

S (P) =
1
4
1. (A.10)

La traza para este Kernel es:

T = Tr
{
1

4
γµ(−iγ · q+ + M f1)1(−iγ · q + M f 2

)γµ
}
,

= 4(−P · q − q2 + M f1 M f 2
)

(A.11)

se hace el cambio q→ q − xP y se toman los términos impares (P · q) = 0:

T = 4(−��
�*0

P · q + P2x − q2 + 2x��
�*0

P · q − x2P2 + M f1 M f 2
),

= 4(M f1 M f 2
+ x(1 − x)P2 − q2)

(A.12)

de esta manera (3.2) es:

K11
S = −

4
3m2

G

∫ 1

0
dx

1
16π2

∫ ∞

0
dq2 q2

4
[
M f1 M f 2

+ x(1 − x)P2 − q2
]

(q2 +M2)2 ,

= −
1

3π2m2
G

∫ 1

0
dx

∫ ∞

0
dq2 q2

M f1 M f 2
+ x(1 − x)P2 +M2

(q2 +M2)2 −
q2 +M2

(q2 +M2)2


(A.13)

Es importante notar que la ecuación para el kernel Escalar y Axial-Vectorial llevan un factor (gS O)2

debido al momento magnético anómalo (S0, Spin-Órbita) ver [14, 16, 18]. El valor de (gS O) se espe-
cifica en los resultados, por lo general se usa (gS O = 0.35).
Se regulariza según (2.46):

K11
S = −

1
3π2m2

G

(gS O)2
∫ 1

0
dx

[
(M f1 M f 2

+ x(1 − x)P2 +M2)C
′
(M, τir, τuv) − C(M, τir, τuv)

]
,

=
1

3π2m2
G

(gS O)2
∫ 1

0
dx

[
C(M, τir, τuv) − (M f1 M f 2

+ x(1 − x)P2 +M2)C
′
(M, τir, τuv)

]
,

(A.14)
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sustituyendo (A.14) en (3.1) se obtiene:

1 = K11
S (−M2

S ) (A.15)

con MS la masa del mesón escalar.

A.3. Kernel Axial-Vector
La amplitud de BS para el canal axial-vector es (2.51), se proyecta esta amplitud con los proyectores
de Dirac:

D1
AV(P) = γ5γ

T
µ , D2

AV(P) = γ5
1

2M
σµν Pν,

P1
AV(P) =

1
12
γT
µγ5, P2

AV(P) =
M

6P2σµνPνγ5,

(A.16)

Debido al modelo las proyecciones K12
AV = K21

AV = K22
AV = 0, por lo tanto solo se calcula K11

AV según
(3.2) es:

K11
AV = −

4
3

1
m2

G

∫ 1

0
dx

d4q
(2π)4

Tr
{(

1
12γ

T
µγ5

)
(−iγ · q+ + M f1)

(
γ5γ

T
µ

)
(−iγ · q + M f 2

)
}

(q2 +m2)2 (A.17)

se analiza la traza por separado:

T = Tr
{(

1
12
γT
µγ5

)
(−iγ · q+ + M f1)

(
γ5γ

T
µ

)
(−iγ · q + M f 2

)
}
,

= −
4

12

(
−3M f1 M f 2

+ q2 + (P · q)
(
3 +

2(P · q)
P2

)) (A.18)

tomando el cambio q→ q− xP, eliminando los términos impares de (P · q) y en los términos pares se
usa (2.41):

T = −
(
−M f1 M f 2

+ 1
2q2 − x(1 − x)P2

)
(A.19)

de esta manera la ecuación (A.17) se convierte en:

K11
AV = −

4
3

1
m2

G

∫ 1

0
dx

d4q
(2π)4

−
(
−M f1 M f 2

+ 1
2q2 − x(1 − x)P2

)
(q2 +m2)2 (A.20)

dado que (A.20) tiene un término q2 se suma cero de la forma (M2 −M2) para poder usar (2.41):

K11
AV =

4
3

1
m2

G

∫ 1

0
dx

d4q
(2π)4

−M f1 M f 2
− x(1 − x)P2 −M2

(q2 +m2)2 (A.21)

al igual que el Kernel Escalar el Kernel Axial-Vectorial también tiene un término (gS O)2 debido al mo-
mento magnético anómalo, en este caso se usa gS O = 0.25 (este valor se especifica en los resultados),
por lo tanto después de regularizar según (2.46) la ecuación (A.21) es:

K11
AV = −

(gS O)2

3π2m2
G

1
2

∫ 1

0
dx

(
M f1 M f 2

+ x(1 − x)P2 +M2
)
C
′
(M, τuv, τir) (A.22)

de la ecuación (3.1) resulta:

1 = K11
AV(−M2

AV) (A.23)

donde MAV es la masa del mesón axial-vector.





Apéndice B

Normalización de las Amplitudes de
Bethe-Salpeter

En este apéndice se muestra la normalización de las amplitudes de Bethe-Salpeter para los canales
vectorial, escalar y axial vectorial.

B.1. Normalización del Kernel Vectorial

La amplitud BS para los mesones vectoriales es (2.50), esto significa que después de calcular la
constante de normalización (3.37) se tendrán solo términos proporcionales de E2

1−− esto debido a que
F1−−(P) = 0, por ende basta con calcular N11, con:

D1
1−−(P) = γT

µ (P) = γµ − Pµ

γ · P
P2 ,

D
1
1−−(P) = γT

µ (P) = Pµ

γ · P
P2 − γµ

(B.1)

se cumple que γT
µ (P) = −γT

µ (P) y γT
µ (−P) = γT

µ (P), por o tanto la ecuación (3.37) es:

N11
V = 6

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

Tr
{(
γT
µ (−Q)

)
(−iγ · q+ + M f1)

(
γT
µ (Q)

)
(−iγ · q + M f 2

)
}

(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

(B.2)

la traza obtenida es:

T = −4
[
3M f1 M f 2

+ P · q + q2 +
2(q · Q)(P · Q) + 2(q · Q)2

Q2

]
,

= −4
[
3M f1 M f 2

+ P · q + q2 +
2(q · Q) (P · Q + q · Q)

Q2

]
,

(B.3)

con el cambio q→ q − xP y eliminando los términos impares de (q · P):

N11
V = 6

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

−4
(
3M f1 M f 2

− xP2 + q2 + x2P2 +
2(q·Q)2−2x(P·Q)2+2x2(P·Q)2

Q2

)
(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

(B.4)
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usando (2.40) en los términos pares ((q ·Q)2 = 1
4q2Q2) y sumando un cero (3M2 − 3M2 = 0) para usar

(2.41):

N11
V = 6

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

−4

3M f1 M f 2
− x(1 − x)P2 + q2 +

2q2

4 �
���

1
Q2

Q2 − 2x(1 − x) (P·Q)2

Q2


(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 6 d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

−4

3M f1 M f 2
−x(1−x)P2+

��
��*

0
3
2 q2+3M2−3M2−2x(1−x) (P·Q)2

Q2


(q2+M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

(B.5)

Ahora se aplicara la derivada y note que:

d
dP2

(P · Q)2

Q2 =
2

Q2 (P · Q)
d

dP2

(√
P2 · Q

)
,

=
2

Q2 (P · Q)
(

P−1

2
· Q

)
, P→ Q

=
2
P2 P2 1

2
= 1.

(B.6)

de esta manera al realizar la derivada en (B.5) se obtiene:

N11
V = −24

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4
(q2+M2)2(−x(1−x)−3x(1−x)−2x(1−x))

(q2+M2)4 −

(
3M f1 M f 2

−x(1−x)P2−3M2−2x(1−x)P2
)
2x(1−x)(q2+M2)

(q2+M2)4 ,

= −24
∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

 −6x(1−x)
(q2+M2)2 −

(
3M f1 M f 2

−3x(1−x)P2−3M2
)
2x(1−x)

(q2+M2)3

 , (B.7)

por ultimo se regulariza según (2.46):

N11
V = 24

16π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

(
6 C

′
(M2, τir, τuv) + 2

(
3M f1 M f 2

− 3x(1 − x)P2 − 3M2
)
C
′′

(M, τir, τuv)
)
,

= 144
16π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

(
C
′
(M2, τir, τuv) +

(
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′′

(M, τir, τuv)
)
,
(B.8)

Para esta normalización introducimos un factor 1
3 derivado de las 3 polarizaciones que puede tener el

espı́n [14]. De esta manera la constante de normalización para el Kernel vectorial es:

N11
V = 1

3
144
16π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

(
C
′
(M2, τir, τuv) +

(
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′′

(M, τir, τuv)
)
,

= 48
16π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

(
C
′
(M2, τir, τuv) +

(
M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′′

(M, τir, τuv)
)
,
(B.9)

es decir, (3.36) es:

NV =

√
N11

V E2
V (B.10)

B.2. Normalización del Kernel Escalar
La amplitud del Kernel Escalar es (2.48), por ende solo tenemos el término de normalización para
la amplitud E2

E=0++ usando el proyector de Dirac D1
E(P) = 1, con estas herramientas la ecuación de
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normalización (3.37) es:

N11
E = 6

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

Tr
{
1(−iγ · q+ + M f1)1(−iγ·q + M f 2

)
}

(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

(B.11)

Trabajando con la traza, tomando el cambio q → q − xP, eliminando los términos impares de (q · P)
y en los términos pares usando (2.41):

T = Tr
{
1(−iγ · q+ + M f1)1(−iγ·q + M f 2

)
}
,

= 4(M f1 M f 2
− P · q − q2), q→ q − xP,

= 4(M f1 M f 2
− P · (q − xP) − (q − xP)2),

= 4(M f1 M f 2
−��

�*0
P · q + xP2 − q2 + 2x��

�*0
P · q − x2P2), sumamos cero:

= 4(M f1 M f 2
+ x(1 − x)P2 − q2 −M2 +M2)

(B.12)

de esta manera la ecuación (B.11) es:

N11
E = 6

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

4(M f1 M f 2
+ x(1 − x)P2 − q2 −M2 +M2)

(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 24
d

dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

 (M f1 M f 2
+ x(1 − x)P2 +M2)

(q2 +M2)2 −
q2 +M2

(q2 +M2)2


∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 24
∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

d
dP2

 (M f1 M f 2
+ x(1 − x)P2 +M2)

(q2 +M2)2 −
1

(q2 +M2)


∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 24
∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
x(1−x)+x(1−x)

(q2+M2)2 −
(M f1 M f 2

+x(1−x)P2+M2)2x(1−x)

(q2+M2)3 +
x(1−x)

(q2+M2)2

]
,

(B.13)

por ultimo se regulariza de acuerdo a (2.46):

N11
E =

24
16π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

[
3C
′
(M2, τir, τuv) − 2

(
M f1 M f 2

+ x(1 − x)P2 +M2
)
C
′′

(M2, τir, τuv)
]

(B.14)

por lo tanto la ecuación (3.36) es:

NE =

√
N11

E E2
E (B.15)

B.3. Normalización del Kernel Axial-Vector
La amplitud del Kernel axial vector es (2.51, la proyectaremos solo paraN11 proporcional a E2

AV dado
que las F2

AV = 0 por las caracterı́sticas del modelo IC, por lo tanto solo se emplean los proyectores de
Dirac:

D1
1++(P) = D1

AV(P) = γ5γ
T
µ (P) = γ5

(
γµ − Pµ

γ · P
P2

)
,

D
1
AV(P) = γ5γT

µ (P) =

(
Pµ

γ · P
P2 − γµ

)
γ5,

(B.16)

La traza de la ecuación (3.37) es:

T =
[(
γT
µ (−Q)

) (
−iγ · q+ + M f1

) (
γT
µ (Q)

) (
−iγ · q + M f 2

)]
,

= 4
(
−3M f1 M f 2

+ (P · q) + q2 +
2(P · Q) (P · Q + q · Q)

Q2

) (B.17)
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realizando el cambio q → q − xP y eliminando los términos impares de (q · Q) dado que al evaluar
Q = P estos términos se anulan según (2.40):

T = 4

−3M f1 M f 2
+���

�:0(P · q) − xP2 + q2 − 2x��
�*0

P · q + x2P2 +
2����:

0(q · Q) (P · Q)
Q2 +

2(q · Q) (q · Q)
Q2

+
2����:

0(q · Q) (−xP · Q)
Q2 −

2x(P · Q) (P · Q)
Q2 −

2x����:
0(q · Q) (P · Q)

Q2 −
2x(P · Q) (−xP · Q)

Q2


(B.18)

Simplificando se obtiene:

T = 4
(
−3M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 +
2(q · Q)2 − 2x(P · Q)2 + 2x2(P · Q)2

Q2

)
(B.19)

sustituyendo (B.19) en (3.2) se tiene:

N11
AV = 6

d
dP2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

4
(
−3M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 +
2(q·Q)2−2x(P·Q)2+2x2(P·Q)2

Q2

)
(q2 +M2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 6
∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

d
dP2

4
(
−3M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 + q2 + 2 (q·P)2−x(1−x)(P·Q)2

Q2

)
(q2 +M2)2


∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 6
∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

d
dP2

4
(
−3M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 + q2 + 2
4

(q2P2)
P2 − 2x(1 − x) (P·Q)2

Q2

)
(q2 +M2)2


∣∣∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 6
∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4
d

dP2

 4
(
−3M f1 M f 2

−x(1−x)P2+��
3
2 q2+��3M2−3M2−2x(1−x) (P·Q)2

Q2

)
(q2+M2)2

∣∣∣∣∣∣
Q=P

,

= 6 · 4
∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

−x(1−x)−3x(1−x)−2x(1−x)
(q2+M2)2 −

(
−3M f1 M f 2

−x(1−x)P2−3M2−2x(1−x)P2
)
2x(1−x)

(q2+M2)3

,
=

6·4
16π2

∫ 1

0
dx 6x(1 − x)

 −1
(q2+M2)2 −

(
−M f1 M f 2

−x(1−x)P2−M2
)

(q2+M2)3

,
= 144

16π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

[(
−M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′′

(M, τir, τuv) −C
′
(M, τir, τuv)

]
,

(B.20)

El Kernel Axial Vectorial tiene un factor 1/3 debido a las 3 polarizaciones, de esa manera la norma-
lización del Kernel resulta ser:

N11
AV =

3
π2

∫ 1

0
dx x(1 − x)

[(
−M f1 M f 2

− x(1 − x)P2 −M2
)
C
′′

(M, τir, τuv) −C
′
(M, τir, τuv)

]
(B.21)

por lo tanto la constante de normalización (3.36) se reduce a:

N2
AV = N11

AV E2
AV . (B.22)



Apéndice C

Convención Euclidiana y Trazas

C.1. Convención Euclidiana
La mayorı́a de los cálculos en una QFT no perturbativa se realizan en la métrica Euclidiana (donde
a·b = aµδµνbν =

∑4
i=1 aibi). A partir de los 4-vectores en el espacio de Minkowski se obtiene el espacio

Euclidiano mediante la continuación analı́tica a tiempo imaginario. Para vectores espacio-tiempo y
energı́a-momento:

tE = itM , ~x E = ~x M (C.1)
εE = iεM , ~p E = ~p M (C.2)

Los indices E, M denotan Euclidiano y Minkowski, respectivamente. Las matrices gamma son de
la forma: γ0E = γ0M y ~γ E = −i~γ M; la metrica gµν → gµν = δµν. Además tenemos las siguientes
relaciones: ∫

d4kM = −i
∫

d4kE (C.3)

γM · pM = −iγE · pE (C.4)
qM · pM = −iqE · pE (C.5)
xM · pM = −xE · pE (C.6)

C.2. Matrices Gamma
Las matrices gamma Euclidianas tiene las siguientes propiedades. La propiedad que hace que las
matrices gamma generen un álgebra de Clifford es la relación de anticonmutación:

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2δµν1. (C.7)
Con {,} el anticonmutador y δµν la métrica. La versión covariante están definidas por:

γµ = δµνγ
ν (C.8)

El producto de las 4 matrices gamma es:

γ5 := iγ0γ1γ2γ3. (C.9)

con iγ0 = γ4.
La matriz γ5 cumple las siguientes propiedades:

(γ5)† = γ5, (C.10)
(γ5)2 = 1, (C.11)
{γ5, γν} = γ5γν + γνγ5 = 0. (C.12)
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Las matrices cumplen las siguientes identidades:

γµγµ = 41, (C.13)
γµγνγµ = −2γν, (C.14)

γµγνγργµ = 4δνρ1, (C.15)
γµγνγργσγµ = −2γσγργν, (C.16)

γµγνγρ = δµνγρ + δνργµ − δµργν − iεσµνργσγ5. (C.17)

C.3. Trazas
Propiedades de la traza:

Tr[A +B] = Tr[A] + Tr[B], (C.18)
Tr[rA] = r Tr[B], (C.19)

Tr[ABC] = Tr[BCA] = Tr[CAB]. (C.20)
Las matrices gamma obedecen las siguientes identidades de traza:

Tr
[
γµ

]
= 0, (C.21)

Tr
[
# impar de γ′s

]
= 0, (C.22)

Tr
[
producto de un # impar de γµ

]
= 0, (C.23)

Tr
[
γ5 producto de un # impar de γµ

]
= 0, (C.24)

Tr
[
γµγν

]
= 4δµν, (C.25)

Tr
[
γµγνγαγβ

]
= 4(δµνδαβ − δµαδνβ + δµβδνα), (C.26)

Tr
[
σµνσαβ

]
= 4(δµαδνβ − 4δµβδνα), (C.27)

Tr
[
γ5γµγν

]
= Tr

[
γ5

]
= 0, (C.28)

Tr
[
γ5γµγνγαγβ

]
= 4iεµναβ, (C.29)

Tr
[
γµ1 · · · γµn

]
= Tr

[
γµn · · · γµ1

]
, (C.30)

ε4123 = 1. (C.31)

C.4. Hermiticidad
Se puede escoger la forma de las matrices gamma con condiciones adicionales de hermiticidad, res-
tringidas por las relaciones de anticonmutación. Podemos imponer:

(γ0)† = γ0, compatible con (γ0)2 = 1. (C.32)
Para el resto de las matrices (k = 1, 2, 3)

(γk)† = −γk, compatible con (γk)2 = −1. (C.33)
En general:

(γk)† = γ0γµγ0. (C.34)

C.5. Notación Slash de Feynman
La notación slash de Feynman esta definida por:

a/ := γµaµ. (C.35)
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Para cualquier cuadrivector a. Algunas identidades que involucran la notación slash son:

a/b/ = a · b − iaµσµνbν, (C.36)

a/a/ = aµaνγµγν =
1
2

aµaν(γµγν + γνγµ) = δµνaµaν = a2, (C.37)

Tr[a/b/] = Tr
[
γµγνaµbν

]
= aµbν Tr

[
γµγν

]
= aµbν4gµν = 4(a · b), (C.38)

Tr
[
/a2

]
= 4a2, (C.39)

Tr
[
/p
]

= 0, (C.40)
Tr[a/b/c/d/] = 4 [(a · b)(c · d) − (a · c)(b · d) + (a · d)(b · c)] , (C.41)

Tr
[
γ5a/b/c/d/

]
= −4iεµνρσaµbνcρdσ, (C.42)

γµa/γµ = −2a/, (C.43)
γµa/b/γµ = 4a · b, (C.44)
γµa/b/c/γµ = −2c/b/a/. (C.45)

Donde εµνρσ es el sı́mbolo de Levi-Civita y σµν = i
2 [γµ, γν], con [,] el conmutador.
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