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Simbolos griegos

Simbolo Definicion
a 6, ¢ Angulos directores
) Operador virtual
Ad Valores incrementales de los desplazamientos nodales
Ap Valores incrementales de las cargas nodales
£ Deformacion lineal unitaria por carga axial
Sotal Deformacion total
& Deformacion por flexién
¢ Giro
T Esfuerzo cortante
o Esfuerzo normal

oy Esfuerzo en el limite de fluencia
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Resumen

En el presente trabajo se desarrolla un programa de computadora para determinar el
comportamiento de estructuras considerando la no linealidad geométrica empleando el
método de las rigideces. Mediante este tipo de analisis se pretende evaluar la magnitud de
los desplazamientos lineales y angulares que se presentan el sistema cuando se toma en
cuenta la influencia significativa de estos y de la deformacion en su determinacién. Lo
anterior se logra al verificar el equilibrio en la configuracion de referencia deformada. Se
modificé un programa existente para el analisis de estructuras, a fin de incluir tanto el célculo

de la matriz elastica como la geométrica y su operacion iterativa.

Abstract

In this document, a software solution is developed for use in the analysis of structures
by means of the method of rigidities considering geometric nonlinearity. This type of analysis
tries to describe a structure when it shows a non linear behavior incorporating on its analysis
the significative influence of displacements and deformations, all this by taking into account
the balance on the deformed real configuration. An existing software program used in
structural analysis that relies on the method of rigidities was modified, so as to allow the

inclusion of the geometric matrix and its iterative operation.
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Introduccioén

La gran mayoria de las estructuras en Ingenieria Civil deben estructurarse vy
dimensionarse para cumplir eficientemente con las solicitaciones impuestas debido a las
cargas; ademas de satisfacer los requerimientos econdmicos durante la vida util de la
estructura y los estados limite de servicio y resistencia. La parte medular del analisis radica
en determinar los elementos mecdanicos y desplazamientos reales que se generaran en la
edificacidon y que causaran esfuerzos y deformaciones. El objetivo del presente trabajo es
realizar un programa de cémputo que permita describir el comportamiento de una estructura

mediante un analisis geométrico no lineal.

De manera general se ha usado el analisis lineal para valuar los efectos sobre las
estructuras cuando estas estan sujetas a cargas de servicios, dando en general buenos

resultados, sin embargo, cuando las cargas actuantes son las accidentales la gran mayoria
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de las estructuras tienen comportamientos no lineales, que en algunos casos, llegan a ser

del mismo orden o mayores que los efectos elasticos lineales.

Antes de contar con la computadora como herramienta para el andlisis estructural, el
analisis se realizaba con métodos aproximados. En la década de los 70 con la aparicién de
las computadoras personales, el método directo de las rigideces para analisis lineal de
estructuras tiene gran aceptaciébn y empiezan a surgir programas educacionales y
comerciales utilizando este método. Sin embargo en los Ultimos afios en diferentes
investigaciones se ha encontrado que la mayor parte de las estructuras antes de alcanzar su
carga limite, incursionan de alguna forma dentro del rango no lineal; una forma de no
linealidad es la no linealidad geométrica, que es cuando los desplazamientos y

deformaciones tienen influencia significativa en el comportamiento de la misma.

En el presente trabajo se desarrolla un programa para el analisis geométrico no lineal
de estructuras por el método de las rigideces. Se propone un enfoque matricial para la no
linealidad geométrica que permitira su implementacion y programacion. Para dar solucion a
la ecuacion fuerza desplazamiento se recurrié al método de descomposicién matricial LU de

Crout.

El programa base fue desarrollado originalmente para realizar analisis lineales y se
han agregado y modificado algunas subrutinas a fin de considerar la no linealidad

geomeétrica.

Confiamos en que dicho programa constituya una herramienta de bajo costo para la
comunidad estudiantil y el sector privado, y que pueda despertar el interés para incursionar
en otros campos del conocimiento que hasta ahora estan sélo disponibles en paquetes de

analisis especializados de alto costo.
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Antecedentes

Alrededor de 1920, como resultado de los esfuerzos de Maney en los Estados Unidos
y por Ostenfeld en Dinamarca, las ideas basicas para el andlisis de vigas y marcos basados
en los desplazamientos como incégnita tomaron forma. Estas ideas representan los

precursores del los conceptos del analisis estructural matricial.

El campo del andlisis no lineal ha captado la atencion de muchos cientificos e
investigadores desde hace algun tiempo. Sin embargo los niveles de actividad durante la era
previa a la computadora fueron inferiores comparativamente hablando a los realizados en la
era computacional, a pesar de que las soluciones exactas para algunos problemas ya habian
sido desarrolladas algun tiempo atras, contamos solamente con soluciones aproximadas
para la mayoria de los problemas no lineales, particularmente en el caso de de la mecanica

estructural.
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Sin duda uno de los trabajos que impulso la investigacion en el area de la mecénica
no lineal fue la serie de lecturas publicadas por Von Karman en 1940 titulada “The Engineer
Grapples with Non-linear Problems”. Libros como los publicados por Kryloff y Bogoliuboff
(1943), Minorsky (1947), Novozhilov (1953), Stoker (1968), entre otros han sentado las
bases para la realizacion de trabajos extensos de investigacion en el area de la mecéanica no
lineal de sélidos. En los ultimos 30 afios o mas, el nivel de actividad en el campo de estudio
de la no linealidad se ha venido incrementando significativamente, este hecho se ve avalado

por el gran nimero de trabajos de investigacion y publicaciones disponibles.
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Objetivo

El objetivo del presente trabajo es realizar un programa de computadora para realizar
analisis no lineal geométrico de una estructura de manera matricial utilizando el método de
las rigideces o de los desplazamientos. Las estructuras que se podran analizar con este
programa son: armaduras planas, armaduras en el espacio tridimensional, vigas, reticulas,
marcos planos y marcos en el espacio tridimensional. Los tipos de cargas permitidas en el
andlisis son la carga estética de tipo puntual nodal, estética puntual a lo largo del elemento y

carga uniformemente distribuida.
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Capitulo 1

Introduccioén a la no linealidad

1.1. Definicién de no linealidad

En casi todas las formulaciones de ecuaciones de movimiento, se asume que el
comportamiento del material es elastico lineal, y que los desplazamientos y deformaciones
en el sistema estructural, causados por las cargas aplicadas, son pequefios y no tienen
influencia significativa en el comportamiento de la estructura, por lo que el equilibrio y la
compatibilidad se plantean en la estructura sin deformar, esto hace que el andlisis elastico

lineal sea un problema analitico que tiene solucidn Unica.

Este tipo de analisis es lo suficientemente preciso para muchos casos practicos. Sin

embargo, algunas estructuras, tales como redes, mallas de cables, y en general estructuras
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esbeltas pueden presentar desplazamientos y deformaciones tales que pueden contribuir
significativamente en el comportamiento de los mismos, por lo que la formulacion del
equilibrio debe hacerse incluyendo los efectos de los desplazamientos y deformaciones del

sistema estructural, lo cual da origen al analisis no lineal geométrico.

La no linealidad puede surgir también por la no linealidad del material que se

manifiesta por el cambio de las propiedades del material por efecto de la carga.

1.2. Tipos de no linealidad

El fendmeno de no linealidad en mecanica estructural se manifiesta en una
multiplicidad de formas en sistemas fisicos, sin embargo, por conveniencia, el analisis no
lineal puede ser categorizado dentro de tres clasificaciones basicas: (1) no linealidad del
material, (2) no linealidad geométrica, y (3) una combinacion de las dos anteriores. La tabla 1
resume los tipo del analisis no lineal considerando por separado los efectos no lineales del

material y los efectos no lineales geométricos.

Tabla 1. Tipos de no linealidad

Tipo de analisis ' Descripcion

Desplazamientos y deformaciones pequefias

Relacion esfuerzo deformacion no lineal

Ecuaciones de equilibrio en la estructura sin deformar
Deformacion plastica del acero

Agrietamiento o flujo plastico del concreto reforzado
Interaccion elastica de la fuerza axial, flexion y tensién

No linealidad del material

Desplazamientos y deformaciones pequefias
Relacion esfuerzo deformacion lineal

Ecuaciones de equilibrio en la geometria deformada
Efecto P-A

Efecto ¢ -0

No linealidad geométrica

Desplazamientos y deformaciones pequefias
¢ Relacion esfuerzo deformacion lineal o no lineal
e Combinacién de lo anterior

No linealidad del material y
geométrica

La no linealidad fisica o del material se presenta cuando el comportamiento esfuerzo

deformacién del material es no lineal, invalidando con ello la ley generalizada de Hooke. En
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este tipo de no linealidad las ecuaciones de equilibrio se plantean en la estructura sin
deformar. La no linealidad geométrica se basa en las deformaciones de un cuerpo elastico e
involucra a los desplazamientos y deformaciones en el planteamiento de las ecuaciones de
equilibrio. Existe también la no linealidad geométrica y del material que es el resultado
combinado de ambos tipos de no linealidad. Es bien conocido que la respuesta estética y
dindmica de una estructura en la que se incluyen la no linealidad complica la solucién del
sistema de ecuaciones que gobiernan el problema, por lo cual se debe de tener cuidado en
la eleccion del tipo de no linealidad a considerar, tomando en cuenta que el sistema de

ecuaciones sea relativamente facil de resolver.

1.2.1. No linealidad del material

El tratar de hacer un analisis estructural que se apegue mas al comportamiento real de
las estructuras ha generado gran interés en las técnicas de andlisis no lineal. Estas técnicas
en conjunto con la disponibilidad de computadoras de alta velocidad han hecho que la
solucion a problemas de no linealidad del material sea relativamente faciles de manejar. El
efecto de la no linealidad del material en el comportamiento de los componentes
estructurales es una consideraciéon importante en el analisis de sistemas estructurales
cuando se desea tomar en cuenta la ventaja que ofrecen algunos materiales de soportar
cargas mas alla de su esfuerzo de fluencia, por lo que comparativamente el andlisis elastico
podria ser conservador. Los efectos inelasticos deben considerarse a fin de tener una mejor
perspectiva de la respuesta fisica de la estructura. Desafortunadamente, existen pocas
investigaciones al respecto. La formulacién basica del problema para incluir la no linealidad
del material no representa grandes dificultades cuando la deformacién es pequefia, pues
basta con incluir la no linealidad del material. Sin embargo, a medida que las deformaciones
crecen, cambia la configuracion del sistema y se introducen esfuerzos adicionales que se
asocian a la geometria deformada de la estructura, lo que hace necesario incluir la no

linealidad geométrica también.

Una amplia gama de materiales usados en ingenieria exhiben comportamiento esfuerzo-

deformacion no lineal bajo condiciones variadas de carga. Los metales y polimeros, por
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ejemplo, se deforman en esta forma cuando fluyen plasticamente introduciendo relaciones

no lineales esfuerzo-deformacién en las ecuaciones gobernantes.

En el proceso de disefio de una estructura sismo resistente el analisis no lineal (cuando
se utiliza) toma en cuenta Unicamente la no linealidad del material. En un analisis de este
tipo se excluye generalmente la no linealidad geométrica y el efecto reside Unicamente en las
relaciones no lineales esfuerzos-deformacion. Debido a que los desplazamientos y
deformaciones son relativamente pequefos, los esfuerzos convencionales usados en
ingenieria y las medidas de la deformacion pueden ser empleados para describir de buena
manera la respuesta de la estructura. Si la relacion esfuerzos-deformacion es no lineal, pero
elastica, hay una relacién Unica entre esfuerzos y deformaciones. Sin embargo, si existen
deformaciones inelésticas, la relacion esfuerzos-deformacion depende de un patron no

Unico.

Consideremos una viga uniforme con area de seccion transversal A y longitud L, sujeta a

una fuerza que varia con el tiempo F(t) como se muestra la figura 1.1.a.

iy —r0 oI Tl AT

Figura 1.1. No linealidad del material (NLM) desplazamientos pequefios.

Cuando la barra se elonga en el sentido de la aplicacion de la fuerza, el elemento
diferencial de la barra experimenta una deformacion du (figura 1.1.b). El esfuerzo en el
elemento en cualquier instante de tiempo es simplemente:

G:E (1.2)

A

y la deformacion unitaria € en el elemento queda descrita por la relaciéon no lineal esfuerzo-
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deformacién que se muestra la figura 1.1.c. Si el esfuerzo es menor que el esfuerzo de

fluencia oy, entonces la respuesta es elastica lineal y la deformacion esta regida por la ley de

Hooke. Sin embargo, si 0>0y, entonces la respuesta es no lineal y la deformacion se

determina por:

_du

E=—
dx

O O'—O'y

e=—+
E E

(1.2)

Donde E es el médulo elastico, Er es el mddulo tangente. Algunos modelos de materiales

tipicos que pueden ser empleados en este tipo de analisis se presentan en la tabla 2.

Tabla 2. Modelos tipicos de materiales

Modelo del material

Caracteristicas

Ejemplos

Elastico lineal

lineal

0O no

El esfuerzo es funcion solamente
de la deformacion; mismo patrén

de esfuerzo bajo carga vy
descarga
Elastico lineal: o=Ee, E es
constante

Elastico no lineal: E varia como
funcién de la deformacion

Casi todos los materiales
presentan deformaciones
pequefios: acero, fierro colado,
vidrio, concreto, madera, etc.,
antes de la fluencia o fractura

Hiper elastico

El esfuerzo es calculado del
funcional de deformacién

Goma parecida al hule, que se
ajustan a los modelos de
Mooney-Rivlin y Ogden

Hipo elastico

Los incrementos de esfuerzo son
calculados de los incrementos de
deformaciéon do=Ede

El modulo E del material se
define como funcién del esfuerzo,
deformaciéon, modo de fractura,
parametros de carga y descarga,
esfuerzo maximo alcanzado, etc.

Roca, y modelos de

mamposteria

Elastopléastico

Comportamiento elastico hasta la

fluencia, uso de la condicion de
fluencia, regla de flujo, y regla de
endurecimiento para calcular el
esfuerzo e incrementos de
deformacion plastico; los
incrementos de  deformacion
plastica son instantdneos

Metales, suelos, roca cuando se
someten a grandes esfuerzos

10
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1.2.2. No linealidad geométrica

Este es el tipo de no linealidad tratado mas ampliamente en la literatura. Como una
consecuencia directa de las relaciones deformacion-desplazamiento, las ecuaciones
diferenciales gobernantes serdn no lineales. Esto es cierto a pesar del hecho de que las

relaciones entre los componentes de deformacion y desplazamiento se asumen lineales.

La caracteristica esencial de la no linealidad geométrica es que las ecuaciones equilibrio
deben escribirse con respecto a la geometria deformada, caracteristica que aln no se
conoce. En sistemas multigrados de libertad (especialmente modelos grandes de elemento
finito), los problemas con grandes desplazamientos pueden ser analizados en coordenadas
Lagrangianas (en este sistema, los cambios ulteriores de posicion o propiedades de las
particulas son cambios que "siguen al movimiento") o bien en coordenadas Eulerianas
(cualquier sistema de coordenadas en el que las propiedades se asignan a puntos
determinados del espacio en cada momento dado, sin tratar de identificar por separado las
particulas de un momento al siguiente). La formulaciéon Lagrangiana es mas conveniente

para la solucion de problemas de mecénica estructural que la formulacion Euleriana.

Existen dos formulaciones basicas Lagrangianas, la Lagrangiana Total (LT) y la
Lagrangiana Actualizada (LA). En la formulacion cinematica LT, la referencia original del
marco permanece estacionaria y todos los desplazamientos, diferenciaciones e
integraciones son con respecto a este origen de referencia. En la formulaciéon LA, la
referencia en el marco se mueve cuando el cuerpo se deforma. Las diferenciaciones e
integraciones se hacen con respecto al estado deformado actual del marco. De este modo la
Unica diferencia teorica entre las dos formulaciones es la eleccion de la configuracion de
referencia para las variables. En la practica, elegir una u otra formulacién depende

Gnicamente del tipo de estructura por analizar y de la ley constitutiva empleada.

Para ilustrar el concepto de no linealidad geométrica, consideré una viga en cantiliver
como la que se muestra en la figura 1.2.a. Para el caso mas simple en el que el elemento

esth sujeto Unicamente a fuerza axial, el elemento diferencial (figura 1.2.b) sufre una

11
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deformacién a lo largo de su eje longitudinal mientras sufre grandes desplazamientos de
cuerpo rigido referenciados en base a su configuracion deformada (x’, y’) como se ilustra en

la figura 1.2.c.

Il —— o = AN .

Figura 1.2. No linealidad geométrica.

La relacion esfuerzo-deformacion del material de la barra puede ser lineal o no lineal,
mientras que la magnitud de la deformacion unitaria en su configuracion deformada
permanecera pequefia, es decir:

, du' 1.3)
&'=—
dx

Para el caso de una barra sujeta a fuerza axial y flexion que es el caso mas general de
no linealidad geométrica, el elemento diferencial se tuerce significativamente en su
configuracién deformada como se aprecia en la figura 1.3.b. experimentando grandes
desplazamientos de cuerpo rigido ademas de deformacion unitaria. ElI hecho de que el
elemento diferencial se tuerza hace que el elemento diferencial presente usualmente una

relacion esfuerzo-deformacion unitaria de tipo no lineal.

12
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Figura 1.3. No linealidad geométrica generalizada.

1.3. Fuentes de no linealidad

En el analisis elastico se asume que el material no fluye y que sus propiedades
permanecen constantes, por tanto las ecuaciones de equilibrio son formuladas sobre la
geometria de la estructura sin deformar y para el caso de estructuras pre-esforzadas,
referida a la condicién inicial. Las deformaciones subsecuentes que tendra el sistema se
consideran muy pequefias como para afectar de manera significativa al equilibrio y a la
manera en la que responde el sistema. Como consecuencia de lo anterior, la carga axial, los
momentos flexionantes y los momentos torsionantes se consideran como acciones

desacopladas en el desarrollo de las ecuaciones de rigidez.

El comportamiento no lineal se presenta cuando se incluyen los efectos de las
deformaciones y los desplazamientos en la formulacion de las ecuaciones de equilibrio
dando como resultado la no linealidad geométrica. En este tipo de analisis el comportamiento
del material seguira siendo elastico. En la no linealidad del material consideraremos el efecto
de los cambios en las propiedades del material bajo la accion de las cargas. En una tercera
opcion general, podemos incluir en el andlisis tanto los efectos de no linealidad geométrica
como los de no linealidad del material. En cada caso, debera tomarse en cuenta la

posibilidad de acoplamiento de la carga axial, la flexion y torsion.

13
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Entre las diversas fuentes que causan la no linealidad estén las siguientes:
Efectos geométricos:

¢ Imperfecciones iniciales tales como deflexiones iniciales o desplomes en la ereccién
de los elementos que componen la estructura.

e El efecto P-A, un momento desequilibrante igual a la carga de gravedad veces el
desplazamiento horizontal que sufre como resultado del desplazamiento lateral de la
estructura de soporte.

o El efecto P-6, como resultado de la fuerza axial sobre la rigidez de flexién de un

miembro individual.

Efectos del material:

o Deformaciones plasticas en estructuras de acero.
e Agrietamiento o flujo plastico en estructuras de concreto reforzado.

¢ Interaccion inelastica de la fuerza axial, momento flexionante y torsion.

Efectos combinados:

e Cualquier combinacién entre los efectos anteriores mas los efectos P-4 o P-0.

e Deformaciones de las conexiones.
o Deformaciones en la zona de panel.
e Contribuciones de discontinuidades por huecos y sistemas secundarios en esfuerzos

y deformaciones.

1.4. Niveles de anélisis

Si fuera posible modelar todas las fuentes de no linealidad para definir el
comportamiento de una estructura en la practica en todo su detalle, el problema seria el
seleccionar el nivel de andlisis que refleje el ideal en una o en otra forma pero que

proporcione una simulacion analitica adecuada de la estructura en estudio.
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Los niveles mas comunes de analisis se presentan en la figura 1.4 mediante la
grafica de respuesta esquematica carga-desplazamiento de un marco cargado
estaticamente. El grado en que estos niveles pueden describir el comportamiento de la
estructura difiere, pero cada uno de ellos proporciona informacion de diferente tipo al

ingeniero disefiador o estructurista.

/) ™~ H=oP_|u—
4 i seitich bt H=o P |

Figura 1.4. Gréfica carga-desplazamiento para los diferentes niveles de analisis.

Por definicion, el analisis elastico (lineal) de primer orden excluye la no linealidad y es
especialmente adecuado para estados limite de servicio aunque también es valido para
estados limite dltimos en vigas continuas y marcos indesplazables, en los que el efecto
del desplazamiento transversal de los nudos puede despreciarse desde el punto de vista
de la estabilidad del conjunto y para obtener esfuerzos de primer orden en marcos

desplazables, en los que los efectos de segundo orden sean despreciables.
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La carga elastica critica es la carga en la cual tanto el patrén original de carga como
uno alternativo son validos matematicamente y puede mostrarse que el patron tomado
desde este punto es alternativo. La carga se determina cominmente mediante un
analisis de eigenvalores de un modelo elastico idealizado de la estructura. El analisis
también produce el Eigenvector que proporciona la configuracién de la forma que asume
el sistema en el estado post-critico, sin determinar su amplitud. La carga critica inelastica
se define y calcula de manera similar, pero en esta se considera en el analisis la
posibilidad de comportamiento pre-critico inelastico en el material. El andlisis para la
determinacion de la carga critica puede no incluir el fenébmeno no lineal que debe ser
tomado en cuenta para determinar de manera precisa la magnitud de la carga capaz de
producir la falla, en la mayoria de los casos este tipo de analisis proporciona una idea

bastante adecuada del posible tipo de falla de la estructura.

En un analisis elastico de segundo orden el efecto de las deformaciones finitas y des-
plazamientos del sistema se incluyen al plantear las ecuaciones de equilibrio. Un analisis
de este tipo puede producir una representacion excelente de la influencia desestabiliza-

dora del efecto P-4, pero no incluye la no linealidad del material. En la figura 1.4 se

muestran varios de los posibles modos de comportamiento elastico no lineal como: (a) la
bifurcacion del patrén de carga seguido de un patrén alterno en el estado post-critico; (b)
el incremento gradual de no linealidad culminando en inestabilidad elastica en el punto
limite; y (c) el incremento de rigidez debido a la carga, seguida de un periodo de ablan-
damiento gradual.

En el analisis inelastico de primer orden las ecuaciones de equilibrio se escriben en
términos de la geometria de la estructura sin deformar. Las regiones inelasticas pueden
desarrollarse gradualmente o mediante cambios abruptos en la respuesta de la
estructura, si se adopta el concepto de articulacion plastica. Cuando los efectos
desestabilizantes de los desplazamientos finitos son insignificantes, el andlisis inelastico
de primero orden produce una buena representacién del comportamiento elasto-plastico

y su falla a través de los mecanismos colapso.

En el andlisis inelastico de segundo orden las ecuaciones de equilibrio se escriben en

términos de la geometria deformada del sistema. Esto tiene el potencial de considerar los
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factores geométricos, elasticos, y del material que influyen en la respuesta de la
estructura. Asi, en principio y en un sentido determinista permite la preparacion de
modelos analiticos capaces de simular fielmente el comportamiento real y calcular el
limite de estabilidad inelastico, es decir, el punto en el cual se agota la capacidad de un
sistema para resistir carga adicional mientras que la deformacion continua derivando en

una disminucion de la capacidad de resistencia a la carga.

Probablemente el modo de falla mas comin en estructuras es el que sigue un patrén
de respuesta elastica o inelastica no lineal que culmina en la inestabilidad del sistema,

una vez que se han formado los mecanismos de colapso.
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Capitulo 2

Método de las rigideces

2.1. Generalidades

El método de las rigideces es un método de analisis general que permite modelar
estructuras bidimensionales y tridimensionales mediante el uso de elementos barra. El
método es conocido también como el método de los desplazamientos debido a que en su

formulacion las incognitas son los desplazamientos.

El método consiste en restringir los desplazamientos de la estructura a fin de analizar
cada elemento en forma individual (solucién primaria). Al restringir los desplazamientos
incurrimos en la violacion de las condiciones de equilibrio, mismo que debe ser restablecido

al calcular la magnitud de los desplazamientos (solucion complementaria).
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Lo anterior se logra al establecer a través de los principios de elasticidad y
condiciones de equilibrio la relacion existente entre las cargas externas y los
desplazamientos que éstas generan en los elementos de la estructura, y a partir de esta
relacién determinar los desplazamientos en cada uno de los nodos y con ello los elementos

mecanicos en cada una de las barras que forman la estructura.

El método presenta varias ventajas de entre las que destacan su aplicacion a
estructuras estaticamente determinadas e indeterminadas, sin embargo, la ventaja mas

significativa es la relativa facilidad con la que puede ser programado.

2.1.1. Sistemas de referencia

Trabajaremos con un sistema coordenado derecho de ejes ortogonales identificado
por los simbolos X, y y z como se muestra en la figura 2.1. en la que los ejes permanecen

fijos mientras se deforma la estructura.

Figura 2.1. Sistema coordenado derecho.

Distinguiremos entre sistema coordenado global y local. El sistema global se

establece para la estructura completa (x’, y', z'). El sistema local (X, y, z) permanece fijo con
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respecto a cada elemento, este sistema diferira de elemento a elemento debido a que la
orientacion de los elementos difieren unos a otros dentro de la estructura, para establecer el
sistema local se parte de que el eje x coincidira con el eje longitudinal de la barray el eje y

se establece acorde con la regla de la mano derecha.

En la figura 2.2 se muestran los dos sistemas de referencia para una estructura.

Figura 2.2. Sistema de referencia local y global.

Para ilustrar el hecho de que toda estructura debera de cumplir con las condiciones
de equilibrio y compatibilidad, considérese un nodo “i” de una estructura cualquiera al que
concurren varias barras y que esta sujeto a un vector de cargas {P;'} como se ilustra en la

figura 2.3.

Figura 2.3. Estudio del equilibrio en el nodo i.

Por equilibrio, la carga aplicada debe ser igual a la suma de las fuerzas internas

actuando en las barras que convergen en el nodo "i"
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{P}={P' L} +{P '} +{P '} +{Ps} (2.1)

Por compatibilidad de desplazamientos, el desplazamiento que ocurre en el extremo

de las barras que concurren al nodo “i” debe ser igual al desplazamiento en dicho nodo {d’;}.

{d}={d" }={d "} ={d " }={d "} (2.2)

Acoplando el vector de cargas y desplazamientos en forma matricial, podemos
establecer una relacion entre estos dos vectores para cualquier estructura mediante una

matriz de coeficientes definida, tal que:

P} =[K]{d} (2.3)

donde [K] es la matriz de rigideces de la estructura y {P} y {d} son respectivamente los
vectores de carga y desplazamientos. Un término individual de la matriz [k], kj es un
elemento de la matriz de coeficientes. Si imponemos un valor unitario al desplazamiento {d;}
mientras que todos los demas grados de libertad permanecen restringidos contra el

movimiento ({di}=0 para k#i) entonces la fuerza P; es igual en valor a k;

Si en cualquier tipo de estructura las relaciones fuerza desplazamiento de la ecuacion
2.3 satisfacen de manera adecuada las leyes del material (relaciones constitutivas) y los
requerimientos de equilibrio dentro de los elementos, y si ademas se asignan los soportes
adecuados (condiciones de frontera) al ensamble de la estructura, entonces se satisfacen

todos los elementos para una solucidén exacta.

2.1.2. Matriz de rotacién

Recordemos que podemos representar a los desplazamientos (traslaciones vy
rotaciones) mediante vectores exactamente de la misma forma que a las fuerzas (fuerzas
directas y momentos) por lo que las reglas de transformacion para fuerzas vy
desplazamientos es idéntica. En la figura 2.4 se muestra el vector de cargas generalizado en

el sistema local y en la figura 2.5 los angulos formados entre los sistemas local y global.

21



Autouce Mangane Tornee

Figura 2.4. Vector de cargas generalizado.

Figura 2.5. Angulos entre el sistema local y global.

La rotacion se lleva a cabo mediante cosenos directores. Para las componentes

globales de las cargas:
P. =P, cosa, + P, cosa, + P, cosa, (2.4)
P, =P, cos, + P, cosd, + P, cosd),
P, =P, cose, + P, cosgp, + P, cosg,

y para los momentos
M, =M,cosa, + M cosa, +M,cose, (2.5)
M, =M, cosd, + M, cosb, + M, cosd,
M, =M, cosp, + M, cosg, + M, cose,
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Usando los simbolos I, m y n con los subindices apropiados para designar los
cosenos directores de las nueve direcciones angulares entre los ejes locales y globales en

las expresiones 2.4 y 2.5 usando notacién matricial:

P. , I, 1, 0 0 O0]fP (2.6)
P.| [m m m 0 0 0P
P, no.n n 0 0 0P
M. [ |0 0 0 I I, I [|M,
M, 0 0 0 m m m M,
M, 0 0 0 n n n[|M,
en forma simplificada
{P1=[T]{P} o por transposicién {P}=[T] {P'} (2.7)

donde:
{P'} = vector de cargas en el sistema global

[T] = matriz de rotacion

{P} = vector de cargas en el sistema local

La representacion de los desplazamientos mediante vectores tal como si se trataran

de fuerzas nos conduce al uso del mismo procedimiento de transformacion para estos.

{d}=[T] {d"} o por transposicién {d'} =[T]{d} (2.8)

Las ecuaciones 2.7 y 2.8 reciben el nombre de “Principio de contragradencia” y su
interés principal es que si la rotacion de fuerza se define primero como en la ecuacién 2.7,
entonces la matriz de rotacién de desplazamientos de la ecuacion 2.8 se da mediante la

transposicion de la matriz de rotacion de fuerzas de la ecuacion 2.7.

Para la determinacion de la matriz de rigideces en el sistema global partamos de la
ecuacion 2.3
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{Py=[k]{d}

premultiplicando la expresién anterior por la matriz de rotacién [T] y sustituyendo la ecuacion
2.8,

[TI{P}=[TIIKI[TT {d} (2.9)

sustituyendo la ecuacién 2.7

{PY=[T]IK][T] {d} (2.10)

podemos ver que tanto el vector de carga como el de desplazamiento se encuentran en el

sistema global, por lo que concluimos que:

(k)= [rIT] @1y

esta ecuacion representa la rotacion de la matriz de rigideces del sistema local al global.

2.2. Matriz de rigideces

Tratdndose de andlisis no lineal geométrico la matriz de rigideces total esta formada

por la matriz de rigideces elastica ke mas la matriz de rigideces geométrica ky, es decir:

[K]=[k.]+ [k, ] (2.12)

Para la determinacion de la matriz de rigideces haremos uso del principio de los
trabajos virtuales y funciones de forma para un elemento prismatico de seccién transversal
constante sujeto a la accion de una fuerza axial, cortante y flexion respecto al eje z,
despreciando la deformacion por cortante. Este elemento y su carga proporcionan un claro
ejemplo de la formulacién de las propiedades de rigidez para el andlisis geométrico no lineal.
Para una barra sujeta a los seis elementos mecéanicos la formulacion se hara de manera

similar.
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2.2.1. Elementos sujetos a fuerza axial

Primeramente trataremos el caso en el que no existe flexion considerando
deformaciones pequefias finitas sobre un elemento diferencial de longitud dx. Asumimos que
el elemento es recto y que se deforma libremente en el sistema de referencia y, debido a que
consideramos Unicamente deformaciones axiales, podremos tratar el problema como

unidimensional figura 2.6.

—_—— —04»-7 > X
7

Figura 2.6 Elemento sujeto a fuerza axial

Si estudiamos un elemento diferencial ab como el de la figura 2.7, su longitud

después del desplazamiento y la deformacion axial es:

2 2
a'b'= (dx+d—udxj +(%dx)
dx dx

desarrollando

— L L

Figura 2.7 Desplazamiento y deformacion del elemento diferencial ab
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2 2 (2.13)
a'b'= 1+2d—u+(d—uJ +(ﬂj dx
dx dx dx

si lamamos

expandiendo mediante el teorema del binomio de una potencia m, el cual establece
m X2 x®
(1+x)" =1+mx+m(m _1)E+ m(m-1)(m- 2)§+...
y despreciando los términos de orden superior
a'b’'

—=1+1dab
dx 2

a'b' 1. du (du)® (dv)

— =1+ 2—+| — | +| —

dx 2| dx dx dx

a'b’' du 1|/(du)’ (dv) (2.14)
— =1+ —+=|| =] +| —

dx dx 2|\ dx dx

la deformacién lineal unitaria queda definida como:

a'b'—ab
E=—-—"-
ab

pero
ab = dx

con lo cual
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a'b'—dx
E=—"7—
dx
g:ﬂ—l
dx
sustituyendo en la ecuacion 2.14
du 1|(du)® (dv) (2.15)
E=—+=||—| +|—
dx Z(dxj (dxj

aplicando el principio del trabajo virtual, el incremento del trabajo interno se determina como:

oW, =[ sz0,dvol (2.16)

sustituyendo la ecuacion 2.15 en la ecuacion 2.16
2 2
Wiy =| & du Liyfduy (v o dvol
vl dx 2|\ dx dx

considerando que el area A de la seccion transversal es constante
dvol = Adx

integrando sobre la longitud del elemento, obtenemos:
2 2 (2.17)
oW, =IL odu o-XAdxﬁLEIL o au +0 Ll o, Adx
o\ dx 270 dx dx

considerando para la primer integral de la ecuacién 2.17 que:

o2

dx dx

lo cual es vélido para desplazamientos pequefios, tenemos

2 2 (2.18)
Wy = dou aon|x+1jL s[4 15[ 4] |o Adx
ol dx 270 dx dx

utilizando para la primera integral la relacién esfuerzo deformacion
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o,=E¢
o, = Ed—u
dx
y considerando para la segunda
o A=P,

podemos escribir la ecuacion 2.18 como:

(22 en( Lo a(22] o 2] o @19

el operador virtual 0 puede tratarse como un operador diferencial con respecto a (;_u y %
X X
por tanto, el incremento del trabajo interno puede escribirse como:
2.20
- Ldsu EA—d I [d&u du , dév dv}d (2.20)
o dx dx dx dx dx

considerando que la primera integral produce la matriz de rigidez elastica [ke] y la segunda la
matriz de rigidez geomeétrica [k], trabajaremos cada una de ellas por separado; asi para la
primera integral el incremento del trabajo interno puede escribirse como:

W, J.Ldﬁu EAd_ud (2.21)
dx

por otro lado, partiendo de que podemos conocer los desplazamientos en cualquier punto de

la barra a partir de los desplazamientos nodales mediante las funciones de forma, es decir,

u=[N,]{u,} (2.22)

donde:
u = desplazamiento en cualquier punto de la barra

[N, ] = Funciones de forma

{u,} = vector de desplazamientos nodales en direccién x

derivando la ecuacién 2.22 respecto a x
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du :[dNU }{u | (2.23)

de la misma ecuacién 2.22,

su=[N,]{su,}

derivando

dﬂ:|:dNu :l{é‘un}
dx dx

la ecuacién anterior se puede escribir:

T (2.24)
40U _ sy 17| 9N
dx dx

sustituyendo las ecuaciones 2.23 y 2.24 en la ecuacion 2.21

] T 2.25
W, = [ {ou,}' [dNU} EA{dN“}{un}dx (229

dx dx

Por otro lado, el incremento del trabajo virtual externo puede expresarse como:

SW.., =—{5un}T {p } (2.26)

n

aplicando el principio del trabajo virtual:
oW

int

+6W,, =0 (2.27)

sustituyendo las ecuaciones 2.25y 2.26 en la ecuacion 2.27:

It [ ] e B o=, )

X

como el incremento en los desplazamientos nodales no es funcion de x, se puede escribir:

de donde:

29



Aatonio Wawsano Townes
U:[d;\iu I EA[d;\)l(u }dX]{un} ~(P) (2.29)

comparando la ecuacién 2.29 con la ecuacioén fuerza desplazamiento, concluimos que:

[ke]=foL[ I EA[dNU }dx (2.30)

dx

dN,
dx

La figura 2.8 muestra los desplazamientos nodales en direccion x

T > .

- L -~

Figura 2.8 Desplazamientos nodales en direccion x

El desplazamiento en cualquier punto de la barra se puede expresar a través de un

polinomio de interpolacion como:

u=ax+b (2.31)

aplicando condiciones iniciales,
six=0 u.,=u
six=L u_ =u,
sustituyendo en la ecuacion 2.31
u, =b
u,=aL+b

arreglando en forma matricial

solucionando paraayb

. (2.32)
u2
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arreglando en forma matricial la ecuacién 2.31

o<[x 1]{2} (2.33)

sustituyendo la ecuacién 2.32 en la 2.33

desarrollando el producto

u_|:_1+1 1:| ul (234)
L L ||u,

comparando término a término la ecuacién 2.22 con la ecuacién 2.34, podemos ver que las

funciones de forma [N,] quedan definidas como:

[Nu]=[—%+1 %:| (2.35)

derivando respecto a x

o

sustituyendo la ecuacion 2.36 en 2.30

[_1 i} (2.36)
L L

1

k=], _f EA[—% ﬂdx

L

desarrollando el producto e integrando término a término

B A @37
[ke]: L L
B A
L L

aplicando un proceso similar para la segunda integral de la ecuacién 2.20
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2.38
éWinFszjL d5ud_u+d5vdv i (2.38)
0| dx dx dx dx

los desplazamientos en la direccion v se pueden escribir en funcion de los desplazamientos

nodales y de las funciones de forma como:
v=[N,]{v,} (2.39)

donde:

v = desplazamiento en cualquier punto de la barra

[N, ]= Funciones de forma

{v,} = vector de desplazamientos nodales en direccion y

derivando la ecuacion 2.39 respecto a x

dv [dN, (2.40)
&z{ dx ]{V”}

de la ecuacion 2.39 se puede obtener

sv=[N,]{ov,}

derivando

@:[de}{é‘Vn}
dx dx

la expresion anterior se puede reescribir de la siguiente manera:

T (2.41)
4V _ sy, 7| I
dx dx

sustituyendo las ecuaciones 2.23, 2.24, 2.40 y 2.41 en la ecuacion 2.38
] [dN, TN, TdN, T dN, (2.42)
Moy =Po]| [{5u”} { dx } [ dx }{u"%{&\/”} [ dx } { dx }{V”}jdx

por otro lado, el incremento del trabajo virtual externo puede expresarse como:
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oW, =—{5u,} (P} —{ov,} {P,} (2.43)

n nv

aplicando el principio del trabajo virtual
oW,

int

+oW,, =0

sustituyendo las ecuaciones 2.42y 2.43

L T i r ! . . (2.44)
ot [ ] Sty tou [ ] ) - fou (o) 15,

de donde se puede concluir

« Top L dﬂ T dN, i (2.45)
[ g”] XZJ.O dx | dx

« lp L d& U dN, i (2.46)
[ gv] XZIO dx | dx

utilizando el mismo polinomio de interpolacion para los desplazamientos en la direccion v
v=ax+Db (2.47)

aplicando condiciones iniciales,

six=0 v_,=V

six=L v, =V,

sustituyendo en la ecuacion 2.47
v, =b

v,=aL+b

arreglando en forma matricial

solucionando paraayb
(2.48)
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escribiendo la ecuacién 2.47 en forma matricial

V=[x 1]{2} (2.49)

sustituyendo la ecuacién 2.48 en 2.49 y desarrollando el producto

V—{—i—i-l l} A (2.50)
L L ||y,

comparando término a término la ecuacion 2.50 con la ecuacion 2.39, podemos ver que las

funciones de forma [N,] quedan definidas como:

2.51
[N,]=[-2+1 = (251)
L L
derivando respecto a x
v [ Lo (2.52)
dx | [ L L
sustituyendo las ecuaciones 2.36 y 2.52 en 2.45 y 2.46 respectivamente
1
3 L L 1 1
[kgu]—szjo p [_I E}dx
L

1 —1} (2.53)

P,[1 -1 (2.54)
[k J= [—1 1}
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reorganizando los grados de libertad, podemos escribir la matriz de rigideces geométrica

como:
1 0 -1 0 (2.55)

P,l0 1 0 -1
[kg]:Tz 10 1 0
0 -1 0 -1

de tal manera que la matriz de rigidez geométrica es funcién solamente de la fuerza axial

actuando sobre el elemento en la configuracion de referencia.

2.2.2. Elementos sujetos a fuerza axial y flexion

Para determinar la matriz de rigideces, debemos considerar la deformacién por carga
axial y por flexion.

De mecéanica de materiales sabemos que la deformacién por flexion se expresa

como:
O-X
& =—
E
o, =— M.y
IZ
g —— M.y
El,
pero
M, _dv
El, dx?
sustituyendo las expresiones anteriores
d?v (2.56)
& =—Y—
dx?
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La ecuacion 2.56 nos permite valuar la deformacion por flexion. La deformacion total

Etotal S€ determina como la suma de la deformacion por carga axial €, ecuaciéon 2.15, mas la
deformacién por flexién &4, ecuaciéon 2.56

&,

total — &+ gx

sustituyendo las ecuaciones 2.15y 2.56
du 1|(du) [(dv)’ d?v
Cota =3T3 | Tl = _y_z
dx 2|\dx dx dx
reordenando

du  dv 1[(du)® (dv) (2.57)
Sotal = 5 y_2+_ — | t|
dx dx= 2|\ dx dx

por otro lado, el incremento de trabajo virtual interno esta dado por:

W, = [ _Ssa,dvol (2.58)

sustituyendo la ecuacion 2.57 en la 2.58
2 2 2 (2.59)
oW = o _ysdV L) (L Gyl
vol | dx dx* 2 dx dx

considerando que el area A de la seccion transversal es constante e integrando sobre la

longitud, y que el operador virtual ¢ puede tratarse como un operador diferencial con

du dv
respectoa — y —, tal que,
dx ~ dx

o8]

dx dx
2 2

s d_\2/ =d §2v
dx dx

el incremento de trabajo virtual interno puede escribirse como:
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: 2.60
_ILdﬂa Adx —ijmadAdx j K:U (gzj }axAdx (260

considerando para la segunda integral de la ecuacién 2.60 que:

M,y
o

z

[ y?da=1,

el incremento de trabajo virtual interno sera:
2
_J-Ld5U Adx + J' d§V Z _J‘ ( j (d_Vj O'XAdX
0 dx

sustituyendo para la primera, segunda y tercera integral respectivamente

o, —Ed—u

dx

MzzﬂEl
dx?

_sz
A

obtenemos:
tdou_, du Ld? §v dv )’ (2.61)
OW. ——FEA—dx+ dx
o Tax - dx IO dx® J‘{ ( J (dxj}

De la primera integral se obtiene la matriz elastica por carga axial [k], de la segunda
integral, la matriz de rigideces elastica por flexion y cortante [ke] y de la tercera integral, la

matriz de rigideces geomeétrica por carga axial, flexion y cortante [kg].

La segunda integral que corresponde a la matriz de rigideces elastica por flexion y

cortante, queda definida por:

2 2 2.62
modo dx® T dx?
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el desplazamiento vertical en cualquier punto de la barra en direccién v puede determinarse

a partir de los desplazamientos nodales y las funciones de forma como:
v=[N,]{v,} (2.63)

con el siguiente vector de desplazamientos

{Vn}T:{Vl 6, Vv, ‘92}

calculando la segunda derivada de la ecuacion 2.63 respecto a x
d>v | d®N, (2.64)
o | ae |
de la misma ecuacion 2.63

v =[N, ]{ov,}

do®v | d3N
22V 12 s
dx? {dx2 }{ o}

o bien,

o'y 5, [N, " (2.65)
dx? " dx?

sustituyendo las ecuaciones 2.64 y 2.65 en la ecuacion 2.62

] d2N, T _ [d?N,
W, = {5vn}T[ = } E{ — ]{Vn}dx

por otro lado, el incremento de trabajo virtual externo esta dado por

é\Next = _{5Vn }t {Pn}
aplicando el principio del trabajo virtual
oW,

int

+oW,, =0

sustituyendo
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[rowy [ S a1 S jox-fov )

como el incremento en los desplazamientos nodales no es funcion de x, se puede escribir:

A R T

de donde:

(] o[-

comparando término a término la ecuacién 2.67 con la ecuacion fuerza desplazamiento,

L dZN U dZN (268)
[k.]=] {dT} EI[ dxzv}dx

para determinar las funciones de forma [n,] el desplazamiento v puede expresarse como

concluimos que:

funcién de un polinomio de interpolacién como:

v=ax® +bx® +cx+d (2.69)

derivando la ecuacion 2.70, se obtiene el desplazamiento angular

¢ =3ax* + 2bx +c (2.70)

aplicando condiciones de apoyo
Six=0 v _,=Vv, 4 ,=¢
six=L v_ =V, ¢_ =9
sustituyendo en las ecuaciones 2.69y 2.70
v, =d
¢ =cC
v, =al® +bL” +cL+d
¢, =3al’> +2bL +¢

solucionando para a, b, c y d y escribiendo en forma matricial
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i 2 1 2 1 i (2.71)
a S N A A
b 3 2 3 1|4
[ L € Ly,
d 0 1 0 4,
1 0 0 0|

escribiendo la ecuacion 2.69 en forma matricial

a (2.72)
b
v=[x, X x 1] ]
d
sustituyendo la ecuacion 2.71 en la 2.72
[ 1 2 1]
o C 2|
3 2 3 11|g,
= 1 - -
vl % x e oo @ L (I,
0 1 0 0 é,
|1 0 0 0 |
desarrollando el producto
v, (2.73)
2x®  3x? x¥ 2x? 2x° 3 X2 X |4
V|37 tl et X et
L L L L L L L L[|V,
¢,
comparando término a término la ecuacion 2.63 con la ecuacion 2.73
[N ]— 2_X3_£+1 X_3_2_X2+X 2_X3+£ X_3_X_2
! R > L L L L L
calculando la primera y segunda derivadas:
dN, | [6x* 6x 3x* 4x 6x> 6x 3x* 2x (2.74)
=l 27t it
dx L L L L L L L L
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d*N, _[12x 6 6x 4 12x 6 6x 2} (2.75)
T

o | L8 L

sustituyendo la ecuacién 2.75 en la ecuacion 2.68

[ 12x 6 |
FERE
6x _4

2
[ke]:J-OL L2 L EIZFZX 6 6x 4 12x 6 6X z}dx

—_— —_ —_ _—
12x 6 [ N & N L
L3 L

6 3 6 3 (2.76)
> L > L
3, 2
[k]ZZEIZ L L
SoL|.8 3 8 3
N T L
3. 3
L L L _

reorganizando la matriz de rigideces elastica incorporando la carga axial y flexiébn, podemos

escribir
i ] 2.77
EA o EA 5 @71
12ElI 6El 12El 6El
0 L3Z LZZ 0 - L3Z LZZ
0 6E2IZ 4El, 0 _6E2IZ 2El,
[k]= L L L L
_EA A 0 0
L L
12El 6EI, 12El, 6EI,
O & T T
6El, 2El, 6El, 2El,
0 2 T2
L L L L L
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para el calculo de la matriz de rigideces geométrica analizaremos la tercer integral de la

2 2
éWimzlszjL 5(0'—“} +5(ﬂj dx
2 0 dx dx

considerando que el operador virtual ¢ funciona como un operador diferencial, la ecuacion

ecuacion 2.61

anterior se puede escribir como:

(1 e,
0

dx dx  dx dx
W, :PXJqud_udHPXZIL@de (2.78)
0 dx dx 0 dx dx

La primer integral de la ecuacion 2.78 corresponde a la matriz de rigideces

geomeétrica por carga axial en direccién x definida anteriormente por la ecuacién 2.54 como:
P,l1 -1
[kgu:| _x2
L{-1 1

La segunda integral corresponde a la matriz de rigideces geométrica por cortante y

flexion
2.79
évvint = PXZJL@ﬂdX ( )
0 dx dx
de la ecuacion 2.63
ﬂ_ dN, {v } (2.80)
dx dx |*"

de la misma ecuacién 2.63

v =[N, ]{ov,}

@:[de}{é\/n}
dx dx

también puede escribirse,
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dov

W owy|

dx

dN, }T (2.81)
dx

sustituyendo la ecuacién 2.80 y la ecuacién 2.81 en la 2.79

L dN, T [dN,
W = PXZIO {5\/”}{ dx } [ dx }{Vn}dx

sabemos que el incremento de trabajo virtual externo es:

oW, = _{5Vn }T {Pn}

aplicando el principio del trabajo virtual
oW,

int

+OW,,, =0

sustituyendo

Ryt | } o= fon )" (R

como el incremento en los desplazamientos nodales no es funcion de x, se puede escribir:

{(””}T(P“LL[%T{ddev}de{V“}%ffvn}T{a} 252

de donde:

TdN. T TdN (2.83)
P — = ldx [{v, =P
[ X2J‘O|: dX:| { dX:| \]{ n} { n}
comparando la ecuacion 2.83 con la ecuacién fuerza desplazamiento, concluimos que:

L[ dN, T dN, (2.84)
[kgu]szzjo [W} {dx }dx

sustituyendo la ecuacion 2.74 en 2.84
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2
2

k,]=P

[g} ZIO 6x>  6X {
BT
X _2x
2 L

6x> 6x 3x* 4x
FENET

2

LZ

L

efectuando el producto e integrando término a término

1
Sl m;m 5| vlo

5|

10

+1

6x>
R

6x
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(2.85)

reorganizando la matriz de rigideces geométrica incorporando la carga axial, cortante y

flexion, podemos escribir

H
s © 5| vlo o

|
'_U'I|

[E
o

Si procedemos de forma analoga
matrices de rigidez elastica (ecuacion 2.87) y geométrica (ecuacion 2.88) que se muestran a

continuacion:

-1

10
212

15 |

(2.86)

para una barra tridimensional, obtenemos las
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0 0
12|_EBIZ :
12EI
0 Lay
0 0
—6El
0 |_2y
6EI,
L? 0
0 0
—12L35|Z 0
—12El
0 B Y
0 0
—6EI
0 |_2y
6EI,
L? 0
1 0
o 8
5
0 O
0 O
0 O
o L
[k]-"2 %
¢ L{-1 O
o _8
5
0 0
0 0
0 O
0 —
10

0 0
0 0
—6El
0 Lzy
e
L
0 4EIy
L
0 0
0 0
0 0
6EI
0 Lzy
-GJ 0
L
2EIy
L
0 0
0 0
0 0
LI
5
0o 2
A
Lo
10
0 0
0 0
0 0
,6 0
5
o 2
A
L
10
0 0

-L
10

a

21
15

-L
10

12
30

o

=
o ulo oo‘,_

-L
10

o

o g|lo o

0
0
712Ely
L3
0
6EI
LZ
0
0
0
12El
L3
0
6EI
LZ
0
0 0
0 0
o L
10
3
A
2
o L
30
0 0
0 0
0 0
o L
10
I
A
2
o 2
15
0

5| o

o

15 |

(2.88)
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De acuerdo a la ecuacion 2.88, la matriz de rigidez geométrica, es funcién de la
fuerza axial actuando en el extremo final de la barra como resultado de las cargas externas,
lo que nos lleva a una ecuacién no lineal que seréa resuelta de manera incremental, bajo este
considerando los desplazamientos son valores incrementales referidos a su configuracion de

referencia, entonces la ecuacion fuerza-desplazamiento quedaré expresada como:

{aP}=[k, +k, J{ad} (2.89)
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Capitulo 3

Programa de cOmputo para el analisis de estructuras
considerando la no linealidad geométrica

3.1. Introduccioén

En el presente capitulo se describen las caracteristicas del programa de computo
para el andlisis de estructuras considerando la no linealidad geométrica, se presenta un
diagrama de flujo en el cual se ilustra de manera gréfica la secuencia que sigue el programa
en el proceso de analisis y solucion de la ecuacién fuerza-desplazamiento para un sistema
estructural seleccionado y la correspondiente creacion del archivo de resultados en forma

tabular.
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Se describe paso a paso cémo introducir los datos ya sea para la elaboracion del

archivo de datos, o bien para la alimentacion manual.

También se describe de manera detallada el programa principal y algunas de las

subrutinas de mayor interés del programa.

El capitulo concluye con la guia del usuario y un ejemplo de cémo crear un archivo de

entrada de datos.

3.2. Caracteristicas del programa

El programa de computo para analisis no lineal de estructuras se desarrollo en

Compagq Visual Fortran 6.6.C y puede analizar los siguientes tipos de estructuras:

e Armaduras planas

e Armaduras en el espacio tridimensional
e Marcos planos

e Vigas

o Reticulasy

e Marcos en el espacio tridimensional

Se requiere al menos una maquina PC con procesador Pentium a 233 MHz o mas
rapido (500 Mhz recomendado), sistema operativo Windows 2000, Windows NT o Windows
XP, un minimo 128 Mb de memoria RAM (se recomiendan 256 Mb de memoria RAM) vy al

menos 2.0 Mb de espacio en disco duro para los archivos temporales y de resultados.

El programa puede analizar practicamente cualquier tamafo de estructura, el tamafio

de ésta dependera Unicamente de la cantidad de memoria instalada en la computadora.

Las cargas admitidas seran unicamente de tipo estético y deberan estar acorde con

el tipo de estructura a analizar segun se muestra en la tabla 3.
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Tabla 3. Tipos de carga

Tipo de estructura Tipo de carga
- Armadura plana e Cargas puntuales nodales
Armadura en el espacio tridimensional e Cargas puntuales nodales

e Cargas puntuales nodales y a lo largo del elemento
Marco plano e Cargas uniformemente distribuidas

e Momentos concentrados

e Cargas puntuales nodales y a lo largo del elemento
Viga e Cargas uniformemente distribuidas

e Momentos concentrados

e Cargas puntuales nodales y a lo largo del elemento
Reticula e Cargas uniformemente distribuidas

¢ Momentos concentrados

e Cargas puntuales nodales y a lo largo del elemento

Marco en el espacio tridimensional e Cargas uniformemente distribuidas

¢ Momentos concentrados

3.3. Diagrama de flujo

La figura 3.1 muestra el diagrama esquematico del programa de cémputo para el
andlisis no lineal geométrico de estructuras en el que estdn resumidas las etapas
fundamentales asociadas a este. Cada una de las etapas se describen a continuacion a

detalle.

El programa inicia solicitando al usuario el tipo de analisis por analizar de entre tres
posibles, [1] elastico lineal, [2] elastico lineal paso a paso y [3] no lineal geométrico,
posteriormente deben ingresarse los nhombres de los archivos de datos y de resultados
respectivamente y si se trata de los casos dos y tres el nimero de ciclos necesarios para
llegar a la carga final asi como el nimero del nodo del que deseamos conocer sus
desplazamientos. Finalmente debemos seleccionar la forma en la que seran ingresados los
datos de la estructura por analizar, esto es, directamente por teclado o mediante un archivo

de datos previamente elaborado.
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Figura 3.1. Diagrama esquematico del programa de cémputo de analisis no lineal

geométrico
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Las subrutinas que intervienen en el programa se enlistan a continuacion de acuerdo

al diagrama de flujo anterior:

1. Menu para la entrada de datos de control (subrutina MENU). Esta subrutina es
la encargada de solicitar al usuario el tipo de andlisis a realizar, los nombres
de los archivos de datos y resultados, el nimero de ciclos necesarios para
alcanzar el nivel de carga total aplicada, el nimero del nodo del que
deseamos conaocer sus desplazamientos y si la entrada se realizard mediante
un archivo de datos previamente elaborado o si se elaborara capturando los
datos mediante el teclado.

2. Elaboracion del archivo de datos por teclado (subrutina ENTRADA_MANUAL).
En caso de haber seleccionado la alternativa por teclado, el archivo de datos
de la estructura se creara con la informacién proporcionada en pantalla, en
caso contrario, se realizara la lectura del archivo de datos.

3. Asignacién de espacio en memoria (subrutina ASIGNA). Aqui se leen los
datos generales de control de la estructura (primera fila) y se crean las
matrices que almacenaran las fuerzas en el extremo final de cada barra en la
direccion X y las coordenadas de los nodos.

4. Lecto escritura de datos (subrutina LEE_ESCRIBE_DATOS). Se crea el
archivo de resultados del andlisis y los archivos temporales que almacenaran
los datos de barras, apoyos y las fuerzas de empotramiento perfecto.

5. Ensamble de la matriz de rigideces (subrutina ENSAMBLE). Aqui se calcula la
matriz de rigidez correspondiente a cada uno de los elementos que forman el
sistema estructural [K]=[ke]+[k¢] ¥ se realiza el ensamble para obtener la matriz
de rigideces del conjunto.

6. Solucion del sistema lineal de ecuaciones (subrutina CROUT). Una vez
conocida la matriz de coeficientes [K] y los vectores de fuerzas nodales {AP}
se resuelve el sistema para obtener los desplazamientos nodales {4d}
mediante el método de eliminacién directa denominado factorizacién de Crout.

7. Desplazamientos nodales y su incremento (subrutina DESPLA). Se calculan
los desplazamientos en los diferentes nudos y el incremento de
desplazamiento para actualizar las coordenadas del sistema de referencia

para el ciclo siguiente.
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8. Célculo de elementos mecénicos en las barras (subrutina FZAS_REACC). Se
calcula el incremento de las fuerzas internas de cada barra asociados a los
desplazamientos nodales y las fuerzas internas totales para cada barra y se
almacena el valor de la fuerza axial en el extremo final de cada barra Py,.

9. El procedimiento anterior desde el punto 3 hasta el 8 se repite hasta alcanzar

el nivel de carga deseado controlado por el nimero de ciclos a ejecutar.

3.4. Guiadel usuario

La presente guia tiene por objeto ayudar al usuario en el desarrollo de un archivo de
datos que contiene informacién general sobre el tipo de estructura a analizar, su geometria,
interconectividad, propiedades elastogeométricas, restricciones, tipos de cargas y su punto

de aplicacion. Se asume que el usuario maneja cualquier editor de textos.

3.4.1. Generalidades

Para su funcionamiento el programa requiere de la elaboracién de un archivo de
datos (origen) cuyo nombre debe seguir las reglas de MS-DOS para nombrar archivos. Se
recomiendan las extensiones .txt o .dat para el archivo de datos y .res para el de resultados

respectivamente.

Una vez realizado el archivo de datos, bastara con ejecutar el programa, seleccionar
el tipo de analisis a realizar, introducir en la linea de comando el nombre de archivo de datos
(origen), el nombre del archivo de resultados (destino) y el nUmero de ciclos por realizar si es
el caso y el numero del nodo del que se desean conocer sus desplazamientos lineales y

angulares.

El programa genera por cada corrida dos archivos auxiliares temporales llamados
FEP.TXT y TEMP.TXT; en el primero estan almacenadas las fuerzas de empotramiento

perfecto, mientras que en el segundo las restricciones de los nudos y las propiedades
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elastogeométricas de cada barra, mismos que seran eliminados al terminar la ejecucion

normal del programa.

Adicionalmente se crean también, un archivo de resultados que contiene la
informacién general de la estructura, coordenadas, propiedades de las barras, incidencias,
apoyos y cargas sobre actuantes sobre esta y un archivo que contiene los desplazamientos
lineales y angulares de un nodo particular en el archivo DESPLAZAMIENTOS.TXT, ambos
archivos puede leerse e imprimirse utilizando un editor de textos o procesador de palabras y

para el ultimo una hoja de célculo.

Los datos deben ser introducidos en seis secciones diferentes que se describen en
los apartados siguientes, cada dato debera separarse al menos por un espacio en blanco o
tabulador. Se recomienda separar cada seccion mediante una linea en blanco, a fin de tener

un mejor control sobre los datos de entrada.

El programado permite el modelado de apoyos elasticos, diferenciado estos
Unicamente por los valores de la rigidez al desplazamiento lineal y angular introducidos al

definir cada una de las restricciones del sistema.

3.4.2. Recomendaciones iniciales

Antes de iniciar con la creacién del archivo de datos o la entrada manual, se
recomienda realizar un dibujo de la estructura por analizar en donde estén claramente
definidos sus nudos, coordenadas, himero de barras, magnitud y punto de aplicacion de las
cargas estaticas puntuales y uniformemente distribuidas. Se recomienda que la numeracién
de los nudos sea de tal forma que la diferencia entre estos sea minima, a fin de tener el

menor ancho de banda posible.

Se deben hacer los calculos del area de las diferentes secciones transversales (A),
médulos de elasticidad (E), momentos de inercia (l), modulo de elasticidad al corte (G) y
momento polar de inercia (J) acordes con el tipo y calidad del material seleccionado para los
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diferentes elementos que formaran parte de la estructura. Se recomienda también revisar

que todas las unidades a emplear sean consistentes.

3.4.3. Introduccién de los datos

La introduccion de los datos, que definen las caracteristicas propias de cada
estructura, puede hacerse a través de dos vias; la primera mediante el uso de un archivo de
datos previamente elaborado en un procesador de textos conforme a los requisitos que se
definirdn a continuacion y la segunda directamente por teclado durante la ejecucion del
programa. Se han incluido los dos procedimientos debido a que cada uno de ellos ofrece
ciertas ventajas sobre todo cuando se desea analizar una estructura que conserva su
geometria y que sufre cambios en cargas, propiedades o tipos de apoyos. La estructura base
podra realizarse por teclado siguiendo el orden en el que la maquina ir4 solicitando la
informacion al usuario para posteriormente realizar los cambios necesarios, sin la necesidad

de recapturar toda la informacién de la estructura nuevamente.

Ambos procedimientos de ingreso de datos obedecen a un orden Unico que se

especifica a continuacion.

Tipo de andlisis: [por teclado] Debemos seleccionar el tipo de analisis que el usuario
desea realizar: [1] Andlisis elastico lineal, [2] Andlisis elastico lineal paso a paso o [3] analisis

no lineal geométrico.

Nombre del Archivo de Datos: [por teclado] Alusivo al archivo que contiene la
informacién referente a la estructura por analizar, en caso de haber elegido la opcién de usar
un archivo de datos previamente elaborado; o que se desea crear y analizar, en caso de

haber elegido la opcién de crear un archivo de datos de manera directa mediante teclado.

Nombre del Archivo de Resultados: [por teclado] Es el archivo en el que se
almacenaréan los resultados generados por el programa durante su ejecucion. Este archivo
podra tener o0 no una extension; en caso de que tenga, se recomienda que esta sea del tipo
ixt, .dat, o .res.
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Numero de ciclos: [por teclado] Nimero entero que indica el nimero de ciclos que
efectuara el programa para alcanzar el nivel de carga total aplicada, este valor podra

ingresarse Unicamente para tipos de andlisis dos y tres.

Numero del nudo del que se desea conoce el desplazamiento: [por teclado]
Corresponde al niumero de nudo del que se desean conocer sus desplazamientos lineales y

angulares y cuyos valores seran escritos en el archivo DESPLAZAMIENTOS.TXT.

Seccion 1 Datos generales (dos lineas)

PRIMERA FILA
TE NN NB NA NP NC
TE Tipo de estructura. Se refiere al tipo de estructura que se quiere calcular.
e 1 Armaduras planas
e 2 Armaduras en el espacio tridimensional
e 3 Vigas y marcos planos
e 4 Reticulas
¢ 5 Marcos en el espacio tridimensional
NN Numero de nudos
NB Numero de barras
NA Numero de apoyos
NP Numero de las diferentes propiedades de la estructura. El programa es capaz

de manejar diferentes propiedades elastogeométricas para cada una de las
diferentes barras que forman parte de la estructura.
NC Numero de nudos cargados (carga nodal)

SEGUNDA FILA (s6lo para estructuras tipo 3, 4y 5)

CCCD
CcC Numero de barras con cargas concentradas
CD Numero de barras con carga distribuida

Importante: todos los datos anteriores deberan ser nUmeros enteros, por lo que no

se permitira la introduccién de otro tipo de numero.

Seccion 2 Coordenadas (una linea por cada nudo)

NUDO COORDX COORDY COORDZ

NUDO Numero del nudo del cual se ingresan las coordenadas. Debe iniciar en 1y
terminar en el valor del nimero de nudos almacenados en NN.

COORDX Coordenada X

COORDY Coordenada Y
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COORDZ Coordenada Z

En este apartado se ingresaran las coordenadas de cada uno de los nudos que
forman parte de la estructura teniendo en cuenta la forma en la que se establecieron los
sistemas de referencia y si se trata de una estructura bidimensional o tridimensional a fin de
considerar dos o tres coordenadas. Los valores para el campo NUDO deberan ser nimeros
enteros, mientras que los de las coordenadas COORDX, COORDY y COORDZ valores en

formato decimal.

Seccién 3 Propiedades de las barras (una linea por cada tipo de propiedad diferente)
Para estructuras tipo 1y 2

PROP A E

Para estructuras tipo 3

PROP AE |,

Para estructuras tipo 4

PROPAEIGJ

Para estructuras tipo 5

PROPAEII,GJ

PROP Establece el numero de propiedad que define las caracteristicas particulares
de una o mas barras

A Area de la seccién transversal

E Moédulo de elasticidad del material

l, Momento de inercia respecto de z

ly Momento de inercia respecto de y

G Médulo de elasticidad al corte

J Momento polar de inercia

Este bloque define las propiedades elastogeométricas para cada barra de la
estructura. Tal como se presenta el orden para cada caso, asi se deben escribir en el archivo
de datos los valores correspondientes para cada tipo de propiedad. Los valores aceptables
para PROP son unicamente valores enteros y para las variables A, E, |y, |, G, y J valores de
tipo decimal. EI nimero total de renglones sera igual al nimero de propiedades diferentes
NP ingresado en la seccién 1, mientras que el nimero de columnas dependera del tipo de

estructura que se analiza.

Secciobn 4 Incidencia de barras y tipo de propiedad (una linea por cada barra)

BARRA NI NF PROP

BARRA Numero de la barra de la cual se ingresa su conectividad y propiedades. Debe
iniciar en 1y terminar en un valor igual al de la variable NB.
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NI Nudo inicial
NF Nudo final
PROP Tipo de propiedad a la que pertenece la barra

En este apartado se aceptan solamente nimeros del tipo entero. Cada barra queda
definida como el elemento que une dos nudos. Para cada elemento debera definirse en
orden creciente la variable BARRA desde uno hasta el nimero de barras NB definida en la
seccion uno seguida por el nudo inicial NI, nudo final NF y el tipo de propiedad controlado
por PROP con valores que irdn desde uno hasta el nimero de propiedades NP definido con
anterioridad también en la seccion 1. Este blogque debe tener igual niamero de filas que

barras de la estructura y un nimero de columnas siempre igual a cuatro.

Seccion 5 Apoyos elésticos (una linea por cada nudo restringido o apoyo)
Para estructuras tipo 1

APO RX RY

Para estructuras tipo 2

APO RX RY RZ

Para estructuras tipo 3

APO RX RY RMZ

Para estructuras tipo 4

APO RY RMX RMZ

Para estructuras tipo 5

APO RX RY RZ RMX RMY RMZ

APO Numero de nudo con cualquier tipo de apoyo. El nimero total de apoyos debe
ser igual a NA.

RX Restriccion al desplazamiento lineal en X

RY Restriccion al desplazamiento lineal en'Y

Rz Restriccion al desplazamiento lineal en Z

RMX Restriccion al desplazamiento angular alrededor de X

RMY Restriccion al desplazamiento angular alrededor de Y

RMZ Restriccion al desplazamiento angular alrededor de Z

Este bloque define los apoyos de tipo elastico presentes en la estructura. Para el
namero de nudo controlado por la variable APO se deben usar valores del tipo entero
mientras que para las restricciones al desplazamiento lineal RX, RY y RZ y al
desplazamiento angular RMX, RMY y RMZ valores exponenciales que van desde cero para
apoyos que permiten el desplazamiento libre hasta valores infinitos para apoyos totalmente
restringidos. El numero de filas debera ser igual equivalente al nimero de nudos restringido
0 apoyos NA definido en la seccién 1, y con igual numero de columnas que restricciones

dependiendo del tipo de estructura en consideracion.
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Seccion 6 Cargas nodales (una linea por cada nudo cargado)
Para estructuras tipo 1
NUDO PX PY

Para estructuras tipo 2
NUDO PX PY PZ

Para estructuras tipo 3
NUDO PX PY MZ

Para estructuras tipo 4
NUDO PY MX MZ

Para estructuras tipo 5
NUDO PX PY PZ MX MY MZ

NUDO Numero de nudo cargado. El nimero total de nudos cargados debe ser igual
al valor de la variable NC.

PX Carga nodal en direccion X

PY Carga nodal en direccion Y

Pz Carga nodal en direccion Z

MX Momento alrededor del eje X

MY Momento alrededor del eje Y

MZ Momento alrededor del eje Z

En esta seccién se definen las cargas aplicadas de manera directa en los nudos
presentes en la estructura ya sea de tipo carga puntual o momento flexionante. El primer
campo se refiere al numero de nudo en el que se encuentran actuando las cargas y que se
almacenard en la variable NUDO que debera ser de tipo entero. Los campos siguientes PX,
PY y PZ corresponden al valor de la magnitud de las cargas puntuales, mientras que los
campos MX, MY y MZ son los valores de las magnitudes de los momentos concentrados;
ambos campos deben ser de tipo decimal. Esta seccién tendrda un namero igual de filas que
namero de nudos cargados y un nimero de columnas que dependera del tipo de estructura

por analizar.

Seccidén 7 Cargas concentradas en las barras (una linea por cada barra con carga)
BARRA a P

BARRA Numero de barra en la que se tiene carga concentrada. EI niamero total de
barras cargadas debe ser igual al valor almacenado en la variable CC.

a Es la distancia del nudo inicial de la barra a la carga concentrada. El valor
almacenado en esta variable debe ser menor que la longitud total de la barra

P Carga en direccion perpendicular a la barra cuyo signo dependera de la

convencion adoptada y de la orientacion de la barra.
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Aqui se definen todas aquellas barras que presentan carga concentrada, esta seccién
solo es aplicable para estructuras del tipo tres, cuatro y cinco. El valor almacenado en el
campo BARRA debe ser un nimero de tipo entero, mientras que para las variables a 'y P los
valores seran de tipo decimal. La forma en que deben medirse ambos valores se ilustra en la
figura 3.2. El nimero de filas de este bloque debe ser igual al nimero de barras con carga

concentrada CC definido en la seccion 1, y el nimero de columnas siempre sera de tres.

- 1 L

Figura 3.2. Carga concentrada en las barras

Seccion 8 Cargas uniformemente distribuidas (una linea por cada barra con carga)

BARRAab W

BARRA Numero de barra en la que se tiene carga distribuida. EI nimero total de
barras cargadas debe ser igual al valor de la variable CD.

a Distancia del nudo inicial de la barra al inicio de la carga distribuida

b Distancia del nudo final de la barra al final de la carga distribuida

w Intensidad de la carga en direccion perpendicular a la barra cuyo signo
dependera de la convencion adoptada.

En este apartado se describe como modelar carga distribuida sobre una barra,
proceso solo aplicable a estructuras tipo tres, cuatro y cinco. EIl campo BARRA debe ser un
namero de tipo entero y los siguientes tres campos a, b y W de tipo decimal. EI nimero de
filas de este apartado debe ser igual al nUmero de barras con cargada uniformemente
distribuida almacenado en la variable CD y el nUmero de columnas es siempre de cuatro. En
caso de que la carga distribuida se encuentre en toda la longitud de la barra, el valor de las
distancias a y b seran iguales a cero y deberan ser incluidas. De manera esquematica se
ilustra como deben ser medidos los valores de las magnitudes para las variables a, b y W en

la figura 3.3 siguiente.
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— 1. —

Figura 3.3. Carga uniformemente distribuida en las barras

3.4.4. Resultados finales

Los resultados del andlisis no lineal geométrico de estructuras a través de este
programa se presentan en dos archivos de resultados; el primero definido por el usuario
(archres) y que contiene en forma tabular tanto los datos generales de la estructura como los
desplazamientos sufridos por cada uno de los nudos, asi como los elementos mecéanicos de
cada barra; mientras que el segundo de nombre DESPLAZAMIENTOS.TXT contendra los
desplazamientos sufridos por un nudo en particular. Ambos archivos se localizaran en la

misma carpeta en la cual se ejecute el programa

3.5. Ejemplo de un archivo de datos

A fin de mostrar la forma en la que debe realizarse el archivo de datos o su
correspondiente entrada por teclado, se modelara la estructura en acero que se muestra en
la figura 3.4. Las cargas mostradas corresponden a cargas de tipo puntual aplicadas en los
nudos y a lo largo de una barra. Las cotas estan a ejes colocados en el centroide de la
seccion transversal de cada uno de los elementos que conforman la estructura, el origen del
sistema de ejes coordenados X' y y' se considerard colocado en el nudo 1, se muestra
ademas la numeracién de los nudos y barras, el sentido de estas, el tipo de apoyos, la
magnitud y localizacién de las cargas aplicadas, asi como también las propiedades

elastogeométricas de cada barra.
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Figura 3.4. Estructura a analizar

El sistema estara simplemente apoyado y tendra las propiedades elastogeométricas

mostradas en la tabla 4, se realizaran 100 intervalos de carga para la estructura tipo marco

plano y se adoptaran como unidades de medicién y analisis centimetros y toneladas.

Tabla 4. Propiedades elastogeométricas

Barral

Barra 2

A;= 40.00 cm?
Eacero=2,038.9019 ton/cm?
l,= 5,000.00 cm*

A,=60.00 cm?
Eacero=2,038.9019 ton/cm?
l,= 20,000.00 cm*

A la estructura por analizar le corresponde un tipo de estructura 3 (marco plano), esta

formada por 5 nudos, 4 barras, 2 apoyos, 2 nudos cargados, 1 barra con 3 cargas puntuales

y no existe carga uniformemente distribuida, por tanto, la seccién 1 quedara:

3 5 4 2 2
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3 0

A continuacién se capturardn el numero de nudo y sus correspondientes
coordenadas x y y para formar la seccion 2.

0 0
0] 500
750 800
1050 500
1150 O

abrhwNP

Las propiedades elastogeométricas formaran la seccion 3, debido a que existen dos
tipos de propiedades distintas debera introducirse por separado en dos renglones, uno para
cada un de ellas.

1 40 2038.9019 5000
2 60 2038.9019 20000

La seccion 4 esta constituida por la incidencia entre barras y el tipo de propiedad
existente en ellas. Por simplicidad la numeracion de las barras seguira el orden de los nudos,
es decir, la barra uno sera la que se forme entre los nudos 1y 2, la barra 2 por los nudos 2 y

3, la barra 3 por los nudos 3y 4 y finalmente la barra 4 por los nudos 4 y 5.

DWN R
DN R
AadwN
R RN

El tipo de apoyos dara origen a la seccion 5. Para modelar apoyos elasticos del tipo
articulado consideraremos valores del orden de 9x10°° para restringir el desplazamiento
lineal en sentido X’ y y’ respectivamente y un valor de O para la rigidez al desplazamiento
angular debido a que puede girar libremente.

1 9e30 9e30 O
5 9e30 9e30 O

Se consideraran 100 intervalos o ciclos de andlisis, por lo que la magnitud de las
cargas sera la que resulte de dividir la carga total aplicada entre el nimero de intervalos,

esto es, 5 ton/100 = 0.050 ton y 2.5 ton/100 = 0.025 ton respectivamente. La seccién 6

quedara.
2 .05 -05 O
3 0 -.05 0
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Para la aplicacion de las cargas puntuales sobre la barra 2 comprendida entre los
nudos 2 y 3 del marco debera calcularse la longitud total de la barra y la correspondiente
distancia a cada una de las cargas aplicadas. Es importante sefialar que para que el
programa considere las tres cargas puntuales actuantes sobre la barra, estas deberan
ingresarse una en cada linea y el nUmero de cargas puntuales en la barra asignarse también
en tres.

2 201.9437 -.025
2 403.8874 -.025
2 605.8310 -.025

El archivo de datos completo para esta estructura se muestra a continuacion.

3 5 4 2 2 2
0

1 0 0]

2 0 500

3 750 800

4 1050 500

5 1150 O

40 2038.9019 5000

2 60 2038.9019 20000
1 1 2 1
2 2 3 2
3 3 4 1
4 4 5 1
9e30 9e30 O

5 9e30 9e30 O

2 .05 -05 O
3 0 -05 O

2 201.9437 -.025
2 403.8874 -.025
2 605.8310 -.025
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Capitulo 4

Ejemplos de aplicacion

En el presente capitulo se presentan algunos ejemplos que muestran el uso del
programa. Se analizaran un total de cinco estructuras, una de cada tipo, variando sus
propiedades geométricas, partiendo de una estructura considerada esbelta con la finalidad

de ilustrar el comportamiento de estas considerando la no linealidad geométrica.

A fin de tener puntos de comparacion, se realizara la grafica carga-desplazamiento

que sufre un nudo en particular de cada estructura.

Con la finalidad de introducir al usuario en el estudio de estructuras considerando la

no linealidad geométrica, se presenta la solucién manual.
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4.1 Ejemplo de aplicacion numero 1, ARMADURA PLANA.

En la figura 4.14 se muestra geometria de la armadura por analizar. La estructura se
considerara elaborada de acero con mddulo de elasticidad E=2,038,000 kg/cm?, y areas de
la seccion transversal de 1, 2, 3, 4,5y 25 cm? para todas las barras e incrementos de carga

AP =100 kg para el analisis.

B (150,0)

C (300,0)

Figura 4.1. Armadura plana.

La ecuacion fuerza desplazamiento de la estructura es:

[k at k Izth:I{Ad IB} = {AP'B}
de la ecuacion 2.12 sabemos que:
[K]=[k.]+[k, ]
|:k|22,i:|:[klezz,i:|+|:k'922,i]

aplicando la ecuacion 2.11 para realizar la rotacion del sistema local al global de las
ecuaciones 2.37 y 2.53 tenemos:

Los respectivos vectores de incremento de carga y desplazamiento son:

SERron b =[]
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Resolviendo de manera iterativa la ecuacion fuerza desplazamiento del sistema
tendremos:

Primera iteracion

Barra a

A =1lcm’ P2a =0

L, = /(150 —0)% + (50— 0)* =158.113883cm

= 10=0 948683 m =—20-0 5316208
158.113883 158.113883

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global son:

K ]- (1)2,038,000f  (0.948683)° 0.316228(0.948683)
#2221 158.113883 | 0.316228(0.948683) (0.316228)*

K] 11,600.499369 3,866.833123
222 ]| 3 866.833123 1,288.944374

[Kual s o

por tanto:
[k, ]_ 11,600.499369 3,866.833123
222171 3.866.833123 1,288.944374
Barra b
A =1lcm’ Pean =0
L, =+/(150—300)? + (50 — 0) =158.113883¢cm
X _ 1503800 _ 4 g8683 m, = S0-0 __ 316208
158.113883

158.113883

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global para la barra b son:
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Kn]- (1)2,038,000[  (-0.948683)’ 0.316228(—0.948683)
21" 158.113883 | 0.316228(~0.948683) (0.316228)°

K] 11,600.499369 —3,866.833123
22 1| _3866.833123 1,288.944374

[Kunl-{s o

por tanto:

[ , ]_ 11,600.499369 —3,866.833123
220171 _3.886.833123 1,288.944374

sustituyendo en la ecuacion fuerza desplazamiento
23,200.998737 0 Ad'y| [ 0
0 2,577.888749 | |Ad' 5 ~ 1-100
resolviendo el sistema
Ad';;| [ 0.00000000
Ad' | |-0.03879143

Aplicando el método directo de las rigideces para el célculo de las cargas nodales en los

extremos 1y 2.

Por compatibilidad.
{Ad',}

{0} {Ad 'Za} = {Ad ‘B}
{Ad '1b}:{0} {Ad '2b} :{Ad 'B}

Barra a

(AP, b=k, {0} +[ k' [{Ad g}

{A ' }_ —-11,600.499369 -—3,866.833123 || 0.00000000
/7| 3,866.833123 —1,288.944374 || -0.03879143
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o=
{AP 'Za} = [k lz,m]{O} + [k lz,za]{Ad 'B}

{A }_ 11,600.499369 3,866.833123 || 0.00000000
22J 7| 3,866.833123  1,288.944374 || -0.03879143

-150
AP' 1=
taP} {—50}
Barra b

{AP llb} = |:k |1,1b]{0} + [k I1,2b]{Ad 'B}

(AP} = —-11,600.499369 3,866.833123 || 0.00000000
)1 3,866.833123  —1,288.944374 || -0.03879143

-

{AP '2b} = [k l2,1b:|{0} + I:k '2,2b:|{Ad 'B}

(AP} - 11,600.499369 —3,866.833123( 0.00000000
)71 _3,866.833123 1,288.944374 ||-0.03879143

w-{3)

Las fuerzas en el sistema local seran:

{aP}=[T] {aP")
Barra a

Extremo 1

r [150
AF’la:[O.948683 0.316228] 50

AP, =158.113883 kg

Extremo 2

Autouce Mangane Tornee
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r [~150
AP, =[0.948683 0.316228] |

AP,, =—158.113883kg

Barra b

Extremo 1

T [—150
AP, :[—0.948683 0.316228]
50

AP, =158.113883 kg

Extremo 2

r 150
AP, :[—0.948683 0.316228]
-50

AP, =—158.113883 kg

Hasta este momento la estructura se ha sometido a una carga P=100 kg, misma que ha

generado el siguiente vector de incremento de desplazamientos en el nudo B
Ad', 0.00000000
o= cm
Ad' g —0.03879143
y un vector de incremento de carga en el extremo 2 de las barras igual a:
AP, | |-158.113883 K
AP, | |-158.113883
De esta manera el vector de desplazamientos y el de cargas al final del primer ciclo
d'g 0.00000000
Cor= cm
d'g —0.03879143

Poo| _ [-158.113883]
P, | |-158.113883 g

guedaran:
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Con la informacién al final del primer ciclo se calcularan las coordenadas de la nueva
estructura de referencia o geometria deformada para el siguiente ciclo

La configuracion de la estructura para la segunda iteracién, asi como las fuerzas en el
extremo dos de las barras se muestra en la figura 4.2 siguiente

B (150,49.96120857)
P,=-158.113883 kg  P_=-158.113883 kg
_/V

C (300,0)

A
Figura 4.2. Configuracion de la armadura para la segunda iteracion

Segunda iteracién
Barra a

A =lcm’ P,. =—158.113883kg

L, =+/(150—0)? +(49.961209 — 0) =158.101620 cm

L= _ 1500 _ 0.948757 m, = 49.961209-0 _ 0.316007
158.101620 158.101620

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global son:

K] (1)2,038,000[  (0.948757)° 0.316228(0.948757)
22217 158.101620 | 0.316007(0.948757) (0.316007)>

[k. ]_ 11,603.198845 3,864.732250
222171 3.864.732250 1,287.244627

[k, ]_ —0.900209 -0.299837
9222 ]\ 0299837 -0.099868

por tanto:
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11,602.298635 3,864.432413}

k' |=
[K'2z] {3,864.432413 1,287.144759

Barra b
A= 1cm? P, =—158.113883 kg

L, =+/(150—300)° + (49.961209 — 0)® =158.101620 cm

150-300 ~49.961209-0

y = —————— =-0.948757 m, = =0.316007
158.101620 158.101620

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices

resultantes en el sistema global para la barra b son:

[ ]_(1)2,038,000 (—0.948757)? 0.316007(~0.948757)
221" 158.101620 | 0.316007(—0.948757) (0.316007)?

Kn]- 11,603.198845 —3,864.732250
2220 171 _3.864.732250 1,287.244627

[, ]_ ~0.900209 0.299837
220 ]71 0299837 —0.099868

por tanto:

[ . ]_ 11,602.298635 —3,864.432413
220171 _3,864.432413  1,286.144759
sustituyendo en la ecuacién fuerza desplazamiento
23,204.597270 0 Ad',g ] 0

0 2,574.289517 | | Ad' 4 ~ |-100

resolviendo el sistema

Ad'g) [ 0.00000000
Ad' | |-0.03884567
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Aplicando el método directo de las rigideces para el célculo de las cargas nodales en los

extremos 1y 2.

Por compatibilidad.
{Ad lla} 2{0} {Ad '2a}={Ad ‘B}
{ad',} =10} {Ad", ) ={Ad'g]

Barra a

{AP '1a} = [k ‘el,la:l{o} + [k 'e1,2a]{Ad IB}

(AP} = ~11,602.298635 —3,864.4324137( 0.00000000
a) 7| _3.864.432413 —1,287.144759 || -0.03884567

.. [150.116465
APt = { 50.000000 }
{AP 'Za} = [k le2,1a:|{0} + [k 'ez,za]{Ad IB}

(AP, |- 11,602.298635 3,864.4324137 ( 0.00000000
2] 7| 3.864.432413 1,287.144759 || -0.03884567

' —150.116465
{A 2a} =
—50.000000

Barra b

{AP llb} = [k lel,lb ]{0} + [k 'e1,2b:|{Ad ls}

{AP' }_ -11,602.298635 3,864.432413 || 0.00000000
11 3,864.432413  —1,287.144759 | | -0.03884567

, —150.116465
{A 1b} =
50.000000

{AP 'Zb} = [k lez,lb:|{0} + [k |e2,2b:|{Ad IB}

{A }_ 11,602.298635 —3,864.432413|( 0.00000000
®J 71 _3,864.432413  1,287.144759 ||-0.03884567

, 150.116465
(AP} =
—~50.000000
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Las fuerzas en el sistema local seran:

{aP}=[T] {aP?)
Barra a

Extremo 1

r |150.116465
AP, =[0.948757 0.316007]

50.000000

AP, =158.224375 kg

Extremo 2
+ |—150.116465
AP,, =[0.948757 0.316007 ]
-50.000000
AP,, =-158.224375 kg
Barra b
Extremo 1
+ |—150.116465
AR, =[—0.948757 0.316007]
50.000000
AP, =158.224375 kg
Extremo 2
T 1150.116465
AP, =[—0.948757 0.316007]
-50.000000

AP, =-158.224375kg

Autouce Mangane Tornee

Hasta este momento la estructura se ha sometido a una carga P=200 kg, misma que ha

generado el siguiente vector de incremento de desplazamientos en el nudo B

Ad's | _ [0.00000000 |
Ad's [ |-0.03884567

y un vector de incremento de carga en el extremo 2 de las barras igual a:
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AP, | |-158.224375 K
AP, [ |-158.224375 J
De esta manera el vector de desplazamientos y el de cargas al final del segundo ciclo
d'g 0.00000000
= cm
d'g —0.07763710
Po.| |—316.338258 K
P, | |-316.338258

Con la informacién al final del segundo ciclo se calcularan las coordenadas de la nueva

quedaran:

estructura de referencia o geometria deformada para el siguiente ciclo, mismas que se

ilustran en la figura 4.3 siguiente.

B (150,49.922363)
P.=-316.338258 kg P.=316.338258 kg
-~ 7

C (300,0)
7

Figura 4.3. Configuracion de la armadura para la tercera iteracion.

Una vez definido el nuevo estado de referencia se repite el proceso hasta alcanzar el

nivel de carga deseado.

En la figura 4.4 muestra la grafica carga-desplazamiento de la estructura para diferentes
geometrias observando que en la medida de que la estructura se va haciendo esbelta, el
comportamiento no lineal se manifiesta en una forma clara. Se han graficado también los
desplazamientos producto de un andlisis elastico lineal para el mismo nivel de carga,

geometria y propiedades elasticas con linea punteada.
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ebren

Desplazamiento Yg

Figura 4.4. Gréfica carga-desplazamiento lineal Y para los casos de estudio.
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4.2 Ejemplo de aplicacibn numero 2 ARMADURA EN EL ESPACIO
TRIDIMENSIONAL

Se realizara un analisis geométrico no lineal de la armadura plana en el espacio
tridimensional que se muestra en la figura 4.5. Para el andlisis se consider6 un médulo de
elasticidad E=2,038,000 kg/cm2 y para todas las barras una seccion transversal de 1, 2, 3,

4,5y 25 cm? respectivamente

Figura 4.5. Armadura en el espacio tridimensional.

La ecuacion fuerza desplazamiento de la estructura es:

[kl22a+ k‘22b+ k'220+ klzzd ]{Ad IA} = {AP 'A}

de la ecuacion 2.12 sabemos que:

[K]=[k.]+ [k, ]
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[Kai =Koz ]+ [ Koz

aplicando la ecuacién 2.11 para realizar la rotacion del sistema local al global de las
ecuaciones 2.37 y 2.53 tenemos:

EA ml  nl

(' |[==—|ml m* mn
' L

nl mn n?

5 1> ml nl

k' o 1==2Iml m?> mn
922, L

nl mn n?

Los respectivos vectores de incremento de carga y desplazamiento son:

AP, 0 Ad',
(AP} =1 AP",  =1-100 (Ad",}={Ad",,
AP’ 0 Ad',,

Resolviendo de manera iterativa la ecuacion fuerza desplazamiento del sistema
tendremos:

Primera iteracion

Barra a

A =1lcm’ P

x2a

=0

L, =+/(500—0)? + (~100— 0)* + (0— (—400))? = 648.074070 cm

=200 771517
648.074070
m, = 10070 __ 4 154303
648.074070
n, = 0=(400) 4617013

2 648.074070

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global son:
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[K'eaza]=

[Keoza]

[klgzﬁa] -

por tanto:

Kz )=

Barra b

A =1lcm’

1)2,038,000 (0.7715y

(6218 72070 (~0.1543)(0.7715)
(0.6172)(0.7715)

1,871.85 -374.37 1497.48

-374.37 7487 —299.50

1,497.48 —299.50 1,197.98

000

000

000

1,871.85 —374.37 1497.48

37437 74.87 —299.50

1,497.48 -299.50 1,197.98

(~0.1543)(0.7715)
(-0.1543)?
(~0.1543)(0.6172)

I:)x2b = O

L, =+/(500—0)? + (—100— 200)? + (0—0))* =583.095189 cm

500-0
583.095189

b=

_ —-100—200
583.095189

h =

0-0

n, =

583.095189

=0.857493

=-0.514496

Autouce Mangane Tornee

(0.6172)(0.7715)
(-0.1543)(0.6172)
(0.6172)°

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global para la barra b son:

[Kea]=

(1)2,038,000
583.095189

(0.8575)>

(~0.5145)(0.8575)

(0)(0.8575)

(~0.5145)(0.8575)

(~0.5145)?
(~0.5145)(0)

(0)(0.8575)
(~0.5145)(0)

(0)°
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2,569.96 -1,541.97 0
[K'yz |=|-1541.97 92518 0

0 0 0
0 00
[k'gm]z 000
0 00
por tanto:

2,569.96 -1,541.97 0
[K'pp |=|-1541.97 92518 0
0 0 0

Barra c

A: :1cm2 PXZC =0

L. = \/(500 —0)*+(-100-0)* + (0—400)* = 648.074070cm

2200704971517
648.074070
m, = _—100=0__ 4 154303
648.074070
n, = 0400 _ 617213
648.074070

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global son:
(0.7715)? (-0.1543)(0.7715)  (—0.6172)(0.7715)

(~0.1543)(0.7715) (~0.1543)° (~0.1543)(-0.6172)
(~0.6172)(0.7715) (~0.1543)(~0.6172) (~0.6172)?

K] (1)2,038,000
221" 648.074070

1,871.85 -374.37 -1,497.48
[K'p |=| —37437 7487 29950
~1,497.48 299.50 1,197.98
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000
[K'020]=|0 0 0
000

por tanto:

1,871.85 -374.37 -1,497.48
(k' |=| —374.37 7487 29950
~1,497.48 299.50 1,197.98

Barra d

A, =lem’ Pog =0

L, =+/(500—0)? + (=100 — (—400)) + (0—0)? =583.095189 cm
_ 500-0
¢ 583.095189
- _ =100 (-400)
¢ 583.095189
0-0
Ny =——7—"—"7—==
583.095189

=0.857493

=0.514496

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global son:
0.8575)° 0.8575)(0.5145) (0)(0.8575
(92,038,000 ( ) ( X ) (0)( )

(K420 | =oo————"| (0.8575)(0.5145) (0.5145)> (0.5145)(0)
>83.095189 | 0)(0.8575) (0.5145)(0) 0%

2,569.96 1,541.97 0
[K'pz |=|1541.97 92518 0O
0 0 0

[Kzas ]=

o O O

por tanto:
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2,569.96 1,541.97 0
(k' |=| 1,541.97 92518 0
0 0 0

sustituyendo en la ecuacién fuerza desplazamiento

8,883.61 -74874 0 |[Ad, 0
74874 2,00012 0 |{Ad', t=1-100
0 0  2395.96||Ad", 0

resolviendo el sistema

Ad',, —0.00435120
Ad' ), +=4-0.05162595
Ad' 0.00000000

ZA

Aplicando el método directo de las rigideces para el célculo de las cargas nodales en los

extremos 1y 2 para cada una de las barras que forman la estructura.

Por compatibilidad.

{ad,}={0] {Ad' ) ={Ad",]
{ad’y)=1{0) {ad'y, ) ={ad",}
{ad'y}=1{0} {Ad' ) ={Ad", ]
{ady, } ={0) {Ady } ={Ad')

Barra a
{AP lla} = [k ‘1,la:|{0} + [k H,zJ{Ad ‘A}
-1,871.8466 374.3693 -1,497.4773|(-0.00435120

{AP'la}z 374.3693  —74.8739  299.4955 |<-0.05162595
—-1,497.4773 299.4955 -1,197.9818 || 0.00000000

~11.182393
(AP} =1 2236479
~8.945915
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{AP 'Za} = |:kl2,1a:|{0} +|:kl2,2a:|{Ad 'A}
1,871.8466 —374.3693 1,497.4773|(-0.00435120

{AP'Za}: -374.3693 74.8739  —299.4955 |{-0.05162595
1,497.4773 -299.4955 1,197.9818 || 0.00000000

11.182393
{AP,,} =1-2.236479
8.945915

Barra b
{AP llb} = [k '1,1b]{0} + [k l1,2b]‘{Ad 'A}
-2,569.9567 1,541.9740 0 |(-0.00435120

AP’ i =] 1,541.9740 -925.1844 0 |{—-0.05162595
1
0 0 0| 0.00000000

—68.423476
(AP} ={ 41.054085
0

{AP 'Zb} = [k l2,1b:|{0} + I:k '2,2b:|{Ad IA}

2,569.9567 —1,541.9740 0 |[-0.00435120
{AP',,} =| -1,541.9740  925.1844 0| -0.05162595
0 0 0| 0.00000000

68.423476
{AP",,} ={-41.054085
0

Barra c
(AP} =[K'y O} +[ Ky J{Ad ")

-1,871.8466 374.3693  1,497.4773 ||-0.00435120
{AP' }=| 3743693  -74.8739  -299.4955 |-0.05162595
1,497.4773 —-299.4955 -1,197.9818 || 0.00000000
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~11.182393
(AP} =1 2236479
8.945915

{AP .20} = [k ‘2,1c:|{0} + [k '2’20}{Ad ‘A}
1,871.8466 —374.3693 -1,497.4773|(-0.00435120

{AP', }=| —374.3693  74.8739 299.4955 |4{-0.05162595
-1,497.4773 299.4955  1,197.9818 || 0.00000000

11.182393
(AP, } ={-2.236479
-8.945915

Barra d

{AP 1 } = [k 11 }{0} + [k L2 ]{Ad 'A}
-2,569.9567 -1,541.9740 0][|-0.00435120

{AP'ld}z -1,541.9740 -925.1844 0 (5 —-0.05162595
0 0 0| 0.00000000

90.788262
(AP} =154.472957
0

{AP 2 } = [k 21 }{0} + [k .24 }{Ad ‘A}
2,569.9567 1,541.9740 0 |(-0.00435120

{AP',,} =]1541.9740 925.1844 0 |{-0.05162595
0 0 0| 0.00000000

-90.788262
(AP, } =1 -54.472957
0

Las fuerzas en el sistema local seran:

(P} [T {ap}

Barra a
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Extremo 1
-11.182393
AP, =[0.7715 -0.1543 0.6172] { 2.236479
-8.945915
AR, =-14.494038 kg
Extremo 2
11.182393
AP,, = [0.7715 -0.1543 0.6172]T —2.236479
8.945915
AP, =14.494038 kg
Barra b
Extremo 1
—68.423476
AP, = [0.8575 -0.5145 0]T 41.054085
0
AR, =-79.794799 kg
Extremo 2
68.423476
AP, = [0.8575 -0.5145 0]T —-41.054085
0
AP, =79.794799 kg
Barra c
Extremo 1
-11.182393
AP, =[0.7715 -0.1543 —0.6172]T 2.236479
8.945915

AP, =-14.494038 kg

Autouce Mangane Tornee
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Extremo 2
11.182393
AP, =[0.7715 -0.1543 -0.6172] <-2.236479
—8.945915
AP,, =14.494038 kg
Barra d
Extremo 1
90.788262
AP, =[0.8575 05145 0] {54.472957
0
AP, =105.876398 kg
Extremo 2
—90.788262
AP,, =[0.8575 0.5145 0] {-54.472957
0

AP,, =—105.876398 kg

Hasta este momento la estructura se ha sometido a una carga P=100 kg, misma que ha

generado el siguiente vector de incremento de desplazamientos en el nudo A

Ad',) (-0.00435120
Ad',, b=1-0.05162595} cm
Ad' 0.00000000

ZA

y un vector de incremento de carga en el extremo 2 de las barras igual a:

AP,.) [ 14.494038
AP, | | 79.794799
AP, [ ] 14.494038
AP,,| |-105.876398

De esta manera el vector de desplazamientos y el de cargas al final del primer ciclo
quedaran:
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d'w —0.00435120
d',, —0.05162595; cm

d', 0.00000000
P.. 14.494038
Poo | | 79.794799
P,. | | 14.494038
P,,| [-105.876398

Con la informacién al final del primer ciclo se calcularan las coordenadas de la nueva

estructura de referencia o geometria deformada para el siguiente ciclo.

La configuracion de la estructura para la segunda iteracién, asi como las fuerzas en el

extremo dos de las barras se muestra en la figura 4.6 siguiente.

Figura 4.6. Configuracion de la armadura para la segunda iteracion.
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Segunda iteraciéon

Barra a

A =1lcm’ P.,. =14.494038kg

L, =/(499.995649 — 0)? + (—100.051626 — 0)° + (0— (~400))* = 648.078681cm
499.995649 — 0

.= =0.771505
648.078681
m, = -100.051626 -0 _ _0.154382
648.078681
- w —0.617209

® 648.078681

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global son:
(0.7715)? (-0.1543)(0.7715)  (0.6172)(0.7715)

(~0.1543)(0.7715) (~0.1543) (~0.1543)(0.6172)
(0.6172)(0.7715)  (~0.1543)(0.6172) (0.6172)°

[ ] (12,038,000
2221 648.078681

1,871.7741 -374.5513 1,497.4323
[K'z0 |=| —374.5513  74.9496  —299.6437
1,497.4323 —299.6437 1,197.9562

0.0133 —-0.0027 0.0106
[K'y220 | =| -0.0027  0.0005 —0.0021
0.0106 -0.0021 0.0085

por tanto:

1,871.7874 —374.5540 1,497.4429
(k' |=| -374.5540  74.9501  —299.6458
1,497.4429 -299.6458 1,197.9648

Barrab
A =1cm? P, =79.794799 kg

X
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L, =+/(499.995649 —0) + (~100.051626 — 200)? + (0—0))? =583.118022 cm

| = 499.995649-0 _ 0.857452

583.118022

-, _ ~100.051626 — 200
° 583.118022
0-0
nb = =
583.118022

=-0.514564

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices

resultantes en el sistema global para la barra b son:

(0.8575)>
(~0.5146)(0.8575)
(0)(0.8575)

[ ] (12,038,000
221" 583118022

2,569.6101 —1,542.0448
(k' |=| —1,542.0448  925.3942

0 0

0.1006 -0.0604 0
(K400 |=| ~0.0604 0.0362 0O
0 0 0

por tanto:

2,569.7108 —1,542.1052
(k' |=| -1542.1052  925.4304

0 0

Barra c

A =1lcm’

(~0.5146)(0.8575)

(~0.5146)(0)

o O

o O

,. =14.494038 kg

= |/(499.995649 — 0)° + (~100.051626 — 0)? + (0 — 400)* = 648.078681cm

~499.995649-0
¢ 648.078681

m = —-100.051626 -0
¢ 648.078681

=0.771505

=-0.154382

(0)(0.8575)
(~0.5145)(0)

(0
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0-400

n,=——————=-0.617209
648.078681

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices
resultantes en el sistema global son:
(0.7715)? (-0.1543)(0.7715)  (0.6172)(0.7715)

(~0.1543)(0.7715) (~0.1543) (~0.1543)(~0.6172)
(0.6172)(0.7715)  (~0.1543)(~0.6172) (~0.6172)?

K] (1)2,038,000
221" 648.078681

1,871.7741 -374.5513 —-1,497.4323
[K'yze |=| —3745513  74.9496  299.6437
~1,497.4323 299.6437  1,197.9562

0.0133 —0.0027 —-0.0106
[K'400 |=| -0.0027 0.0005  0.0021
-0.0106 0.0021  0.0085

por tanto:

1,871.7874 —374.5540 —1,497.4429
(k' |=| —3745540  74.9501  299.6458
~1,497.4429 299.6458  1,197.9648

Barra d
A, =1cm? P4 =105.876398 kg

L, =+/(499.995649 — 0)° + (—100.051626 — (—400))? + (0—0)? =583.064899 cm
499.995649 — 0

L = =0.857530
583.064899
m, = 100051626 (-400) _ 14 a4
583.064899
0-0

n =—w ————=
¢ 583.064899

Sustituyendo los valores anteriores y las propiedades elastogeométricas, las matrices

resultantes en el sistema global son:
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(0.8575)> (0.8575)(0.5144)  (0)(0.8575)
(0.8575)(0.5144)  (0.5144)° (0.5144)(0)
(0)(0.8575) (0.5144)(0) (0)°

[ ] (1)2,038,000
224 1 583064899

2,570.3126 1,541.9356 0
[K'e |=| 1,541.9356  925.0102 0
0 0 0

-0.1335 -0.0801 0
[K'4006 |=| —0.0801 -0.0481 O
0 0 0

por tanto:

2,570.1790 1,541.8555 0
(k' |=|1,541.8555 924.9621 O
0 0 0

sustituyendo en la ecuacién fuerza desplazamiento

8,883.4645 —749.3577 0 Ad', 0
~749.3577 2,000.2928 0 Ad', b=1-100
0 0 2,395.9295 | |Ad ", 0

resolviendo el sistema

Ad',) (-0.00435471
Ad',, L ={-0.05162406
Ad' 0.00000000

ZA

Aplicando el método directo de las rigideces para el célculo de las cargas nodales en los

extremos 1y 2 para cada una de las barras que forman la estructura.

Por compatibilidad.

{Ad 1a} :{O} {Ad Za} :{Ad A}
{ad',}={0} {Ad", ) ={ad",}
{Ad 1c} 2{0} {Ad 2c} Z{Ad A}
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{ad'y}={0}

{Ad'y f={Ad", }
Barra a
{AP lla} = [k ‘1,la:|{0} + [k ‘1,2a}{Ad ‘A}
-1,871.7874 3745540 -1,497.4429||-0.00435471
{AP '1a} =| 374.5540 —74.9501 299.6458 -0.05162406
-1,497.4429 299.6458 -1,197.9648 || 0.00000000
-11.184912
(AP} =1 2238157
-8.948007
{AP I2a} = |:kl2,1a:|{0} +[kl2,2a]{Ad 'A}
1,871.7874 —-374.5540 1,497.4429 ||-0.00435471
{AP 'Za} =| -374.5540 74.9501 -299.6458 | -0.05162406
1,497.4429 -299.6458 1,197.9648 || 0.00000000
11.184912
(AP, } =1-2.238157
8.948007

Barra b
{AP llb} = [k l1,1b:|{0} +[k l1,2b:|{Ad 'A}

—2,569.7108 1,542.1052 0|[-0.00435471
{AP'lb}: 1,542.1052 -925.4304

0|{-0.05162406
0 0 0| 0.00000000
—68.419393
{AP',} =1 41.059057
0

{AP '2b} = [k l2,1b:|{0} + I:k '2,2b:|{Ad IA}

2,569.7108 -1,542.1052 0 |[-0.00435471
{AP'Zb}z -1,542.1052  925.4304 0 |1—0.05162406

0 0 0.00000000

o
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68.419393
{AP",,} =1 -41.059057
0

Barra c
{AP llc} = [k |1,1c:|{0} + [k '1,20}{Ad 'A}
-1,871.7874 3745540 1,497.4429 ||-0.00435471

{AP'lc}z 374.5540 —74.9501 -299.6458 |{—0.05162406
1,497.4429 -299.6458 -1,197.9648 || 0.00000000

~11.184912
{AP' } =1 2238157
8.948007

{AP IZC} = [k ‘2,lc:|{0} + [k '2’20}{Ad ‘A}
1,871.7874 —-374.5540 -1,497.4429 |[-0.00435471

{AP'ZC}z —374.5540 74.9501 299.6458 |{—0.05162406
—-1,497.4429 299.6458  1,197.9648 || 0.00000000

11.184912
(AP, } ={-2.238157
~8.948007

Barra d
{AP lld } = [k ll,ld J{O} + [k '1,2d ]{Ad 'A}
-2,570.1790 -1,541.8555 0 |[-0.00435471

{AP'ld}z —-1,541.8555 -924.9621 0 |{-0.05162406
0 0 0| 0.00000000

90.789216
(AP, } = 54.464629
0

{AP P } = [k 214 J{O} + [k 224 J{Ad lA}
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2,570.1790 1,541.8555 07(-0.00435471
{AP',,}=|1541.8555 924.9621 0 |{-0.05162406
0 0 0/ | 0.00000000

-90.789216
{AP',,} =1 -54.464629
0

Las fuerzas en el sistema local seran:

(AP} =[T] {aP?)

Barra a
Extremo 1
-11.184912
AR, =[0.7715 -0.1544 0.6172]T 2.238157
-8.948007
AP, =-14.497532 kg
Extremo 2
11.184912
AP, = [0.7715 -0.1544 0.6172]T -2.238157
8.948007
AP, =14.497532 kg
Barra b
Extremo 1
—68.419393
AP, = [0.8575 -0.5146 O]T 41.059057

0

AP,, =—79.793856 kg

Extremo 2

Autouce Mangane Tornee
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68.419393
AP, :[0.8575 -0.5146 O]T —-41.059057
0
AR, =79.793856 kg
Barra c
Extremo 1
-11.184912
AP, =[0.7715 -0.1544 —0.6172]T 2.238157
8.948007
AP, =-14.497532 kg
Extremo 2
11.184912
AP, = [0.7715 -0.1544 —0.6172]T -2.238157
—8.948007
AP, =14.497532 kg
Barrad
Extremo 1
90.789216
AP, =[0.8575 0.51445 0]T 54.464629
0
AP, =105.872931kg
Extremo 2
-90.789216
AP, = [0.8575 0.5145 O]T -54.464629
0

AP,, =-105.872931kg

Autouce Mangane Tornee
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Hasta este momento la estructura se ha sometido a una carga P=100 kg, misma que ha
generado el siguiente vector de incremento de desplazamientos en el nudo A
Ad',, —0.00435471

Ad',,  =1-0.05162406 cm
Ad', | | 0.00000000

y un vector de incremento de carga en el extremo 2 de las barras igual a:

AP,.] [ 14.497532
AP, | | 79.793856
AP, [T 14.497532
AP,,| |-105.872931

De esta manera el vector de desplazamientos y el de cargas al final del segundo ciclo

quedaran:
d'.] [-0.00870591
d',, t=4-0.10325001} cm
d, 0.00000000
P, 28.991570
P | | 159.588655
P,.[ | 28991570
P, | |-211.749329

Con la informacién al final del segundo ciclo se calcularan las coordenadas de la nueva
estructura de referencia con geometria deformada para el ciclo siguiente. Esta configuracion
se ilustra en la figura 4.7 siguiente.
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Figura 4.7. Configuracion de la armadura para la tercera iteracion.

Una vez definido el nuevo estado de referencia se repite el proceso hasta alcanzar el

nivel de carga deseado.

En la figura 4.8 y figura 4.9 se muestra la grafica carga-desplazamiento de la estructura
para el nodo A en direccidon X y Y para diferentes geometrias observando que en la medida
de que la estructura se va haciendo esbelta, el comportamiento no lineal se manifiesta en
una forma clara. También se han graficado los desplazamientos para el mismo nivel de

carga, geometria y propiedades elasticas mediante un analisis lineal con linea.
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Figura 4.8. Gréfica carga-desplazamiento lineal en sentido X para los casos de estudio.
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Figura 4.9. Gréfica carga-desplazamiento lineal en sentido Y para los casos de estudio.
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4.3 Ejemplo de aplicaciéon niumero 3 MARCO PLANO.

Se realizard un analisis geométrico no lineal del marco plano formado por dos barras que
se muestra en la figura 4.10.a Considere para el analisis un médulo de elasticidad
E=2,038,000 kg/cm2 y para todas las barras una seccién transversal cuadrada de 30x30 cm,
32.5x32.5 cm, 35x35 cm, 37.5x37.5 cm, 40x40 cm y 50x50 cm respectivamente.

En la figura 4.10.b se muestra la configuracion de referencia inicial al final del primer ciclo

y en la figura 4.10.c la configuracion deformada después del segundo ciclo.

Figura 4.10. Marco plano.

Las gréficas carga-desplazamiento se ilustran en las figuras 4.11 a la 4.13
respectivamente, en ellas se muestran los desplazamientos lineales y angulares sufridos en
el nodo B. También se han graficado con linea punteada los desplazamientos obtenidos de

un analisis elastico lineal para el mismo nivel de carga, geometria y propiedades elasticas.
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ebred

Desplazamiento X¢

Figura 4.11. Gréfica carga-desplazamiento lineal en sentido X para los casos de estudio.

|
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Desplazamiento Y

Figura 4.12. Gréfica carga-desplazamiento lineal en sentido Y para los casos de estudio.
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Desplazamiento ¢z

Figura 4.13. Gréfica carga-desplazamiento angular en direccion Z para los casos de estudio.
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4.4 Ejemplo de aplicacién nimero 4 RETICULA.

Se realizara un analisis geométrico no lineal de la reticula plana que se muestra en la
figura 4.14. Se consideré un médulo de elasticidad E=2038,000 kg/cm? para el andlisis y una
seccion transversal rectangular para todas las barras de 8x16 cm, 9x18 cm, 10x20 cm,
12x24 cm, 14x28 cm y 16x32 cm respectivamente. Los apoyos para el nodo A y C son
empotramientos, por lo que se modelaron con valores de la rigidez lineal y angular de 9e30

respectivamente.

La carga total aplicada al sistema es de 25,000 kg en 250 intervalos de carga de 100

kgs cada uno y las unidades empleadas fueron los kilogramos y los centimetros.

N —

A (0,0,400)

¢ B (400,0,400)
AP
Figura 4.14. Reticula.

Las graficas carga-desplazamiento que describen el comportamiento se ilustran en
las figuras 4.15 a la 4.17 respectivamente, en ellas se muestran los desplazamientos lineales
y angulares sufridos en el nodo B para el nivel total de carga. Puede apreciarse que tanto el
analisis elastico lineal como el geométrico no lineal reportan iguales valores para los

desplazamientos, por lo que las curvas se superponen perfectamente.

Es importante sefialar que la matriz de rigidez para una reticula no toma en cuenta
los efectos axiales y por ende el valor de Py, tiene valor de cero haciendo que la contribucién

de la matriz de rigidez geométrica sea nula.
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Desplazamiento lineal Dy

Figura 4.16. Gréfica carga-desplazamiento lineal en sentido Y para los casos de estudio.
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Figura 4.17. Gréfica carga-desplazamiento angular en direccién Z para los casos de estudio.
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Conclusiones

El analisis geométrico no lineal ha sido utilizado con mayor frecuencia en los ultimos
afios por algunos sectores de la industria debido al creciente uso de elementos esbeltos y
ligeros para reproducir de una mejor manera su comportamiento. Sin embargo, su
implementacién ha estado limitada durante afios debido, entre otras razones, al trabajo de
célculo necesario para analizar una estructura. Esta limitacién ha inspirado a investigadores
de todo el mundo a estudiar el comportamiento no lineal de estructuras y desarrollar
metodologias que permitan su facil manejo y consecuentemente el analisis de aquellas

estructuras que presenten comportamientos no lineales.

El objetivo principal de este trabajo es contribuir al avance en el conocimiento del
analisis no lineal desarrollando una herramienta capaz de reproducir el comportamiento de

una estructura mediante el andlisis de esta, sujeta tanto a cargas de servicio como a cargas
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accidentales. Dicho trabajo queda plasmado en el programa de computadora elaborado para

tal fin.

El trabajo se centra en el desarrollo de un programa de computadora que permite la
realizacion del analisis geométrico no lineal basado en el método de las rigideces o de los
desplazamientos. Los tipos de cargas permitidas en el analisis son la carga estética de tipo

puntual nodal, estatica puntual a lo largo del elemento y carga uniformemente distribuida.

Los resultados obtenidos con el programa se corroboraron resolviendo manualmente
varios ejemplos obteniendo practicamente iguales resultados, lo que valida el correcto

funcionamiento del mismo.

Tras la realizacibn de varios modelos se realiz6 un minucioso analisis de los
resultados obtenidos para los diferentes tipos de estructuras modeladas llegando de este

modo a las siguientes conclusiones generales.

El analisis elastico lineal representa el calcular la estructura a solicitacion constante,
es decir, exigir el equilibrio de la estructura para una condicion definida de carga

considerando como unica incognita el valor de los desplazamientos.

El andlisis elastico considerando la no linealidad geométrica produce
desplazamientos lineales y angulares mayores a los obtenidos mediante un analisis elastico
lineal, ademas de que estos siguen una traza no lineal; lo anterior es particularmente cierto
salvo en el caso de las estructuras modeladas como tipo reticula, donde no existe influencia
alguna de los desplazamientos y deformaciones en la matriz de rigidez, por lo que este tipo
de estructura podria ser modelada mediante un andlisis elastico lineal obteniendo los

mismos resultados que al hacerlo tomando en consideracion la no linealidad geométrica.

El programa desarrollado en el presente trabajo es una buena alternativa para el

analisis no lineal geométrico de estructuras.
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Anexo A

Método numérico para la soluciéon del sistema lineal de
ecuaciones

El problema del analisis numérico central consiste en resolver la ecuacion fuerza

desplazamiento escrita como

[A]{; = b} *

de manera eficiente, en donde los elementos de [A] y {b} son conocidos y las incégnitas son
las {x}. La matriz de coeficientes [A] es ademas cuadrada, no singular y no necesariamente

simétrica.

Los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones se pueden dividir en dos
grandes grupos:
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1. Los Métodos de eliminacion directa o algoritmos finitos que permiten obtener
la solucion del sistema de manera directa, y
2. Los Métodos aproximados que utilizan algoritmos iterativos e infinitos y que

calculan las solucion del sistema por aproximaciones sucesivas

Nos enfocaremos en los métodos de eliminacion directa, en el cual se emplea el
concepto de factorizacion de la matriz [A]. Supongamos que la matriz [A] se puede factorizar
como el producto de una matriz triangular inferior L con una matriz triangular superior U, tal
que:

[A]=LU (A.2)

en este caso, el sistema de ecuaciones dado por la ecuacién A.1 podria representarse en la
forma:

LU {x} = {b} (A-3)

si denominamos z a la matriz columna de n filas resultado del producto de las matrices U{x},

tenemos que la ecuacion A.3 se puede reescribir del siguiente modo:
Lz ={b} (A.4)

a partir de las ecuaciones A.3 y A.4, es posible plantear un algoritmo para resolver el sistema

de ecuaciones empleando dos etapas:

1. Primero obtenemos z aplicando el algoritmo de sustitucion hacia adelante en la
ecuacion A.4.
2. Posteriormente obtenemos los valores de {x} aplicando el algoritmo de sustitucién

regresiva a la ecuacion U{x} = z

El analisis anterior nos muestra lo facil que es resolver estos dos sistemas de
ecuaciones triangulares y lo Gtil que resultaria disponer de un método que nos permitiera

llevar a cabo la factorizacion A = LU.

Sea A una matriz de orden NxN, nuestro interés es calcular aquellas matrices:
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|11 0 0 0 Ug Uy U Uy

|21 |22 0 0 0 Uy Uy Uy

L=, L, I; 0 U= 0 0 ug Ugy
_INl IN2 IN3 INN_ L 0 0 0 - uNN_

tales que cumplan la ecuacion A.2. Cuando esto es posible, decimos que A tiene una
descomposicion LU. Se puede ver que la ecuacién anterior no determina de forma Unica a L
y a U. De hecho, para cada i podemos asignar un valor distinto de cero a l; 0 u; (aunque no
ambos). Por ejemplo, una eleccion simple es fijar ;=1 para i=1, 2,...,n haciendo de este
modo que L sea una matriz triangular inferior unitaria. Otra eleccion es hacer U una matriz

triangular superior unitaria (tomando u;=1 para cada i).

Para deducir un algoritmo que nos permita la factorizaciéon LU de A partiremos de la

férmula para la multiplicaciéon de matrices:
mini, j) (A.5)

en donde nos hemos valido del hecho de que |;s=0 para s >i y ug=0 para s>j.

En este proceso, cada paso determina una nueva fila de U y una nueva columna de

En el paso k, podemos suponer que ya se calcularon las filas 1, 2,...,k-1 de U, al igual
que las columnas 1, 2,...,k-1 de L. Haciendo i=j=k en la ecuacién A.5 obtenemos:
(A.6)

k-1
Ay = Ikkukk +z|ksusk
s=1

si especificamos un valor para |l (0 para uy), a partir de la ecuacién A.6 es posible
determinar un valor para el otro término. Conocidas uw y Ik Y @ partir de la ecuacion A.5
podemos escribir las expresiones para la k-ésima fila (i=k) y para la k-ésima columna (j=k),

respectivamente:
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L (A.7)
a =l Uy + D LUy para (k+1 <j<n)
=1

N (A.8)
3 =L Uy + D LU, para (k+1<i<n)
s=1

Es decir, las ecuaciones A.7 y A.8 se pueden emplear para encontrar los elementos

Uy Y lik-

El algoritmo basado en el andlisis anterior se denomina factorizacién de Crout cuando

se toman los términos u;=1 (U triangular superior unitaria).

Ademas de que consiste en pocos ciclos concisos, la aproximacion anterior tiene
también el beneficio de economizar espacio de almacenamiento, ya que no hay necesidad
de guardar los unos que estan sobre la diagonal de [U] o los ceros para [L] o [U], pues estos
son dados en el método. En consecuencia, los valores de [U] se pueden guardar en el
espacio cero de [L]. Ademas de un examen cuidadoso de la derivacion anterior se observa
que después de que se emplea cada elemento de [A], este no vuelve a ser usado. Por tanto,
como cada elemento de [L] y [U] se calcula, se puede sustituir por el elemento

correspondiente de [A].
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Anexo B

Modulos de elasticidad y modulos de Poisson para
diferentes materiales

Material Maodulo de elasticidad E Méodulo de rigidez al Médulo de Poisson
ateria
kg/cm? corte G kg/cm?

Hule 0.0070-0.0040 0.0020-0.0100 0.45-0.50
 Plasticos | ' '

Polietileno 7-14 0.40

Nylon 21-34 0.40

Madera (flexion)

Roble 110-120
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Modulo de elasticidad E

Médulo de rigidez al

Modulo de Poisson

Material ) )
kg/cm corte G kg/cm

Pino Douglas 110-130
Pino del sur 110-140

- Concreto (compresion) 170-310 0.10-0.20

" Piedra (compresion)
Caliza, arenisca 200-700 0.20-0.30
Granito, marmol, cuarzo 400-1,000 0.20-0.30
Aleaciones de magnesio 410-450 150-170 0.35
Vidrio 480-830 190-350 0.17-0.27
Aleaciones de aluminio 700-790 260-300 0.33
6061-T6 700 260 0.33
7075-T6 720 270 0.33
2014-T6 730 280 0.33
Hierro fundido 830-1,700 320-690 0.20-0.30
Latén 960-1,100 360-410 0.34
Bronce 960-1,200 360-440 0.34
Aleaciones de titanio 1,000-1,200 390-440 0.33
Cobre y aleaciones de 1,100-1,200 400-470 0.33-0.36

~ cobre

- Monel (67%Ni, 30%Cu) 1,700 660 0.32

- Acero 1,900-2,100 750-800 0.27-0.30
Niquel 2,100 800 0.31
Tungsteno 3,400-3,800 1,400-1,600 0.20
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