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Resumen

Antes de describir el presente trabajo de tesis, es oportuno indicar el planteamiento del
problema:

La ley de la conservacion de la energia afirma que la energia no se crea ni se
destruye, solo se transforma de una forma a otra (interna, cinética, potencial,
ete.).

En el balance de energia se deben de tomar en cuenta solo las variables que
interactian en el sistema, ya que en el proceso de simplificar de la ecuacion
general, se contemplan términos con wvariables que no estan presentes o se
wgnoran las variables que si estan presentes, permitiendo que se cometan errores
en la ecuacion.

Por la razén mencionada la presente investigacion pretende hacer el balance energético
de sistemas modelados en Bond Graph. El balance de potencia propuesto tiene la ventaja de
aun cuando existe el bond activo que se utiliza como senal, el balance de potencia se cumple
y el sistema es conservativo de potencia. Esto no sucedia con otros balances por la razon de
que no se cumplen las propiedades de sistema conservativo de potencia en presencia de bond
activos.

Como resultado se obtiene otra forma de calcular el balance de potencia en un sistema
modelado en Bond Graph.

1. Resultados de la tesis.
a) Se analizaron las propiedades de la submatrices de la matriz de estructura de
union de la metodologia de Bond Graph.
b) Se verificé el principio de conservacién en la metodologia de Bond Graph.

¢) Se proporcionaron las funciones de energia en la metodologia de Bond Graph.
2. Resultados nuevos.

a) El resultado principal de la tesis es un nuevo balance de potencia para sistemas
modelados en Bond Graph, que consiste en calcular el producto de las dos variables
de potencia, esfuerzo y flujo en forma general y en forma matricial. Cuando el
producto de las matrices es igual a cero P = e - f = 0, se puede afirmar que el
sistema es conservativo de potencia.
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viil Resumen

b) La ventaja de este balance es que cuando existe el bond activo que se utiliza
como senal ya sea para incrementar esfuerzo, flujo o la potencia, el balance de
potencia se cumple y el sistema es conservativo de potencia. Esto no sucedia con
otros balances por la razon de que no se cumplen las propiedades de sistema
conservativo de potencia en presencia de bond activos.

¢) Otro resultado importante es en la estabilidad, se proporcionan las funciones de
energia para sistemas modelados en Bond Graph y como consecuencia la ecuacién
de Lyapunov. Los teoremas s6lo nos dicen que existe dicha funcién, pero no como
encontrarla.

Palabras clave: Bond Graph, Balance de Energia, Funcién de Energia, Estabilidad de Lyapunov.



Abstract

Before describing this thesis work, it is appropriate to indicate the problem statement:

The law of conservation of energy affirms that energy is not created or destro-
yed, it only transforms from one form to another (internal, kinetic, potential,
etc.).

In the energy balance should be taken into account only the variables that
are interacting in the system, since in the process of simplifying of the general
equation, terms with variables that are not present are considered, or variables
that are present are ignored, letting mistakes in the equation.

For the reason mentioned, this research aims to make the energy balance of systems
modelled by Bond Graph. The proposed power balance has the advantage of even when
there is the active link that is used as a signal, the power balance is known and the system
is power conservative. This did not happen with other balances for the reason that the
properties of the power conservative system are not present in the presence of active bonds.
As a result, another way of calculating the power balance in a System modelled by Bond
Graph. is obtained.

1. Results of the thesis.
a) The properties of the sub-matrices of the bond structure matrix of the Bond
Graph methodology were analyzed.
b) The conservation principle was verified in the Bond Graph methodology.
¢) Energy functions are provided in the Bond Graph methodology.

2. New results.

a) The main result of the thesis is a new balance of power for systems modeled
in Bond Graph, which consists in calculating the product of the two variables
of power, effort and flow in general and matrix form. When the product of the
matrices is equal to zero P = e - f = 0, it can be affirmed that the system is
conservative of power.

b) The advantage of this balance is, when the active link that is used either a signals
to increase the effort, flowers or power, the power balance is met and the system is

X



Abstract

conservative of power. This did not happen with other balances for the reason that
the properties of the power conservative system are not present in the presence
of active bonds.

¢) Another important result is onto the stability, the energy functions are given
for modeled system in Bond Graph, in consequence the Lyapunov equation. The
theorems only says that such function exist but not how to find it.

Keywords: Bond Graph, Energy Balance, Energy Function, Lyapunov Stability.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Balance Energético de Sistemas

La energia tiene diversas definiciones, relacionadas con el uso ya sea de transformar,
surgir o poner en movimiento. En tecnologia y economia, “energia” se refiere a un recurso
natural (incluyendo a su tecnologia asociada) para poder extraerla, transformarla y darle
un uso industrial o econémico. En fisica, energia se define como la capacidad para realizar
un trabajo. En las diversas disciplinas de la fisica y la ciencia, se dan varias definiciones
de energia, todas coherentes y complementarias entre si, por ejemplo: en energia mecanica
se tiene energia cinética y energia potencial. En electromagnetismo se tiene a la energia
electromagnética, energia radiante y energia caldrica. En la termodinamica estdn energia
interna, energia térmica y el potencial termodinamico. En quimica estan energia de ionizacién
y la energia de enlace, ver [7].

La primera ley de la termodinamica es en esencia una expresion del principio de conser-
vacion de la energia, llamado también balance de energia. Es posible expresar los balances
de energia generales para cualquier sistema que experimenta algin proceso debido a que
la energia puede existir en varias formas: térmica, mecanica, cinética, potencial, eléctrica,
magnética, quimica y nuclear, incluso la masa puede ser considerada una forma de energia
cuya suma conforma la energia total de un sistema, ver [10].

1.2. Objetivo

Objetivo general.
Realizar un andlisis energético por balance energético de sistemas modelados en Bond Graph.

Objetivos especificos.

1. Analizar las propiedades la Matriz de Estructura de Unién.

2. Verificar el principio de conservacién de energia por medio de las propiedades de la
Matriz de Estructura de Unioén.



2 Estado del arte

3. Proporcionar las funciones de energia candidatas de Lyapunov.

1.3. Estado del arte

Entre los anos 1959 y 1961, Henry Paynter incorporé la nocién de un puerto de energia
en su metodologia a partir de esto el Bond Graph fue desarrollado. Posteriormente, en 1983
y 1990 se formaliza la metodologia, por Karnopp y Rosenberg. Los promotores destacados
de las técnicas del modelado de Bond Graph fueron J. Thoma en el ano 1975 y Breedveld
en el ano 1984.

Peter C. Breedveld en [5] en el afio 1982 introduce un nuevo marco utilizando los con-
ceptos de Bond Graph para eliminar la brecha estructural en el dominio térmico de la teoria
actual de sistemas fisicos donde muestra que no existe una inercia térmica aislada, ya que es
inconsistente con la segunda ley de la termodinamica. Usa Bond Graph termodinami-
cos que son el resultado de la sintesis de los métodos utilizados en la termodindamica y en
la mecdnica. Con los Bond Graph termodinamicos, el autor intenté con éxito adaptar la
mecanica a un nuevo sistema de representacién (Bond Graph termodindmico), basado en
una forma generalizada de termodinamica.

Shoureshi Rahmatallah y McLaughlin Kevin en [38] en el anio 1984 presentam el modelado
de intercambiadores de calor usando Bond Graph con temperatura y tasa de cambio de
entropia como variables de potencia. Se muestran las técnicas utilizadas para modelar las
irreversabilidades y los flujos compresibles. Los resultados de los modelos se comparan con los
resultados experimentales. La investigacion muestra qué tan bien un modelo puede predecir
la dindmica de una inversién real del flujo.

Karnopp Dean en [29] en el ano 1990 estudia los modelos Bond Graph para la cinéti-
ca quimica, donde se extiende a los sistemas electroquimicos. Aunque se puede considerar
que muchos sistemas electroquimicos funcionan en un entorno de temperatura constante,
los sistemas de almacenamiento de energia de alta energia, como las baterias de vehiculos
eléctricos, experimentan cambios dréasticos en la temperatura durante el funcionamiento. Por
lo tanto, los Bond Graph también son eléctricos. Los Bond Graph electroquimico-térmico
son modelos de los componentes eléctricos y mecanicos de un sistema general, como un
vehiculo eléctrico. Dado que los modelos de Bond Graph se pueden hacer para todo tipo
de sistemas mecénicos, electromecéanicos y otros sistemas fisicos, los modelos de sistemas de
almacenamiento de energia electroquimicos pueden ser accesibles a los modelos dinamicos
de los sistemas. Los Bond Graph son ttiles en la construccién de un modelo de dos maneras
distintas. En primer lugar, ayudan a comprender los principios bésicos y la teoria de una
manera grafica.

E.P. Fahrenthold y J.D. Wargo en [20] en el afio 1991 trabajaron sobre el uso eficiente de
técnicas de modelado de Bond Graph donde vieron que fue obstaculizado por la complejidad
topoldgica de los modelos de sistemas tipicos. En vista de la complejidad geométrica de mu-
chos problemas mecanicos, la investigacién ha delineado el desarrollo de modelos de unién
basados en vectores y tensores medios continuos. Las estructuras de Bond Graph utilizados
para modelar sistemas discretos y continuos adoptan formas muy similares y hacen uso de
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los principios fisicos y matematicos del andlisis de tensores. Sin embargo, se diriguen especifi-
camente a consideraciones geométricas y por lo tanto se aplican a una clase méas limitada
de problemas. Sin la importancia de las preocupaciones geométricas, se puede encontrar una
amplia gama de problemas de ingenieria.

Cormerais Hervé y Buisson Jean en [12] en el ano 2000 utilizando el formalismo Bond
Graph en sistemas dinamicos hibridos obtienen un sistema de topologia variable. Si el sis-
tema tiene n leyes validas, tenemos diferentes leyes y estados. Su propdsito era establecer
el equilibrio efectivo en el momento de la conmutacién y comparar el enfoque ideal. Han
demostrado que, en el caso de leyes constitutivas lineales para los componentes del sistema
el equilibrio energético se puede resolver analiticamente utilizando un modelo ideal para los
interruptores. Mientras que si se adopta un modelo resistivo para los interruptores, el equi-
librio energético conduce al calculo de la integral de las variables de estado. Para un modelo
ideal se deduce el balance energético.

Heny Carlos et. al. en [25] en el afio 2000 desarrollan y validan un modelo dindmico que
permite representar el comportamiento de un reactor de tanque agitado continuo (CSTR)
para la saponificaciéon de acetato de etilo con hidréoxido de sodio. El modelo se basa en
la técnica del Bond Graph, que permite representar los equilibrios molar y energético del
sistema. Se muestra la facilidad y las ventajas del uso de la técnica de Bond Graph para
la simulacion de sistemas quimicos y termodindmicos. Una de las ventajas més importantes
es la representacién grafica, en la que la relacion entre los diferentes elementos y variables
del sistema se percibe mejor dando una idea clara del funcionamiento del sistema. Esta
ventaja es aun mas importante cuando se considera la interconexién de elementos de diferente
naturaleza (quimica y térmica).

Buisson, Jean et. al. en [8] en el ano 2002 tratan en su investigacién sobre el modelado de
sistemas fisicos hibridos. La metodologia de Bond Graph se usa para establecer su modelo de
conocimiento, basado en una representacion ideal de los interruptores. Estos componentes se
modelan por flujo o por esfuerzo segin su estado y por lo tanto, modifican la topologia del
circuito en los tiempos de conmutacién. Se lleva a cabo una comparacion entre el enfoque de
modelado ideal elegido y el enfoque no ideal mas comun utilizando la teoria de perturbacio-
nes singulares. Discuten algunas propiedades de modelos ideales para la parte continua de
sistemas fisicos lineales hibridos utilizando la nocién de una relacion de estructura de unién
implicita. Proponen una solucién para calcular la estructura de uniéon implicita y luego la
ecuacion de estado implicita para cada modo. Esos dos tltimos puntos ofrecen una alternati-
va para la simulacion de sistemas hibridos. Este método lo aplicaron con éxito a la simulacion
de un sistema grande que consiste en un motor asincrono conectado a un arrancador.

Bouamama Belkacem Ould en [4] en el ano 2003 presenta una metodologia basada en
analisis de Bond Graph causales y de comportamiento para construir una biblioteca de
modelos de iconos dinamicos en procesos de termofluido continuo. El enfoque desarrollado
se implementa utilizando el software SYMBOLS y se aplica a una instalacion compleja de
generador de vapor. La metodologia se ofrece como una herramienta auxiliar, se propone
para que el disenador industrial pueda construir facilmente un modelo termofluido de los
procesos mas tecnolégicos. El Bond Graph es una herramienta de simulacién y modelado
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que ofrece muchas posibilidades.

Yu B y Van Paassen AHC en [40] en el afio 2004 estudian los modelos dinamicos de los
sistemas de calefaccién, ventilacién y aire acondicionado (HVAC) de edificios, ttiles para
el diseno del controlador, la puesta en servicio y la deteccién y el diagnéstico de fallas. Las
diferentes aplicaciones tienen diferentes requisitos en los modelos y se pueden aplicar dife-
rentes enfoques de modelado. Discuten el modelado matematico con dos enfoques diferentes,
el Simulink en bloque y el Bond Graph. Expresan ventajas y desventajas de ambos enfoques.

Couenne F et. al. en [14] en el ano 2006 presentaron un modelo de Bond Graph de un
reactor de tanque de reaccién continuo que representa la cinética de reaccién, asi como los
fenomenos de transporte de calor y masa en el reactor. Las consecuencias de la reticulacion
de los fenémenos y de la utilizacién sistematica de las variables de potencia conjugada en
la formulacién de las propiedades termodinamicas, se muestran las cinéticas de reaccién
y la energia y el transporte de masas. Discuten las principales diferencias del enfoque de
modelado de Bond Graph con respecto a los modelos clasicos de ingenieria quimica.

Frangoise Couenne en [13] en el ano 2007 presenta brevemente el lenguaje Bond Graph
y las ventajas que uno puede obtener de su uso. Menciona que siempre que los softwares
estén disponibles, uno puede manipular y reutilizar facilmente los submodelos y conectarlos
a través de estos puertos, ademas el lenguaje Bond Graph se desarrollé en primer lugar
para el modelado de sistemas de dimensiones finitas en ingenieria mecatronica y eléctrica,
pero también a sistemas de dimensiones infinitas, como a sistemas de ingenieria quimica,
relacionada con los conceptos de termodinamica irreversible.

W. Borutzky en [3] en el ano 2009 presenta una metodologia grifica de modelizacién
asistida por computadora que es particularmente adecuada para el diseno concurrente de
sistemas multidisciplinarios, a saber de sistemas de ingenieria con componentes mecanicos,
eléctricos, hidraulicos o neumaticos, incluidas las interacciones de efectos fisicos de diversos
dominios de energia. Se muestra como se pueden construir sistemas multicuerpo de forma

sistematica y alienta a los lectores a echar un vistazo a la gran béveda de un la metodologia
de Bond Graph.

J.L. Balifio en [1] en el ano 2009 utiliza una metodologia de Bond Graph para modelar
flujos de fluido incompresibles con efectos viscosos y térmicos. El Bond Graph resultan-
te muestra el acoplamiento entre los dominios de energia térmica y mecanica a través del
término de disipacién viscosa. Todo tipo de condiciones de contorno se manejan de manera
consistente y se pueden representar como esfuerzo generalizado o fuentes de flujo. Se deriva
un procedimiento para la asignacién de causalidad para el grafico resultante, que satisface el
segundo principio de la termodinamica. Con esta contribucion muestra que partir de las
ecuaciones diferenciales parciales gobernantes y usando técnicas de discretizacion provenien-
tes de CFD es la estrategia correcta para generar modelos generales, enmarcados dentro de
la teoria de los Bond Graph, para sistemas dinamicos de fluidos.

Rodrigo D. Castro et. al. en [9] en el anio 2015 presentan una metodologia general para mo-
delar sistemas complejos. Adoptan el concepto de conceptualizacién de la energia (emergia)
que todas las transformaciones de energia requieren para ejecutar un proceso. Por lo tanto,
la energia en cualquier proceso dentro de un sistema es invasiva para apoyar. Estas ideas se
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implementaron en el marco de Bond Graph, un paradigma de modelado donde las variables
fisicas se verifican explicitamente para observar los principios de conservacién de energia.
Los resultados son un nuevo marco de modelado de energia ecoldgica Bond Graph (EcoBG)
bajo el modelo estandar de codificacién de Modelica. Este modelado basado en la energia
para sistemas dindamicos complejos con un enfoque en la sostenibilidad y el empoderamiento
de los flujos. EcoBG puede comprobar la viabilidad termodindmica de los modelos y dar para
valores de entalpia especifica desconocida en todo el sistema interno que no violen los prin-
cipios de conservacion de energia. Lo cual es muy atractivo para estudiar la sostenibilidad
de los sistemas.

Vasilyev Andrey et. al. en [39] en el ano 2017 presentan un modelo basado en componentes
de PEMFC desarrollado utilizando la técnica de Bond Graph. Los resultados experimentales
y de simulacién muestran una fuerte correlacién entre ellos. Aclaran que los Bond Graph
son muy adecuados para modular dispositivos de pila de combustible, el modelo disenado se
basa en una representacion grafica pseudo-bond de fenémenos termofluidos y se implementa
en el lenguaje de modelado Modelica.

Meshram RV et. al. en [33] en el ano 2018 presentan la investigacién sobre el modelado
basado en energia apropiado para el modelado de sistemas fisicos para el desarrollo y analisis
del sistema dindmico multidominio. Una de esas herramientas para el modelado del sistema es
un Bond Graph, que permite modelar un sistema complejo, con reglas claras de interconexién
y preservacion de la estructura fisica del sistema. Proponen el uso del enfoque Bond Graph
para comprender la energia de la microrred y muestran como modelar sistemas complejos en
un dominio de Bond Graph. Ademaés desarrollan una Teoria matemaética del Bond Graph para
subsistemas relacionados y para SST integrado. A partir de la asociacion entre la estructura
de unién y estructura de Dirac, forma matematica se deduce a partir de modelos Bond
Graph de subsistema y observan el balance de energia en los subsistemas. Indican el
comportamiento de una parte del sistema con respecto al procesamiento de energia.

G Gonzalez en [22] en el ano 2012 propone un nuevo tipo de bond disenado como un
bond adaptado. Este bond se puede considerar en la transicion de un bond activo a un bond
de potencia. Este enfoque permite conocer el efecto de carga de la planta del controlador
y las conexiones de realimentacion. Para determinar el efecto de carga del sistema de bucle
cerrado, se presenta la funcion de transferencia que utiliza rutas causales y bucles causales
del sistema en el dominio fisico. Sin embargo, este bond adaptado propuesto debe usarse en
casos de falla. Finalmente, se dan algunos ejemplos de sistemas modelados en Bond Graph
en sistemas de circuito abierto y cerrado.

Dauphin-Tanguy et. al. en [18] en el ano 1995 utilizan una forma sistemadtica, basada
en el modelado Bond Graph, para determinar la energia total almacenada en el sistema y
su derivada de tiempo, que es la potencia suministrada a los elementos dindmicos. Con un
ejemplo no lineal de suspension de automévil muestran como las dos variables satisfacen las
condiciones necesarias y suficientes para que el sistema sea asintoticamente estable, que se
establecen en la Parte I.

Dauphin-Tanguy et. al. en [19] en el ano 1999 en su articulo se muestran e ilustran
mediante un ejemplo de estabilidad energética asintética monétona estricta de un nivel
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nominal de un tanque de flujo continuo, que se lleva a cabo aplicando el modelado de
Bond Graph. El resultado principal es el teorema sobre la relacion general entre el derivado
euleriano de la energia total del sistema, la potencia suministrada al sistema y la potencia
suministrada en elementos disipativos de calor. Las aplicaciones de la teoria de la estabilidad
asintética monotdnica estricta desarrollada en la primera parte requieren la determinacion
de la potencia y la energia del sistema y las pruebas de sus propiedades. El modelado de
Bond Graph parece ser un enfoque adecuado y efectivo para resolver estos problemas.

Sergio Junco en [28] en el afio 1993 presenta un conjunto de métodos basados en la
energia para el calculo de equilibrios, el analisis de su estabilidad y la sintesis de las leyes de
control de estabilizacion. Todos ellos son una transliteracion al lenguaje de modelado de Bond
Graph de los métodos que generalmente se realizan en las ecuaciones de estado del sistema.
Mientras que el calculo del equilibrio explota la circunstancia de que en tal estado no fluye
energia hacia los elementos de almacenamiento, los métodos relacionados con su estabilidad
se basan en el hecho de que, al elegir (una funcién de) la energia almacenada en el sistema
como (candidato) funcién Lyapunov, su derivada orbital se puede evaluar directamente en
términos del flujo de potencia a través de bonds. Las leyes de control de voltaje y campo
para una maquina de CC se derivan como aplicaciones de los métodos.

Cuijpers et. al en [16] en el afio 2008 presentan una representacién completa de diferentes
aspectos del comportamiento de modelos fisicos que deben basarse en principios fisicos tales
como la conservacion de la energia y la continuidad de la potencia. Sin embargo, a menudo,
los componentes fisicos pueden modelarse mejor como partes continuas con cambios discretos
de modo, lo que conduce a una violacion de los principios de continuidad. Los Bond Graph
facilitan una estructura de modelo dindamica, dando como resultado Bond Graph hibrido. El
comportamiento de un Bond Graph hibrido se puede estudiar utilizando una representacién
uniforme mientras se mantiene una correspondencia directa con los elementos del Bond
Graph. Adicionalmente, el no determinismo puede ser incluido en Bond Graph hibridos que
puede aliviar la tarea de modelado sin ser perjudicial para los andlisis requeridos.

Pieter Mosterman en [34] en el ano 2002 documenta la herramienta HYBRSIM para el
modelado y simulacién de Bond Graph hibridos implementada en Java. Realiza la deteccién
y ubicacién de eventos en base a una busqueda biseccional, maneja los cambios de cau-
salidad en tiempo de ejecucién, incluida la causalidad derivativa, realiza (re) inicializacién
fisicamente consistente y admite dos tipos de iteracién de eventos debido al acoplamiento
dindmico. Exporta modelos de Bond Graphs hibridos en Java y cédigo C / C ++ que in-
cluye discontinuidades como ecuaciones conmutadas (es decir, no se requiere la enumeracién
previa). Los Bond Graph son un formalismo poderoso para modelar dindmicas continuas de
sistemas fisicos. Los Bond Graph hibridos introducen un elemento de conmutacion ideal, la
union controlada, para aproximar el comportamiento continuo que es demasiado complejo
para el andlisis numérico (por ejemplo, debido a no linealidades o gradientes pronunciados).

Gruyitch et. al. en [24] en el ano 1999. El concepto de estabilidad dindmica asintética
mondtona estricta (SMAES, por sus siglas en inglés) de un estado de equilibrio de un sistema
dindmico no lineal invariante en el tiempo se introduce definiendo también la estabilidad
energética, la atraccién energética y la atraccién energética mondtona estricta, asi como sus
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dominios, en el sentido de Lyapunov. El concepto es importante porque es el intercambio de
energia que crea movimientos de sistemas. También es importante desde el punto de vista
del consumo de energia y/o la minimizacién de la disipacién de energia.

Dauphin-Tanguy et. al en [19] en el ano 1999. Las aplicaciones de la teorfa de la esta-
bilidad energética asintética monodtona estricta desarrollada en la primera parte requieren
la determinacion de la potencia y la energia del sistema y las pruebas de sus propiedades.
El modelado de Bond Graph parece ser un enfoque adecuado y efectivo para resolver estos
problemas. Esto se muestra en el documento y se ilustra mediante un ejemplo de estabilidad
energética asintética mondtona estricta de un nivel nominal de un tanque de flujo continuo,
que se lleva a cabo aplicando la teoria del Bond Graph. El resultado principal es el teo-
rema sobre la relacion general entre la derivada euleriana de la energia total del sistema,
la potencia suministrada al sistema y la potencia suministrada en elementos disipativos de
calor.

Fahrenthold y Wargo en [21] en el ano 1991 propone simplificaciones necesarias que
pueden lograr mediante la introduccién de nuevas estructuras Bond Graph que expresan en
forma libre de coordenadas las relaciones de impulso y balance de energia y las restricciones
cinematicas que se encuentran comtinmente en la dinamica del sistema mecanico. La utilidad
de los métodos de Bond Graph existentes en el anélisis de sistemas mecanicos complejos se ha
visto limitada significativamente por la ausencia de una metodologia de modelado vectorial
basada en tensor. Se necesitan simplificaciones topoldgicas para recuperar la eficiencia del
trabajo de formulacién de modelos graficos para mecanismos complejos.

Brown en [6] en el afio 1991 proponen los enlaces que tienen dos variables de esfuerzo o
potencial y una variable de flujo para representar la interaccion de elementos del sistema que
involucran el flujo de una sustancia pura, particularmente cuando esa sustancia es compre-
sible. Los significados de las uniones tradicionales 0 y 1, el elemento RS de dos puertos y el
elemento C multipuerto se generalizan para acomodar estos enlaces y se introduce un nuevo
elemento de transferencia de calor. La causalidad bilateral todavia se aplica a los enlaces y
se aplica facilmente a los modelos del sistema. Se introducen ciertos elementos macro que
agilizan el cémputo. Los gréaficos son compatibles con los Bond Graph convencionales.

Couenne et. al. en [15] en el ano 2008 presentan el lenguaje de Bond Graph mediante el
uso de algunos sistemas dinamicos bastante simples como ejemplos tutoriales y mostrar las
potencialidades de este lenguaje para construir modelos dindmicos a partir de submodelos
reutilizables. Siempre que haya herramientas de software disponibles para manipular este
lenguaje, que ya es el caso de los modelos de dimensién finita a nivel comercial y de los
modelos de dimension infinita a nivel de investigacién, puede ser una soluciéon al problema
de la gestién del modelo de proceso durante el proceso. La representacion Bond Graph es
un lenguaje grafico basado en energia que se desarrollé por primera vez para el modelado
dinamico de sistemas mecanicos, hidraulicos y eléctricos de dimension finita. Como tal,
este enfoque de modelado interdisciplinario fue un enfoque “mecatrénico vanguardista”.
También se ha aplicado a sistemas de ingenieria quimica y mas recientemente, a modelos de
sistemas de dimension infinita. Dicha aplicacion estd mas directamente relacionada con los
conceptos de termodindmica (irreversible), aunque todos los campos de aplicacién satisfacen
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implicitamente los principios bésicos de la termodinamica.

Beaman y Breedveld en [2] en el ano 1988 muestran que los sistemas abiertos, en los que la
materia puede entrar y salir, no son incompatibles con la topologia del Bond Graph, como se
informa comunmente. El modelado efectivo de estos sistemas requiere que se preste atenciéon
al acoplamiento convectivo entre los sistemas y el entorno que intercambian materia. Los
modelos de conveccién propuestos no requieren el uso de enlaces activos (que no sean senales
de modulacién), fuentes controladas, elementos ad hoc o cualquier otro artefacto de Bond
Graphs especiales.

Kwatny et. al. en [32] en el ano 1985 presentan un concepto de fuerte estabilidad de
un punto de equilibrio de un sistema de energia eléctrica. Se muestra que casi todos los
equilibrios estables del modelo de estabilidad transitoria estandar son fuertemente estables
y que la estabilidad fuerte es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una
funcién de Lyapunov similar a la energia local para todas las pequenas perturbaciones del
sistema nominal. Tal funciéon de Lyapunov se construye explicitamente. Se proporciona un
analisis local completo de la estabilidad de los equilibrios del sistema de potencia en presencia
de conductancias de transferencia.

Chang et.al. en [11] en el ano 1995 presentan una base teérica de métodos directos tan-
to para modelos de sistemas de energia de reduccién de red como de preservacién de red.
Ademas de una visién general, se ofrecen nuevos resultados. Proponen un procedimiento
sistematico de construccién de funciones de energia para los modelos de sistemas de energia
tanto de reduccién de red como de conservacion de red. Un método avanzado, denominado
método BCU, para calcular el punto de equilibrio inestable y se presenta un controlador con
su fundamento tedérico. Proporcionan algoritmos de solucién numérica capaces de soportar
aplicaciones en linea de métodos directos. Describen demostraciones practicas del uso de
métodos directos y el método BCU para evaluaciones de estabilidad transitoria en linea en
dos sistemas de energia. Otras posibles mejoras y otras aplicaciones de métodos directos
se describen. Los programas de analisis de estabilidad son una herramienta principal que
utilizan los ingenieros de planificacion y operaciéon del sistema eléctrico para predecir la res-
puesta del sistema a diversas perturbaciones. Se toman conclusiones y decisiones importantes
basadas en los resultados de los estudios de estabilidad.

Daafouz et. al. en [17] en el ano 2002 abordan el problema del andlisis de estabilidad y
la sintesis de control de sistemas conmutados en el dominio de tiempo discreto. Examinan
la existencia de una funcién de Lyapunov cuadratica conmutada para verificar la estabilidad
asintética del sistema conmutado en consideracion. Dos condiciones diferentes basadas en la
desigualdad de la matriz lineal permiten verificar la existencia de dicha funcién de Lyapunov.
El primero es clasico, mientras que el segundo es nuevo y utiliza una variable de holgura,
lo que lo hace t1til para los problemas de diseno. Estas dos condiciones han demostrado
ser equivalentes para el andlisis de estabilidad. Al investigar el problema del control de
retroalimentacién de salida estatica, mostramos que la segunda condicion es, en este caso,
menos conservadora. La reduccion del conservadurismo se ilustra mediante una evaluacién
numeérica.

Hill y Moylan en [26] en el afio 1976 presentan una técnica para generar funciones de
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Lyapunov para una amplia clase de sistemas no lineales representados por ecuaciones de
estado. Se supone que el sistema, para el cual se requiere una funcién de Lyapunov, tiene
una propiedad llamada disipatividad. En términos generales, esto significa que el sistema
absorbe mas energia del mundo externo que la que suministra. Se pueden considerar dife-
rentes tipos de disipatividad dependiendo de como se elija definir “entrada de potencia”.
Se muestra que la disipatividad se caracteriza por la existencia de una funcién computable
que puede interpretarse como la “energia almacenada” del sistema. Bajo ciertas condiciones,
esta funcién de energia es una funciéon de Lyapunov que establece la estabilidad y en algunos
casos la estabilidad asintotica, del sistema aislado.

Perillo-Marcone et. al. en [35] en el afio 1997 presentan una metodologia para obtener
las ecuaciones dindamicas de brazos robot o cadenas cinematicas genéricas de n grados de
libertad (GDL) utilizando la técnica de Multibond Graph. El procedimiento se basa en
emplear una estructura de Bond Graph que modela cada eslabén de manera general y se
repite tantas veces como el niimero de eslabones, aprovechando asi la monotonia del sistema.
Estas estructuras se unen entre si de forma también general y mediante la definicion de un
par de variables por cada unién se selecciona el tipo de vinculo que existe (articulacién plana
o prismatica). Para comprobar la efectividad del método,

se analizé un brazo robot de dos GDL y se observé que las ecuaciones generadas fueron
exactamente las mismas que las obtenidas a partir de otras formulaciones, tales como, el
método de Newton, las ecuaciones de Lagrange, el método de Euler-Lagrange y las ecuaciones
de Kane. Estas ecuaciones fueron integradas numéricamente seleccionando los valores de los
parametros del robot arbitrariamente y la respuesta graficada fue respuesta la posicidn,
velocidad, aceleracion y trayectoria de los eslabones.

Gruji¢ y Dauphin-Tanguy en [23] en el ano 1995 consideran una gran clase de sistemas
fisicos dindmicos no lineales. Las soluciones completas para la estabilidad asintotica de un
estado y para que un conjunto sea el dominio de la estabilidad asintética se analizan, en
términos de la potencia y la energia del sistema. Se permite que la potencia sea semi-definida.
Las condiciones necesarias y suficientes se imponen a la energia. Esto refleja una nueva
metodologia de prueba de la estabilidad asintotica. Es esencialmente inverso en relacién con
la metodologia ampliamente utilizada de la aplicacién del método Lyapunov a sistemas no
lineales. La primera parte de este documento de dos partes presenta los fundamentos teéricos
de la nueva metodologia y los criterios.

Dauphin-Tanguy y Gruji¢ en [18] en el afio 1995 utilizan una forma sistemadtica, basada
en el modelado de Bond Graph, para determinar la energia total almacenada en el sistema
y su derivada de tiempo, que es la potencia suministrada a los elementos dinamicos. Un
ejemplo no lineal de suspension de automévil muestra cémo las dos variables satisfacen las
condiciones necesarias y suficientes para que el sistema sea asintoticamente estable, que se
establecen en la Parte I.

Basandonos en la descripcion de los antecedentes cientificos es facil notar que a pesar del
gran trabajo que se ha realizado enfocado hacia el analisis energético mediante Bond Graph,
los estudios que se han realizado en andlisis y modelado de sistemas, no son suficientes lo cual
se presenta como una excelente area de oportunidad para la investigacién sobre el principio
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de conservacion de energia en sistemas modelados en Bond Graph.

1.4. Contribucion

En esta tesis se presenta un avance en el balance de potencia que consiste en verificar las
propiedades de las submatrices de la matriz de estructura de unién para que el sistema sea
conservativo de potencia con la metodologia en Bond Graph, ya que al trabajar en presencia
de los bond activos, las propiedades no se satisfacen. Se propone un balance de potencia
en el cual se satisfagan o no la propiedades de las submatrices, el balance de potencia se
cumple, ademas hacemos uso de un bond disenado como un bond adaptado que utiliza
en casos de falla y se puede considerar en la transicion de un bond activo a un bond de
potencia.

Se proponen las funciones de energia candidatas de Lyapunov en la metodologia de
Bond Graph, consiguiendo de esta manera, la ecuacion de Lyapunov para garantizar la
estabilidad del sistema modelado en Bond Graph.

Finalmente, las contribuciones de este trabajo de tesis se enumeran a continuacion:

1. Prueba submatrices si; y Soo
2. Bond adaptado

3. Balance de potencia

4. Funcién de Energia

5. Estabilidad

1.5. Estructura de la Tesis

En la presente tesis titulada “Anélisis energético de sistemas modelados en Bond Graph”
se compone de cinco capitulos, estructurados de la siguiente manera, en el capitulo 1 titulado
“Introduccién” se presentan los objetivos a los que se desea llegar, el estado del arte donde se
hace una resena histérica sobre las contribuciones referentes al tema. Ademas se mencionan
las contribuciones y la estructuracion de esta tesis.

En el siguiente capitulo 2 titulado “Modelado de Sistemas en Bond Graph”, hace refe-
rencia a los antecedentes y conceptos basicos que se requieren en Bond Graph. Asi mismo,
se explica el modelado de sistemas fisicos con la metodologia Bond Graph con los sistemas
eléctricos y mecanicos.

En el capitulo 3 titulado “Balance de Energia de Sistemas en Bond Graph”, se abarcan
dos de los tres objetivos particulares los cuales tratan brevemente sobre el balance de los
sistemas fisicos en un enfoque tradicional, obteniendo el balance de potencia elemento a
elemento. Ademas, con la metodologia Bond Graph se propone y explica en que consiste el
balance de potencia propuesto y se aplica a los casos de estudio.
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El capitulo 4 titulado “Funciones de Energia y Estabilidad”, abarca el tercer objetivo
particular el cual consiste en proponer un funcién de energia candidata a Lyapunov. Primero
se describe los métodos de Lyapunov posteriormente se describe condicones de estabilidad
en la metodologia Bond Graph. Finalmente se propone la funciéon de energia y ademas se
calcula la ecuacién de Lyapunov.

Ademas, en el capitulo 5 “Conclusiones y Recomendaciones” se abordan las deducciones
y conclusiones obtenidas durante el desarrollo de esta tesis. Asi mismo, se proponen reco-
mendaciones para trabajos futuros sobre este tema de Anélisis de sistemas modelados en
Bond Graph.






Capitulo 2

Modelado de Sistemas en Bond Graph

2.1. Introduccion

Un Bond Graph es una representacion grafica de un sistema dindmico fisico. Permite la
conversion del sistema en una representacion de espacio de estado. Es similar a un diagra-
ma de bloques o gréafico de flujo de senales, con la gran diferencia de que los arcos en los
Bond Graph representan el intercambio bidireccional de energia fisica, mientras que los de
los diagramas de bloques y los graficos de flujo de senales representan un flujo de informa-
ci6n unidireccional. Los Bond Graph son de dominio multienergia (por ejemplo, mecanico,
eléctrico, hidraulico, etc.) y dominio neutral, ver figura 2.1. Esto significa que un Bond Graph
puede incorporar multiples dominios sin problemas. Ver [30] y [37].

Sistema Hidrailico < — Sistema Eléctrico

Sistema Mecdnico ~————————— Bond Graph ———— Sistema Térmico

— ~ Modelo Matematico

|

Estructura de Unién

Figura 2.1: Diagrama de objetivos completa.

El Bond Graph se compone de los “bonds” que unen los elementos. Cada bond representa

el flujo instantaneo de energia (%e) o potencia. El flujo en cada bond se denota mediante

un par de variables llamadas variables de potencia, cuyo producto es la potencia instantéanea

13
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del bond. Las variables de potencia se dividen en dos partes: flujo y esfuerzo. Por ejemplo,
para la union de un sistema eléctrico, el flujo es la corriente, mientras que el esfuerzo es el
voltaje. Al multiplicar la corriente y el voltaje en este ejemplo, puede obtener la potencia
instantanea del bond.

Un bond tiene otras dos caracteristicas que se describen brevemente aqui, y se discuten
con mas detalle a continuacion. Una es la convencién de signos de “media flecha”. Esto define
la direccion asumida del flujo de energia positiva. Al igual que con los diagramas de circuitos
eléctricos y diagramas de cuerpo libre, la eleccién de la direccién positiva es arbitraria, con
la advertencia de que el analista debe ser coherente en todo con la definicién elegida. La
otra caracteristica es la “causalidad”. Esta es una barra vertical colocada en sélo un extremo
del bond. No es arbitrario. Como se describe a continuacion, existen reglas para asignar
la causalidad adecuada a un puerto determinadoy reglas para la precedencia entre puertos.
La causalidad explica la relacion matematica entre el esfuerzo y el flujo. Las posiciones de
las causalidades muestran cuales de las variables de potencia son dependientes y cuales son
independientes.

El tetraedro de estado muestra graficamente la conversion entre esfuerzo y flujo. La figura
2.2 muestra el tetraedro en su forma generalizada. Usando el tetraedro de estado, uno puede
encontrar una relacién matemaética entre cualquier variable en el tetraedro.

R
\f /
Figura 2.2: Tetraedro de estado.

Esto se hace siguiendo las flechas alrededor del diagrama y multiplicando las constan-
tes en el camino. Por ejemplo, si quisiera encontrar la relaciéon entre flujo generalizado y
desplazamiento generalizado, comenzaria en f(t) y luego lo integraria para obtener ¢(t).

Bond

A B

Figura 2.3: Bond.

Estas variables generalizadas pueden ser utilizadas en todos los dominios de energia, por
ejemplo para sistemas eléctricos, mecanico e hidraulicos tenemos la generalizaciéon en la tabla
2.1.

Donde e y f son las variables de potencia generalizada, ver figura 2.4
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Tabla 2.1: Variables generalizadas.

Variable Sistema mecanico Sistema Sistema
Traslacion | Rotacion eléctrico hidraulico
Esfuerzo e(t) | Fuerza F Torque 7 Voltaje e | Presion P
Flujo f(t) | Velocidad V | Veocidad angular w | Corriente ¢ | Caudal @

EEE— Pot=e-f

Figura 2.4: Bond de potencia generalizado.

Variables de energia
dp
p — momento e= o p= [ edt

q — desplazamiento f = % q= /fdt

2.1.1. Puertos

s Puertos-1

Se les conoce como Puertos-1 pasivos a los elementos pasivos son aquellos que repre-
sentan disipacién de potencia. Se les conoce como Puertos-1 activos a los elementos
que introducen energia al sistema son llamados fuentes, ver figura 2.5.

Activos o Fuentes Pasivos

s —  _ RR,
¢ ﬁ [:L]
MS; ———
S——c/Te}

Figura 2.5: Puertos-1.

n Puertos-2

Existen dos elementos del Puerto-2, transformador TF y girador GY', son sistemas
lineales que cambian la relacion entre las variables de flujo y esfuerzo, ver figura 2.6.
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Transformador Girador

S

o
I

62:7161 1

[N}
i Ll
Q

-
I

! TF _

g L=,

Figura 2.6: Puertos-2.

= Puertos-3 o uniones
Los Puertos-3 se llaman uniones, sirven para interconectar tres o mas puertos de energia

dentro de un subsistema, hay dos tipos de uniones, Unién-1 y Union-0, ver figura 2.7.
Union-1 Unién-0

- i — f=5L=1] :
hth-£=0

e - €- € =0

Figura 2.7: Puertos-3.



Modelado de Sistemas en Bond Graph 17

Modelado sistema eléctrico

Pasos para crear el Bond Graph. Ver figura 2.10.
1. Crear una unién-0 por cada nodo del circuito.
2. Para cada elemento del circuito crear una union-1.

3. Adicionarle a la unién-1 un bond que represente al elemento y enlazar la unién con las
dos uniones-0 correspondientes a los nodos entre los que esta conectado el elemento.

4. Asignar las direcciones de potencia a los bonds. Si hay un nodo de referencia, eliminar
la unioén-0 correspondiente y los bonds adyacentes.

5. Simplificar los bonds, tomando en cuenta la regla de la figura 2.8.

Figura 2.8: Regla de simplificacion.

Se aplica el procedimiento descrito a el circuito de la figura 2.9.

Ry Ry

Vi —_— G Ly

Figura 2.9: Circuito RCIL.
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Paso 1 Paso 2
0 0 0 0 1 0 1 0
1
1 1
0 0
Paso 3 Paso 4
R:R, R:R, R:R, R:R,
0 1 0 1 0 0 0 1 0
/1 \(ﬁ_—(?/ 1\ \t\(ﬁ(/‘, 1 \
MS,:V, L MS,_:V, < R > I'L
0 i ‘ & - :
Nodo o unién de referencia
Paso 5 Finalmente
R:R, R:R
[ [ R:R, RiR,
1 1 0

0, 0
t MS, 1V, 1 0 1
1 \

1
/ C:C, \
MS,:V, IL, c:c

Figura 2.10: Pasos modelado del Bond Graph del circuito RCI.

2.1.2. Causalidad

La causalidad o relacién causa-efecto para esfuerzos y flujos son representadas en direc-

ciones opuestas. El trazo causal es una marca que indica cémo e(t) y f(t) simultaneamente

son determinados causalmente en un bond.

El esfuerzo entra en un bond en el mismo sentido del trazo causal y por consecuencia
flujo va en direccion contraria.

Las diferentes maneras de expresar la causalidad se pueden ver en figuras 2.11 y 2.12.

el



Modelado de Sistemas en Bond Graph

Entra esfuerzo sale flujo:

e — e —
—_— ~—
[ [

Figura 2.11: Causalidad en esfuerzo.

Entra flujo sale esfuerzo:

e «— e «—

L | -

lf%, '\fﬁ

Figura 2.12: Causalidad en flujo.

Causalidad necesaria

Se aplica en los puertos-1, pero sélo a los elementos activos o fuentes. Ver figura 2.13.

J{——

MS}t'ﬁ

Figura 2.13: Causalidad necesaria.

Causalidad restrictiva

Se aplica en los puertos-2 y puertos-3. Ver figura 2.14 y figura 2.15.

> TF e L = TF | re
> GY't r g L = GY >

Figura 2.14: Causalidad restrictiva a puertos-2.
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Figura 2.15: Causalidad restrictiva a puertos-3.

Causalidad integral

Se aplica en los puertos-1, pero sélo a los elementos pasivos (C, I). Ver figura 2.16.
Consideramos las ecuaciones

e ¢ dd e . _dp
(]—CG, f_dt p_Lfa 6_dt
€ < 1 1
ﬁ C:C —_ — = — dt
€ — 1 1
I:L . =
ﬁ'f 1 f Lp L/edt

Figura 2.16: Causalidad integral.

Causalidad derivativa

Se aplica en los puertos-1, pero sélo a los elementos pasivos (C, I). Ver figura 2.17.
Consideramos las ecuaciones

dq dp
q=Ce; f ot P fi e i
e —>
L 00, e 1Y
f dt
e ——
d

Figura 2.17: Causalidad derivativa.
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Causalidad arbitraria

Se aplica en los puertos-1, al elemento pasivo R. Ver figura 2.18.
Consideramos las ecuaciones

1
e=R; f f = R—1€1
%R.’RJ ;%.R;Rl

Figura 2.18: Causalidad arbitraria.

Asignacion de causalidad

Es necesario aplicar las relaciones de causalidad para los multipuertos basicos establecidas
anteriormente seguir el siguiente procedimiento en orden estricto:

1. Asignar causalidad necesaria e inmediatamente extender las implicaciones causales,
usando causalidad restrictivas de 0, 1, TF' y GY.

2. Asignar causalidad integral a los elementos (C,I) e inmediatamente extender las
implicaciones causales, usando causalidad restrictivas de 0, 1, TF' y GY..

3. Asignar causalidad arbitraria a cualquier elemento R que no esté asignado y exten-
der las implicaciones causales, usando causalidad restrictivas de 0, 1, TF' y GY'.

En la figura 2.19 se muestra la causalidad del ejemplo del circuto RCI de la figura 2.9.

R:R, R:R,
MSe: V, 11 > T A 1 AL,
C:C

Figura 2.19: Bond Graph con causalidad del circuito RCIL.
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2.1.3. Vectores clave

El conjunto de todos los componentes que conforman el modelado de Bond Graph pueden
clasificarse en cinco grupos o campos de acuerdo a su potencia o las propiedades de la energia,
ver figura 2.20:

MS., MS,
z Dm/f
I, C 10,1, TF, GY R
T Dm
Y
D

Figura 2.20: Diagrama de la estructura de union.

Al vinculo que conecta los campos a la estructura de cruce Ms.,Mss,R,I,C se lla-
man bonds externos y los bonds que se unen a un elemento de la estructura de unién
0, 1, TF, GY son llamados bonds internos, D, son los detectores. Ademas R campo de la
disipacion, en el que se pierde la energia del sistema, I, C' el campo de almacenamiento, que
son la energia conservativa, 0, 1, T'F, GY, que conserva la energia, los campos de origen
Ms,, Msy. Los vectores clave asociados al diagrama son

1. x es el vector de estado, debido a los elementos de almacenamiento: I, C'.
2. x es el vector de derivadas, debido a los elementos de almacenamiento: I, C'.
3. z es el vector de estado de coenergia, debido a los elementos de almacenamiento: I, C.
4. u es el vector de entradas, debido a las fuentes: Ms., Msy.
5. D;, es el vector de entrada, debido a los elementos disipativos: R.
6. D, es el vector de salida, debido a los elementos disipativos: R.
7. y es el vector de salida, debido a los detectores: D..
Para causalidad derivativa se tienen ademas los siguientes vectores:

1. x4 es el vector de estado.
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2. &4 es el vector de derivadas.
3. zq es el vector de estado de coenergia.

Para obtencion de los vectores x, & y z se toma en cuenta la tabla:

|1 C |1 C |1 C
x ‘ P q T ‘ e f z ‘ e
R:R, R:R,
ZT 6[
1 3 5
MSe: V. A1 0 A ——— L,
4
C:C

Figura 2.21: Bond Graph enumerado del circuito RCI.

En la figura 2.21 se muestra el Bond Graph enumerado del circuito del ejemplo de la
figura 2.9, para sacar los vectores clave, los cuales son:

vmew= () o= () = (%)
Dzn:<;2)a Dout:(£Z)7 Yy = es.

2.1.4. Bond activo

Este es un bond de senal que tiene como caracteristica un flujo de potencia cero. Se
utiliza para mandar una sefial de salida al detector (D, o Dy), si sale de unién-0 se obtiene
esfuerzo, si sale de unién-1 se obtiene flujo.
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2.1.5. Relaciones constitutivas

Las relaciones constitutivas se obtienen de: z = Fx vy Dy = LD;,, donde las matrices F'
y L son matrices a determinar, siendo L es una matriz diagonal con entradas de los elementos
R o R™!; F es una matriz diagonal con entradas de los elementos C' e I.

Para el circuito del ejemplo de la figura 2.9, las relaciones constitutivas son:

(#)=(5 1))
(5)=(% &) (%)

Asi de esta manera tenemos las matrices F'y L.

2.1.6. Matriz de estructura union
Estructura unién

La relacion que tienen los vectores dentro del diagrama de la Estructura de Unidn es la
Matriz de la Estructura de Unién.

x z
Dzn - [ S :| Dout
Yy u

expresando la matriz S como submatrices tenemos

511 S12 S13
S = S91 S22 523
531 S32 533

sustituyendo en la primera tenemos

T 511 S12 513 z
Dip | = s21 S22 S23 Dy
Yy 831 832 S33 Uu

Los elementos que conforman la matriz S toman valores dentro del conjunto 0, 1, £r, +n
donde +n y £r son los mdédulos del transformador y girador.

Las submatrices de la matriz de estructura unién tienen dos propiedades principales: s1;
y S99 son matrices cuadradas antisimétricas y si9 es la traspuesta negativa de s9; 0 viceversa.
Estas dos propiedades estan basadas en el principio de conservacion de energia.

Haciendo el producto de las matrices tenemos

T = 8112 + 812 Doz + 513U
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Diy, = 5912 + 822Dyt + S23u
Y = 8312 + 832Dt + 533U

Haciendo las operaciones despejamos D;, de D,,; = LD;,, para sustituir tanto en & como

en y. Obtenemos las expresiones
3 =
y =

Donde A, B, C'y D son matrices y cumplen las siguientes formas:

Az + Bu.
Cx + Du.

A= (s11 + 512Ms91)F B = (513 + $12M 593)

2.1
C = (s31 + $32Ms91)F D = (S35 + s32M 593). (2.1)

La matriz M tiene la siguiente forma M = L(I — sqo L)~
Para el circuito del ejemplo de la figura 2.9 la matriz de estructura de unién es:

Ja 0O —-1f1 010 e4
er 1 00 =110 fr
€ =| -1 01]0 0 |1 fo
ﬁ 0 110 0|0 6
fi 0 0|1 010 e
y las matrices son A, B, C, D son:
__1 _1 1 L
A:( G _g) B:(%1> C=(& 0) D=0
Cq L1

Por lo tanto, la representacién en variables de estado es :

1

T CiR:

1
C

L) (L
L1 x+ R1
R

_L_f 0

-

Yy = (C% O>x.

2.1.7. Analisis de trayectorias causales

Un Bond Graph muestra no sélo estructuras topoldgicas de un sistema sino también la
organizacion causal, la cual indica las relaciones de causa y efecto, esta estructura causal da

la nocién de trayectoria causal.
Una trayectoria causal de una estructura de unién es una secuencia alternante de bonds

y nodos tal que:

1. Para una grafica que no tiene la causalidad aplicada a sus elementos o bonds, la se-
cuencia forma una cadena sencilla.
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2. Todos los nodos en la secuencia tienen una completa y correcta causalidad.

3. Dos bonds de una trayectoria causal tienen en el mismo nodo orientaciones causales
opuestas.

Una trayectoria causal simple, si a través de la misma, sigue solamente una misma va-
riable, ya sea por esfuerzo o por flujo, ver figura 2.22.

e —> e — e — e — e —>

[ Sofe fe— fe [

Figura 2.22: Trayectoria causal simple.

Una trayectoria causal es mezclada si un cambio de variable es requerido a través de
la secuencia causal. Si el cambio se debe a la presencia de un GY, la trayectoria causal es
llamada mezclada directa (ver figura 2.23) y cuando pasa la trayectoria a través de algin
elemento R, C, o I a trayectoria causal es llamada mezclada indirecta (ver figura 2.24).

Figura 2.23: Trayectoria mezclada directa.
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Figura 2.24: Trayectoria mezclada indirecta.

Una trayectoria directa es una trayectoria causal entre una entrada y un detector.

La funcién caracteristica de una trayectoria causal esta definida como la funcién la cual
enlaza la variable de salida del elemento correspondiente al origen de la trayectoria, a la
variable de entrada del elemento formando el fin de la trayectoria.

La funcion caracteristica, indexada i, para una trayectoria causal directa mezclada o
simple es:

( no-+ny 1 1

ik i T

1
_ ) TF —1)notm 0 —
T; = < (=1) H (m] o mj)

Jk

GY ™™ T] (m o i)

\ Ji.k

donde

= ng representa el nimero total de cambios de orientacion de los bonds en las uniones-0,
mientras se sigue la variable de flujo, ver figura 2.25.

TL():O ’n,(]:].

:f—>, lfg), :\f—> :f4>

0 ¢ > 0 |

.\fH t f—) I\fH

>

:\f —
Figura 2.25: Cambios de orientacion de los bonds en las uniones-0.

= n, representa el nimero total de cambios de orientacién de los bonds en las uniones-1
mientras se sigue la variable de esfuerzo, ver figura 2.26.
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ny =20 ny =1

Figura 2.26: Cambios de orientacién de los bonds en las uniones-1.

= m; o mi son los médulos de los elementos T'F' los cuales intervienen en la trayectoria

causal, dependiendo de sus causalidades.

"7 O % son los médulos de los elementos GY los cuales intervienen en la trayectoria
causal, dependiendo de sus causalidades.

Cuando la trayectoria causal es indirecta significa que pasa a traves de elementos R, C
o I, las relaciones constitutivas de estos elementos deben ser tomadas en cuenta. También
es necesario tomar en cuenta las conexiones causales y sus correspondientes transmitancias,
ver figura 2.27.

Conexién causal Transmitancia
C 0 R 1
- _— —
RC's
R
I 1 R _
Is
1 —C 1
] —
ICs?
R
R~ 1 e —h, 2
R’y
1
C i 0 - TF re! =1 R R
RCsm?
R
C~< i 0 > GY't ceeh R —
Csr?

Figura 2.27: Conexiones causales y transmitancia.

Un lazo causal es una trayectoria causal sencilla cerrada; la trayectoria comienza en
un elemento almacenamiento pasando por un elemento disipativo y regresa al elemento de
almacenamiento de inicio.
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Un lazo Mason es un lazo causal de la salida de un puerto a la entrada del mismo sin
trazar el mismo bond en la misma direccién mas de una vez.
El polinomio caracteristico estda dado por:

D(s) =1~ ZLU(S) + 3 Lo(s) = > Luls) + -+

donde L,4(s) es el producto de las ganancias de lazo del k™ conjunto del r** lazo de
Mason, los cuales no se tocan unos con otros.
La Ly;(s) ganancias del j™ lazo de Mason esté definida por

1\? 1\?
Lii(s) = (=1)"0t™ (m~ o —) (r 0 —) G
o= T (mgo 1) (o ) Tl

= ng, representan el nimero total de cambios de orientacion de los bonds en las uniones-0,
al seguir a la variable de flujo;

= 14, representan el nimero total de cambios de orientacién de los bonds en las uniones-1
al seguir a la variable de esfuerzo;

. Hj  denota el producto de m; o mi y Tk O i, moédulos de los elementos de TF' y GY,
’ J
los cuales son incluidos en la trayectoria causal, dependiendo de sus causalidades;

[1,, designa el producto de ganancias de los elementos que componen el lazo.

2.2. Algunas propiedades de los campos

Los ejemplos de este capitulo, la cual incluye campos de almacenamiento, campos di-
sipativos y estructuras de unién, caracteristicas interesantes que desplegan algunas de las
matrices para el caso lineal. Aqui, presentamos algunas propiedades generales ttiles que

pueden servir, como checar en la exactitud de resultados en derivar ecuaciones de campo.
[37].

2.2.1. Propiedades de la estructura de union

Suponer una estructura de unién dada por una ecuacién de entrada-salida
V, =SV, (2.2)

donde

V,= vector de salida
V.= vector de entrada
S= matriz de estructura de uniéon de tamano propio.



30 Algunas propiedades de los campos

Asumir que todos los puertos de potencia de la estructura de unién estan dirigidos al mismo
sentido (hacia adentro 6 hacia afuera). También, asumir que V, y V; estén relacionadas por
los puertos; es decir, el mismo elemento de cada vector refiere al mismo puerto. Entonces, la
siguiente ecuacion es cierta:

P(t) =V, V=0 (2.3)

Esto es, el producto de potencia neta en cualquier instante debe ser cero (a partir de que la
estructura de unién es conservadora de potencia), y el producto vectorial mostrado expresara
la sumatoria neta de los puertos de potencia.

1. En particular, considerar un puerto-2. Tenemos

Vi1

P(t) = [vo1 Vo] [ } = Vo1Vi1 + Uog¥i2 = 0. (2.4)

(%)

Vo1 _ S11 512 Vi1 (25)
Vo2 S21 S22 Vig | '

Ahora la condiciéon de potencia puede ser escrita como

Por lo tanto

P(t) =V, V; = V5"V, (2.6)
Utilizando (2.5) en (2.6) y expandiendo, obtenemos
P(t) = 5110}, + (821 + s12)vi10i2 + S2207 = 0. (2.7)

Desde que debe ser idénticamente cierto (bajo todas las condiciones de puerto entrado
posible y para todos los valores de s;;), concluimos que

s11 =05 S99 = 0 y S21 = —S12.

En otras palabras, la matriz (o su transpuesta) debe ser antisimétrica para asegurar
la condicién de conservacién de potencia. Este resultado importante es cierto para
estructuras de unién de cualquier tamano provisto de puertos de potencia que éstan
orientados en el mismo sentido. Sirve como un conveniente medio para checar las
matrices de estructura de union.

a) Si consideramos elementos de almacenamiento (C, I). Tenemos

P(t) = [vo1 Vo] [ vél ] = Vo1Vi1 + V20 = 0. (2.8)

Por lo tanto

Vo1 511 S12 Vi1
—= . 2.9
[%2] {821 322}{0] (2.9)
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Ahora la condicién de potencia puede ser escrita como
Pt)=VIV,=VISTV,. (2.10)
Utilizando (2.5) en (2.6) y expandiendo, obtenemos
P(t) = syv3 = 0. (2.11)

Desde que debe ser idénticamente cierto (bajo todas las condiciones de puerto
entrado posible y para todos los valores de s;;), concluimos que

S11 = 0.

Por lo tanto sy; es antisimétrica.

b) Si consideramos elementos de disipacién (R). Tenemos

PO =l vl |

Ui2

[Uol}:[sll 312}{0} (213)
Vo2 S21 S22 Vig | .

Ahora la condicién de potencia puede ser escrita como

:| = 1101() + VpaVis = 0. (212)

Por lo tanto

P(t) = VIV, = VISV, (2.14)
Utilizando (2.5) en (2.6) y expandiendo, obtenemos
P(t) = spv7 = 0. (2.15)

Desde que debe ser idénticamente cierto (bajo todas las condiciones de puerto
entrado posible y para todos los valores de s;;), concluimos que

S99 = 0.

Por lo tanto sq99 es antisimétrica.

. S11 S12 e
2. 515 = es antisimétrica, entonces
S21 S22

S11 = S22 =10
ya que estas submatrices son la diagonal principal y
S21 = —S12

son las diagonales secundarias.
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2.2.2. Propiedades de campo de disipacion

Ahora centraremos nuestra atencién para campos-R. Considerar un campo lineal R en
causalidad de resitencia completa, tal que

e=Rf (2.16)
donde

e es el vector de salidas de esfuerzo
f es el vector de entradas de flujo
R es la matriz cuadrada de resistencias de tamano propio.

Para un campo-R todas las potencias en los puertos estan dirigidas convenientes en el campo
desde que el campo disipa potencia. Entonces, la potencia total en el campo-R es cualquier
instante esta dada por

Py(t) = fTe = fTRf. (2.17)

Apesar que hemos escrito la potencia como fTe, podria también haber sido escrito cmo e f.
Para un campo de puerto-2 la expresién es:

Pd:7“11f12+(7”21+7‘12)f1f2+7”22f22 > 0. (2.18)

Que es lo que necesitamos para determinar las condiciones en R tal que si f; o fy 0 ambas son
diferentes de cero, P; es positiva. Esto garantiza que la potencia serd disipada para cualquier
actividad posible en los puertos de campo-R. Claramente, a partir de (2.18), si ambos f; y
f2 son cero, P, es igual a cero, el cual es sensible.

Imaginar que R es antisimétrica. Entonces 117 = 799 = 0y 791 = —719, asi Py = 0
independiente de la actividad del puerto. (Ya hemos visto que esto fuera cierto a partir de
las propiedades de la estructura de unién). Ahora, observamos que si una matriz R dada es
particionada en sus partes simétricas y antisimétricas, la parte antisimétrica no contribuye
a la potencia disipada. Por lo tanto, podemos examinar solamente la parte simétrica de la
matriz para ver si obedece 6 no la propiedad de la ecuacién (2.18), la cual es llamada definida
positiva. La generalizacién de la ecuacion (2.18) es que P, como dado por la ecuacién (2.17)
deberia ser una cantidad definida positiva para cualquier campo-R el cual creemos debe
disipar potencia bajo todas las condiciones.

Para asegurar ésta condicion en potencia, examinamos la matriz-R a si misma para
definida positiva. El camino mas sencillo es utilizar el criterio de Sylvestre, el cual aplica a una
matriz simétrica. Formar los principales discriminantes sucesivos Ay, Ao, - -+, A,,, donde A,
denota ri1, Ay el determinante de la submatriz superior izquierda de 2x 2, Az el determinante
de la submatriz superior izquierda de 3 x 3, etc., A,, es, de seguro el determinante de R.
La prueba es sencilla. Un campo-R de pueto-n es definido positivo si (y sélo si) cada A; es
positivo, 2 =1,--- . n.
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2.3.

Modelado sistemas mecanicos

Pasos para crear el Bond Graph.

1.

2.

d.

Crear una union-1 por cada velocidad del sistema.
Para cada elemento del circuito crear una unién-0.

Adicionarle a la unién-1 un bond que represente al elemento y enlazar la unién con las
dos uniones-0 correspondientes a los nodos entre los que esta conectado el elemento.
Anadir un elemento inercia a la unién-1 .

Asignar las direcciones de potencia a los bonds. Si hay un nodo de referencia, eliminar
la unién-1 correspondiente y los bonds adyacentes.

Simplificar los bonds, tomando en cuenta la regla de la figura 2.8.

Se hara el procedimiento con los siguientes sistemas mecanicos.
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2.3.1. Ejemplo 1

Sistema mecanico el cual tiene un resorte y un amorti-
guador conectados en paralelo, entonces la fuerza actia 1
en los dos elementos y es la suma de la fuerza del amor-
tiguador y la fuerza del resorte. En la figura 2.28 se
muestra el diagrama del sistema. En la figura 2.29 se
muestran los pasos del modelado y el Bond Graph del

sistema. . .
Figura 2.28: Sistema
mecanico ejemplo 1.
Paso 1 Paso 2
1 1
0 0
1 1
Paso 3 Paso 4
V. +  Nodo o unién de referencia
1 /
C<— 0 0 —— R C <—— / R
1 1 <~— S mg 1 <— S myg
Paso 5 Finalmente
C <~—" / R c R
\ . I \ : 5 mg

Figura 2.29: Pasos modelado del Bond Graph de ejemplo 1.
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2.3.2. Ejemplo 2

Sistema mecdnico conocido como masa-
resorte-amortiguador, el cual tiene tres masas,
tres resortes y tres amortiguadores conectados.
En la figura 2.30 se muestra el diagrama del
sistema. En la figura 2.31 se muestran los pa-
sos del modelado y el Bond Graph del sistema.

Paso 1
1 1 1 1
Paso 3
c, G, G
0 0 0
v v, v i
1 1 1 1
0 0 0
R, R, R,
Paso 5
c, c e

NS o

Figura 2.30: Sistema mecanico ejemplo 2.

Paso 2

1
MS,if (f) ——— 1

Finalmente

Cy R, Oy Ry
\ 1 / \\ | /r

N

Figura 2.31: Pasos modelado del Bond Graph de ejemplo 2.
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2.3.3. Ejemplo 3

Sistema mecanico translacional con v (t) C,

varias velocidades, dos resortes y un {l) ‘é’
amortiguador, ademéas de un arreglo (J T_
de polea y cables. En la figura 2.32 se v, v

muestra el diagrama del sistema. En
la figura 2.33 se muestran los pasos

del modelado y el Bond Graph del

sistema.

Figura 2.32: Sistema mecanico ejemplo 3.

Paso 1 Paso 2
1 1 1 0 1 TF 1 0
1 1
1 TF 1 0
Paso 3 Paso 4
Cz C,

MS,:v (1)

Figura 2.33: Pasos modelado del Bond Graph de ejemplo 3.



Capitulo 3

Balance de Energia de Sistemas en
Bond Graph

3.1. Introducciéon

Una de las méas importantes y fundamentales leyes de la naturaleza es el principio de
conservacién de la energia. Este expresa que durante una interaccién de elementos, com-
ponentes, la energia puede cambiar de una forma a otra pero su cantidad total permanece
constante.

El cambio en el contenido energético de cualquier sistema es igual a la diferencia entre la
entrada y la salida de energiayel balance energético se expresa como Fepirada — Fsalida = AF.

Esta relacion es mas conocida como balance de energia y es aplicable a cualquier tipo de
sistema que experimenta cualquier clase de proceso.

En Bond Graph sélo se requiere conocer cuatro variables basicas. Ellas son esfuerzo e,
flujo f (variables de potencia generalizada) ver tabla 3.1 y sus respectivas integrales en el
tiempo, las cuales son llamadas momento p y desplazamiento ¢ (variables de energia).

La notacién generalizada sera usada para todos los dominios de energia. Integramos las
variables p y ¢, que son llamadas variables de energia porque la energia almacenada puede
expresarse en términos de ellas ver tabla 3.2.

Tabla 3.1: Variables de potencia generalizada.

Variable Relacién
Esfuerzo e(t)
Flujo (1)
Momento p=[edt

Desplazamiento ¢ = [ fdt
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Tabla 3.2: Variables de energia.

Variable Relacién

Potencia P(t) = e(t) f(t)
Energia E(p)= [ f dp
E(q) = [edq

3.2. Balance de potencia tradicionales

Uno de los balances de potencia tradicionales es mediante la matriz de estructura de
union, que se trato en el capitulo anterior, donde las submatrices de la matriz de estructura
de unién debe cumplir las propiedades dadas en [30] y [37], para que un sistema modelado
en Bond Graph sea conservativo de potencia, las cuales son:

1. s11 ¥ S99 son antisimétricas.
_ _.T
2. S12 = —S891

Para la demostraciéon ver seccion 2.2.

El otro balance de potencia es el que se hace elemento a elemento, lo realizaremos me-
diante el modelado de Bond Graph en la siguiente seccion.

3.2.1. Balance de potencia mediante el Bond Graph

En la figura 3.1 retomamos el ejemplo del circuito de la figura 2.9, donde se muestra la
potencia de cada uno de los elementos.

R:R, RR,
R’y Ry ’ Pe, = es4fs
1 ? \ “[ Pr, = erfr
v (%) 2L MSe:V, 1 0 A1 ALL  Pr = efs
\ Pr, = esfe
PV1 = e1.}(‘1

Figura 3.1: Circuito RCI, Bond Graph y potencia.

La potencia de cada uno de los elementos se muestran en la figura 3.2.



Balance de Energia de Sistemas en Bond Graph 39

PHl PR?
<——RR, é . RR,
MSe: V. ————A L ————r (——— | ———A L,
| P |
P, P, G P,

Figura 3.2: Potencia del Bond Graph de circuito RCI.

Para verificar el balance de potencia, hacemos uso del programa de simulacién 2051 M,
con los siguientes valores numéricos para los elementos, V; = 0.1v, R; = 102, C; = 9.1f,
Ry =9Q v Ly = 0.1H, en la tabla 3.3 muestra la potencia de cada elemento con tiempo
t =5 seg y en la tabla 3.4 muestra la potencia de cada elemento con tiempo t = 1.2 seg.

Tabla 3.3: Potencia de elementos del circuito RCI en tiempo ¢ = 5 seg.

Vi Ry Ch Ry Ly
Esfuerzo 0.1 0.0052632 0.052632 0.00526329 0.0052632
Flujo  0.0052632 0.0473685 4.4317 x 1077 0.0526315  4.5282 x 107
Potencia 0.0005263 0.0002493 2.33247 x 10~%  0.000277  2.3833 x 10~V

Efectivamente, se da el balance de potencia entre los elementos de entrada con el resto
de elementos:

Z Potenciagepte = Z Potenciayesto elementos

0.0005263 = 0.0002493 + 2.33247 x 10~® + 0.000277 + 2.3833 x 10~ ™.

Tabla 3.4: Potencia de elementos del circuito RCI en tiempo ¢t = 1.2 seg.

Vi Ry Ch Ry Ly
Esfuerzo 0.1 0.0057112 0.0526316 0.00526329 0.0057112
Flujo 0.0057112 0.0473666  7.943 x 107*  4.471 x 1072 7.466 x 107°
Potencia 0.000571127  0.000293567 0.0000418043  0.000235329 4.26381 x 10~
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Comportamiento de los elementos.

En la figura 3.3, se muestra la grafica de las potencias de los elementos del circuito,
primero juntas y después separadas, en un intervalo de tiempo de t = 0 a t = 5 segundos. En
la figura 3.4, se muestra la grafica de las potencias separadas de los elementos del circuito,
en un intervalo de tiempo de t = 0 a t = 1.2 segundos.

0.0015 - -®- Potde V1 ]

-©- Pot de R1
4 Pot de C1
+- Pot de R2
0.001 1 -+~ Potde L1 ||

0.0005 + e * * * * d d

—— ) )

potencia {w}

tiempo {s}
0.0012 ' !
0.0008 + -®- Potde V1 ]

0.0004 + . e hailit hd il

0.0008 M > Potde R1 |
0.0004 | : ]
0.0001 | & Potde C1 ||

0 + = L = - = - = ?

B M 85— = = ' & Potde R2 ]
0 ' ' ' '
16-006 M - Potde L1 ]

[ + ¢ > < - < o— o -
0 1 2 3 4 5
tiempo {s}

potencia {w}

Figura 3.3: Potencia de elementos del circuito RCI, ¢t = 5 seg.

En la figura 3.3 se muestra la variacion de la potencia de cada elemento del sistema.

1. En la grafica de la potencia (Pot) de V; correspondiente al voltaje de entrada, se puede
ver que la trayectoria decrece en el intervalo de tiempo de ¢ = 0 a ¢t = 2 segundos para
después mantenerse constante.

2. En la grafica de la Pot de R; correspondiente a una resistencia, se puede ver que la
trayectoria decrece en el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 2 segundos para después
mantenerse constante.

3. En la gréfica de la Pot de (' correspondiente al capacitor, se puede ver que la trayec-
toria tiene un maximo en el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 2 segundos, que es
cuando se cargo totalmente después se empieza a descargar y simultaneamente con la
Pot de V; se mantienen constantes.
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4. En la grafica de la Pot de R, correspondiente a la otra resistencia, se puede ver que
la trayectoria crece en el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 2 segundos para después
mantenerse constante.

5. En la grafica de la Pot de L correspondiente al inductor, se puede ver que la trayectoria
es similar a la del capacitor pero en menor intensidad.

Toda la potencia en el sistema reside en uno de los elementos del sistema. Al principio cuando
la corriente fluye, la potencia se divide entre el capacitor, el inductor y una resistencia, en
un instante arbitrario la potencia se divide o reside en todos los elementos del sistema.
Cumpliéndose asi el balance de potencia.

00012 Gnee-gpgq o o o

0.0008 + Y o -®- Potde V1 |]
0.0004

0,008 M - Potde R1 1

0.0004 1

0.0001 "..l*'—‘ = = = - |- Pot de C1 1
o t t t t t ]
0.0002 T _ = & —— = Potde R2 &

0 EEEERE—a—p—S———— —

1€-006 “/’*" - - — . - Potde L1 ]
= : : : : — ]

+ +
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2
tiempo {s}

potencia {w}

Figura 3.4: Potencia de elementos del circuito RCI, t = 1.2 seg.

3.3. Balance de potencia método nuevo

En esta seccion se proponen diferentes métodos para realizar el balance de potencia, las
opciones estan basadas en:

1. Matriz de estructura de unién, S.

2. Bond Graph.

3. Representacién espacio estado (ecuacién diferencial).
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Sistemas /\_,9 Bond Graph
7 ’ ‘/%

/
| ~ — 7 7 7 7 Matriz S
/
\2 —
« —
Balance de potencias . _ f_’(
\ .
~ /T =Az + Bu
y = Cx + Du

Figura 3.5: Objetivos de balance de potencia.

El diagrama de la figura 3.5 muestra el objetivo de la seccién, que es llegar al balance de
potencia por caminos diferentes que son las opciones anteriormente mencionadas, dado un
sistema fisico ya sea mecanico, eléctrico, hidraulico, se desea calcular el balance de potencia,
como primer paso se modela el sistema por la metodologia de Bond Graph, ya teniendo el
modelo, directamente del Bond Graph, calcular el balance de potencia, la otra opcion es del
modelo en Bond Graph, obtener la matriz de estructura de unién S y calcular el balance
de potencia, para la ultima opcién es de la representacién espacio estado calcular el balance
de potencia. Nos vamos a enfocar en las opciones que son mediante el modelado en Bond

Graph.

3.3.1. Matriz basada en la estructura de union para el calculo de
potencia

La matriz de estructura de unién para un sistema modelado en Bond Graph esta definida
como:

x S11 S12 513 z
Dy, = S21 S22 523 Dyt
Yy 831 S32 S33 Uu

la cual se puede reducir a

. z
x . S11 S12 S13 D
- out
D;, S21 S22 S23 u
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ya que la variable de salida no tiene implicaciones en el balance energético.

donde
S11 S12 S13
S = .
S21 S22 S23
Lema 3.3.1. Sea S la matriz de estructura union, entonces existen dos matrices e y f, tal

que
S=e+ f.

g — S11. S12. S13. + S11y  S12p  S13y _
S21, S22, S23. S21, S22y 5235

Prueba. La matriz e, considera los esfuerzos de entrada con valores de +1,4+n,+r, la
matriz f considera los flujos de entrada con valores de +1,£n, 4r, es decir, para la matriz
e si el renglén i-ésimo en presencia de flujo en el vector de entrada, este sera un renglén de
ceros, para la matriz f sera renglén cero en presencia de esfuerzo en el vector de entrada. La
suma de matrices es elemento a elemento, por lo tanto, para probar que S = e + f, notemos
que para el rengléon de la matriz e de ceros, para la matriz f ese renglon tendra valores
de 0,41, +n,£r y para el renglon de la matriz e con valores de 0, +1, +n, +r, ese mismo
renglon de la matriz f serd de ceros. Entonces para cada uno de los renglones de la matriz
S, el renglén i-ésimo es la suma de renglén i-ésimo de la matriz e con el renglén i-ésimo de
la matriz f, finalmente se reduce a que la suma es el renglén i-ésimo de la matriz e o es el
renglén i-ésimo de la matriz f, ya que uno de los dos es renglén cero. Por lo tanto, la matriz
S se puede escribir como suma de las matrices e + f y se prueba el lema propuesto.

Cabe mencionar que las submatrices serdn de la siguiente forma:

S11 = S11, + S11,- S12 = S12, T S12;.  S13 = S13, T S13;-
S21 = S21, + S21;. S22 = S22, + S22,.  S23 = S23, + Sa23;.
Corolario 3.3.2. Sean e y f matrices como en lema 3.5.1, entonces

el f=fl.e=0.

Prueba. La potencia se obtiene como el producto de las dos matrices e y f. Por ser
complementarias las matrices tenemos que el producto punto es cero, P =¢- f = 0.
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Ejemplo 1

En el ejemplo del circuito de la figura 2.9, obtenemos la matriz S.

0O —-1|1 0|0 0 00 0 O 0 -1 100
g_ I 010 —110 | _ 1 00 -1 0 " 0 0 000
-1 00 0|1 -1 00 0 1 0 0 000
0O 110 010 0 00 0 O 0 1 000

Se realiza la separacién de matrices y por lo tanto tenemos de la matriz S, las matrices e y
f, respectivamente.

0 00 0 0 0 -1 100
[ 1 00 -1 0 ;- 0 0 000
““l 100 0 1 “1lo0o 0 000
0 00 0 0 0 1 000
Realizamos el producto como en el Corolario 3.3.2, ¢T - f y fT -e.
ool -0 0 -1 100
0000 0 0 000
el f=(0 0 0 0 =0
0 0 000
0 -1 00 0 1 000
00 1 0
0000 0 00 0 0
ool 1 00 —-10
ffoe=] 1 000 =0
-1 00 0 1
0000 0 00 0 0
0 00 0

El resultado de las matrices es en realidad una matriz de cero, donde las entradas es la
suma de los productos de los elementos de la fila ¢ de primer matriz por los elementos de la
columna ¢ de la segunda matriz respectivamente.

n

Zezr fl = isz =L
i=1

=1

Lo cual nos indica que la potencia es cero, cumpliendo el balance de potencia.

3.3.2. Obtencién de las matrices e y f del Bond Graph

En el ejemplo del circuito de la figura 2.9, obtenemos las matrices e y f del lema 3.3.1
siguiendo las trayectorias directamente del Bond Graph, teniendo en cuenta las trayectoria
causales como en la seccién 2.1.7.
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Si escribimos la matriz de estructura de unién dada por la ecuacion 2.2, el vector vy y la
potencia de cada elemento son:

f4 PC’1 = 64f4
er Pr, =erfr
Vo = e Pr, =exfs
fo Pr, = ¢ f6

La trayectorias a seguir son las de los elementos del vector v,: f4, €7, es v fg, tomando
en cuenta las figuras 2.12 y 2.11 de la causalidad.

1. Para obtener f4, seguimos flujo de otros elementos al elemento C, para el signo ver la
secciéon 2.1.7.

a) Elemento Ry: flujo del bond 2, flujo del bond 3, flujo del bond 4, (f5).

b) Elemento L;: flujo del bond 7, flujo del bond 5, flujo del bond 4, (— f7).

U trayectoria 1 trayectoria 2
2-3-4 7-5-4
R:R,
2)[ 0 ——A 1 ——— L,
3
Ja =0 ,1\]'
4
C:C,
C:C,
2 —f7

2. Para obtener e, seguimos esfuerzo de otros elementos al elemento Lq, para el signo ver
la seccién 2.1.7.

a) Elemento C}: esfuerzo del bond 4, esfuerzo del bond 5, esfuerzo del bond 7, (ey).

b) Elemento Rs: esfuerzo del bond 6, esfuerzo del bond 7, (—eg).



46 Balance de potencia método nuevo

Vo trayectoria 1 trayectoria 2
4-5-7 6-7
)—— | ——— 'L, R,
er 4] 6[
7
| ————ALL,
C:C,
€4 —€6

3. Para obtener es, seguimos esfuerzo de otros elementos al elemento R;, para el signo
ver la seccion 2.1.7.

a) Elemento V;: esfuerzo del bond 1, esfuerzo del bond 2, (e;).

b) Elemento C;: esfuerzo del bond 4, esfuerzo del bond 3, esfuerzo del bond 2, (—ey).

Vo trayectoria 1 trayectoria 2
1-2 4-3-2
R:R,
R:R, T
2
]
€9 . 10

MSe: V, ———

€1 —€4

4. Para obtener fg, seguimos flujo de otros elementos al elemento Ry, para el signo ver la
secciéon 2.1.7.

a) Elemento L: flujo del bond 7, flujo del bond 6, (f7).
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Vo trayectoria 1
7-6
R:R,
Jo 6[ :
| ————ALL,
fz

Por lo tanto, de las trayectorias tenemos las siguientes igualdades y las expresamos en
forma matricial:

€4

_ fi 0 -1 1 0 0
Z“: gj_f ez | [ 1 0 0 -10 f]
— e e es | 7 -1 0 0 0 1 .
1 0 0
f6: f7 f6 0 0 0 el

Se realiza la separacion de matrices, de la matriz S tenemos las matrices e y f, respecti-
vamente.

0 00 0 0 4 0 -1 10 0 €4
. 1 00 =10 ;7 fzooooo ;7
-1 00 0 1 2 0 0 000 2

0 00 0 0 % 01 000 %

€1 €1

No hacemos el producto ya que son las mismas matrices obtenidas con la opciéon anterior.

Las matrices e y f individualmente en forma general

En el ejemplo del circuito de la figura 2.9, obtenemos las matrices e y f elemento a
elemento, considerando las relaciones de las uniones-0 y uniones-1.

unién-1 union-0 unién-1
ﬁ:f2:f3 €3 = €4 = €5 f5:E:f7
ep—ea—e3=0 fa3—fi—fs5=0 es—es—er=0

Tenemos las siguientes igualdades:

fi= fa—[r
€r = €4 — €
€y = €1 — €4

Je= [fr
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De igual forma se expresan en forma matricial:

£, 0 —1]1 00 ;4
ez | [ 1 0o -1]0 fi
es | | =1 00 01 62
s 0 11]0 010 —
€1
0 —1]1 010
1 010 —1]0
o= —1 00 0|1
0 11]0 010
Se realiza la separaciéon de matrices:
0 00 0 0 0 -1 100
[ 1 00 -10 ;o 0 0 000
Tl =100 0 1 1o 0 000
0 00 0 0 0 1 000

No hacemos el producto ya que son las mismas matrices obtenidas con las opciones
anteriores.

3.3.3. Las matrices e y f indican un Bond Graph conservativo

Propiedad
f=—e
e=—fT
Para demostrar que es un Bond Graph conservativo, sumamos la propiedad, tenemos:
S =57

Propiedad de matrices antisimétricas.

3.4. Relaciones constitutivas.

Las relaciones constitutivas z = Fa'y D, = LD,,, establecen que tanto la matriz F'y
la matriz L son definidas positivas, entonces surge la siguiente pregunta:

¢/, Cambiando posiblemente la orientacién de algin/algunos bonds, podria cambiar el signo
de alguna relacion constitutiva?

Considerando la expresién para la matriz A, dada en (2.1)

A = (811 + 812M821) F = 811F + 812M521F

Suponemos que F, M son definidas positivas (FF >0y M = L > 0).
Tenemos de cada término, los dos casos siguientes.
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1. 811F

a) Si sy F >0, entonces s1; > 0.
b) Si s;1F < 0, entonces s17 < 0.

2. 812L521F

CI,) S19Ls F >0
1) Si s19Ls91F > 0, entonces s15 > 0y s91 > 0.
2) Si S12L8y1 F > 0, entonces s19 < 0 Yy S91 < 0.

b) 812L821F <0
1) Si s1aLso F' < 0, entonces s19 < 0y s91 > 0.
2) Si s19Lso1 F' < 0, entonces s12 > 0y s91 < 0.

Los casos de la desigualdad menor que cero, no se considera, sélo se analiza los casos de
la igualdad de mayor que cero, asi s11F + s19M so1 F' > 0, por los incisos anteriores tenemos
dos opciones, una donde las tres submatrices son positivas: s;1 > 0, s10 > 0y s91 > 0, la
otra donde las submatrices s1o y So1 son negativas: s;; > 0, s10 < 0y s91 < 0.
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3.5. Ejemplos mecanicos

Se retoman los ejemplos modelados en el capitulo anterior, con la finalidad de realizar el
balance de potencia por las tres opciones, el primero con las propiedades de las submatrices
de la matriz de estructura de union S, el segundo con el método nuevo, separando la matriz

de estructura de unién .S y por ultimo del Bond Graph mediante simulacién con el programa
20S1M.

3.5.1. Ejemplo sistema mecanico 1

Un Bond Graph de un sistema mecénico dado en el capitulo anterior, se ilustra en la
figura 3.6.

N7

1'?577@9

Figura 3.6: Sistema mecénico y Bond Graph, ejemplo 1.

Balance analitico

Los vectores clave son:

43 . J3 €3
e = = - Din - ) Dou = .
Uu €, T ( P4 ) y X ( ey ) y & ( f4 ) ) f2 t €2

Las relaciones constitutivas son:
q3
D4

es = Ry fo (;i)z(é

Asi, de esta manera tenemos las matrices L y la matriz F.
La matriz de estructura de unién es

~l= O

£, 0 1]0]0 jj”
e | = -10/-1]1 74
fo 0 1[ofo/){—=
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1. Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz S.

Comprobar que las submatrices s11 v S99 son antisimétricas y s19 = —sgl.

0 1 0
811:(_1 0)7 S22 =0, 812=<_1> 3212(0 1)

Efectivamente, la submatriz s;; es antisimetrica y la submatriz s9; es la transpuesta
negativa de si9, por lo tanto, se cumple el balance de potencia.
2. Método nuevo. Balance de potencia por medio de la matriz S.

Se realiza la separacion de matrices y por lo tanto tenemos las matrices e y f, respec-
tivamente.

1 0 0 0 0 0100
S=1-10 -11]=|-10-111]+(0000])=e+f
0 1 0 O 0 0 01 00

Realizamos el producto como en el Corolario 3.3.2, eT - f y fT -e.

0 -1 0

. 00 0 0100

e I=14 1 0 0000]=0
0 1 0 0100
(1)8(1) 0 0 0 0

ff.e= 00 0 -1 0 -1 1 ]=0
00 0 0 0 0 0

Por lo tanto, se cumple el balance de potencia.

3. Balance de potencia por simulacién.

Haciendo uso del programa de simulaciéon con los siguientes valores numéricos del
sistema: V1 = 0.5m/s, R = 10Ns/m, C = 0.1m/N, I = 0.2Ns*/m, el tiempo de
respuesta del sistema se muestra en la figura 3.7.

En la figura 3.7, se muestra la grafica de las potencias de los elementos del circuito,
primero juntas y después separadas, en un intervalo de tiempo de t = 0 a t = 1.2
segundos.
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-8~ Pot de V1
0.03 ¢ -~ Potde L1 |
- Pot de R1

-+ Pot de C1

o
o
o

0.01

potencia {w}

0.01 ¢ ,

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
tiempo {s}

003 © T T T T T

[ —e ° " o _ ~ - Potde V1 |
0.01 | . . ° o _

-0.01

0.006 r\\ -©- Potde L1 ]

0.002
0.03 T T T T T

I & Potde R1 |
0.01 (\'\ —a— : . . 1
-0.01 L L L L L |

0.006 + —= =

potencia {w}

- Potde C1 1

0.002 -

0,002 ! . . . .
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2
tiempo {s}

Figura 3.7: Balance de potencia de sistema mecanico tiempo t = 1.2 seg, ejemplo 1.

Comportamiento de los elementos.

En la figura 3.7 se muestra la variacion de la potencia de cada elemento del sistema.

a) En la gréfica de la Pot de V] correspondiente a la fuerza aplicada de entrada, se
puede ver que la trayectoria crece aproximadamente en el intervalo de tiempo de
t =0 at=0.1segundos, que es cuando se aplicé la fuerza total, en el momento
en el que ésta comienza a disminuir la trayectoria comienza a decrecer.

b) En la grafica de la Pot de L; correspondiente a la masa, se puede ver que la
trayectoria tiene un maximo en el intervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 0.1 segundos,
generado por la altura del bloque, medida desde la posicion inicial a la final, los
valores negativos son por la altura que revaso la posicion inical.

c) En la gréfica de la Pot de R; correspondiente al amortiguador, se puede ver
que la trayectoria crece aproximadamente en el intervalo de tiempo de t = 0 a
t = 0.1 segundos, que es cuando la fuerza es aplicada en el momento en el que
ésta comienza a disminuir la trayectoria comienza a decrecer.
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d) En la grafica de la Pot de C} correspondiente al resorte, se puede ver que la
trayectoria comienza creciendo debido al estiramiento de éste, después tiene un
maximo en el intervalo de tiempo de t = 0.6 a t = 0.8 segundos, que es cuando se
igualan las fuerzas con el amortiguador.

Toda la potencia en el sistema reside en uno de los elementos del sistema. Al principio
cuando se suelta el bloque, se ejerce una fuerza hacia abajo, la mayor parte de la
potencia reside en la masa, en un instante arbitrario la potencia se divide o reside en
todos los elementos del sistema. Cumpliéndose asi el balance de potencia.

En la tabla 3.5 se muestra la potencia de los elementos del sistema mecanico en dife-
rentes tiempos, en un rango de ¢ = 0.2 segundos hasta ¢ = 10 segundos.

Tabla 3.5: Potencia de elementos de sistema mecanico 1 en diferentes tiempos.

Tiempo (seg) R 4 %] Ly
0.2 0.0174184 0.00380472 0.0208677 -0.000355428
1.2 0.00214045 0.00521839 0.00731513 -0.0000437004
2 0.000329878 0.00254861 0.00287175 —6.73489 x 106
3 0.0000509955 0.00107916 0.00112911 —1.04113 x 106
5 2.2868 x 1075 0.000236862 0.000239102  —4.66917 x 108
10 4.1401 x 107" 1.01732 x 1076 1.01736 x 1076 —8.45286 x 10~13

Efectivamente, se da el balance de potencia entre el elemento de entrada con el resto
de elementos.
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3.5.2. Ejemplo sistema mecanico 2

Un Bond Graph de un sistema mecanico dado en el capitulo anterior, se ilustra en la
figura 3.8.

1% 1{1‘) "9
5 - 11
/ / c
M 10

16
MS_ :f (t) 11— 0 o 0 S 1/

15
2 1 \\
I

’3
{x

S~
~

, I

3

Figura 3.8: Sistema mecéanico y Bond Graph, ejemplo 2.

Los vectores clave son:

P2 €2 fo
qs Is €5
u=e;, x= Ps C i= €s e I8 ’
q11 fu €11
P14 €14 f1a
16 f16 €16
e €6
Din = f12 s Dout = €12
J15 €15
Las relaciones constitutivas son:
€6 Ry 0 0 fe
€12 = 0 Ry O fi2
€15 0 0 Rj J15
f2 % 0 0 0 0 0 D2
1
65 0 C—lz (1J 0 0 0 q5
f8 _ 0 0 o (1) 0 0 s
611 0 0 0 0723 (1) 0 qll
J1a 0 0 0 ° I T P14
€16 0 0 0 0 0o — d16
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Asi de esta manera tenemos las matrices L y F.
La matriz de estructura de unién es:

es 0 -1 o0 0 0 0| -1 o 0 |1 £2
fs 1 0 -1 o0 0 0 0 0 o |o 5
es 0o 1 0o -1 o0 0 1 -1 o0 |o fs
fi1 0 0 1 0 -1 o0 0 0 o |o 1
e14 = 0 0 0 1 0 -—1] 0 1 —-1]o0 f14_
fi6 0 0 0 0 1 0 0 0 0o |o €16
fo T 0 -1 0 0 0 0 0 0 |0 :6:
fi2 0 o0 1 0o -1 o0 0 0 o |o elf
fis 0 0 0 0 1 0 0 0 o |o ;10

1. Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz S.

Comprobar que las submatrices s1; y s9o son antisimétricas y s1o = —sle.
0 —1 0 0 0 0
1 0 —1 0 0 0
0 0 0
_ 0 1 0 —1 0 0
S11 = o 0 1 0 -1 o0 ) 322—<088)
0 0 0 1 0 —1
0 0 0 0 1 0
—1 0 0
(1) fl 8 1 0 -1 0 0 0
312 e 0 0 0 821 e 0 0 1 0 —1 0
o 1 0o 0 0 0 1 0
0 0 0

Efectivamente, la submatriz s1; es antisimetrica y la submatriz s9; es la transpuesta
negativa de si9, por lo tanto, se cumple el balance de potencia.

2. Método nuevo. Balance de potencia por medio de la matriz S.

Se realiza la separacion de matrices y por lo tanto tenemos las matrices e y f, respec-

tivamente.
0 —1 0 0 0 0 —1 0 0 1
1 0 —1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 —1 0 0 1 —1 0 0
0 0 1 0 —1 0 0 0 0 0
S = o 0o o 1 o0 -1]o0o 1 =-1]o0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 —1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 —1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 —1 0 0 0 0 —1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 —1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 —1 0 0 1 —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 —1 0 0 0 0 0
= 0 0 0 1 0 —1 0 1 —1 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 —1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 —1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Se realiza la separacion de matrices y por lo tanto tenemos de la matriz .S, las matrices
ey f, respectivamente.

-
|
-

[un

s
s

[un
-

s

[=Nelelelelololele)
—

D

I
[oNeoNoNoleNolelololo)
coococococoro!
[eNoNoNoNoNoNoNeNoNe)
OCOOOHO‘OO
coocococoocoo
coococoloocoo
[cNoNoNoNoNoRol e
OCOODHO‘OO
coococolcooco
[oNoNoNoNoNeNoRoNoN

-

Il
OO OOO0OOrO
orl ocorol o
[=NeNoNolelaelolole)
~lorolocoo
[>NoNoNoNoNoNoNoNol
[=NeoNoNoleleloloele)
[=NeNoNolelalololo)
coococoococoo
[o>NeoNoNoNoloNoNoNoel
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Realizamos el producto como en el Corolario 3.3.2, ¢7 - fy f1 e

-
—

[

-
-

eT.f:

s
s

s
[

OO OOOCOrO
=

[=NejeeojoeleNeNe)
OO0 O0OO0OOOOOO
SO0 O0O0OO0OOO0OO0O
[eNolololoNoloNoNeNo}
OO0 O0OO0OOOOOO
[=ejeeejejeleNeNe)
[=NeNoNololololeNoa]
[eleolsBolololeBoNe}]
[=NeloNololololoNa]
[eRoleBoleloleloNe}]
[eleolsBolololoBoNe}
OO OCOOCO0O0O
[=NeloNololololoNa]

I

ja=)

—
|
—

[
[un

.
-

[un

fT.e:

[eNeoNoNolelelNeloeloloe)
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Por lo tanto, se cumple el balance de potencia.

Balance de potencia por simulacién.

Haciendo uso del programa de simulacién con los siguientes valores numéricos del
sistema: f = 0.5N, I} = 0.3Ns?*/m, I, = 0.3Ns*/m, I3 = 0.3Ns*/m, C; = 0.1m/N,
Cy =0.1m/N, C3 = 0.2m/N, Ry = 8Ns/m, Ry = 9Ns/m, R3 = 10Ns/m, el tiempo
de respuesta del sistema se muestran en las figuras 3.9 y 3.10.

En la figura 3.9, en la parte superior se grafican las potencias juntas, en la parte
inferior se grafican las potencias por separado, en un intervalo de tiempo de t = 0 a
t = 5 segundos.

En la figura 3.10, en la parte superior se grafican las potencias juntas, en la parte
inferior se grafican las potencias por separado , en un intervalo de tiempo de t = 0 a
t = 1.2 segundos.

Comportamiento de los elementos.

En la figura 3.9 se muestra la variaciéon de la potencia de cada elemento del sistema.

a) En la gréfica de la Pot de V] correspondiente a la fuerza aplicada de entrada, se
puede ver que la trayectoria crece aproximadamente en el intervalo de tiempo de
t =0 at =1 segundos, que es cuando se aplico la fuerza total, en el momento en
el que ésta comienza a disminuir la trayectoria comienza a decrecer.

b) En las graficas de Pot de Ly, Pot de Lo, y Pot de L3 correspondientes a la masas,
se puede ver que las trayectorias tienen un maximo en el intervalo de tiempo de
t =0 at=0.5segundos, generado por la desplazamiento de los bloques, medida
desde la posicién inicial a la final, los valores negativos son por los desplazamientos
que revasan la posicién inical.
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c) En las graficas de Pot de Ci9, Pot de Css, y Pot de C3 correspondientes a los
resortes, se puede ver que las trayectorias comienzan creciendo debido al estira-
miento de éstos, después tienen un maximo en el intervalo de tiempo de t =0 a
t = 1 segundos, que es cuando se igualan las fuerzas con los amortiguadores.

d) En las graficas de Pot de Rjy, Pot de Ry3, y Pot de Rj correspondientes a los
amortiguadores, se puede ver que las trayectorias crecen aproximadamente en
el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 0.5 segundos, que es cuando la fuerza
es aplicada, en el momento en el que ésta comienza a disminuir las trayectorias
comienzan a decrecer.

Toda la potencia en el sistema reside en uno de los elementos del sistema. Al princi-
pio cuando se aplica la fuerza, la mayor parte de la potencia reside en las masas, en
un instante arbitrario la potencia se divide o reside en todos los elementos del siste-
ma. Similar al ejemplo anterior a diferencia que este son tres mecanismos acoplados.
Cumpliéndose asi el balance de potencia.

En la tabla 3.6 se muestra la potencia de los elementos del sistema mecanico en dife-
rentes tiempos, en un rango de ¢ = 0.2 segundos hasta ¢ = 5 segundos.

Tabla 3.6: Potencia de elementos de sistema mecéanico 2 en diferentes tiempos.

Tiempo fi 14 1 R, Lo
0.2 seg 0.059577 0.00616005 0.00377184 0.0167276 0.00363123
1.2 seg 0.035147 -0.00144021 0.00645899 0.00222896 -0.000723661
2 seg 0.0154022 -0.000256718 0.00223051 0.000179871 -0.000162432
5 seg 0.00160536 —2.04864 x 107% 4.39175 x 10~ 6.15801 x 10~1© —1.97717 x 1076
Tiempo CQ RQ L3 Rg 03
0.2 seg 0.0016833 0.0123112 0.00123542 0.0132294  0.000826913
1.2 seg 0.00654666 0.00363699 -0.000237607 0.0107316 0.00794526

2 seg 0.00301227 0.000453696 -0.0000731497 0.00336176  0.00665636
5seg  0.0000629637 1.58579 x 10~7 —1.70185 x 1075 0.000085157  0.00145842

Efectivamente, se da el balance de potencia entre los elementos de entrada con el resto
de elementos.
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Figura 3.9: Balance de potencia de sistema mecéanico tiempo t = 5 seg, ejemplo 2.
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Figura 3.10: Balance de potencia de sistema mecanico tiempo t = 1.2 seg, ejemplo 2.

2
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3.5.3. Ejemplo sistema mecanico 3

Otro ejemplo de un sistema mecanico y su correspondiente Bond Graph dado en el
capitulo anterior, se ilustra en la figura 3.11.

v
1 v, = ]
U3 Yy
MS, v (1) ! 0 ’ 1 : TF C,
n
2 6
“ T ——— f

Figura 3.11: Sistema mecanico y Bond Graph, ejemplo 3.

Los vectores clave son:

u:fla .’E:<Z§>, ‘T:(‘;§>7 Z:(Z§>7 Din:e77 Dout:f7~

Las relaciones constitutivas son:
1

1 e\ [ Y f
=g (ei)‘ . L (fi)
Cs

Asi de esta manera tenemos la matrices L y F. La matriz de estructura de union es:
€2
2 65
s | = 7
er T
el

|
1. Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz S.

1
T

S+ O O
o|P =

0
0

ORI

Comprobar que las submatrices s1; y s9o son antisimétricas y s1o = —52Tl.

0 0 1 .
811=<O 0), S22 =0, 8122( nr> sop= (1 -2)

r
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Efectivamente, la submatriz so; es la transpuesta negativa de si5, por lo tanto, se
cumple el balance de potencia.

2. Método nuevo. Balance de potencia por medio de la matriz S.
0 -1 1
S = 0 2 0
- 0 O

0 00 00 -1 1

0 00 f|+l0o0 2 0o |.

—n 0 0 00 0 0
Se realiza la separacion de matrices y por lo tanto tenemos de la matriz S, las matrices
ey f, respectivamente.

O O

313

= O O

0 0 00 00 -1 1
e=( 0 0 00 f={0o0 2 o0
1 200 00 0 0

Realizamos el producto como en el Corolario 3.3.2, eT - f y fT -e.

il

3=

el f=

o o oo
o O o o
o O3

0
0

1
r

fT.ez

1

o3 O O
o O OO

Por lo tanto, se cumple el balance de potencia.

3. Balance de potencia por simulacion.

Haciendo uso del programa de simulacién con los siguientes valores numéricos del
sistema: V; = 0.5N, C; = 0.2m/N, Cy = 0.1m/N, R = 9Ns/m, n = 10, r = 10, el
tiempo de respuesta del sistema se muestran en la figura 3.12.

En la figura 3.12, en la parte superior se grafican las potencias, en un intervalo de
tiempo de t = 0 a t = 10 segundos, en la parte inferior se grafican las potencias, en un
intervalo de tiempo de t =0 a ¢t = 1.2 segundos.

Comportamiento de los elementos.

En la figura 3.12 se muestra la variacién de la potencia de cada elemento en funcion
del tiempo.

a) En la grafica de la Pot de V; correspondiente a la velocidad aplicada al inicio, se
puede ver que la trayectoria es creciente.



62 Ejemplos mecanicos

b) En la grafica de la Pot de R correspondiente al amortiguador se puede ver que la
trayectoria crece y se mantiene constante debido a que la fuerza del amortiguador
es proporcional a la velocidad.

c¢) En las graficas de la Pot de C y Pot de Cy se puede ver que las trayectorias son
crecientes debido a que son los resortes quienes almacenan la energia.

Toda la potencia en el sistema reside en uno de los elementos del sistema. Al principio
cuando se aplica la velocidad, la mayor parte de la potencia reside en el amortiguador,
en un instante arbitrario la potencia se divide o reside en todos los elementos del
sistema. Cumpliéndose asi el balance de potencia.

-@- Pot de V1

£

o

o

i

o

]
o
g
2
2

=]

0.06

potencia {w}

0.02

0.006 + Potde R
0.002 + - — — —E— E|
IFEE-E-E-E—E—E—QE — a5 t
-0.002 ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
tiempo {s}

N
[N)

potencia {w}

tiempo {s}

Figura 3.12: Balance de potencia de sistema mecdanico tiempo t = 1.2 seg y t = 10 seg,
ejemplo 3.

En la tabla 3.7 se muestra la potencia de los elementos del sistema mecanico en dife-
rentes tiempos, en un rango de ¢ = 0.2 segundos hasta ¢ = 10 segundos.
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Tabla 3.7: Potencia de elementos de sistema mecanico 3 en diferentes tiempos.

Tiempo(seg) f1 Cy Cy R
0.2 0.262159 0.261887 0.000030246 0.000241169
1.2 1.45909 1.4538 0.00233205  0.00296147
2 2.65411 2.64213 0.00739629 0.00458553
3 3.84848  3.82995 0.0133157 0.00521863
5 6.63471 6.60179 0.0273838 0.00554093
10 12.4434 12.3815 0.0563368 0.00556886

Efectivamente, se da el balance de potencia entre el elemento de entrada con el resto
de elementos.
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3.6. Bond activo y Bond adaptado

3.6.1. Bond activo

Un bond normal tiene dos senales: esfuerzo e(t) y f(t).
A diferencia de un bond activo que comunica una de

las dos senales posibles en una sola direccion. Un bond
activo se representa por una flecha completa como se
muestra en la figura 3.13 indicando un flujo de potencia Figura 3.13: Bond activo.

cero.

Un bond activo se utiliza como una senal en un Bond Graph, la cual conecta a otros sin
consumir energia como se ilustra en la figura 3.14 indicando un flujo de potencia cero.

> MSe—t > MSfH

Figura 3.14: Bond activo como senal.

Ademas, se utiliza para mandar una senal de salida llamado detector D,, que dependiendo
si se coloca en una unién-0 se obtiene esfuerzo o bien si se coloca en una unién-1 se obtiene
flujo.

3.6.2. Bond adaptado

En [22] se propone un bond adaptado para cuando se utilizan bond activos. Cuando un
sistema esta dominado por interacciones de senal debidas a la presencia de instrumentos,
amplificadores de aislamiento y similares, entonces se puede suprimir un efecto o una senal
de flujo en muchos puntos de interconexion. En tal caso, un bond se degenera en una senal y
puede mostrarse como un bond activo. Para analizar el comportamiento de un sistema con
efectos de carga, se propone un nuevo bond, el bond adaptado, en Bond Graph. El simbolo
de un bond adaptado esta formado por dos componentes: la linea continua es la parte de un
bond tipico y la linea discontinua es la parte aproximada del bond, como se muestra en la
figura 3.15.

A Bond adaptado

Figura 3.15: Bond adaptado.
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El subsistema B tiene un efecto de carga sobre el subsistema A, por lo que hay dos casos
que se muestran en figura 3.16.

e e, f1 - ifz
1 oo gf? €,=¢6

e ge, _
— 1 -7 h=1
e, =¢e,

Figura 3.16: Reglas bond adaptado.

El intervalo de la variable del bond adaptado £ se define en [0,1]. Para este tipo de bonds,
es posible tener dos casos limite:

1. Si £ = 0 entonces el bond adaptado serda un bond activo.
2. Si & =1 entonces el bond adaptado sera un bond de potencia.

En los siguientes sistemas se ejemplifica como pasar de bond activos a bond adaptados, ver
figura 3.17.

> MSe— = - — — — —
> MSf —

|

Figura 3.17: Bond activo y bond adaptado.

Las propiedades si1 v s9o antisimétricas; sjo = —sle solamente son validas para bonds
de potencia, si el modelo tiene bonds activos, este resultado indica que el sistema no es
conservativo de potencia(o energia), entonces jes o no es conservativo? En las siguientes
secciones presentamos algunos ejemplos con bond activos.
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3.6.3. Ejemplo 1

Para probar el balance de potencia pero considerando bond activos, se presenta el Bond
Graph de un amplificador electrénico, el cual tiene la funcion de incrementar la intensidad
de corriente, la tensién o la potencia de la senal que se le aplica a su entrada; obteniéndose
la senal aumentada a la salida. En la figura 3.18 se muestra el esquema del sistema.

>
s

Figura 3.18: Esquema del sistema fisico con amplificador electrénico.

En la figura 3.19 se muestran los Bond Graph, en la parte superior se encuentra el
Bond Graph con bond activo, en la parte inferior se encuentra el Bond Graph con bond
adaptado. K es la ganancia del amplificador, R; y R, son las resistencias de entrada y
salida, respectivamente.

MSe: VAl —251 ) —> MSe—ATF——sA | — 0 —— R:R,

L

R .'R. R "R()

1

[

MSe: V——1 i 0 - =" > TF A1

1 oo
2

R:R, R"RO

Figura 3.19: Bond Graph con bond activo y bond adaptado ejemplo 1.

Los vectores clave son:

€4 f4

u=éeq, '7::07 .I':O, ZZO? Dm: f8 5 Dout: €8
€10 J10
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Las relaciones constitutivas son:

1
Ja E 0 0 €4
eg = 0 R, O I3
f10 0 0 L €10

L
Asi de esta manera tenemos la matriz L, la matriz ' no se presenta en este ejemplo, ya que

es cero, debido a que no hay elementos de almacenamiento en el sistema.
Tenemos la matriz de estructura de unién,

0 0 0 0 0
0 0 0 L 0 L 0
o T+ k T+k Ja
s |7 o= 1 0 ! 0 cs
6180 1+ ¢k . ¢k ) f10
- - €1
0 0 1+ k 1+ k
1. Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz S.
Comprobar que las submatrices s1; v s2p son antisimétricas y sjo = —s2,.
1
LT 0
s11 =0, S99 = T1ter 0 1+ ¢k 5 812:( 0 00 )a S21 = 0
0 — 0
1+ k

Las submatrices s11, So1 v S12 son cero y la submatriz sso no es antisimétrica, por lo
tanto, no se cumple el balance de potencia.

Para que la submatriz sgs sea antisimétrica, necesitamos que el valor de £ sea de 1, el
cual convertira al bond adaptado en bond de potencia.

2. Método nuevo.
Balance de potencia por medio de la matriz S.

14k 1+Fk
g I S
1+ ¢k . e
0 0 C1+k 0 1+k
1 1
00 0o —— 0 0 0 0 0
1+k 1+k 1 1
=0 o0 0 0 0 0o — 0
) A 1+ék  11ék
00 — 0 0 0 0 0

- 0 -
1+k 14+ k
Se realiza la separacion de matrices y por lo tanto tenemos de la matriz S, las matrices
ey f, respectivamente.

1 1
00 — 0 0 0 0 0 0
1+k 1+k 1 1
=10 0 0 0 0 =| 0 — 0
© ) . f 1+&k  1+¢&k
0 0 Ty 0 7 0 0 0 0 0
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Realizamos el producto como en el Corolario 3.3.2, e7 - f vy fT -e.

0 0 0
(1) 0 01 0 0 0o 0 0
Tor=| vk O TTyk B L0 | =0
5° o 0 1+ ¢k 1+ &k
1 . 0 0 0 0 0
ik O Tyk
0 0 0
1 1 1
0 — 0 - _
1+&k 00 1+k 1+k
ffoe=| o0 0 0 0 0 0 0 0 =0.
0 ! 0 0 0 Loy
1+ ¢k 1+ k 1+k
0 0 0

Vemos que si se cumple el lema 3.3.1 sin importar si hay o no bond activos, adaptados,
independientemente de esto el Bond Graph sigue siendo conservativo.

Por lo tanto, se cumple el balance de potencia.

. Balance de potencia por simulacién.

Haciendo uso del programa de simulacién con los siguientes valores numéricos del
sistema: V; = 0.1v, R; = 8Q, R, = 1002, R;, = 99, k = 1, el tiempo de respuesta del
sistema se muestran en las figuras 3.20 y 3.21.

En la figura 3.20 se muestra la grafica de las potencias juntas de los elementos del
sistema en un intervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 5 segundos.

En la figura 3.21 se muestra la grafica de las potencias separadas de los elementos del
sistema en un intervalo de tiempo de t = 0 a t = 5 segundos.

0.0006

Py Py -@- Pot de V1
———o—9¢ \ ® *— L— e PotdeRi il

0.0005 <= Pot de Ro
& Potde RL
== Pot de activo f ||

0.0004 -

0.0003 -

potencia {w}

0.0002 r

0.0001 -

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
tiempo {s}

Figura 3.20: Balance de potencia (junto) de sistema con bond adaptado, ejemplo 1.



Balance de Energia de Sistemas en Bond Graph 69

Comportamiento de los elementos.

En la figura 3.21 se muestra la variacion de la potencia de cada elemento del sistema.

a)

En la grafica de la Pot de V] correspondiente al voltaje de entrada, se puede ver que
la trayectoria después de un segundo da un salto hacia arriba e inmediatamente
regresa a como inicié y repite esta trayectoria.

En la gréfica de la Pot de R, y Pot de R; correspondientes a las resistencias del
amplificador, se puede ver que las trayectorias dan saltos opuestos a la trayecto-
ria del elemento V;, ya que la corriente es directamente proporcionar al voltaje
aplicado e inversamente proporcional a la resistencia.

En la grafica de la Pot de Rj correspondiente a una resistencia, se puede ver que
la trayectoria da saltos similar a la trayectoria de V.

En la grafica de la Pot de adaptado f correspondiente al bond adaptado, se
puede ver que la trayectoria después de un segundo da un salto hacia abajo e
inmediatamente regresa a como inicio y repite esta trayectoria, la trayectoria es
opuesta a la trayectoria V7.

Toda la potencia en el sistema se divide o reside en todos los elementos del sistema.
Cumpliéndose asi el balance de potencia.

0.00056 -

0.00054 | [ ® ® | | g * | - Potde V1
0.00052 T . . hd i . e h
0.00028 %5 ‘ i ‘ i

< 0000276 |

=~ 0.000272 -

o r:

8 3e-006 -

9 L

o 2e-006 -

© 0.000286 F T i ' - =
0.000282 - - Potde RL |]
0.000278 4 ‘ ‘

———— * * * * r— - - “n

3.1e-005 - -+ Pot de activo f 1

2.8e-005
2.5e-005

*
*
*
*
*
*
*
*

0 1 2 3 4 5
tiempo {s}

Figura 3.21: Balance de potencia de sistema con bond adaptado, ejemplo 1.

En la tabla 3.8 se muestra la potencia de los elementos del sistema mecanico en dife-
rentes tiempos, en un rango de ¢t = 0.2 segundos hasta ¢ = 10 segundos.
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Tabla 3.8: Potencia de elementos de sistema 1 con bond adaptado en diferentes tiempos.

Tiempo(seg) |4 R; R, Ry, Activo f
0.2 0.0052795 0.052795  0.00559006  0.047205 0.052795
1.2 0.00547264 0.0522388 0.00447761 0.0477612 0.0522388
2 0.0052795 0.052795  0.00559006  0.047205 0.052795
3 0.00547264 0.0522388 0.00447761 0.0477612 0.0522388
5 0.0052795 0.052795  0.00559006  0.047205 0.052795
10 0.0052795  0.052795 0.00559006  0.047205  0.052795

Efectivamente, se da el balance de potencia entre el elemento de entrada con el resto
de elementos.
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3.6.4. Ejemplo 2

Se presenta el Bond Graph de un amplificador electrénico con retroalimentacién de esta-
dos. En la figura 3.22 se muestra el esquema del sistema.

Figura 3.22: Esquema del sistema fisico con amplificador electrénico y retroalimentacion.

En la figura 3.23 se muestran los Bond Graph, en la parte superior se encuentra el Bond
Graph con bond activo, en la parte inferior se encuentra el Bond Graph con bond adaptado.
Nuevamente, K es la ganancia del amplificador, R; y R, son las resistencias de entrada y

salida, respectivamente.

R:R,
S
13
Mse: v, I—A) = MSe ——A TP | — A ) —— (i
- k-1 N
7 11
! ’ 14
L R:R . RR, |
1t 0 1t C.‘CF
3 \ 18
¥ CC 5
RR, R:R,
R:R,
S
13
Mse: v, A0 - = = = A TP — A —— C:C,
7 k! 1
! ’ 14
L R:R . RR, |
1t 0 1t C.'CF
3 \ 18
¥ GC 14
R:R R:R,

Figura 3.23: Bond Graph con bond activo y bond adaptado ejemplo 2.
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Los vectores clave son:

€3 f3
g2 fo €2 er fr
u=e, t=\| q5 |, = fis |, 2= es |, Din=1| e11 |, Dowe =] f11
qi7 fiz ey e13 fi3
fis e1s
Las relaciones constitutivas son:
1
— 0 0 0 0
f ey
3 €3
P O, (1) 0 0 o
fll = 0 0 - 0 0 €11
fi3 R, ) €13
e1s 0 0 0 — 0 fis
Ry,
0 0 0 0 Rp
;L 0 0
€2 Cl 1 q2
ers | = 0 o 0 q15
L
€17 0 0 1 qi7
Cr
Asi de esta manera tenemos las matrices F' y L.
La Matriz de estructura union es:
fo 0 0 010 o0 0 o010 :2
f15 0 0 0|1 1 1+ -1 0 [0 e“
fi7 0 0 01 1 ¢k 0 010 ;7
es | | -1 -1 =10 0 0 0 —1]1 f3
ez | | o -1 —-1l0 0 0 0 —-110 f7
e 0 —-1—-k —k|0 0 0 0 —k|O f“
e1s 0 1 000 0 0 0|0 613
fis 0 0 01 1 ¢k 0 010 %
1

1. Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz S.

Comprobar que las submatrices s17 v S99 son antisimétricas y s19 = —sle.
00 0 0 -1
0 0 O 00 0 0 -1
S11 — 0 0 0 S99 = 0 0 0 0 —k
0 0 O 00 0 0 O
11 ¢ 0 0
-1 -1 -1
1 0 0 0 O 0 -1 -1
S12 = 1 1 1+§]€ -1 0 So91 = 0 -1—-k —k
11 ¢ 0 0 0 1 0
0 0 0
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Efectivamente, la submatriz s;; es antisimétrica, pero la submatriz so; no es la trans-
puesta negativa de sy, v la submatrices s9o no es antisimétrica, por lo tanto, no se
cumple el balance de potencia.

Para que se cumplan las propiedades, necesitamos que el valor de £ sea de 1, el cual
convertira al bond adaptado en bond de potencia, de acuerdo a este criterio ya publi-
cado.

Método nuevo.

Balance de potencia por medio de la matriz S.
Tenemos la matriz S.

0 0 0|1 o 0 0 0 ]o

0 0 0 |1 1 14+4¢ -1 o0 |O

0 0 0 |1 1 ¢k 0 0o |o

s |1 —1 —1]0 0 0 0 —1]1

0 -1 -1]l0 o0 0 o -1]o0

0 -1-k —-k|O0 o0 0 0 —-k|oO

0 1 0o |0 o 0 0 0o |o

0 0 0o |1 1 13 0 0o ]o
0 0 0 0 0 0 0O 0 o0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 o0 00 0 1 1 14+¢ -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 1 1 £k 0o 0 0
! -1 -1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 o0
= 0 -1 -1 0 0 0 0 -1 0 |T[ o o o 0o o 0 0 0 o0
0 -1-k -k 0 0 0 0 —k O 0 0 0 0 0 0 0 0 o0
0 1 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 o0 00 0 1 1 £k 0 0 0

Se realiza la separacion de matrices y por lo tanto tenemos de la matriz S, las matrices
e v f, respectivamente.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 14 &k —1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 &k 0 0 0
_ —1 —1 —1 0 0 0 0 —1 1 f= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
€= 0 —1 —1 0 0 0 0 -1 0 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 -k —k 0 0 0 0 —k 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 &k 0 0 0
: : T T
Realizamos el producto como en el Corolario 3.3.2, ¢* - fy f* -e
60 0 -1 0 0 v 0 00 0 1 0 0 0o 0 0
0 0 0 -1 -1 —-1—k 1 0
0 0 0 1 1 1+4¢ -1 0 O
0 0 0 —1 —1 —k 0 0
0 0 0 1 1 £k 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
T 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e’ - f= 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0.
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 -1 -1 —k 0 0 0O 0 0 1 1 £k 0 0 o0
0O 0 O 1 0 0 0o o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1
T —1 —1 —1 0 0 0 0 —1 1
f e = 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 _1 0 = 0.
0 1+& €k O O O 0 &k
0 —-1—-k —k 0 0 0 0 —k 0
0 —1 0 0O 0 0 O 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Vemos que si se cumple el lema 3.3.1 independientemente si hay o no bond activos,
entonces independientemente de esto el Bond Graph sigue siendo conservativo.

Por lo tanto, se cumple el balance de potencia.
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3. Balance de potencia por simulacién.

Haciendo uso del programa de simulacién con los siguientes valores numéricos del
sistema: V7 = 0.5v, ¢y = 0.1F, Ry = 109, R; = 1092, R, = 9Q, k =9, C;, = 0.1F,
Ry, =109, Cr = 0.1F, Rr = 99, el tiempo de respuesta del sistema se muestran en
las figuras 3.24 y 3.25.

En la figura 3.24 se muestra la grafica de las potencias juntas de los elementos del
sistema en un intervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 8 segundos.

En la figura 3.25 se muestra la grafica de las potencias separadas de los elementos del
sistema en un intervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 5 segundos.

0.015 T
0.01
0.005 r

0.003
0.001 *

0.0001 -

5e-005

0.0006 -
0.0002 -
-0.0002 -

0.003

0.001 -

8e-005 -

4e-005

-@- Pot de v1

iHe

-©- Pot de C1

[ ] ]
’ I

0.01 tde R1 -
0.005 |
0 ! — —m - -—
0.003 & PotdeRi |
0.001 M i
+ T T —— = —
-0.001 ! ' ; ;
= 0.0003 F ‘ 1
E L = Pot de Ro -
‘g 00001 , . ]
2 .0.0001 | ‘ ‘ ‘ ‘
L 8e005 [ ‘ ‘
o [
2 4e-005

>

P

¥
) e o e
S g g g
Q Q a Q
F 3 2] ) [) o
Py @] o Y
m m - [

ot de adaptado f ]

tiempo {s}

Figura 3.24: Balance de potencia de sistema con bond adaptado, ejemplo 2.
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0.015 -

potencia {w}

0.01 -

-8~ Pot de v1
-©- Pot de C1
- Pot de R1
-+ Pot de Ri
-~ Pot de Ro

- Pot de RL
— Potde CL
—— Pot de CF
> Pot de RF
¢ Pot de adapado f

0.005 -

tiempo {s}

Figura 3.25: Balance de potencia (junto) de sistema con bond adaptado, ejemplo 2.

Comportamiento de los elementos.

En la figura 3.24 se muestra la variacion de la potencia de cada elemento en funcion
del tiempo.

a)

b)

En la grafica de la Pot de V; correspondiente al voltaje de entrada, se puede ver
que la trayectoria es decreciente.

En la grafica de la Pot de ] correspondiente a un capacitor, se puede ver que
la trayectoria tiene un maximo en el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 2 se-
gundos, que es cuando se cargd totalmente, después se empieza a descargar y
simultdneamente con la Pot de V] se mantienen decrecientes.

En la grafica de la Pot de Ry correspondiente a una resistencia, se puede ver que
la trayectoria decrece en el intervalo de tiempo de t = 0 a ¢ = 2 segundos para
después mantenerse decreciente.

En las graficas de la Pot de R; y Pot de R, correspondientes a las resistencias del
amplificador, se puede ver que las trayectorias decrecen en el intervalo de tiempo
det =0 at =2 segundos.

En la grafica de la Pot de R; correspondiente a una resistencia, se puede ver
que la trayectoria tiene un maximo en el intervalo de tiempo det = 0 at = 2
segundos, estando en paralelo con C';, deben tener el mismo voltaje.

En la grafica de la Pot de (', correspondiente a un capacitor, se puede ver que la
trayectoria tiene un maximo en el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 0.5 segundos.

En la grafica de la Pot de Cr correspondiente a un capacitor, se puede ver que la
trayectoria tiene un maximo en el intervalo de tiempo de t = 0 a t = 2 segundos,
que es cuando se cargd totalmente, después se empieza a descargar.
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h) En la grafica de la Pot de R correspondiente a una resistencia, se puede ver que
la trayectoria decrece en el intervalo de tiempo de ¢ = 0 a ¢ = 1 segundo para
después mantenerse decreciente.

i) En la gréfica de la Pot de adaptado f correspondiente al bond adaptado, se puede
ver que la trayectoria tiene un méaximo en el intervalo de tiempo det =0 at = 2
segundos.

Toda la potencia en el sistema se divide o reside en todos los elementos del sistema. Al
final la mayor parte de la potencia se almacena en los capacitores. Cumpliéndose asi
el balance de potencia.

En la tabla 3.9 se muestra la potencia de los elementos del sistema mecanico en dife-
rentes tiempos, en un rango de ¢ = 0.2 segundos hasta ¢ = 5 segundos.

Tabla 3.9: Potencia de elementos de sistema 2 con bond adaptado en diferentes tiempos.

Tiempo(seg) v1 4 Ry R; R,
0.2 0.0137411 0.00183899 0.00755272 0.0025047 0.000170386
1.2 0.00646475 0.00338054 0.00167172 0.00119345 0.0000603992
2 0.00395337 0.00267234 0.000625164 0.000688059  6.62888 x 10~6
5 0.000800334 0.00072884 0.0000256214  0.0000821298 2.95674 x 106
Tiempo Ry, Cr, Cr Rp Adaptado
0.2 0.0000465475 0.000111055 0.000370471 0.00122275 0.0000765122

1.2 0.0000124919 -0.000025471 0.000121783 0.000018386 0.0000314452
2 2.22789 x 1077 1.63764 x 1075  -0.0000341371 1.35632 x 10=%  7.90987 x 10~¢
5 6.96025 x 1075  —1.1871 x 10=% -0.0000612182  0.0000144057 —1.82513 x 1076

Efectivamente, se da el balance de potencia entre los elementos de entrada con el resto
de elementos.
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3.6.5. Ejemplo 3

Se presenta un circuito eléctrico con fuentes dependientes, el cual se muestra en la figura
3.26.

Figura 3.26: Esquema del circuito eléctrico con fuentes dependientes.

En la figura 3.27 se muestran los Bond Graph, en la parte superior se encuentra el Bond
Graph con bond activo, en la parte inferior se encuentra el Bond Graph con bond adaptado.

R:R, R:R L R:R

"2 1
: 5 1, 8 12 13
I

3
»)Se N — OO

11 3 0—= - T 6 il 0 10 a1 i
MSe: V1 C:C’1 C 02
R:R, R:R, IL, kR,
3 5 6 8 10 12 15
1t 0 T 1} 0 Al — — = ——N1+——>(C.C,
;r 4[ a, 9[
MSe: V. C:C, C:C,

Figura 3.27: Bond Graph con bond activo y bond adaptado ejemplo 3.

Los vectores clave son:

4 4 €4

39 . ;g €9 ©2 f2

u=e, r= , = , &= 5 Din: €7 5 Dout: f?
P11 €11 fi

f14 €14

q15 fis €15
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Las relaciones constitutivas son:

1
f2 E O 0 €9
f? = 0 i 0 €7
€14 Ry fa
0 0 Rj3
L 0O 0 O
Ch )
e
! 0 = 0 0 o
€9 — CQ d9
fu 0 0 i 0 P11
€15 Ly 1 q15
0O 0 0 —
Cs
Asi de esta manera tenemos las matrices F'y L.
La Matriz de estructura union es:
f1 0 0 0 01 -1 o]0 e
fo 0O 0 -1 0]0 1 o010 Jfg
en 0 1 0 —=€/0 0 =£|0 6“
fis = o o 1 ofo o oo ;5
es -1 0 0 00 0 0]1 f2
er L 1 0 01]0 0 o010 T
a €14
J1a 0O 0 1 01]0 0 010
€1
1. Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz S.
Comprobar que las submatrices s1; y s9o son antisimétricas y s1o = —sle.
0 0 O 0 00 0
00 —1 0
S11 = S99 — 0 0 O
01 0 =¢ 00 0
0 0 1 0
1
(1) _1?1 0 -1 0 00
S12 = S91 = = =1 0 0
0 0 —¢ 0 0 10
0 0 0

Efectivamente, la submatriz s9s es antisimétrica, pero la submatriz ss; no es la trans-
puesta negativa de s, y la submatriz s;; no es antisimétrica, por lo tanto, no se cumple
el balance de potencia.

Para que se cumplan las propiedades, necesitamos que el valor de £ sea de 1, el cual
convertird al bond adaptado en bond de potencia.
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2. Método nuevo.

Balance de potencia por medio de la matriz S.

Tenemos la matriz S.

oo o
_
- oo oloo o
OOc_SOOOO
—
o _01001

—

oo —~o

O OO O oo o

[l ev e len e B e N e

W

SO OO oo O

Se realiza la separacion de matrices y por lo tanto tenemos de la matriz S, las matrices

ey f, respectivamente.

cocoo
cocoo
1T100
—~ oo o
cocoo
—

0_01
cocoo
cocoo

Il

S~
cocoocoo—~o
OOc_SO
cocoo
cocoo
00c_§0
cocoo
oo - o

Realizamos el producto como en el Corolario 3.3.2, eT - f y fT -e.

o coc—oco -
i
co-oo | o
— —
cococo’-so
N— ——
cCococoococoo
Ll
gl ocoocooco
—
| o0 o000
cococoococoo
0104&00450
coococoococoo
coococoococoo
|
S~
=
Y]

co—~oo o
— —
o oo o Hgo
{\
coHooo oo
cCoococooc oo
cCoococooc oo
co—-Hocooco oo
coococooc oo
i
colooco—-ooO
-ls
cococo~"foo
|
)
=
S~
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Vemos que si se cumple el lema 3.3.1 sin importar si hay o no bond activos, adaptados,

entonces independientemente de esto el Bond Graph sigue siendo conservativo.

Por lo tanto, se cumple el balance de potencia.

Balance de potencia por simulacién.

Haciendo uso del programa de simulacién con los siguientes valores numéricos del
sistema: V) = 0.1v, Ry = 1092, C; = 0.1f, a1 =9, Ry, = 1002, Cy, = 0.1f, L, = 0.1H,
Rs; = 109, C3 = 0.1f, el tiempo de respuesta del sistema se muestran en las figuras

3.28 v 3.29.

En la figura 3.28, se muestra la grafica de las potencias separadas de los elementos del
circuito, en un intervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 10 segundos.

En la figura 3.29, se muestra la grafica de las potencias juntas de los elementos del
circuito, en un intervalo de tiempo de ¢ = 0 a t = 10 segundos.
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Figura 3.28: Balance de potencia de sistema con bond adaptado, ejemplo 3.
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Figura 3.29: Balance de potencia (junto) de sistema con bond adaptado, ejemplo 3.

En la tabla 3.10 se muestra la potencia de los elementos del sistema mecénico en
diferentes tiempos, en un rango de ¢t = 4 segundos hasta t = 10 segundos.

Tabla 3.10: Potencia de elementos de sistema 3 con bond adaptado en diferentes tiempos.

Ry

Ch

Ry

Co

6.62874x1029
2.54564 x 1032
6.74486 x 1039
2.41439x103Y
9.15929x 1029

3.24946 x 1031
-1.65735%1033
3.93573x 103!
-1.10911x103°
-5.01986 % 1030

1.34344x10%°
6.26139x103°
2.55244x 1034
5.71589x 103!
1.48944 %103

6.58763 x 1036
5.99159 x 1036
-3.21655x10%
-1.17213x1034
3.15137x 1034

Ly

R3

Cs

Adaptado

Tiempo U1
4 seg 2.57463x1013
5seg  504543712046076
8 seg 8.21271x10'3
9 seg -4.91364x10'3
10 seg 3.02643x1013
Tiempo(seg)
4
5
8
9
10

-6.72201x 1036
-6.61633x1036
2.96084 x 103°
1.16628x 1034
-3.29991 x 1034

3.3617x1038
7.02281x 1037
3.42221 %1036
2.27463x1036
7.35151x103°

Comportamiento de los elementos.

6.8591 %1036
4.32824 %1036
-6.79131x10%
2.49909x103°
-1.35977x10%

3.43035x 1038
7.45564 %1037
2.74308x 1036
2.52454x 1036
5.99174x103°

En la figura 3.28 se muestra la variacién de la potencia de cada elemento en funcion

del tiempo.

a) En la grafica de la Pot de V; correspondiente al voltaje de entrada, se puede ver

que la trayectoria comienza creciendo y oscila con amplitudes decrecientes.
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b) En la grafica de la Pot de R; correspondiente a una resistencia, se puede ver que

la trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes similar a la trayectoria
de V;.

¢) En la gréafica de la Pot de C) correspondiente a un capacitor, se puede ver que
la trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes similar a la trayectoria
de R;. que es cuando se cargd totalmente, después se empieza a descargar y
simultaneamente con la Pot de V; se mantienen oscilando.

d) En la gréfica de la Pot de Ry correspondiente a una resistencia, se puede ver que

la trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes similar a la trayectoria
de Rl-

e) En la grafica de la Pot de Cy correspondiente a un capacitor, se puede ver que
la trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes similar a la trayectoria
de R;. que es cuando se cargd totalmente, después se empieza a descargar y
simultdneamente con la trayectoria de C'; se mantienen oscilando.

f) En la grafica de la Pot de L; correspondientes al inductor, se puede ver que la
trayectoria empieza por arriba del origen, comienza decreciendo y oscila alrededor
del origen con amplitudes decrecientes.

g) En la grafica de la Pot de Rj3 correspondiente a una resistencia, se puede ver que
la trayectoria decrece y oscila con amplitudes decrecientes, contrario a las otras
resistencias.

h) En la gréfica de la Pot de C5 correspondiente a un capacitor, se puede ver que la
trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes similar a la trayectoria de

Cy.

i) En la gréfica de la Pot de adaptado e correspondiente al bond adaptado, se puede
ver que la trayectoria decrece y oscila con amplitudes decrecientes similar a las
trayectorias de C3 y Rs.

Dado que el circuito no es un modelo real, los valores de los elementos fueron escogidos
de manera aleatoria y por eso genera valores grandes. Toda la potencia en el sistema
reside en uno de los elementos del sistema. Desde el principio hasta el final cuando
la corriente fluye, la potencia se divide o reside en todos los elementos del sistema.
Cumpliéndose asi el balance de potencia.

Efectivamente, se da el balance de potencia entre los elementos de entrada con el resto
de elementos.
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3.6.6. Ejemplo 4

Se presenta el modelo en Bond Graph de un motor de corriente directa con retroalimenta-
cion de estado, para llevar a cabo el control de velocidad del motor mediante un controlador
P1I, el cual convierte energia mecanica en energia eléctrica. En la figura 3.30 se muestra el
esquema del sistema.

Figura 3.30: Esquema del sistema fisico del motor de CD.

Controlador PI

\
VCE T4 T ¥ J 7 10 11 ‘14
Gl < 11~— 0 ‘MSe i1 = GY A1— UM
\ 3[ | ) | ! ! B 15
‘L - 7R7R | \7 B 71-2 - 7.7-{]J
Retroahmentwm[ — 1,

Figura 3.31: Bond Graph del motor de CD especificando partes del sistema.

En la figura 3.31 se muestra el Bond Graph del motor de corriente continua especificando
las partes que conforman el sistema, el controlador PI, el motor de corriente continua y la
retroalimentacién del sistema.

Las ecuaciones del comportamiento dinamico del sistema son:
Union 1 del controlador PI Unién 0

fs=fi=f2 fo=hHh—1fs 66:R3f2+c%ff2dt
€2=€3+64=R3f3+c%ff4dt eg = €

eg = u(s) = Rgfg(S) e L fo(s) u(t) = Pe(t) + 7 [e(t)dt
w(s) = ( ) () w(s) = (Rs + 37;) E(s)
E(s) = fa(s ) fi(s) = f5(s) E(s) = wrer(s) — w(s)
En la figura 3.32 se muestra el comportamiento dinamico del sistema mediante las ecua-
ciones y el diagrama de bloques.



84 Bond activo y Bond adaptado

w,.{,f(S) E(s) u(s) . w(s) N
_—>®_—> PI U(J’ Motor uz)

Figura 3.32: Diagrama de bloques del sistema del ejemplo 4.

En la figura 3.33 se muestra la grafica de la velocidad de referencia con la velocidad del
motor. La primer grafica tiene un velocidad de referencia w,.; = —0.2m/s y la segunda
gréafica tiene una velocidad de referencia de w,.; = 0.1m/s, en ambas vemos que la velocidad
del motor alcanza la velocidad de referencia.

-®- w_ref
=-w

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
tiempo {s}

- w_ref
BUA! |

0.05 -

0 0.2 0.4 06 0.8 1
tiempo {s}

Figura 3.33: Velocidades ejemplo 4.
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Figura 3.34: Bond Graph con bond activo y bond adaptado ejemplo 4.

En la figura 3.34 se muestran los Bond Graph, en la parte superior se encuentra el Bond
Graph con bond activos, en la parte inferior se encuentra el Bond Graph con bond adaptados.
Los vectores clave son:

qa f4 €4 f3 €3
u:fla Tr = Do s T = €9 , R = f9 5 Din: f8 5 Dout: €8
P13 €13 fi3 fi2 €12

Las relaciones constitutivas son:

1

— 0 0
€4 Ch 1 q4
f9 - 0 L_ 0 Po
J13 0 Oa 1 D13

J
€3 Rs 0 0 I3
es | = 0 R, O Js
€12 0 0 Ry f12

Asi de esta manera tenemos las matrices F' y L.
La Matriz de estructura union es:
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£, 0 -1 —¢|o 0 01 “
eq 1 0 —-n|ll =1 010 fo
es | | € n 0]& 0 —1]0 S
7o = =170 0 o1 23
s 01 01]0 0 010 ®
Fio 00 1/0 0 010 ef}f

1. Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz S.

Comprobar que las submatrices s1; y s9o son antisimétricas y sio = —sle.
0 —¢& -1 00
S11 = 1 0 —n S99 = 0 0
&€ n 0 00
0 0 0 0 —¢ -1
S12 = 1 -1 0 S91 = 0 1 0
£ 0 -1 0 0 1

Efectivamente, la submatriz s9s es antisimétrica, pero la submatriz so; no es la trans-
puesta negativa de s12, la submatriz s;; no es antisimétrica por lo tanto, no se cumple
el balance de potencia.

o O O

Para que se cumplan las propiedades, necesitamos que el valor de £ sea de 1, el cual
convertira al bond adaptado en bond de potencia.

2. Método nuevo.
Balance de potencia por medio de la matriz S.

Tenemos la matriz S.

0 —¢ —1]0 0 0|1

1 0 —nll =1 00

s & 0lc 0 10

0 —¢ —1]0 0 0 |1

01 0/0 0 00

00 1/0 0 010
00 0 0 0 0 0 0 —¢ -1 000 1
10 -n 1110 0 00 0 0000
len 0 ¢ 0 —1o0 00 0 0000
“loo0o 000 o0 o0|T|o--10001
00 0 0 0 0 0 01 0 0000
00 0 0 0 0 0 00 1 0000
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Se realiza la separacion de matrices y por lo tanto tenemos de la matriz .S, las matrices
ey f, respectivamente.

00 0 0 0 0 0 0 ¢ -1 00 0 1
10 -n 1 -1 0 0 0O 0 0 0000
| &m0 ¢ 0 -1 f_| 00 0 0000
00 0 0 0 0 0 0 —¢ -1 00 0 1
00 0 0 0 0 0 01 0 0000
00 0 0 0 0 0 00 1 0000

Realizamos el producto como en el Corolario 3.3.2, eT - f y fT -e.

01 ¢ 000 0 =& —1 00 01
0 0 n 000
0 0 0 0000
0 —n 0 000 00 0 0000
el-f=0 1 ¢ 000 =0.
0 - -1 0001
0 -1 0 000
01 0 0000
00 =1000 0 0 1 0000
0 0 0 000
000 0 00 00 0 0 0 0 0
£ 00 =10
10 -n1 -1 0 0
-1 00 -1 0 1 €m0 £ 0 -1 0
ffoe=] 0 00 0 00 =0
00 0 0 0 0 0
0 00 0 00
00 0 0 0 0 0
000 0 00 00 0 0 0 0 0
1 00 1 00

Vemos que si se cumple el lema 3.3.1 sin importar si hay o no bond activos, entonces
independientemente de esto el Bond Graph sigue siendo conservativo.

Por lo tanto, se cumple el balance de potencia.

. Balance de potencia por simulacién.

Haciendo uso del programa de simulacién con los siguientes valores numéricos del
sistema: f = 0.14, Ry = 2Q, C; = 0.001F, R, = 109, L, = 0.1H, R; = 10Ns/m,
L; = 0.5Ns?/m, n =10 el tiempo de respuesta del sistema se muestran en las figuras
3.35 y 3.36.

En la figura 3.35 se muestra la grafica de las potencias juntas de los elementos del
circuito, con diferentes intervalos de tiempo.

En el inciso a) se grafican las potencias en un intervalo de tiempo de t = 0 a t = 10
segundos.

En el inciso b) se grafican las potencias en un intervalo de tiempo det =0 at = 0.5
segundos.
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En el inciso ¢) se grafican las potencias en un intervalo de tiempo de t =0 a ¢t = 0.09
segundos.
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Figura 3.35: Balance de potencia (junto) de sistema con bond adaptado, ejemplo 4.

En la figura 3.36 se muestra la grafica de las potencias separadas de los elementos del
circuito, en un intervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 0.09 segundos.
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Figura 3.36: Balance de potencia de sistema con bond adaptado, ejemplo 4.

Comportamiento de los elementos.

En la figura 3.36 se muestra la variacion de la potencia de cada elemento en funcion
del tiempo.

a)

b)

En la grafica de la Pot de V, correspondiente a la corriente de entrada, se puede
ver que la trayectoria comienza creciendo y oscila con amplitudes decrecientes.

En la gréafica de la Pot de adaptado e correspondiente al bond adaptado, se puede
ver que la trayectoria decrece y oscila con amplitudes decrecientes opuesto a la
trayectoria de V,, pero en menor intensidad.

En la grafica de la Pot de adaptado f correspondiente al bond adaptado, se
puede ver que la trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes opuesto a
la trayectoria del adaptado e.

En la gréfica de la Pot de R3 correspondiente a una resistencia, se puede ver
que la trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes, se opone el flujo de
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corriente de V.

En la grafica de la Pot de C; correspondiente a un capacitor, se puede ver que
la trayectoria crece en un intervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 0.02 segundos que
es cuando se cargd totalmente, después se empieza a descargar y se mantiene
constante.

En la grafica de la Pot de R, correspondiente a una resistencia, se puede ver que

la trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes similar a la trayectoria
del adaptado f.

En la grafica de la Pot de L, correspondiente a un inductor, se puede ver que la
trayectoria crece y oscila con amplitudes decrecientes similar a la trayectoria del
adaptado e.

En la gréfica de la Pot de R; correspondiente a una resistencia, se puede ver que
la trayectoria empieza a crecer hasta el tiempo ¢ = 0.02 segundos y oscila con
amplitudes similar a la trayectoria de L;.

En la gréfica de la Pot de L; correspondiente a un inductor, se puede ver que
la trayectoria empieza a crecer hasta el tiempo ¢ = 0.02 y oscila con amplitudes
decrecientes similar a la trayectoria de R;.

Toda la potencia en el sistema reside en uno de los elementos del sistema. Desde el
principio hasta el final cuando la corriente fluye, la potencia se divide o reside en todos
los elementos del sistema. Cumpliéndose asi el balance de potencia.

Tabla 3.11: Potencia de elementos de sistema 4 con bond adaptado en diferentes tiempos.

Tiempo(seg) Vg @] R3 R, L,
0.03 0.254346 0.0500129 0.00461253 0.33883 -0.015187
0.2 0.116175 -0.0113968 0.000827663  0.00309006  -0.00184594
1 0.119997  -1.40685 x10~% 1.3745 x10~!1 0.00399873 -1.57754 x10~7

5

0.0800206 0.00001631 4.1565 x107?  0.00399984 -8.11491 x10~°

Tiempo(seg) R; L; Activo e Activo
0.03 0.0123318 0.132208 -0.199721  0.468183

0.2 0.0238046 -0.00462677 -0.126744  0.0204219

1 0.0200005 -3.40102 x1076  -0.119999  0.0239956

0.0199918 -0.0399874 -0.0800043 -0.0160038
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En la tabla 3.11 se muestra la potencia de los elementos del sistema mecanico en
diferentes tiempos, en un rango de t = 0.2 segundos hasta t = 5 segundos.

Efectivamente, se da el balance de potencia entre los elementos de entrada con el resto
de elementos.

El balance de potencia mediante la representacion de estado se ve en el siguiente capitulo.






Capitulo 4

Funciones de Energia y Estabilidad

4.1. La importancia de la estabilidad

Dentro de la ciencia, matemaéticas y la ingenierias, un sistema de control es un conjunto de
dispositivos encargados de administrar, ordenar, dirigir o regular el comportamiento de otro
sistema, con el fin de reducir las probabilidades de fallo y obtener los resultados deseados.
Una de las propiedades de cualquier sistema de control es la estabilidad, la cual tiene por
objetivo conseguir que el sistema sea estable y robustos frente a perturbaciones. Un sistema
es estable desde un punto de vista, si se mantiene en estado estacionario, es decir, igual en el
tiempo y una modificacion pequena de las condiciones iniciales no altera significativamente
el futuro del sistema.

Definicién 4.1.1. Una matriz cuadrada A es llamada matriz de estabilidad o matriz de
Hurwitz si cada valor propio de A tiene una parte real estrictamente negativa, es decir:

donde los valores propios se obtienen de
det(A\l —A) =0

cuando el sistema es modelado en variables de estado por & = Ax + Bu.

4.2. Funciones de Lyapunov

Counsideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:

i = f(x) (4.1)

donde x € R" | f: W — R" | W C R" abierto y f una funcién continua.

Donde W, subconjunto abierto de R™ significa que siempre se puede tomar un punto
del conjunto W, el cual se considera el centro de una circunferencia de radio r > 0 y la
circunferencia esta dentro del conjunto W.

93
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Definicién 4.2.1. Un punto zp € W se llama punto de equilibrio del sistema (4.1) si

f(zo) = 0.

El anélisis de las soluciones del sistema (4.1) cerca de los puntos de equilibrio es uno de los
principales objetivos en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones.
Un punto de equilibrio, sin embargo, ha de satisfacer un cierto criterio de estabilidad para
ser relevante fisicamente.

Definicién 4.2.2. Sea zq € W un punto de equilibrio del sistema (4.1). Se dice que:

1. zo es estable segiin Lyapunov (o simplemente estable) si para toda vecindad U de xg
existe una vecindad U; C U de x tal que toda solucién z(t) con xy en U; estd definida
y permanece en U para todo t > 0.

2. xy es asintoticamente estable si es estable y cada vecindad U; se puede elegir de
modo que para toda solucion z(t) con z(0) en U; se cumple th'rn x(t) = .
—00

3. x( es inestable si no es estable.

Para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio z del sistema (4.1), se utilizan
los métodos indirecto y directo de Lyapunov.

4.2.1. Meétodo indirecto de Lyapunov

El método indirecto de Lyapunov permite analizar la estabilidad en el punto de equili-
brio zo mediante la linealizacién del sistema (4.1), alrededor de xy, esto es, estudiando la
estabilidad cerca del origen del sistema lineal

&= Ax (4.2)
of

donde A = —= f(2)|z=s,- El sistema lineal (4.2) tiene al origen = 0 como punto de equilibrio
T

y el comportamiento de las soluciones de este sistema esta completamente determinado por
los valores propios de la matriz A. En particular se tiene que el origen es asintéticamente
estable si y sélo si todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa.

Si una matriz A tiene todos sus valores propios con parte real negativa, entonces A es
llamada matriz de Hurwitz. Por lo tanto, el origen del sistema (4.2) es asintéticamente estable
si y solo si A es de Hurwitz.

Teorema 4.2.3. (Método indirecto de Lyapunov)

El punto de equilibrio xo del sistema no lineal (4.1) es asintéticamente estable si el origen
del sistema lineal (4.2) es asintdticamente estable, esto es, si todos los valores propios de la
matriz A tienen parte real negativa. El punto de equilibrio xq es inestable si al menos un
valor propio de A tiene parte real positiva.
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Notemos que el método indirecto de Lyapunov no establece condicion alguna para cuando
algun valor propio de la matriz A tiene parte real igual a cero, en este caso la linealizacién
no es suficiente para determinar la estabilidad del punto de equilibrio del sistema no lineal.
En la siguiente seccién describiremos otro método, desarrollado también por Lyapunov, que
en algunas ocasiones resuelve esta dificultad.

4.2.2. Meétodo directo de Lyapunov

A finales del siglo XIX Lyapunov desarrollé otro método para el analisis de la estabilidad
en los puntos de equilibrio del sistema (4.1), este método considera una nueva funcién con
ayuda de la cual se establece si el sistema estudiado es estable o asintéticamente estable,
el cual fué denominado método directo de Lyapunov o también conocido como teorema de
Lyapunov sobre la estabilidad.

Teorema 4.2.4. (Método directo de Lyapunov)
Sea xy € W un punto de equilibrio del sistema (4.1). Si existe V : U — R una funcion
continua definida en una vecindad U C W de xq, derivable en U \ xy, tal que:

1. V(zg) =0, V(z) >0 en U\ 9

: SN\%
2. V) = Z a_xkfk <0 en U\ zg, entonces xq es estable, si ademds
k=1

3. V|((4,1)) <0 en U\ zg, entonces xqy es asintdticamente estable.
Donde \ denota quitar el elemento, entonces U \ zy es el conjunto U menos el elemento xy.

Definicién 4.2.5. Una funcién V' : U — R que satisface las condiciones 1) y 2) del teorema
4.2.4, se llama funcién de Lyapunov para xy. Una funcién V' que satisface la condicién 1) del
teorema con xy = 0 se dice que es definida positiva.

Los métodos directo e indirecto de Lyapunov son clasicos, su demostraciéon puede con-
sultarse en la mayoria de los textos de ecuaciones diferenciales ordinarias, ver por ejemplo
[27], [31], [36].

Una desventaja que se presenta al tratar de aplicar el método directo de Lyapunov es que
no existe un método generalizado para hallar funciones de Lyapunov, por lo que es necesario
proponer una funcién definida positiva y probar si ésta cumple las condiciones 2) o 3) del
Teorema 4.2.4. Para sistemas lineales, las funciones definidas positivas V' méds simples, que
son buenas candidatas a ser funciones de Lyapunov, son las formas cuadraticas definidas
positivas, esto es,

V(z) = 2" Px

donde P € M(n,n) simétrica y definida positiva. Recordemos que una matriz P es definida
positiva y escribimos P > 0 si y s6lo si todos los valores propios de P son positivos, de
manera equivalente si y sélo si todos sus menores principales son positivos.
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La estabililidad asintética del sistema (4.2) también puede ser estudiada usando el método
directo de Lyapunov. Consideremos una funcién cuadritica definida positiva V(z) = 27 Px.
La derivada de V respecto del sistema (4.2) estd dada por:

V(x)|(4.2) =2 Pi+ 3" Prx = 27 (ATP + PA)x = —2"Qux
donde @ es la matriz simétrica definida por:
ATP 4+ PA=-Q. (4.3)

Si @ es definida positiva, el origen es asintéticamente estable. La ecuacién (4.3) es llamada
ecuacion de Lyapunov. El siguiente teorema caracteriza la estabilidad asintotica del origen
del sistema lineal (4.2) en términos de la solucién de la ecuacién de Lyapunov.

Teorema 4.2.6. Una matriz A es Hurwitz si y solo si dada cualquier matriz simétrica y
definida positiva () existe una matriz simétrica y definida positiva P, tales que satisfacen la
ecuacion de Lyapunov (4.3). Ademds, si A es Hurwitz, entonces P es la tinica solucion de

(4-3) -

La prueba de este teorema puede consultarse en [31].

4.3. Condiciones de estabilidad para sistemas modela-
dos en Bond Graph
La expresién de un sistema modelado en Bond Graph en espacio de estado es:
& = Ax + Bu
donde A, B son matrices y cumplen las siguientes formas.
A = (811 + s12Ms91) F, B = (813 + $12M s23).
La matriz M tiene la siguiente forma M = L(I — sy L)L, La matriz F es diagonal.

Analizamos dos condiciones, la condicén bésica y la condicién general.

4.3.1. Condicion basica

La condicion basica para la estabilidad de un sistema lineal que se utilizaba antes de la
condicién de Lyapunov, estd definida por

AT+ A>0

en términos de las submatrices de la estructura de union de un sistema lineal modelado en
Bond Graph es:
[(811 + 812M821)F]T + (811 + 812M$21)F >0
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Simplificando
F'(s11 + s12Ms21)" + (s11 + $12M891)F > 0

FTS{l + FTQS‘%;MTS?Q + SHF + 812M321F>0

Las matrices F', FT y M son definidas positivas, (F >0, FI'>0y M > 0). Entonces
tenemos las siguientes opciones:

FTS’{I + FTSglMTS,{Q + 811F + 812M821F >0
HH) + HEEHE) + B+ )
(HH)H)=) (H(H) (=) )

para que la anterior expresion se cumpla, se requiere las siguientes condiciones:
1. s, >0
2. Sgl = —S812
3. 811 >0

T _
4. 812 — _821.

4.3.2. Condicién general

La funcién de energia es dada por la ecuacion:
V(z) = 2" Pr.

donde la matriz P es simétrica y definida positiva.
La condicién general fue dada en la ecuacién (4.3), llamada ecuacién de Lyapunov, para

sistemas lineales,
ATP 4+ PA > 0.

Sustituyendo las matrices y realizando los productos.
[(811 + 812M821)F]T P+ P(SH + 812M521)F > 0.

FT(s11 4+ 519Ms91)" P + P(s11 + s19Ms91)F > 0.
FS%}P + FSCQZ;MTS{QP + PspF' + PsioMso F' > 0.

Las matrices F' y M son definidas positivas, (F' > 0, M >0 M T >0 ). Entonces tenemos
las siguientes opciones:

Fsh P+ Fst MTsT,P +  PspyF + PsigMso I >0
(HHEH) + (HEEHEE) + (H)EH) )+ () ) )
(H)H)H)()(+) (H)H () ()

nuevamente, para que la anterior expresion se cumpla, se requiere las siguientes condiciones:
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1. s >0
3. s11>0

T __
4. S19 = —S21.

4.4. Criterio de estabilidad en Bond Graph

En esta seccion, se determinan la funcién de energia y la ecuacion de Lyapunov en forma
general para sistemas modelados en Bond Graph, considerando el ejemplo del circuito de la
figura 2.9, el resultado encontrado se aplica en la determinacion de la estabilidad de esos
casos de estudio.

Lema 4.4.1. Sea la matriz F' de la ecuacion constitutiva z = Fx, luego

f12 0O --- 0
ol 0 f2 -+ 0
o 0 --- fﬁ

entonces la matriz P = F~2 satisface la ecuacion de energia V(z) = 27 Pz.

Prueba. La funcion de energia para sistemas modelados en Bond Graph, se deduce a
partir de la relacién constitutiva de los elementos de almacenamiento, z = Fx, de donde
r = F~'2, la matriz F' es una matriz diagonal, entonces F~! es diagonal y F~! = (F~1)T,
sin pérdida de generalidad proponemos la matriz de 2 x 2,

0
F—l — fl ’
(5 5
donde se propone una matriz P de la siguiente forma,
a b
-(ta)
ahora sustituimos en la funcién de energia:

V(z) =a'Px
=T(FY'PF 12 =TF'PF2

_ T afi b 71_Ta12b
—z(c de)F z—z(c df22 z.

aff b
c df )’

donde la matriz
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debe ser simétrica y definida positiva, por lo tanto c =b =0y a = d > 1. Por lo tanto, la
forma cuadratica de la funcién de energia es:

V(z) =alPx

o (F 0

Asi, se propone una matriz P € R? de la forma:

20N (A 0N e
(5 3)-(k 4) -

Por lo tanto, la matriz P se puede calcular apartir de la matriz inversa de la matriz F' elevada
al cuadrado, ya que en la funcién de energia V(z) = 2T F~22

P=(F')2=F2

En forma general, P € R", se propone:

f12 0O --- 0
0 2 .00
po| Ot
o 0 -.- f,%

Corolario 4.4.2. Sea P la matriz como en lema 4.4.1 y sea A la matriz del sistema, entonces
la notacién indicial Ay;P; + A P; satisface la ecuacion de Lyapunov V(x) = ATP + PA,

Prueba. Una matriz m x n es la que tiene m filas (horizontales) y n columnas (verticales)
de elementos. En el simbolo A;;, usado para representar a un elemento tipico de la matriz,
el primer subindice indica la fila y el segundo la columna ocupada por el elemento. El
agrupamiento rectangular de elementos indicado por

All A12 e Aln
Aij _ A.Zl A'12 : Aln
Aml A12 e Amn

La funcién de energfa en forma general es V(z) = z” Pz, donde

P 0 --- 0
0 P -+ 0
o 0 --- P,

La ecuacién de Lyapunov esta dada por V(x) = ATP 4 PA, la notacién indicial es:

V(z) = Ay P+ AP
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1. Para el valor de i = j = 1, tenemos V(x) = AP+ AP =2A4P.

2. Para el valor de ©+ = 7 = 2, tenemos

V(m) _ 2A11 P, AP + An Py
Ao Po + Ao Py 2A95 P

3. En general para el valor de i = 7 = n, tenemos

2411 P, AP+ Ay Py -+ AyPr+ AnP,
. Ao Py + APy 245 Ps coo Ao P+ Apo P,
V(z) = , : : -
Anlpn + Alnpl AnZPn + A2nP2 e 2AnnPn

4.4.1. Obtencién de la funciéon de energia V(z) en el Bond Graph

Primeramente, se plantea el problema: como determinar la funcién de energia V(z) de
un sistema modelado en Bond Graph

La funcién de energia propuesta para sistemas modelados en Bond Graph, se deduce a
partir de la relacion constitutiva de los elementos de almacenamiento, 2 = F'x, de donde
r = F~'z, la matriz F es matriz diagonal, entonces F'~! es diagonal y F~! = (F~ 1T sin
pérdida de generalidad proponemos la matriz de 2 x 2,

0
F*l _ fl ’
(5 5
donde se propone una matriz P de la siguiente forma,
a b
r-(ta)
ahora sustituimos en la funcién de energia:

V(z) =a'Px
=T(FY)TPF 1 =TF'PF 2

:zT(afl d?Q )F‘lz:zT(aflz d?% )z

aff b
c df )’

donde la matriz
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debe ser simétrica y definida positiva, por lo tanto c =b =0y a = d > 1. Por lo tanto, la
forma cuadratica de la funcién de energia es:

V(z) =2"Px
(70
- 0 f3)"

Asi, se propone una matriz P € R? de la forma:

9 2
(4 5)-(4 ) s

Por lo tanto, la matriz P se puede calcular apartir de la matriz inversa de la matriz F' elevada
al cuadrado, ya que en la funcién de energfa V(z) = 2T F~22

P=(F')?=F7"

En forma general, P € R", se propone:

f12 0O --- 0
0 2 .00
po| Ot
o 0 -.. f,%

4.5. Forma general de la ecuacién de Lyapunov

Una matriz m X n es la que tiene m filas (horizontales) y n columnas (verticales) de ele-
mentos. En el simbolo A;;, usado para representar a un elemento tipico de la matriz, el primer
subindice indica la fila y el segundo la columna ocupada por el elemento El agrupamiento
rectangular de elementos indicado por

All A12 T Aln
A,L-j _ A.Ql A.12 : Aln
Aml A12 T Amn

La funcién de energfa en forma general es V (z) = 27 Px, donde

P 0 - 0
0 P --- 0
P = S .
o 0 --- P,

La ecuacién de Lyapunov esta dada por V(x) = ATP + PA, la notacién indicial es:

V(z) = Ay P+ AP
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1. Para el valor de i = j = 1, tenemos V(x) = AP+ AP =2A4P.

2. Para el valor de ¢« = 7 = 2, tenemos

V( ) = 2A11 P APy + An Py
Ao Po + Ao Py 2A95 P

3. En general para el valor de 1 = j = n, tenemos
2A11 P, AP+ Ay Py -+ AP+ AnP,
. Ao Po + Ao Py 245 Ps AopPo + Ao P,
V(z) = . : :
Anlpn + Alnpl AnZPn + AQnP2 QAnnPn

Ecuacién de Lyapunov V(z), derivada de la funcién de energia

en el Bond Graph

En la figura 4.1 retomamos el ejemplo del circuito RCI, donde mostramos su Bond Graph.

4.5.1.

Figura 4.1: Circuito RCI y Bond Graph.

La matriz de estados A es:

T CiR; L
A=
1 Ry
Cq L1
donde la matriz F es )
o 0
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La funcién de energia es:

_ —-1\2 __ 012 0
P=(F )_(0 i)

La ecuacién de Lyapunov relacionada con el Teorema 4.2.4 es:

200 Lf @
ATP + PA - L2 R102 Cl Ll .
C_i ﬁ —2L1Rs

(La matriz A representa un sistema estable?

Para saber si la matriz A es matriz de estabilidad o matriz de Hurwitz, hacemos uso
de la definicién 4.1.1. Recordamos los valores para los elementos del circuito dados en la
simulacion, R; = 10Q2, C; = 9.1f, Ry, = 9Q y L1 = 0.1H, sustituyendo en la matriz A,
tenemos:

0.10989  —90

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(A — A) = 0, es 2.08791 +90.011\ + \? y sus
valores propios son A\; = —89.9878, Ay = —0.0232022, los dos valores son negativos, por lo
tanto, la matriz A si representa un sistema estable.

( —0.010989 —10 )
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4.6. Casos de estudio

Considerando los ejemplos del capitulo dos, a los cuales se calcula la funcién de energia
y la ecuacién de Lyapunov.

4.6.1. Sistema mecanico 1

Bond Graph de un sistema mecanico dado en el capitulo dos, se ilustra en la figura 4.2.

1
1 = 5 :myg
Figura 4.2: Sistema mecéanico y Bond Graph del ejemplo 1.

La matriz de estructura de unién

0 1 0
£, 0 1]0 10 jﬁ 311:(_1 0) 312:(_1>
es | = =1 0]-1]1 74

0 1/ 07]0 —2
f2 ‘ ‘ €1 821:(0 1) 82220-

Relaciones constitutivas

Las relaciones constitutivas de los elementos que forman parte el sistema son:
1

F=| ¢

(4

Matriz de estados, A

) M=L=R,= 89 =0.

S= O

La matriz de estados A se determina por:

SIS

A= (s11+ s512M59)F =

Q=
]y
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Funcién de energia

La funcién de energia se calcula elevando al cuadrado a la matriz inversa de F'.
c? 0
— —1\2 _
N

Ecuacién de Lyapunov

La ecuacién de Lyapunov se calcula de la siguiete manera:

ATP + PA =
< L0 _2LR

(La matriz A representa un sistema estable?

Para saber si la matriz A es matriz de estabilidad o matriz de Hurwitz, hacemos uso
de la definiciéon 4.1.1. Recordamos los valores para los elementos del circuito dados en la
simulacién, R = 10Ns/m, C = 0.lm/N y L = 0.2Ns?/m, sustituyendo en la matriz A,

tenemos:
0 5
—10 —-50

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(A — A) = 0, es A + 50\ + 50 y sus valores
propios son A\; = —48.9792, Ay = —1.02084, los dos valores son negativos, por lo tanto, la
matriz A si representa un sistema estable.
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4.6.2. Sistema mecanico 2

Un Bond Graph de un sistema mecénico dado en el capitulo dos, se ilustra en la figura
4.3.

1 6 1 12

12 23 /
MS, of () ———A 1 ————] i 0—2 1

o~
o~

Figura 4.3: Sistema mecéanico y Bond Graph del ejemplo 2.

La matriz de estructura de union

e 0 -1 o0 0 0 o] -1 o 0o |1 gz
fs5 1 0 -1 o0 0 0 0 0 o |o f5
es 0o 1 0o -1 o0 0 1 -1 o0 |o 68
fi1 0o o 1 0 -1 0 0 0 o |o f“
e14 — 0 0 0 1 0 -1 0 1 -11]o0 614
fi6 0 0 0 0 1 0 0 0 0 |o 516
fe i 0 -1 0 0 0 0 0 0 |0 S8
fi2 0o o0 1 0 -1 0 0 0 o |o 512
fis 0 0 0 0 1 0 0 0 0o |o 6115
0o -1 o0 0 0 0 -1 0 0
1 0 -1 0 0 0 0 0 0
_ 0o 1 0 -1 o0 0 _ 1 -1 o0
S11 = 0o o 1 0 -1 o0 S12 = o o0 0
0 o 0 1 0o -1 0 1 -1
0 o 0 0 1 0 0 0 0
Lo 10 0 o 0 0 00
S21 = 8 8 é 8 *11 g S22 = 0 0 0 o
0 0 0 O

Relaciones constitutivas

Las relaciones constitutivas de los elementos que forman parte el sistema son:

Riz O 0
8 Raz 0 = S99 = 0.

© oo o ofk
cooo&‘»—-o
N
oo ofko o
co&‘uooo
w
oGk o o oo

S‘HOOOOO
|
h
|
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Matriz de estados, A

La matriz de estados A se determina por:

_Rip _ 1 Rip
Iy C12 Iz 0 0 0
1 1
n 0 ~1 0 0 0
R 1 _Rip+Rpz _ 1 Ros 0
I Ci2 I Ca3 I3
A = (811 + s12Ms91)F =
1 1
0 0 o 0 A 0
Ro3 1 _ Ro3+R3 1
0 0 Iz Ca3 I3 Cs
0 0 0 0 = 0
3

Funcién de energia

La funcién de energia se calcula elevando al cuadrado a la matriz inversa de F.

2 0 0 0 0 0

0 C4% 0 0 0 0

e | 0O 0 I3 0 0 0
P=F" =109 o o Cz 0 0
0o 0 0 0 IZ2 0

o 0 0 0 0 C2

Ecuacién de Lyapunov

La ecuacién de Lyapunov se calcula de la siguiete manera:

2 2 2 2
c I Ryol I2R
_2I1R ~12 11 277 2112 0 0 0
1712 Iy Ci2 I; T 1
2 2 2 2
Cip _ Iy 0 3 _C1a 0 0 0
Iy C12 Ci12 Iz
2 2 2 2 2 2 2 2
Rygl I12Ryo I c2. I Rogl 12 Rog
papg_ | R o cnein o mEiodim
™ o c2 12 12 c2
0 0 23 _ -2 0 —3 23 0
Iz Ca3 Ca3 I3
2 2 2 2 2 2
Rogl 12 Rog I c c I
0 0 ot n oy 1 2(BastRa) g - oy
c? 12
3 _ I3
0 0 0 0 Ty Cs 0

(La matriz A representa un sistema estable?

Para saber si la matriz A es matriz de estabilidad o matriz de Hurwitz, hacemos uso
de la definiciéon 4.1.1. Recordamos los valores para los elementos del circuito dados en la
simulacién, I} = 0.3Ns?/m, I, = 0.3Ns*/m, I3 = 0.3Ns*/m, Ci = 0.1m/N, Co3 = 0.1m/N,
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C3 =0.2m/N, Ri1s = 8Ns/m, Ro3 = 9Ns/m, R3 = 10N s/m, sustituyendo en la matriz A,
tenemos:

—26.6667 —10 26.6667 0 0 0
3.33333 0 3.33333 0 0 0
26.6667 10 —56.6667 —10 30 0

0 0 3.33333 0 -=333333 0
0 0 30 10 —63.3333 —5
0 0 0 0 3.33333 0

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(A] — A) = 0, es A6 4 146.667\°> +5261.11 % +
32833.3\3 + 77963)\2 + 68518.5\ + 18518.5 y sus valores propios son A\, = —94.6616, \y =
—44.8634, A3 = —2.83569 + 0.983835¢, Ay = —2.83569 — 0.983835i, \s = —0.972624, \¢ =
—0.497641, la parte real de los valores propios son negativos, por lo tanto, la matriz A si
representa un sistema estable.
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4.6.3. Sistema mecanico 3

Otro ejemplo de un sistema mecanico y su correspondiente Bond Graph dado en el
capitulo dos, se ilustra en la figura 4.4.

v (t) 02 ref
5 C
% L& TL"
1 1)2 @ ]
1)3 /Uil
MS, v (1) — 0 ‘ 1 — TF G,
n
2 6
“ T ——i R

Figura 4.4: Sistema mecanico y Bond Graph del ejemplo 3.

La matriz de estructura de unién

1
f 0 0 |-%]1 2 511 = 00 si=(
[ 0 0| 2o € 00 v
5 = T
er T =21 010 i .
€1 321:(F ——) 82220.
L0 1
F:(Cl 1) M=L=—
0 o R

Matriz de estados, A

La matriz de estados A se determina por:

o 13
C1r2R Chor?R
A = (511 + s12Ms91)F =

n
Cir2R Cor?R
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Funcién de energia

La funcién de energia se calcula elevando al cuadrado a la matriz inversa de F'.

_ —1\2 __ 012 0
b= )_< e

Ecuacién de Lyapunov

La ecuacién de Lyapunov se calcula de la siguiete manera:

_20, _nCt | Cin
T r2R Cor?R r2RCq
AP+ PA =
n_Cf + 022” _M
Cor2R r2RCq r2R

(La matriz A representa un sistema estable?

Para saber si la matriz A es matriz de estabilidad o matriz de Hurwitz, hacemos uso
de la definicién 4.1.1. Recordamos los valores para los elementos del circuito dados en la
simulacién, V; = 0.5N, C; = 0.2m/N, Cy = 0.lm/N, R = 9Ns/m, n = 10 y r = 10,
sustituyendo en la matriz A, tenemos:

—0.00555556 0.111111
0.0555556  —1.11111

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(A — A) = 0, es A2 4+ 1.11667\ y sus valores
propios son A\; = —1.11667, Ay = 0, el cual sélo uno de los dos valores propios es negativo,
por lo tanto, debemos verificar si la matriz () es definida positiva.

Q= 0.000444444  —0.005
N —0.005 0.0222222

La matriz ) no es definida positiva, por lo tanto la matriz A no representa un sistema
estable.
Cambiando el valor en n = 0.1, se tiene la matriz

. —0.00555556  0.00111111
— \ 0.000555556 —0.000111111

cuyo polinomio caracteristico es A2 + 0.00566667\ + 1.53595 x 10722 y sus valores propios
son \; = —0.00566667, Ay = —2.71051 x 1072, los dos valores propios son negativos, por lo
tanto, la matriz A si representa un sistema estable.
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4.7. Ejemplos con bond activo y bond adaptado

4.7.1. Ejemplo 1

Se presenta un circuito eléctrico con fuentes dependientes, del capitulo tres, el cual se
muestra en la figura 4.5.

R:R, R:R, IL, kR,
3 5 6 8 10 12 15
1t T 11 0 Al — — = ——N1+——>(C.C,
;r 1[ a, 9[
MSe: V. C:C, C:C,

1

Figura 4.5: Circuito eléctrico con fuentes dependientes y Bond Graph.

La matriz de estructura de unién

La matriz de estructura de union del sistema es

£ 0 0 0 01 -1 010 “
fo 0 0 -1 0/0 1 010 ©
e1 0 1 0 —=¢|0 0 =¢£]o0 Ju
fs =1 o o 1 olo o o]0 €15
es -1 0 0 0]0 0 01 g
er L 1 0 0/0 0 o010 J7
a €14
J1a 0O 0 1 01/0 0 o010
€1
Se identifican las submatrices, las cuales son:
00 0 0 1 -1 0
s |00 -1 0 |0 1 0 S_;_olgg
11 01 0 —¢ 12 0 0 —¢ 21 a1 X
00 1 0 0 0 0 00 0
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L0 0 o0
000 T 0 z 0 0
sso=1 0 0 0 F= G M=1L~= 0 = 0
0O 0 = 0 Ro
0 00 Ly 0 0 L
0o 0 0 = B3
C3
Matriz de estados, A
La matriz de estados A se determina por:
Raa?+R; 1
- a%QCER1 R a1C2 Ry O O
g
a1C1 Ra >R> L
A = (511 + s512M591)F =
0 & _ &
Co Li1R3 C3
0 0 - 0

Funcién de energia

La funcién de energia se calcula elevando al cuadrado a la matriz inversa de F.

c2 0 0 0

e | 0 C3 0 0
P="07=1 10 o 12 o
0 0 0 C2

Ecuacién de Lyapunov

La ecuacién de Lyapunov se calcula de la siguiete manera:

QCl(Rga%"rRl) C% 022 O 0
aiR Ry a1C2Rs a1R2C1
¢, G 20y n_a 0
T a1C2Ro a1 RoCq R> Cy Ly
AP + PA =
0 g I A S
Co Ly R3 Ly C3
C2 L2
0 0 =3 __ 5_1 0

L1 Csy
(La matriz A representa un sistema estable?

Para saber si la matriz A es matriz de estabilidad o matriz de Hurwitz, hacemos uso
de la definicién 4.1.1. Recordamos los valores para los elementos del circuito dados en la
Simulacién, R1 = ]_OQ, Cl = Olf, ay = 9, RQ = 109, CQ = Olf, L1 = OIH, Rg = ]_OQ,
C3 = 0.1f, sustituyendo en la matriz A, tenemos:
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1. Con el valor de £ =0,

—1.01235 0.111111 0 O
0.111111 -1 —-10 0O
0 10 0 0
0 0 10 0

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(Al—A) = 0, es A142.01235\3+101.\% +
101.235) y sus valores propios son A; = —0.499938 + 9.98688:, \y = —0.499938 —
9.98688:, A\3 = —1.01247, A\, = 0, la parte real de los valores propios son negativos, por
lo tanto, la matriz A si representa un sistema estable.

2. Con el valor de £ =1,

—1.01235 0.111111 0O 0

0.111111 —1 —10 O
0 10 -1 -10
0 0 10 0

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(A\] — A) = 0, es A + 3.01235)\3 +
203.012)\2 + 303.469\ + 100 y sus valores propios son \; = —0.750297 + 14.13091,
Ay = —0.750297—14.1309¢, \3 = —1.02413, Ay = —0.487625, la parte real de los valores
propios son negativos, por lo tanto, la matriz A si representa un sistema estable.
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4.7.2. Ejemplo 2

Se presenta el Bond Graph del motor de corriente directa con retroalimentacién de estado,
del capitulo tres, se muestra en 4.6.

=

—1.:

Q

MSf R:R, R:R
- \
1 8 12
C:-C . 1 2 'O/ 6 $ T ao— 7 - 14
1N 11T 1y= — — — 21 7 21 -_——
3[ 9 n 13
4 Y
R:R, LL, ] I:J
5 /:1
Figura 4.6: Sistema fisico del motor de CD y Bond Graph.
La matriz de estructura de unién
€4
f1 0 -1 —=¢|0 0 0 |1 f
eg 1 0 —n|l =1 010 f9
es | | € n 0]& 0 —1]0 613
fs | 10 = —1]0 0 01 63
s 01 01]0 0 010 68
fi2 00 1]/0 0 010 J}z
1
0 -1 —=¢ 0O 0 0 0 —=¢ -1
S11 = 1 0 —n S19 = 1 -1 0 S91 = 0 1 0
& n 0 E 0 —1 0 0 1
000 & 00 = 0 0
spp=1000] F=[ 0 £ 0 M=L=|( 0 5 0
0 00 0 0 Li 0 O RL
J J
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Matriz de estados, A

La matriz de estados A se determina por:

Lo L;
. o 1 R3+fRs _ nRs3+1
A= (s +soMsa)F =] & LoR3Ra L, R3

£ nR3—¢2 _ Rs+ERy

C LoR3 LyR3sRy

Funcién de energia

La funcién de energia se calcula elevando al cuadrado a la matriz inversa de F.

cz 0 0
P=(F1Y=[ 0 L2 0
0 0 L2

Ecuacién de Lyapunov

La ecuacién de Lyapunov se calcula de la siguiete manera:

0 L _ < €Ly _ of¢
Ch Lg C1 Ly
ATpypa=| L& _2 _ 2La(Rs+£Ra) L5(nRs—¢*)  L2(nRa+1)
Cq Lq R3R, LoRs3 LjR3
€Ly _ Ccp¢ L3(nRs-€)  12(nRst1) 2Ly (Rs+ERy)
I8l L, LoR3 L, R3 R3R;

(La matriz A representa un sistema estable?

Para saber si la matriz A es matriz de estabilidad o matriz de Hurwitz, hacemos uso
de la definicién 4.1.1. Recordamos los valores para los elementos del circuito dados en la
simulacién, R3 = 2Ns/m, C; = 0.00lm/N, R, = 10Q, L, = 0.1H, R; = 10radNsm,
L; = 0.5Kg/m? n = 10, sustituyendo en la matriz, tenemos:

1. Con el valor de £ = 0,

0 —-10 0
1000 -1 =21
0 100 —0.2

cuyo polinomio caracterfstico se obtiene de det(Al—A) = 0, es —A3—1.2A?—12100.2\ —
2000 y sus valores propios son A\; = —0.517356 4+ 109.999¢, Ay = —0.517356 — 109.999:,
A3 = —0.165289, la parte real de los valores propios son negativos, por lo tanto, la
matriz A si representa un sistema estable.



116 Ejemplos con bond activo y bond adaptado

2. Con el valor de £ =1,
0 —-10 -2
1000 —6 —21
1000 95 —1.2

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(A]—A) = 0, es —\3—7.2A? —14002.2)\ —
4000 y sus valores propios son \; = —3.45715 + 118.272i, \y = —3.45715 — 118.2721,
A3 = —0.28571, la parte real de los valores propios son negativos, por lo tanto, la matriz
A si representa un sistema estable.
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4.7.3. Ejemplo 3

Se presenta el Bond Graph del motor de corriente directa con retroalimentacién de estado,
del capitulo tres, pero con cambio de orientacién en el bond nimero 5, se muestra en 4.7.

MSf R:R, R:R.
\ \
1 8 12
y 1
001\ - i< 2 :0————6 1 2 — GY- & /:1|-£—
/
3[ 9 n 13
y 14
R:R, LL, 1:J
_ i1

Figura 4.7: Sistema fisico del motor de CD y Bond Graph modificado.

La matriz de estructura de unién

£, 0 -1 ¢€]l0 0 o1 “

eq 1 0 —n|l1 =1 010 Jo

es | | ¢ n 0|-¢ 0 -1]0 S

H 171 0 = 1170 0 0|1 “3

£ 0 1 00 0 0]0 °s

fro o 0 1]l0 0 o010 12

fi
0 -1 ¢ 0 0 0 0 —¢ 1
S11 = 1 0 —n S12 = 1 -1 0 S91 = 0 1 0
& n 0 £ 0 -1 0 0 1
000 & 0.0 = 0 0
sp=[000] F=[ 0 £ 0 M=L=| 0 5z 0
000 0 0 £~ 0 0 gz
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Matriz de estados, A

La matriz de estados A se determina por:

_ 1 £
O La LJ
. . 1 R3+fRa _ nRs—1
A = (811 + s12Ms91)F = ol LoR3Ra L;Rs
& nR3+&2 __ R3+&Ry
C1 LoR3 LjR3sRy

Funcién de energia

La funcién de energia se calcula elevando al cuadrado a la matriz inversa de F.

cz 0 0
P=(F1YH=[ 0 L2 0
0 0 L2

Ecuacién de Lyapunov

La ecuacién de Lyapunov se calcula de la siguiete manera:

0 B e o
Cq Lg Ch L;
ATprpA=| L_¢  2Lu(Rs+€Ra) L5 (nRs+€%)  L2(nRs—1)
C1 La R3R, LoR3 LjRs
€Ly _ Ccpe L3(nRs-€)  12(nRst1) _2L,(Rs+ERy)
Ch I, LaRs L, Rs R3Ry

(La matriz A representa un sistema estable?

Para saber si la matriz A es matriz de estabilidad o matriz de Hurwitz, hacemos uso
de la definicién 4.1.1. Recordamos los valores para los elementos del circuito dados en la
simulacién, Rs = 2Ns/m, C; = 0.00lm/N, R, = 10Q, L, = 0.1H, R; = 10radNsm,
L; = 0.5Kg/m? n = 10, sustituyendo en la matriz, tenemos:

1. Con el valor de £ =0,
0 9.9 0
9.9 —-0.02 9999.9
0 9999.9 -2

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(Al — A) = 0, es —\* — 2.02A? + 9.9 x
10"\ + 200 y sus valores propios son A\; = —10001, Ay = 9998.9, \3 = —2 x 107, la
parte real de los valores propios, sélo dos son negativos, por lo tanto, la matriz A no
representa un sistema estable.
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2. Con el valor de £ =1,

0 9.9  —100000
9.9 —-0.12 10500
—100000 10500 —12

cuyo polinomio caracteristico se obtiene de det(A] — A) = 0, es —\3 —12.12)\2 4+ 1.01 x
109X —1.98 x 10'° y sus valores propios son A\; = —100557, Ay = 100543, A3 = 1.9584,
la parte real de los valores propios sélo uno es negativo, por lo tanto, la matriz A no
representa un sistema estable.






Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

En esta tesis se realizé el analisis energético por balance energético de sistemas lineales
e invariantes en el tiempo modelados en Bond Graph. Se analizaron las propiedades de las
submatrices de la matriz de estructura de unién con el fin de verificar si el sistema es
conservativo de potencia, en otras palabras se verificd el principio de conservacién de la
energia se aplicd a sistemas tanto eléctricos como mecanicos en los cuales se satisfacen las
propiedades.

Para sistemas fisicos en los cuales las propiedades no se satisfacen por la presencia de los
bond activos se recurrié al uso de un bond disenado como un bond adaptado que utiliza
en casos de falla y se puede considerar en la transicién de un bond activo a un bond de
potencia. Una de aportaciones en esta tesis ya mencionada es la propuesta de un balance
de potencia de sistemas fisicos modelados en Bond Graph, el cual se satisfagan o no la
propiedades de las submatrices, el balance de potencia se cumple, ademas de que se hace
en forma matricial y general; de los cuales se proponen el Lema 3.3.1 y Corolario 3.3.2, que
consisten en calcular la matriz e y la matriz f, y realizar el producto matricial de e y f.
Finalmente, se propone la determinacién de las condiciones de estabilidad de un sistema
lineal e invatiante en el tiempo modelados en Bond Graph; esta propuesta consiste en la
obtencion de las funciones de energia del sistema y posteriormente indicar si es o no estable
con las caracteristicas dadas en el Lema 4.4.1 y el Corolario 4.4.2.

5.2. Recomendaciones

Una vez concluida la tesis, se consideran trabajos a futuro sobre analisis energético y
sistemas modelados en Bond Graph, se enumeran algunos de ellos.

1. Una posibilidad es indicar donde se encuentran las submatrices que satisfacen las pro-
piedades para que un sistema sea conservativo de potencia dentro de las dos matrices
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Recomendaciones

propuestas.
Otro trabajo a futuro es aplicar los resultados de esta tesis a sistemas no lineales.

Una investigacién a sistemas con un nuevo enfoque como una aeronave en vuelo, un
misil en su trayectoria, un barco o submarino en marcha en el mar, un vehiculo en
movimiento en tierra, etc, con la intencién verificar el balance de potecia.

Finalmente, otra investigacién més ambiciosa serfa la de obtener un Bond Graph don-
de contenga y se pueda obtener directamente la funcién de energia y la funcién de
Lyapunov.



Apéndice A
Publicaciones

En el presente apéndice se incluyen articulos realizados durante la estancia en maestria
y derivados del presente trabajo, etc.

1. Academia Journals Morelia 2019

2. Academia Journals Celaya 2018
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BALANCE ENERGETICO DE SISTEMAS MODELADOS EN BOND GRAPH

Blanca de Jests Gomez Orozco?, Gilberto Gonzalez Avalos?

Resumen— En el presente articulo se propone analizar el balance energético de un sistema modelado en bond graph. La plataforma
de modelado de bond graph determina un modelo grafico del sistema, a partir del cual se pueden obtener, la realizacion en espacio
de estado, funciones de transferencia, estado estacionario, controlabilidad, observabilidad y estabilidad estructural, asi como el
disefio de controladores. Asi mismo, mediante bond graph se puede modelar sistemas que contengan diversos dominios de energia
(eléctrico, mecanico, magnético, hidraulico y térmico). El balance de potencia propuesto tiene la ventaja de aun cuando existe el
bond activo que se utiliza como sefial ya sea para incrementar la esfuerzo, flujo o la potencia, el balance de potencia se cumple y
el sistema es conservativo de potencia, lo cual no sucedia con los otros balances mencionados por la razén de que no se cumplian
las propiedades de sistema conservativo de potencia.

Palabras clave—Bond graph, modelado, balance, esfuerzo y flujo.

Introduccién

Una de las mas importantes y fundamentales leyes de la naturaleza es el principio de conservacion de la energia.
Este expresa que, durante una interaccion de elementos, componentes, la energia puede cambiar de una forma a otra,
pero su cantidad total permanece constante. EI cambio en el contenido energético de cualquier sistema es igual a la
diferencia entre la entrada y la salida de energia, y el balance de ésta se expresa como E.pniraaa — Esaiiaa = AE. Esta
relacion es mas conocida como balance de energia y es aplicable a cualquier tipo de sistema que experimenta cualquier
clase de proceso.

Uno de los balances de potencia tradicionales en el modelado de Bond Graph consiste en analizar elemento a
elemento la potencia P;, esta potencia es el producto de dos variables, un esfuerzo e; y un flujo f;. La potencia total
del sistema es la suma del producto de cada elemento. Otro balance de potencia analiza las propiedades de las
submatrices de la matriz de estructura de union S. Este estudio pretende comprobar que un sistema en bond graph es
un sistema conservativo de potencia con la matriz de estructura de unién S. Para esto se analiza las propiedades de las
submatrices de la matriz de estructura de union, las cuales cumplen con el principio de conservacion de energia si se
satisfacen las siguientes propiedades: (1) s, Y 55, SOn antisimétricas y (2) s;, =—s2,. Como resultado se obtiene otra
forma de calcular el balance de potencia en un Sistema modelado en bond graph. Este consiste en calcular el producto
de las dos variables de potencia, esfuerzo y flujo en forma general y en forma matricial. Cuando el producto de las
matrices esigual acero P = e.f = 0, se puede afirmar que el sistema es conservativo de potencia.

Modelado de Sistemas en Bond Graph
Antecedentes

El modelado de Bond Graph fue creada por Henry Paynter en los afios 1959 y 1961, él incorpora la nocion de
puerto de energia en su metodologia posteriormente se formaliza por Karnopp y Rosenberg en los afios 1983 y 1990,
(Karnopp & Rosenberg, 1975). Los promotores destacados del modelado de Bond Graph fueron J. Thoma en el afio
1975y Breedveld en el afio 1984, (Karnopp, 1990).

El modelado en Bond Graph es una herramienta grafica para el modelado de sistemas de ingenieria, especialmente
cuando existen diferentes dominios fisicos involucrados. Bond Graph permite construir modelos de sistemas fisicos
como eléctricos, mecanicos, hidraulicos, etc., utilizando solamente un pequefio conjunto de elementos

A continuacién, se da una introduccién de los elementos y conceptos bésicos del modelado en Bond Graph.

1Blanca de Jestis Gomez Orozco, Licenciada en Ciencias Fisico Matematicas es estudiante de Maestria en Ciencias en Ingenieria
Mecéanica en la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, Morelia, Michoacan. blajego@gmail.com (autor
corresponsal)

2 Gilberto Gonzélez Avalos, Doctorado en Ingenieria eléctrica, es profesor de Maestria en Ciencias en Ingenieria Mecénica en la
Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, Morelia, Michoacan. gilmichga@yahoo.com.mx




Conceptos basicos
Bond Graph es una representacion grafica de un sistema dinamico fisico. EI componente fundamental en el
sistema describe como fluye la potencia a través de puertos de energia, Ilamado bond de energia. Un bond es dibujado
como un borde con una media flecha como se puede apreciar en la Figura 1.
Bond
A——B
Figura 1. Bond.

Las variables que describen la union de dos puertos son llamadas variables de potencia, las cuales son esfuerzo
e(t) y flujo f(t). Estas variables también son llamadas variables de bond generalizadas debido a que pueden ser
utilizadas en todos los dominios de energia (ver Cuadro 1).

Variable Sistema mecanico . . . P
— — Sistema eléctrico | Sistema hidraulico
Traslacion Rotacion
Esfuerzo e(t) Fuerza F Torque T Voltaje e Presion P
Flujo f(t) Velocidad V' | Velocidad angular w Corriente i Caudal Q

Cuadro 1. Variables generalizadas para sistemas eléctricos, mecanicos e hidraulicos.

La causalidad es una propiedad muy importante en esta técnica, nos da la relacidn causa-efecto. Las relaciones
de causa-efecto para esfuerzos y flujos son representadas en direcciones opuestas. Una marca en un bond, llamada
trazo causal (barra vertical al inicio o fin de un bond) indica como esfuerzo e(t) y un flujo f(t) son determinados
causalmente en un bond (ver Figura 2).

e —> € .
= - ~7 Entra esfuerzo, sale flujo
€ — € .

- Entra flujo, sale esfuerzo

Figura 2. Causalidad en esfuerzo y flujo.

Los elementos que conforman un Bond Graph se pueden clasificar en cinco grupos o campos de acuerdo a su
poder o las propiedades de la energia (ver Figura 3):
a) El campo de la disipacion de R, en el que se pierde la energia del sistema.
b) EIl campo de almacenamiento de C e I, que son la energia conservativa.
¢) El grupo general de conexiones de estructura 0, 1, TF y GY , que conserva la energia.
d) El campo fuente o de origen s, y s;.
e) Elcampo D, que es el detector.

MS,, MS,

u

IC ’l 0,1, TF, GY R

¥

D

Figura 3. Diagrama de la estructura de union.

Al vinculo que conecta los campos a la estructura de cruce con los campos fuente, campos de disipacion y campos de
almacenamiento se Ilaman bonds externos y los bonds que se unen a un elemento de la estructura de unién 0, 1, TF y
GY , son llamados bonds internos. Los vectores claves asociados al diagrama de la Figura 1, son:

ox es el vector de estado (p en I, g en C). e D, es el vector de entrada al campo R.
ox es el vector de derivadas de x en funcion del tiempo. e D,,,; es el vector de salida al campo R.
ez es el vector de coenergia (f en I, e en C). ¢ y es el vector de salida.

eu es el vector de la fuente de salidas (e en s, f en s¢).
Las relaciones constitutivas de los campos de almacenamiento y disipacion son z = Fx y D,,,; = L D;,. La relacion
que tienen los vectores dentro de la estructura de unién, llamada matriz de estructura de union es (Sueur & Dauphin-
Tanguy, 1991):



X S11 S12 S13 z
Din | =|S21 S22 S23 <Dout> (D
y S31 S32 S33 u
Los elementos que conforman la matriz toman valores dentro del conjunto {0, +1,+n,+r} donde ny r son los
moédulos de transformadores y giradores, s;; Y s, SONn antisimétricas y s;, =—sI; . La dinamica del sistema en
ecuacion de estado esta dada por:
{x = Ax + Bu @)
y=Cx+Du
Donde cada matriz, se relaciona con las submatrices de la matriz de estructura de unién por:
A= (511 + Sle SZI)F B = (513 + Sle 521)

3
C = (531 + S32M 521)F D = (533 + S32M 523) ( )
La matriz M tiene la siguiente forma M = L(I — s,,L)%, que describe los lazos algebraicos del sistema.

Balance Energético en Bond Graph
Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz de estructura de unién
Uno de los balances de potencia tradicionales es mediante la matriz de estructura de unién, de la ecuacién (1) se debe
cumplir las siguientes propiedades:

Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz de estructura de union
El balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz de estructura de unién, a partir de la ecuacion (1), el
balance consiste en verificar las siguientes propiedades:

1. 541 Y S5, 50N antisimétricas.

2. 51, =—S1,.

Para la demostracion ver (Rosenberg & Karnopp, 1983).

Si se cumplen las dos propiedades, se satisface el principio de conservacion de energia y se dice que el sistema es
conservativo de potencia.
Balance de potencia propuesto

La matriz de estructura de unién para un sistema modelado en Bond Graph esta definida por la ecuacién (1)

la cual se puede reducir a
( x ) _ (511 S12 513) <D()Zut>, (4)
Din S21 S22 S23 u
Ya que la variable de salida no tiene implicaciones en el balance energético. Denotamos a la matriz
(511 S12 513) -
Sa1 Saz Sa3) T
Lema 1. Sea S la matriz de estructura de unidn (4), entonces existen dos matrices e y f, tal que S = e + f.
Prueba: Para la matriz e, s6lo toma en cuenta los esfuerzos de entrada con valores de {+1, +n, +r}, la matriz f toma
en cuenta solo los flujos de entrada con valores de {£1, +n, £}, es decir para la matriz e si el renglon i-ésimo en
presencia de flujo en el vector de entrada , este serd un renglén de ceros, para la matriz f sera renglon cero en presencia
de esfuerzo en el vector de entrada.
La suma de matrices es elemento a elemento, por lo tanto, para probar que S = e + f, notemos que para el renglén
de la matriz e de ceros, para la matriz f ese renglén tendré valores de {0, +1, +n, +r} y para el renglon de la matriz
e con valores de {0, +1, +n, £}, ese mismo renglon de la matriz f sera de ceros.
Entonces para cada uno de los renglones de la matriz S, el renglon i-ésimo es la suma de renglén i-ésimo de la matriz
e con el rengldn i-ésimo de la matriz f, finalmente se reduce a que la suma es el renglon i-ésimo de la matriz e 0 es
el rengldn i-ésimo de la matriz f, ya que uno de los dos es rengldn cero.
Por lo tanto, la matriz S se puede escribir como suma de las matrices e + f.
Corolario 2. Sean e y f matrices como en Lema 1, entonces e” - f = fT - e = 0.
Prueba. La potencia se obtiene como el producto de las dos matrices e y f. Por ser complementarias las matrices
tenemos que el producto punto escero. P = e.f = 0.

Ejemplos ilustrativos
Esta seccidn describe un par de ejemplos donde se aplican los dos balances de potencia y una simulacion para de
manera grafica ver los que ocurre en el sistema, aplicamos primeramente el balance que consiste en verificar las



propiedades de las submatrices de la matriz de estructura de union, después aplicamos el balance de potencia
propuesto, para al final hacer la simulacién mediante el programa 20-sim.

Ejemplo mecéanico

Se presenta el Bond Graph de un sistema mecanico, el cual tiene un resorte y un amortiguador conectados en
paralelo, entonces la fuerza actta en los dos elementos es la suma de la fuerza del amortiguador y la fuerza del resorte.
En la Figura 4 se muestra el diagrama del sistema, el bond graph, vectores clave y la matriz de estructura de unién en

la parte derecha.
=) =) == ()

u=e;, Din=f,, Dout = e,.

e

fs 01 0 0 f3
<e4>=<—1 0 -1 1) e4
£ 01 0 O ez
1

Figura 4. Sistema, bond graph, vectores clave y matriz de estructura de union de sistema mecanico.

e Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz de estructura de union.
Comprobar que las submatrices s;; Y s,, SOn antisimétricas y s;, =—s3,.

_(0 1 _ _ _(0
- N 511-— (_1 0): 5?2 =0,51=(0 1), 512 = (_.1)-
Efectivamente s, es antisimeétrica, la submatriz s,, es la transpuesta negativa de s,,, por lo tanto, se
cumple con el principio de conservacion de energia.

e Balance de potencia propuesto.
Se realiza la separacion de matrices de la matriz S y por lo tanto tenemos:

0 1 0 O 0 0 0 O 01 0 0
S=1-1 0 -1 1)=1|-1 -1 1)+(0 0 0 0]
0 1 0 O 0 0 0 O 01 0 0

Obteniendo el producto propuesto en el Corolario 2.

o

0 -1 0
. . lo 0 o 0100_
flle=e'f= 0 -1 0 0 0 0 0]=0.
0 1 o 01 0 O

El producto del esfuerzo con el flujo da como resultado cero, entonces el bond graph es conservativo y el
sistema satisface el balance de potencia.

e Balance de potencia por simulacion
Haciendo uso del programa de simulacion con los siguientes valores numéricos del sistema: V; = 0.5 m/s,
R = 10N s/m, C = 0.1N/m, I = 0.2Ns?/m, el tiempo de respuesta del sistema se muestra en la Figura 5.

Mecanico 1
0.03 = Pot de V1
0.01 /’( |
-0.01 ‘ ‘ ' '
. 06 = Pot de 11
£ 02
g -02
[=
7]
2 — = Pot de R1
S 02 / o E—
02 '
06 = Pot de C1 |
0.2
0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
tiempo {s}

Figura 5. Gréfica de la simulacién de potencia del ejemplo mecénico.



La figura 5 muestra la dindmica del sistema, las potencias de cada elemento por separado, ademas de la
potencia de la fuente y de la bond activo, en el cuadro 2, se muestran el producto de las potencias de cada
uno de los elementos, en cual se puede verificar de una forma mas sencilla el balance con los elementos de
entra y el resto de los elementos.

Vi R c I
Flujo (1) 0.5 -4.15E-07 | 2.03E-05 | 0.49998007

Esfuerzo e(t) | 2.03E-06 | 2.03E-06 | 2.03E-06 2.03E-06
Potencia 1.02E-06 | -8.45E-13 | 4.14E-11 1.02E-06

Cuadro 2. Valor numérico de las potencias elemento a elemento.

Efectivamente se da el balance de potencia: Y, Potyenies = % POtresto de elementos
PotVy = Pot R+ Pot C + Pot = 1.01744F — 06

Ejemplo mecanico con bond activo

Esta seccion describe un ejemplo donde se aplican los dos balances de potencia, aplicamos primeramente el balance
que consiste en verificar las propiedades de las submatrices de la matriz de estructura de unién, después aplicamos el
balance de potencia propuesto.

Para probar el balance de potencia con bond activos, se presenta el Bond Graph de un amplificador
electrdnico, el cual tiene la funcion de incrementar la intensidad de corriente, la tensién o la potencia de la sefial que
se le aplica a su entrada; obteniéndose la sefial aumentada a la salida. En la Figura 6 se muestra el bond graph, vectores
clave y la matriz de estructura de union en la parte derecha.

=e, =0, x=0, =0,
MbSe: ]" H«!lil_ u=e e’; X . z
, |u‘ Din:(fs), Dout:(eg>_
; 5 i 7 €10 f10
1—2 ) —— MSe—"A TP ——t 1 ——0
TE:k! 1 1
4 8 0 O
2 Jf €4 1+ ka 1+ ka f;
R:R, R:R, fo |=1-1 0 1 0 P
] €10 1 ka 10
0 - e
1+ ka 1+ ka

Figura 6. Bond graph, vectores clave y matriz de estructura de unién de un amplificador.

e Balance de potencia por medio de las propiedades de la matriz de estructura de unién.
Comprobar que las submatrices s;; Y s,, Son antisimétricas y s;, =—sI,.

1

1+ka 0
Sll == 0, 522 = -1 0 1 ’ 521 =10 R 512 - (0 0 0)
! 0
. - . Itka . .
Efectivamente s,; es antisimétrica, la submatriz s;, es la transpuesta negativa de s,;, pero la matriz s,, no
es antisimétrica, por lo tanto, no cumple con el principio de conservacion de energia.
e Balance de potencia propuesto.

Se realiza la separacion de matrices de la matriz S y por lo tanto tenemos:

1 0 1 0 1 1
1+ka 1+ka 1+ka 1+ka 0 0 0 0
S=|-1 0 1 0 |=1]60 0 0 0 J+|-1 0 1 0]}
_ 1 0 ka 0 _ 1 ka 0 0 0 O
Y 1+ka 1+ka 1+ka 1+ka
Obteniendo el producto propuesto en el Corolario 2.
0 0 0
1 1
, y 0 - y 0 0 0 O
flle=e f= +0a 0 0+ @ <—1 0 1 0>=
1 ka 0 0 0 O

0
Mt ka 1+ ka .
El producto del esfuerzo con el flujo da como resultado cero, entonces el bond graph es conservativo y el

sistema satisface el balance de potencia.



e Balance de potencia por simulacion
Haciendo uso del programa de simulacién con los siguientes valores numéricos del sistema: V; = 0.1v,
R; =10Q,R, =90, R, = 8Qyk =1, el tiempo de respuesta del sistema se muestra en la Figura 7.
Amplificador

0.0036 = Pot de V1

0.00545
0.0053 —]—l—li L
0.0528 = Pot de Ri
0.0524

z
& 0.0058 ]
S 0.0052 T Potde Ro
S 0.0046 L

0.004
0.000286 —
0.000284 Pot de RL
0.000282
0.000278

= Pot de Activo |
3.1e-005
2.8e-005 ;

2.5e-005
0

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5
tiempo {s}

Fiaura 7. Gréfica de la simulacion de potencia del amplificador.
La figura 7 muestra la dindmica del sistema, las potencias de cada elemento por separado, ademas de la
potencia de la fuente y de la bond activo, en el cuadro 3, se muestran el producto de las potencias de cada
uno de los elementos, en cual se puede verificar de una forma mas sencilla el balance con los elementos de
entra y el resto de los elementos.

A R; R, R, Activo

Flujo f(t) 0.005279503 5.28E-02 5.59E-03 4.72E-02 | 5.28E-02
Esfuerzo e(t) 1.00E-01 5.28E-03 6.21E-04 5.90E-03 | 6.21E-04
Potencia 5.28E-04 2.79E-04 3.47E-06 2.79E-04 | 3.28E-05

Cuadro 3. Valor numérico de las potencias elemento a elemento.

Efectivamente se da el balance de potencia:}, Pot ryences = X POtresto de elementos
Pot V; + Pot activo = Pot R; + Pot R, + Pot R, = 5.61E — 04.

Comentarios Finales
Resumen de resultados
En este trabajo de investigacién se estudid el balance energético de sistemas modelados en bond graph, un
nuevo balance fue propuesto. EI método propuesto parte de la matriz de estructura de unidn al igual que el balance
con el que ya se trabajaba, con la diferencia que aplica en la existencia de bond activos.

Conclusiones

Los resultados de los ejemplos demuestran la ventaja de este balance propuesto ya que en presencia de los
bond activos el balance de potencia que consiste en verificar las propiedades de las submatrices de la matriz de
estructura de unidn para que el sistema sea conservativo de potencia, no se satisfacen. Fue quizas inesperado el haber
encontrado que el balance de potencia se cumpla para bond activos.
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Comparacion de programas del método de los elementos
finitos en analisis estatico

M.C. Miguel Galindo Villagémez!, LCFM Blanca de Jesis Gomez Orozco?, Ing. Arianna
Bastos Martinez3, L.S.C. Joel Carrefio Urrutia 4

Resumen: Se presenta los resultados comparativos de la aplicacion del método de elementos
finitos de un anélisis estatico entre dos barras fijas con diferentes geometrias y diferentes
programas; Tomando un software desarrollado con un programa libre y uno comercial,
SimScale y Comsol respectivamente. Dicha investigacion se realiz6 en la Maestria en
Ciencias de la Ingenieria Mecéanica en donde se disefiaron las geometrias y se sometieron a
mismas condiciones de andlisis por el método antes descrito.

Palabras clave: Método de elementos finitos, analisis estatico.

Comparison of finite element method programs in static analysis
Abstract: It presents the comparative results of the application of the finite element method
of a static analysis between two fixed bars with different geometries and different software;
Taking software developed with free software and one commercial, SimScale and Comsol.
This research was carried out in the Master of Science in Mechanical Engineering where the
geometries were designed and subjected to the same analysis conditions by the method
described above.
Keywords: Finite element, Static Analysis, Structural Analysis, Simulation, CAD
Software.

Introduccion

El método de los elementos finitos (MEF) es un método numérico general para la aproximacion de soluciones de
ecuaciones diferenciales parciales muy complejas utilizado en diversos problemas de ingenieria y fisica.

El MEF esta pensado para ser usado en computadoras y permite resolver ecuaciones diferenciales asociadas a un
problema fisico sobre geometrias complicadas. Es utilizado en el disefio y mejora de productos y aplicaciones
industriales, asi como en la simulacion de sistemas fisicos y bioldgicos complejos. La variedad de problemas a los que
puede aplicarse ha crecido enormemente, siendo el requisito basico que las ecuaciones constitutivas y ecuaciones de
evolucion temporal del problema sean conocidas de antemano.

En este trabajo se realiza la comparacion de los resultados obtenidos de un analisis estatico entre dos barras fijas con
diferentes geometrias utilizando el método de elemento finito. Una vez obtenidos estos resultados también se realiza una
comparacion basandonos en la aplicacién de un programa libre(SimScale) y un programa comercial (Comsol).

Primeramente, se hace una comparacion entre ambos programas, en la cual se analizan diferentes aspectos buscando
una caracterizacion general de los mismos.

Posteriormente se desarrolla un caso de estudio (estructural) en diferentes geometrias comparando los resultados
arrojados por cada uno de los programas para cada geometria, y luego se realiza la comparacion de resultados obtenidos
de ambos programas.

Finalmente se concluye acerca del desempefio y exactitud de ambos programas para aplicaciones de analisis por
elementos finitos.

Desarrollo
Método de los elementos finitos (MEF)
El método de los elementos finitos (MEF) ha adquirido con el uso de los ordenadores una gran importancia en la
solucion de problemas de ingenieria, fisica, etc., ya que permite resolver casos que hasta hace poco tiempo eran

1 El M.C. Miguel Galindo Villagdmez, es Profesor de la facultad de Ingenieria Mecanica (UMSMH), Morelia, Michoacan, México,
miguel.villagomez.galindo@gmail.com (autor corresponsal)
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practicamente imposibles de resolver por métodos matematicos tradicionales. Esta circunstancia obligaba a realizar

prototipos, ensayarlos e ir realizando mejoras de forma iterativa, lo que traia consigo un elevado coste tanto econémico

como en tiempo de desarrollo.

El MEF permite obtener una solucién numérica aproximada sobre un cuerpo, estructura o dominio (medio continuo)

sobre el que estdn definidas ciertas ecuaciones diferenciales en forma débil o integral que caracterizan el

comportamiento fisico del problema dividiéndolo en un ndmero elevado de subdominios no-intersectantes entre si
denominados “elementos finitos”.

El conjunto de elementos finitos forma una particion del dominio también denominada discretizacion. Dentro de cada

elemento se distinguen una serie de puntos representativos llamados “nodos”. Dos nodos son adyacentes si pertenecen

al mismo elemento finito; ademas, un nodo sobre la frontera de un elemento finito puede pertenecer a varios elementos.

El conjunto de nodos considerando sus relaciones de adyacencia se llama “malla”.

Tipicamente el analisis de los elementos finitos se programa computacionalmente para calcular el campo de

desplazamientos y, posteriormente, a través de relaciones cinematicas y constitutivas las deformaciones y tensiones

respectivamente, cuando se trata de un problema de mecéanica de sélidos deformables 0 mas generalmente un problema
de mecéanica de medios continuos. ElI método de los elementos finitos es muy usado debido a su generalidad y a la
facilidad de introducir dominios de calculo complejos (en dos o tres dimensiones). Ademas el método es facilmente
adaptable a problemas de transmision de calor, de mecénica de fluidos para calcular campos de velocidades y presiones

(mecénica de fluidos computacional, CFD) o de campo electromagnético. Dada la imposibilidad practica de encontrar

la solucion analitica de estos problemas, con frecuencia en la practica ingenieril los métodos numéricos y, en particular,

los elementos finitos, se convierten en la Unica alternativa practica de calculo.

Una importante propiedad del método es la convergencia; si se consideran particiones de elementos finitos

sucesivamente més finas, la solucién numérica calculada converge rapidamente hacia la solucion exacta del sistema

de ecuaciones.

Breve Historia del MEF

Aunqgue el nombre del MEF se ha establecido recientemente, el concepto se ha usado desde hace varios siglos. El

empleo de métodos de discretizado espacial y temporal y la aproximacién numérica para encontrar soluciones a

problemas de ingenieria o fisica es conocido desde antiguo. Para encontrar vestigios de este tipo de calculos podriamos

remontarnos a la época de la construccion de las pirdmides egipcias. Los egipcios empleaban métodos de discretizado
para determinar el volumen de las pirdmides.

Arquimedes (287-212 a.C.) empleaba el mismo método para calcular el volumen de todo tipo de sélidos o la superficie

de areas. En oriente también aparecen métodos de aproximacion para realizar calculos. Asi el matematico chino Lui

Hui (300 d.C.) empleaba un poligono regular de 3072 lados para calcular longitudes de circunferencias con lo que

conseguia una aproximacién al nimero Pi de 3.1416.

El MEF fue al principio desarrollado en1943 por Richard Courant, quien utilizo el método de Ritz de analisis numérico

y minimizacion de las variables de calculo para obtener soluciones aproximadas a un sistema de vibracién. Poco

después, un documento publicado en 1956 por M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin, y L. J. Topp estableci6 una

definicion mas amplia del analisis numérico. El documento se centrd en “la rigidez y deformacion de estructuras
complejas”. Con la llegada de los primeros ordenadores instaura el calculo matricial de estructuras. Este parte de la
discretizacion de la estructura en elementos lineales tipo barra de los que se conoce su rigidez frente a los
desplazamientos de sus nodos. Se plantea entonces un sistema de ecuaciones resultado de aplicar las ecuaciones de
equilibrio a los nodos de la estructura. Este sistema de ecuaciones se esquematiza de la siguiente manera:

f=K=x*u

Donde las incdgnitas son los desplazamientos en los nodos (vector u) que se hallan a partir de las fuerzas en los nodos

(vector f) y de la rigidez de las barras (matriz de rigidez K ). Conocidos dichos desplazamientos es posible determinar

los esfuerzos en las barras. La solucion obtenida es exacta.

Procedimiento de trabajo del MEF

Desde el punto de vista de la programacidn algoritmica modular las tareas necesarias para llevar a cabo un calculo

mediante un programa MEF se dividen en:

e  Pre-proceso, que consiste en la definicion de geometria, generacion de la malla, las condiciones de contorno y
asignacion de propiedades a los materiales y otras propiedades. En ocasiones existen operaciones cosméticas de
regularizacién de la malla y pre-condicionamiento para garantizar una mejor aproximacién o una mejor
convergencia del calculo.

e Proceso, el resultado del pre-proceso, en un problema simple no-dependiente del tiempo, permite generar un
conjunto de N-ecuaciones y N-incognitas, que puede ser resuelto con cualquier algoritmo para la resolucion de



sistemas de ecuaciones lineales. Cuando el problema a tratar es un problema no lineal o un problema dependiente
del tiempo a veces el calculo consiste en una sucesion finita de sistemas de N-ecuaciones y N-incognitas que
deben resolverse uno a continuacion de otro, y cuya entrada depende del resultado del paso anterior.

e Post-proceso, el calculo proporciona valores de cierto conjunto de funciones en los nodos de la malla que define
la discretizacion, en el postproceso se calculan magnitudes derivadas de los valores obtenidos para los nodos, y
en ocasiones se aplican operaciones de suavizado, interpolacion e incluso determinacion de errores de
aproximacion.

Tipos de andlisis ingenieriles

Algunos tipos de analisis ingenieriles comunes que usan el método de los elementos finitos son:

e Andlisis estatico se emplea cuando la estructura estd sometida a acciones estaticas, es decir, no dependientes del
tiempo.

e Andlisis vibracional es usado para analizar la estructura sometido a vibraciones aleatorias, choques e impactos.
Cada uno de estas acciones puede actuar en la frecuencia natural de la estructura y causar resonancia y el
consecuente fallo.

e Andlisis de fatiga ayuda a los disefiadores a predecir la vida del material o de la estructura, prediciendo el efecto
de los ciclos de carga sobre el espécimen. Este analisis puede mostrar las areas donde es mas probable que se
presente una grieta. El andlisis por fatiga puede también predecir la tolerancia al fallo del material.

Anélisis estatico
El objetivo principal del andlisis de resistencia estatica de las estructuras es la evaluacion de un estado de estrés de una
estructura sometida a fuerzas constante en el tiempo (estaticos). Esta evaluaciéon del estado de estrés se realiza
generalmente con el fin de sondear las caracteristicas de disefio adoptadas contra el criterio de resistencia. Los diversos
tipos de problemas estaticos resueltos usando MEF en este campo incluyen analisis elastico, elastoplastico y
viscoplastico de viga, marco, armadura, placa, armazdn y estructura sélida. Por lo general, el analisis estatico incluye
analisis de tension, deformacion y desplazamiento bajo carga estatica para problemas de uno, dos o tres dimensiones.
COMSOL Multiphysics
COMSOL Multiphysics (antes conocido como FEMLAB) es un paquete de programas de analisis y resolucion por
elementos finitos para varias aplicaciones fisicas y de ingenieria, especialmente fendmenos acoplados, o multifisicos.
Es un programa ingenieria asistida por computadora (Computer-aided engineering, CAE) para modelado, analisis y
simulacién de fendmenos fisicos 3D en ingenieria, como problemas con fluidos, estructurales, térmicos,
electromecanicos entre otros, que permite definir la geometria 3D especificando el mallado, cargas y la visualizacion
previa del analisis para luego ejecutar el postproceso y ver reportes finales.
Tiene interfases con diferentes programas de disefio asistido por computadora (CAD) y MATLAB que proporcionan
una amplia variedad de posibilidades de programacién, pre-procesado y post-procesado. Los paquetes son
multiplataforma (Windows, Mac, Linux, Unix.).
SimScale
SimScale es un servicio de programa alojado en la web, creado por la empresa SimScale (United States) que ofrece
herramientas especializadas de CAE para disefiadores y empresas, grandes o pequefias. Soporta numerosos tipos de
simulacion incluyendo la mecanica de sélidos, dinamica de fluidos (CFD), la termodinamica y mas. Es una plataforma,
que es totalmente accesible a través de un navegador web estandar, y aprovecha el poder de la tecnologia de la nube y
la simulacion de vanguardia para construir no sélo un programa de simulacion, sino un ecosistema en el que la
funcionalidad de simulacion, el contenido y las personas se retinen en un solo lugar, pues ademas del sofisticado
entorno gréafico de transformacién y modelado, también brinda acceso a una comunidad publica mas amplia. Simula,
comparte y colabora dentro de una base de usuarios de mas de 70 000 profesionales de ingenieria, aprovechando las
plantillas pablicas existentes para llevar a cabo nuevos proyectos de simulacion.

Permite realizar una serie de simulaciones en modelos CAD, lo que proporciona una gran cantidad de comentarios

graficos y visualizaciones dentro del navegador web.



Pruebas y resultados
En este trabajo se analizo el analisis estatico de un par de geometrias realizadas en Onshape y exportadas a SimScale
y a Comsol. Las geometrias evaluadas por analisis de elemento finito cubren las siguientes caracteristicas:

Caracteristica de la geometria Placa con rombo Placa con Elipse
Ancho (in) 10 10
Alto (in) 5 5
Dimension figura central(in) 2 Eje mayor 2, eje menor 4
Posicion Centrada Centrada
Material Aluminio Aluminio
Comportamiento Lineal Eléstico Lineal Elastico
Dependencia direccional Isotrépico Isotrépico
Modulo de Young psi 10150000 10150000
Radio de Poission 0.34 0.34
Densidad Ibm/pulgada3 0.09754 0.09754
Caracteristica de SimScale Comsol
la malla Placa con rombo Placa con Placa con Placa con
Elipse rombo Elipse
Tipo de Mallado Tetraédrico Tetraédrico Physics - Physics -
Dominante Dominante Controlled Controlled
Mesh Mesh
Finesa de la malla 4 — Fine 4 — Fine 3 —Finer 3 — Finer
NUmero de Ncleos 16 16 8 8
Caracteristicas de la SimScale Comsol
simulacion Placa con rombo | Placa con rombo | Placa con elipse | Placa con elipse
Pseudo tiempo de pasada Paso simple Paso simple Paso simple Paso simple
NUmero de Cores 16 16 8 8
Maximo tiempo de corrida 3600s 3600s - -

-

Figura 1.- Geometrias. a) Barra con Rombo b) Barra con Elipse



Resultados en SimScale
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Figura 2.- Desplazamiento Barra con Elipse
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Figura 4.- Esfuerzo Barra con Elipse

Resultados en Comsol
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Figura 3.- Desplazamiento Barra con Rombo
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Figura 5.- Esfuerzo Barra con Rombo
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Figura 3.- Desplazamiento Barra con Rombo



Surface: von Mises stress (psi)
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Figura 4.- Esfuerzo Barra con Elipse

Comparativa de simulaciones entre programas

Surface: von Mises stress (psi)
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Figura 5.- Esfuerzo Barra con Rombo

A 273

Tipo de analisis Ovalo Rombo
Comsol SimScale Comsol SimScale
Esfuerzo (psi) 11.05 11.01 27.3 17.54
Deformacién (in) 54 x10-6 | 5.37x10-6 | 5.74x10-6 | 5.665 x10-6

Conclusiones

Después de estudiar y comparar los resultados obtenidos del procesamiento realizados en los programas SimScale y
Comsol, se pueden plantear las siguientes conclusiones:
» Se observan resultados similares tanto de un programa como de otro, tomando en cuenta el andlisis de

deformacion para las dos geometrias estudiadas. No siendo asi en el caso del analisis de esfuerzos que mostro
una gran diferencia para la geometria de la barra con perforacion en forma de rombo de un programa con
respecto a otro.

Para obtener los resultados esperados es importante tener en cuenta el tipo de malla a utilizar en un programa
en particular; asi como también a la hora de comparar ambos programas, ya que las mismas son relativas para
cada programa.

Es importante tener en cuenta al utilizar estos programas sus caracteristicas en cuanto al tipo de
almacenamiento que cada uno emplea, ya que en el caso de SimScale este trabaja desde una nube, por lo que
no consume espacio de almacenamiento en tu PC, ni requiere de un equipo computacional potente, pero si de
una conexion a internet. No siendo asi para el caso del programa COMSOL que, si requiere de un equipo
computacional potente, pero no es necesaria una conexion a internet.

En el caso del programa COMSOL, este a diferencia del SimScale donde la formulacion de los elementos
esta establecida de antemano, permiten una gran flexibilidad en el estudio de problemas de diferentes
naturalezas, pues admiten la formulacion de modelos no tradicionales a partir de la definicion de la ecuacion
diferencial parcial asociada al fenémeno que se desea estudiar. Caracteristica que tiene un fuerte impacto en
la metodologia de trabajo y en la adaptacion al manejo del programa.
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