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Resumen

En esta tesis se consideran dos modelos aleatorios con hamiltonianos separables
en coordenadas polares. Nuestro objetivo es estudiar las propiedades de localizacion y
transporte de sistemas bidimensionales con desorden con correlaciones.
En el primer modelo el potencial aleatorio depende de la coordenada radial, mientras
que en el segundo depende de la coordenada angular. La simetria de los potenciales
nos permite analizar ambos modelos en términos de sistemas unidimensionales.
En el primer caso, las correlaciones espaciales del desorden permiten fortalecer o reducir
la localizacion de la parte radial de los autoestados en ventanas de energia predefini-
das. En el segundo caso, el desorden correlacionado puede usarse para conseguir la
localizacion de autoestados especificos en un reducido intervalo angular. De esta for-
ma se puede obtener un control considerable sobre las propiedades de transmision de
dispositivos electronicos o electromagnéticos bidimensionales.

Palabras claves
Localizacién de Anderson, modelos bidimensionales, desorden con correlaciones.
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Abstract

In this thesis we consider two random models with Hamiltonians that are separable
in polar coordinates. Our purpose is to study the localization and transport properties
of two-dimensional systems with correlated disorder.

In the first model the random potential depends on the radial coordinate, while in the
second model it depends on the angular coordinate. The symmetry of the potentials
allows us to analyze both models in terms of one-dimensional systems.

In the first case the spatial correlations of the disorder make possible to enhance or re-
duce the localization of the radial part of the eigenstates in predefined energy windows.
In the second case, correlated disorder can be used to achieve localization of specific
eigenstates in a reduced angular interval. In this way one can obtain considerable con-
trol over the transmission properties of two-dimensional electronic or electromagnetic
devices.

Keywords
Anderson localization, bidimensional models, correlated disorder.
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Introduccion

La localizacion de Anderson es un fenémeno de interferencia que consiste en la
ausencia de difusion cuantica en medios desordenados [1]. Para un estudio tedrico de
este fenomeno, la dimension del medio desordenado desempena un papel importante.
Los medios unidimensionales, por ejemplo, son mas dociles en el sentido de la manipu-
lacion algebraica y calculos analiticos en comparacion con los medios bidimensionales
y tridimensionales. E incluso hay propiedades que tienen los modelos unidimensionales
pero los tridimensionales no: en medios unidimensionales, por muy pequena que sea
la intensidad de desorden sin correlaciones, todos los autoestados se localizan; sin em-
bargo, a diferencia de los unidimensionales, en los modelos tridimensionales existe una
posible transiciéon de localizacién-delocalizacion.

Esta tesis estd dedicada al estudio de la localizacion y transporte en medios bi-
dimensionales con desorden correlacionado; para este fin, se proponen dos modelos
bidimensionales con hamiltonianos separables en coordenadas polares cuyas simetrias
nos permiten estudiarlos en términos de modelos unidimensionales:

1) Un modelo de Kronig-Penney 2D finito con potencial aleatorio que depende s6lo
de la variable radial.

2) Un modelo de Kronig-Penney 2D finito con un potencial aleatorio que depende
s6lo de la variable angular.

Asi, el modelo 1) se reduce al analisis de un modelo de Kronig-Penney 1D con una
fuerza centrifuga, mientras que el modelo 2) se reduce al estudio de un modelo de
Kronig-Penney 1D angular aperiédico finito. Las caracteristicas de los potenciales de
los dos modelos elegidos producen una localizaciéon en la parte radial de la funcién de
onda en 1) y una localizacion de la parte angular de la funcion de onda en 2).

Gracias al paralelismo de las ecuaciones de Schrodinger y Helmholtz, los resultados
sobre las propiedades de localizacion de los modelos 1) y 2) pueden aprovecharse para
la fabricacion de dispositivos capaces de localizar ondas electromagnéticas en regiones
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o direcciones especificas.

De las primeras investigaciones sobre localizacion en medios bidimensionales estéa
la realizada por E. Abrahams, P. W. Anderson y D. C. Licciardello, ellos concluyeron
de sus estudios tedricos una ausencia de difusiéon en dos dimensiones; introdujeron la
ahora conocida como Teoria del inico pardmetro de escala [4]. Ellos dieron argumen-
tos para decir que a temperatura 17" = 0, la conductancia G de un sistema electrénico
desordenado depende de un solo parametro: el tamano L de la muestra (siendo L la
longitud de un hipercubo de dimensiéon d). Realizaron un desarrollo asintotico de la
funcion reescalada 5(G) = dIlnG/d1In L en los casos limites G << G,y G >> G, con
G. ~ ¢*/h; donde, en tres dimensiones, G, es un punto fijo inestable. Ellos concluyeron
que en una y dos dimensiones no aparece comportamiento metéalico; en dos dimensio-
nes la conductancia pasa de decrecer logaritmicamente a decrecer exponencialmente
conforme aumenta L.

En 1981 Patrick A. Lee y Daniel S. Fisher, consideraron un modelo de enlace fuerte
sobre una reticula cuadrada; calcularon la conductancia adimensional usando la for-
mula de Kubo como funcién de un tnico parametro, la talla L del modelo. Realizaron
un desarrollo de 3(L) = dIng/dIn L en serie de potencias de g~! para desorden débil
y observaron una especie de localizacion logaritmica, lo cual concuerda con la teoria
del tinico parametro de escala [5].

Asi, de la teoria del tnico parametro de escala tenemos que en sistemas desordenados
en una y dos dimensiones, sin importar la intensidad del desorden, los autoestados se
localizan. Una de las predicciones de la teoria del Gnico parametro de escala es que si
se conoce la longitud de localizacion de un sistema de tamano infinito se pueden des-
cribir algunas de las propiedades para muestras de tamano finito. Este resultado es de
bastante utilidad, en especial cuando no es posible obtener expresiones analiticas para
estudiar la localizacion y transporte de algunos modelos. Por ejemplo, en un modelo
unidimensional a medida que aumenta la talla L de éste se espera que el logaritmo de
la transmision log T' sea una funcién de un sélo pardmetro: el cociente de la longitud
de localizacion para el caso limite de talla infinita lj,e v L, es decir log T ~ f(lioc/L).

Se han realizado varios experimentos y empleado métodos para estudios numéricos
en sistemas bidimensionales desordenados. De los métodos usados estan las matrices
de transferencia en representacion de los sitios y diagonalizacion, funciones de Green
y formula de Helbert-Johnes-Thouless, la formula de Kubo, etc. [13] [6]

En 1991, Ping Sheng y Zhao-Qing Zhang usan un modelo de percolacion para si-
mular las propiedades del transporte mesoscopico de peliculas metéalicas desordenadas.
La conductancia de una muestra mesoscopica se calcula por medio de la férmula de
Landauer con los coeficientes de transmision y reflexion evaluados numéricamente con
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una funcion recursiva de Green. La distribucion de la conductancia se presenta en tres
formas: normal, log-normal y entre normal y log-normal dependiendo del tamano L
de la muestra y la fraccion del metal p. La variacion del promedio con el tamano de
la muestra L produce que la longitud de localizacién y raiz cuadrética media de las
fluctuaciones de la conductancia Ag presente diferentes casos, en uno de ellos Ag es
constante en funcion de L en el orden de e¢?/h. Basados en los resultados se propone el
uso de muestras mesoscopicas de peliculas metalicas desordenadas para observaciones
experimentales de la localizacion de Anderson en electrones [7].

En 1992, M Schreiber y M Ottomeier reportan resultados numéricos en el estudio
del modelo de Anderson usando matrices de transferencia y tamanos a escalas fini-
tas, se obtienen longitudes de localizacion de estados electréonicos en sistemas 2D con
desorden en las energias de sitio en tres modelos. Estos modelos son tres redes con cel-
das unitarias de distintas formas: de colmena, cuadradas y de triangulos equilateros.
Mientras que las longitudes de localizacion para un desorden particular difieren para
los diferentes nimeros de coordinacién, se observa una completa localizacién en todos
los casos. Resultados que concuerdan con la hipotesis del tinico parametro de escala [8|.

Algunos experimentos y reportes teéricos sugirieron la existencia de autoestados lo-
calizados con funciones de onda que no decrecen exponencialmente, es decir, decrecen
como una ley de potencias [9]. En esta referencia, se considera un modelo de enla-
ce fuerte bidimensional con desorden estructural de largo alcance observandose una
energia critica (pseudo borde de movilidad) que divide localizacion exponencial de lo-
calizacion no exponencial.

Al igual que en modelos unimensionales el desorden con correlaciones modifica las
propiedades de localizacion en modelos bidimensionales. Por ejemplo, en [10] se con-
sider6 el modelo de Anderson 2D con desorden en las energias de sitio €;, sobre una
reticula regular 2D N x N. El desorden sobre las energias de sitio se generé aplicando
el método de Fourier con una densidad espectral inversamente proporcional a cierta
potencia agp: S(k) o< 1/k*2P. Usando el formalismo de diagonalizacion, se estudio la
funcion de participacion & de todos los autoestados. Para asp > 2 se tiene una fase de
estados extendidos en el régimen de bajas energias; ademas, si se resuelve la ecuacion
de Schrodinger para un paquete de onda inicialmente localizado, se puede determinar
el desplazamiento cuadréatico medio dependiente del tiempo (02()) y la funcién de au-
tocorrelacion temporal C(t). De acuerdo a los resultados se tienen estados extendidos
a bajas energias en el régimen de fuerte correlaciones (asp > 2).

El desorden con correlaciones puede dar origen a bordes de movilidad que separan
estados extendidos de estados exponencialmente localizados [13]. En esta referencia
se considera un modelo de Anderson en 2D sobre una reticula cuadrada; el desorden
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de las energias de sitio presenta correlaciones, para generar las energias de sitio se usa
la densidad espectral S(k) o 1/k*P. Se investiga el nimero de participacion y sus
fluctuaciones alrededor de la banda de energia. Para asp > 2 se obtiene una especie de
transicion en las fluctuaciones relativas del nimero de participacion inversa en £ = E.,
localizando un “borde de movilidad" que separa estados extendidos y estads localizados
exponencialmente.

De los resultados anteriormente mencionados, vemos que varios métodos utilizados
para el estudio de modelos unidimensionales pueden extenderse para estudiar modelos
bidimensionales. Por ejemplo en |[22| se resuelve, con un método alternativo, la ecua-
cion de Schrodinger para una particula cuantica sometida al potencial de un oscilador.
El método consiste en desarrollar los autoestados del sistema respecto a la base for-
mada por los autoestados de un pozo de potencial infinito, esto conlleva a relaciones
matriciales y diagonalizaciones. Este método ha sido empleado, por los mismos auto-
res, para estudiar modelos de Kronig-Penney 1D con potenciales peiodicos de perfil
arbitrario (ver [23]) y para modelos de Kronig-Penney 2D definidos sobre una reticula
rectangular con potenciales bidimensionales periodicos de perfil arbitrario [24]. Sin
embargo, estos modelos de Kronig-Penney 2D son resueltos sélo para casos ordenados.

El objetivo de estudio en el modelo 1) es la transmision, para ello, se ha utilizado la
técnica del mapa hamiltoniano para encontrar la longitud de localizacion inversa o ",
pues ésta nos brinda informaciéon sobre los intervalos de energia en donde la transmision
T se intensifica o debilita. Sin embargo, las predicciones de la longitud de localizacion
inversa sobre T" dependen del nimero de barreras N, cuanto mas grande es N mejores
son las predicciones. Aun asi, los efectos del desorden con correlaciones sobre el modelo
reflejados en I, " hacen que sus predicciones sobre T prevalezcan a pesar de la finitud.

El modelo 2) se ha abordado de un modo distinto al 1), pues el modelo de Kronig-
Penney 1D angular esté definido sobre un dominio finito de longitud 27 y si el desorden
fuese débil, existe el riesgo de que i, > 27. Aunque un desorden fuerte pudiese dismi-
nuir I, el desorden fuerte complica el control numeérico sobre el desorden estructural
en este modelo. Tampoco es viable un nimero de barreras muy grande, porque éste
debilitaria el desorden estructural y posiblemente las posiciones de las barreras se in-
tercambiasen, complicando una vez més, el control numérico sobre el desorden. Sin
embargo es posible fortalecer la localizaciéon por medio de un desorden débil con co-
rrelaciones. Este modelo se ha analizado en términos de un parametro equivalente a la
longitud de localizacion inversa para modelos finitos, este es la razéon de participacion
inversa IPR.

El contenido de esta tesis estd organizado del siguiente modo: en el capitulo 1
presentamos algunos resultados relevantes del modelo de Kronig-Penney 1D aperiédico
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con desorden compositivo y estructural, en el capitulo 2 se estudia el modelo con
desorden en la variable radial y en el capitulo 3 se analiza el modelo con desorden en
la variable angular.
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Capitulo

Modelo de Kronig-Penney 1D aperiddico

El modelo de Kronig-Penney 1D fue introducido por primera vez en 1931 para
analizar los estados electronicos y niveles de energia en sistemas cristalinos [27]. Este
modelo consiste en un potencial unidimensional formado por una sucesién infinita de
barreras rectangulares idénticas y equiespaciadas como se muestra en la Fig. 1.1.

El potencial es V(z) = V; en cada barrera y 0 en los pozos, la anchura de cada
tV(z)
Vo
T b 0 «a T

Figura 1.1: Modelo de Kronig-Penney 1D: una particula esta sometida a un potencial formado por

una sucesion de barreras idénticas y equiespaciadas.

barrera es b y estan separadas por una distancia a. Para estudiar la estructura de
bandas de energias permitidas, Kronig y Penney tomaron el caso limite haciendo la
anchura de cada barrera infinitesimalmente pequena y la altura muy grande de modo
que Vpb = constante. En estas condiciones, se tiene una sucesién de potenciales con
perfil deltiforme, la ecuacion de Schrédinger para este caso es

— (@) + Y Ud(x — z)ih(x) = ¢*¢(x) (1.1)

n=—oo

11



CAPITULO 1. MODELO DE KRONIG-PENNEY 1D APERIODICO

donde z,, = na es la posicion y U la intensidad de la n—ésima barrera deltiforme y
q*> = 2mE/Rh*. La periodicidad de este modelo puede romperse de dos formas: cuando
la, posicion de la n—ésima barrera de (1) sufre una desviacion aleatoria de su posicion
original na y la otra cuando las intensidades de las barreras se convierten también en
variables aleatorias. En el primer caso se trata de desorden estructural y en el segundo
de desorden compositivo.

El modelo de Kronig-Penney 1D tnicamente con desorden compositivo en (1) es equi-
valente al modelo de Anderson 1D, en el cual, se ha estudiado como el desorden con
correlaciones repercute en las propiedades de localizacion [28]; un resultado relevante
es que la forma apropiada de las correlaciones da origen a bordes de movilidad efectivos.
Los resultados del modelo de Anderson con desorden correlacionado fueron extendidos
al modelo de Kronig-Penney 1D en [29].

Otro estudio reveld que la presencia de desorden estructural débil en (1), con correla-
ciones apropiadas, también puede originar bordes de movilidad efectivos [31].
Posteriormente se estudié el modelo de Kronig-Penney 1D en presencia de desorden
compositivo y estructural con correlaciones en el régimen débil [30]; en este trabajo se
obtiene una expresion analitica para la longitud de localizacion inversa que extiende los
resultados obtenidos en [29] y [31] cuando las intercorrelaciones fortalecen o debilitan
la localizacion. La ecuacion de Schrodinger para este caso es

—"(@)+ Y Und(a = z)9(@) = (), (1.2)

n=—oo

donde U, es la intensidad de la n—ésima barrera deltiforme ubicada en z,, = na+ (6x),
siendo (dx), una ligera desviacion aleatoria de la barrera alrededor de na. U, puede
descomponerse como la suma de dos términos U y u,, siendo U = (U,,) y u, las fluc-
tuaciones alrededor de U.

En este capitulo presentaremos una derivacion de la expresion analitica de la longitud
de localizacién [} inversa obtenida en [30] usando el método del mapa hamiltoniano;

asi como el algoritmo desarrollado por los autores para generar desorden intercorrela-
cionado.

1.1. Mapa hamiltoniano

El método del mapa hamiltoniano consiste en utilizar la equivalencia de la ecuacion
(1.2) con la ecuacién dindmica de un oscilador con frecuencia perturbada a tiempos
irregulares

d*z g e
o L > Und(t—tn) |2 =0, (1.3)

n—=——oo
donde q es la frecuencia imperturbada, y de acuerdo a la analogia entre las ecuaciones

(1.3) y (1.2), se tiene la correspondencia ¢ — x y x, — t,
Si integramos la ecuacion (1.3) sobre el intervalo [t,~,t,41~| entre dos perturbaciones

12



CAPITULO 1. MODELO DE KRONIG-PENNEY 1D APERIODICO

se obtiene el mapa hamiltoniano

Tn+1 _ T
[pnﬂ} Q”{Pn}’
donde z,, = z(t,”), p, = p(t,~) vy la matriz de evolucion temporal Q,, es
sen[g(a+Ay)]

coslq(a + A,)] + % sen[g(a + A,)

Q= —mgsen|q(a + A,)] + mU, cos[q(a + A,)] Cos[q(gﬂ A

(1.4)

aqui A, = (8t),41 — (9t), es el desplazamiento relativo de las barreras. Los siguientes
calculos estaran basados en la suposicion de que el desorden es débil, es decir

(ul) << U? (1.5)

¢ (A2) <<l y (A2)Uga® << 1 (1.6)

Para analizar la evolucion de las trayectorias usaremos el procedimiento expuesto en
[31]. Uno de los primeros pasos es eliminar el efecto del campo medio asociado a U;
esto puede lograrse con la transformaciéon candnica

{;:}:Pnﬁg:}. (1.7)

P:{ QCcos ¢ qiasenqb}

con

—qacsen ¢ qiacosgzﬁ (1.8)

Sea Q,, la matriz de evolucion temporal para (X,, P,). Los parametros ¢ y a pueden

determinarse de la condicion de que Q, = P, 'QP, se reduce a una rotacién en
ausencia de desorden, es decir

Xn+1(0) - cos?y  senvy X,
P, 1© | 7| —seny cosy PO |-

Aplicando esta condicién, encontramos que

¢ = qa/2
U
1 senqga — =(cosqa — 1
ot = = 2 ) (1.9)

~ ¢®senqa — %(COS qa+1)

U
cosy = cos qa + 5, Senga. (1.10)
q

La relacion (1.10) es una manifestacion del teorema de Bloch y establece la estructura
de bandas del modelo de Kronig-Penney 1D en ausencia de desorden; esto sugiere que
v = ka siendo k el vector de onda de Bloch.

13



CAPITULO 1. MODELO DE KRONIG-PENNEY 1D APERIODICO

Dado que estamos interesados en el caso de desorden débil, podemos hacer un desarrollo
de la matriz Q,, = P,, 'QP,, en serie de potencias de A,, v u, hasta segundo orden
para |¢A,| << 1y u, << U. Asi,

[iﬁ:: ] = QP+l + QP+ Hﬁ: ] | (111)
donde
Q) — Se;qqaun - %(sin ka)A, $ [#un — (cos ka)An}
n a’q? [Mun — (cos ka)An} Se;qq“un — a?¢?(sin ka) A,
y

~@) _ cosdatly, A, — 1q (cos ka)A,? QqQQ (sen qa)u, A, — Lg?(sen ka)A,,?
B —q‘; (senqa)unAn + 1% (senka)A,*  =L=ly, A, — 1q (COS ka)A,?

Aqui se han usado las identidades (1.10) y (1.9), éstas implican

sen? ka = {senqa v [ cos qa + 1] } {senqa U [ cos qa — 1} } (1.12)
2q 2q

U 2
sen® ka = ¢*a* {senqa ~ 5 [ cos qa + 1] } . (1.13)
q

De estas expresiones, vemos que la transformaciéon canoénica (1.7) no esta definida
cuando ka = 0 o ka = +7, es decir, la transformacion esta bien definida para cualquier
valor excepto en el centro y los bordes de la primera zona de Brillouin.

Es conveniente expresar el mapa (1.11) en términos de las variables accion-angulo
(0, J,) bajo la transformacion

X, =+v2J,senb, P, =+/2J,cos0,
Asi, el mapa (1.11) en términos de estas nuevas variables toma la forma

Jn-i—l = DnQJn

1
Opni1 =0, + ka — B 1 — cos(26,, + ka)} Uy, + [v — cos(20,, + 2ka)| A,

1
2

1 -

— | 2sen(260,, + ka) — sen(46,, + Qka)} W

o ~ (1.14)
+ 3 2vsen(20,, + 2ka) — sen(48,, + 4k;a)} A2

1 .
+ 7|5 ka — 2sen(26,, + 2ka) + sen(46,, + 3k5a)} Uny,

14



CAPITULO 1. MODELO DE KRONIG-PENNEY 1D APERIODICO

donde
D,? =1+ sen(26, + ka)ii, — sen(26, + 2ka)A,,
1 1
+ 3 [ 1 — cos(26,, + ka)} 5 [ 1 — vcos(20,, + 2ka)| A? (1.15)

+ [ cos(26,, + 2ka) — cos ka} ByA

En las ecuaciones (1.14) y (1.15)

sen qa ~ U
= n A, = A, 1.16
q sen kau Y sen ka ( )
con " )
gsenka

1.2. Longitud de localizacién

En esta seccion calcularemos la longitud de localizaciéon inversa en el modelo de
Kronig-Penney 1D (1.2). La longitud de localizacion inversa se define como

N

1 wn-&-l
= lim — 1
1m N og

Un

el cual, en términos dinamicos, es equivalente al exponente de Lyapunov del mapa
hamiltoniano

I P n+1 _i 2
A= lim Na21 ( )—2a<logDn>. (1.18)

Para calcular el exponente de Lyapunov (1.18) desarrollaremos el logaritmo de D2y
consideraremos los términos hasta segundo orden, esto nos da

1 ) N
A= o <sen(29n + ka)ii, — sen(26, + Qka)An>
1
+ %a ([1 — 2cos(26, + 2ka) + cos(46,, + 2ka)] @)
a

1 -
+ o <[1 — 2v cos(20,, + 2ka) + cos(46,, + 4ka)] Ai>

1
= <[cos ka — 2 cos(26,, + 2ka) + cos(40,, + 3ka)] @i, A >
a

(1.19)

Ahora, tenemos que calcular los promedios sobre 0,,, u, v A,. En el caso de desorden
debll podemos despreciar las correlaciones entre ¢,, y los términos de segundo orden

, A2 y @,A. Entonces en los sumandos de (1.19) que contienen a éstos términos
Cuadratlcos los promedios sobre 6,, pueden calcularse por separado de la variables wu,,

15



CAPITULO 1. MODELO DE KRONIG-PENNEY 1D APERIODICO

Y An.
El célculo de los promedios sobre 6, requiere una distribucion de probabilidad p(#).
Consideremos el mapa (1.14), en ausencia de desorden, este mapa se reduce a

JnJrl = ']n

1.20
0n+1 = Qn + ka ( )

El mapa (1.20) sugiere asumir que p(f) es una distribucion uniforme. Sin embargo,
esta suposicion falla cuando el angulo de rotacion ka es cero ¢ un miltiplo racional de
7. En este altimo caso, la distribucién uniforme de la variable angular se modifica por
un témino proporcional a cos(2nd) o sen(2nf). Esta modulacion altera el valor de la
longitud de localizacion inversa solo para n = +1 y n = 2 debido a que en (1.19) sélo
aparecen los armonicos de segundo y cuarto orden. Entonces, los siguientes calculos
son validos para todos los valores de ka excepto ka = 0 y ka = +m (bordes de las
bandas de energia) y ka = £7/2 (centro de las bandas).

Usando p(0) = 1/27 tenemos que (cos®6,) = (sen?6,) = 1/2. La expresion del
exponente de Lyapunov toma la forma

A= 8ia [<'&Z> + <Ai> -2 <ﬁnﬁn> cos ’y}

1 1, (1.21)
+ % (U, sen(20,, + ka)) — % <An sen(20,, + 2ka)> :
Ahora, es necesario calcular los correladores ruido angulo
(G, sen(26,, + ka)) (1.22)
y ~
<An sen(20,, + 2ka)> (1.23)

Estos correladores pueden calcularse si extendemos el método en |[28] introduciendo

los correladores '
ry = {T,e?1) 1=0,1,2,.. (1.24)

5 = <Ane"2‘)w>, 1=0,1,2, .. (1.25)
de modo que
(i sen(20,, + ka)) = Tm [roe™] y <An sen(26,, + 2ka)> = Im [soe™*)] .
Si desarrollamos ¢%2
r;_1 de la forma

n—l en serie de potencias hasta segundo orden, podemos escribir

= <ﬂnei29"*l+1> = <ﬁn€i29"lei2k“

X { 1—14 [1 — cos(20,,_; + ka)} Up—y +1 [U — cos(20,,_; + Qka)] } >
(1.26)
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En el régimen de desorden débil, los triple y cuadruple correladores ruido angulo pueden
descomponerse en dos factores promediados donde uno que sélo contiene tnicamente
a la variable angular y su promedio puede calcularse usando la funcion de distribucion
uniforme. Después de promediar respecto a la variable angular se obtiene

e (57 i) — % <anAn_l> .

i2ka(

Multiplicando los dos miembros de esta ecuacion por e??**(=1 y sumando sobre I desde

cero hasta infinito, se obtiene

ro = §€7zka E /<Z~Lnl~Ln,l> e2zkal - 56712ka § </&nAn7l> eszal.
=1 =1

De esta expresion podemos calcular el correlador ruido angulo de la expresion (1.22)

<1]n sen(20,, + ka) > = %i (U Tp—y) COS 2/{@[—% i <ﬁnAn >cos[(2[— Ykal. (1.27)

Del mismo modo, obtenemos

<An sen (20, + 2ka)> = % i (U Tp—y) coslka(2l + 1 ! i < > cos 2kal.

I=1 I=1
(1.28)
Sustituyendo (1.27) y (1.28) en (1.21), el exponente de Lyapunov adquiere la forma

A= 8% [<a3> W, (2ka) + <Ai> Wa(2ka) — 2 <anAn> (cos ka)W3(2ka)} (1.29)

donde
Wi(2ka) =1+ 2 Z x1(1) cos 2kal (1.30)
Wy (2ka) =1+ 2 i X2(1) cos 2kal (1.31)
W3(2ka) = 1+ 2 i x3(1) cos 2kal (1.32)
I=1
y
xi(l) = % (1.33)
x2(l) = % (1.34)
(unAnsr)

x3(l) = Ay (1.35)
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La expresion (1.29) establece la relacion entre la longitud de localizacion y las correla-
ciones del desorden. Esta expresion nos permite obtener la longitud de localizacion si se
conocen las propiedades estadisticas de u,, y A,,. Ademas, es posible que la suma de los
términos dentro del paréntesis cuadrado en (1.29) sea idénticamente cero para ciertos
valores de energia (valores de k), esto implica la existencia de ventanas de energia para
los cuales la localizacion desaparece o se fortalece, es decir, posibles transiciones de
localizaciéon-delocalizacion efectivas. Notemos que las densidades espectrales W;(2ka)
estan dadas por las series de Fourier en donde los coeficientes son los correladores
binarios x;(l). Esto significa que podemos elegir alguna forma de W; favorable para
fortalecer, debilitar, e incluso anular la localizaciéon. En la siguiente seccién se muestra
un algoritmo para obtener dos sucesiones de valores aleatorios u,, y A,, a partir de sus
densidades espectrales W; conocidas.

1.3. Algoritmo para crear bordes de movilidad

En esta secciéon expondremos un algoritmo para construir sucesiones {u,} y {A,}
a partir de las densidades espectrales Wi (2ka), Wa(2ka) y W3(2ka).
Como primer paso, consideremos dos sucesiones {X,,(V} y {X,®} de variables aleato-
rias con media cero y varianza uno

<Xn(i>> —0 <Xn<i>Xm<j>> = 6,6 m (1.36)

para i,7 = 1,2 y n,m € Z y construyamos otras dos sucesiones intercorrelacionadas
(v, WY v {v, @1V a partir de {X,, Y} y {X,?}

v, = X, cosn + X, @ senn

1.37

Y, = X, Wsenn + X,? cosn (1.37)
donde 1 € R es un parametro que determina el grado de intercorrelacion de {Yn(l)} y
{v,@}. De acuerdo con (1.37) se tiene que

<Yn(i)> =0y <Yn(i)Ym(j)> = Opm [0i5 + (1 — d;;) sen 27] (1.38)

esto muestra que el intervalo de variacion del pardmetro 7 reside en [—7/4,7/4], v
ademas, 7/4 corresponde a al caso en el que la intercorrelacion entre {Y, 0} y {Y, ¥}
es maxima, n = —7/4 al caso en el que la anticorrelacion es maxima y n = 0 cuando
no hay intercorrelaciones.

El siguiente paso consiste en filtrar el ruido blanco intercorrelacionado (sucesiones
{v, W} vy {Y,,P}) para obtener dos sucesiones {u,} y {A,} auto- e inter- correlacio-
nadas; para ello, expresemos u, y A, como productos de convoluciones de la forma

k=00 k=00

18
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y busquemos los coeficientes apropiados oy y k. Si comenzamos de la Ec. (1.39)

obtenemos que
(un) =0 (A, =0)

y que los correladores binarios satisfacen

unun+k Z (07107 NN (140)
l=—00
(AnApig) = Z BBtk (1.41)
l=—c0
y
(Aptnir) = (UnDpik) Z oy By sen 2. (1.42)
l=—00

Comparando las Ecs. (1.40) y (1.41) con los correladores binarios x1(l) y x2(l) (Ecs.
(1.33) y (1.34)), vemos que

Z 4 = <Un2> x1(k)

l=—00

Z BB = <An2> x2(k)

[=—00
con

= %/Oﬂm vV (un2) Wy (2) cos(2kx)da
_ % /0 " [(A2) Wa(2) cos(2kz)da

Si sustituimos ay y fx de las Ecs. (1.43) en los productos de convoluciones (1.39) se
obtienen las variables aleatorias {u,} y {A,} con media cero y los autocorreladores
x1(k) v x2(k) de la forma (1.33) y (1.34). Sin embargo, todavia no sabemos nada
respecto al intercorrelador x3(k) ni del parametro 7. De las ecuaciones (1.43) y (1.42)
encontramos que

(1.43)

\/ (un2) (A,2) Wy (2ka) Wy (2ka)

sen 2.

Sustituyendo en (1.29) el exponente de Lyapunov adquiere la forma

A= % [ (i) Wi (2ka) + <Ai> Wa(2ka)

(1.44)
— 2\/@3) <A%> W1 (2ka)Wy(2ka) cos ka sen 27)}
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donde hemos introducido las fluctuaciones reescaladas

sin p < U
A=—A
Y sin(ka)

" gsin(ka) i
Es posible que correlaciones especificas hagan que A = 0 en ciertos intervalos de energfa.
Usando el algoritmo previamente descrito, se pueden obtener sucesiones {A,} v {u,}
a partir de la densidad espectral W (2ka) con caracteristicas deseadas. Consideremos el
caso en el que so6lo se tiene desorden estructural y ademés, éste presenta correlaciones,
entonces (1.45) se reduce a

1 /-
p— <Ai> Wa(2ka). (1.45)
8a
Para generar ventanas en donde Aacorrer = 0 ¥V AA comrel # 0, podemos usar la

densidad espectral de la forma

I%@mw:{i@%m stk € [k, kol

0 sik € [0, k1] U [ky, 7/20] (1.46)

En la figura 1.2 se muestra un esquema de la densidad espectral (2.23), notese que
2 ("2 (2k)dk = 1.

W (2k)

Wo=~———
© 7 2k — k)

k1 ko k

Figura 1.2: Esquema de la densidad espectral (2.23).

A cada vector de onda de Bloch & le corresponde, dentro de cierta banda, un valor
de energia E (o bien un ¢ = /2mFE/h?). Este valor de energia esta dado por

U
cos ka = cos qa + 5, Senae. (1.47)
q
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La densidad espectral (2.23) define una ventana de energia [E1, Es] o bien [q1a, ¢2a] en
donde A # 0. Por otro lado, de la Ec. (2.21) vemos que la expresion para el exponente
de Lyapunov es simétrica respecto a 7/2. Entonces tendremos cuatro bordes de movi-
lidad, es decir, A # 0 tanto para k € [ky, ko] como para k € [k, k] siendo k) = 7 — ko
y Ky =m— k.

Tomemos la densidad espectral (2.23) con kja = 0.21 v ksa = 047w para U = 0.7 y
,/<An2> = 0.04. Los bordes de movilidad ¢; (i=1,2,3,4) pueden encontrarse sustitu-

yendo kia = 0.2m, kaa = 04w, kha = 0.6m, kla = 0.87 en (1.47). Resolviendo para
energias dentro de la primera banda, se obtienen

qia ~ 1.03 gaa ~ 1.50 gza ~ 2.05 y  qua =~ 2.63. (1.48)

En estas condiciones se obtiene la Fig. 1.3.

0.0008

T T T

Formula tedrica para Aa correl ———
Datos numéricos

0.0007 )

0.0006 |-
0.0005

0.0004

)\A correl

0.0003 |-

0.0002 |-

0.0001 |

0 b Bessed

qa

Figura 1.3: Exponente de Lyapunov para una muestra de N = 1 x 105 barreras (dentro de la
primera banda de transmision). La intensidad del desorden estructural es <An2> = 0.04a mientras
que la intensidad comin de las barreras deltiformes es U = 0.7/a. La linea roja representa los valores
obtenidos con la férmula analitica mientras que las figuras guiadas por lineas representan los datos

numéricos.
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Capitulo

Un modelo de Kronig-Penney 2D con
simetria circular

En este capitulo estudiaremos las propiedades de transmisiéon de una particula
cuantica que se propaga a través de un medio cuyo desorden correlacionado depende
de la coordenada radial. Este medio desordenado consiste en un modelo de Kronig-
Penney 2D. Uno de los objetivos es estudiar como el desorden con correlaciones puede
fortalecer o debilitar la transmision en intervalos especificos de energia. Con el fin de
describir matematicamente las propiedades del desorden de nuestro modelo, partamos
del caso ordenado y consideremos una particula cuantica de masa m que se mueve
sobre una superficie plana bidimensional bajo la influencia de un potencial formado
por un nimero finito de NV barreras circulares concéntricas de perfil deltiforme idénticas
y equiespaciadas. Sea U la intensidad comin de las barreras y a el espaciamiento de
éstas, entonces la ecuacion de Schrodinger que describe esta situacion esta dada por

9 N

P+ S Us(p — puyo = B, (2.1)
n=1

donde p, = po + (n — 1)a es la posicion de la n—ésima barrera. La ecuacion (2.1)

corresponde a un modelo de Kronig-Penney 2D con simetria circular.

Nuestro modelo bidimensional desordenado consiste en un modelo de Kronig-Penney
2D de la forma Ec. (2.1) en donde las posiciones e intensidades de las barreras deltifor-
mes (p, v U,) adquieren valores aleatorios, es decir, nuestro primer modelo desordenado
es un modelo de Kronig-Penney 2D con desorden compositivo y estructural que asu-
miremos débil.

El desorden compositivo débil se obtiene del siguiente modo: supongamos que la in-
tensidad de la n—ésima barrera del modelo (2.1) sufre una pequena perturbacion wu,,
siendo u,, un valor aleatorio. El desorden estructural débil se obtiene cuando las posi-
ciones de las barreras del modelo (2.1) sufren una ligera desviacion de sus posiciones
originales, sea (dp), la desviacion aleatoria de la n—ésima barrera ubicada original-
mente en p, = pp+na. Entonces la ecuacion de Schrodinger correspondiente a nuestro
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Figura 2.1: En este esquema se muestra una representacién de las intensidades de las barreras del-
tiformes; un modelo de Kronig-Penney bidimensional constituido por un ntmero finito de N barreras

deltiformes 2D con simetria circular, equiespaciadas y con intensidad comin U.

modelo de Kronig-Penney 2D con desorden compositivo y estructural es

G -
—5 VU + D Undlp = pa)t = BV, (2.2)
n=1

donde U, = U +uy, y pp = po+ (n—1)a+ (6p),. Para que el desorden compositivo sea
débil, se requiere que las fluctuaciones de las intensidades de las barreras sean pequenas
respecto U, es decir

(ul) << U (2.3)

En el caso del desorden estructural, para que éste sea débil es necesario que
q° <Ai> <<1 vy <An2> Uga® << 1, (2.4)

donde A,, = (6p)ns1— (0p),, es el desplazamiento relativo de n—ésima y (n+ 1)—ésima
barreras. Estudiar

Para estudiar los efectos del desorden sobre la transmision procederemos del siguien-
te modo, calcularemos la longitud de localizacion inversa para el caso limite N — oo.
La razon de esta estrategia es la relacion de la longitud de localizacion inversa con el
coeficiente de transmision T por medio de la expresion loe t ~ —% para valores
de N muy grandes.

Primero aprovechemos la simetria del modelo en coordenadas polares para simplifi-
car nuestro analisis. Después, usaremos la técnica del mapa hamiltoniano para calcular
el exponente de Lyapunov pues éste es igual al reciproco de la longitud de localizacion.

24



CAPITULO 2. UN MODELO DE KRONIG-PENNEY 2D CON
SIMETRIA CIRCULAR

Figura 2.2: En este esquema se muestran las intensidades de las barreras del modelo (2.2). Cada
barrera estd situada a una distancia aleatoria del centro y posee una intensidad U,,. Los circulos son
una representacion de la solucion de la ecuacion de Schréodinger dentro del primer pozo y fuera de
la ultima barrera: ondas circulares de probabilidad cuya amplitud decrece proporcionalmente con el
inverso de la raiz cuadrada de la posicion.

2.1. Separaciéon de variables

Dado que el modelo que estamos estudiando posee simetria circular es til expresar
el operador V2 en coordenadas polares, éste es

10 9, 10
2 19 ( O -
VT 0 (pap) e (25)
Si proponemos a ¢ de la forma ¥ (p, ¢) = R(p)©O(#) y sustituimos (2.5) en (2.2) obte-

nemos dos ecuaciones; una parte angular

d*0/d9* = —1*0, con [=1,23.. (2.6)
y otra parte radial
PR 1dR |, < 2
—_— + —— — Ud(p—pn) — = | R=0, 2.7
Ry LD SUL RS 27)

donde ¢* = 2mFE /R

La ecuacion radial (2.7) puede expresarse de la forma

d*y
a2

N

1/4 —12

¢ = Und(p—pa) + /T] x=0 (2.8)
n=1
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donde x(p) = R(p)/+/p.

La ecuacion (2.8) puede interpretarse como el modelo de Kronig-Penney 1D descrito
por la ecuacién (1.2) sometido a un potencial centrifugo, (1/4 —1?)/p*. A continuacion
usaremos el método del mapa hamiltoniano para obtener la longitud de localizacion
inversa correspondiente a (2.8).

2.2. Meétodo del mapa hamiltoniano

Los autoestados del modelo (2.7) pueden analizarse usando el método del mapa
hamiltoniano. La ecuaciéon (2.8) tiene la misma forma que la de un oscilador con fre-
cuencia perturbada a tiempos irregulares en presencia de un potencial centrifugo, el
cual esta definido por la funcién hamiltoniana

2
P 1
H=—4+-
2+2m

t2

¢ - i Ud(t —t,) + 1/4 - 12] a2 (2.9)

n=1

donde m = 1, el vector de onda ¢ juega el papel de la frecuencia imperturbada y
queda establecida la correspondencia x — = y p, — t,. Integrando sobre el intervalo
de tiempo [t, 7, t,1 17| entre dos perturbaciones, se obtiene el mapa hamiltoniano

{ Tntl } =R, { n } , (2.10)

Prn+1 Dn

donde
R, =Un {%[ Jilqtn)Yi(qtns1) — Jz(qth)Yz(qtn)]} +

{% L gt Yilata) — Hat)Yilatasn)] +

M—Vl;”t”“ [Jl(qth)Y/(qtn) - Jl,(qtn)n(qtn—&-l)} }

T/ tntn
[Roy, = =57

5 [Jl(qtn)Yl(qth) - Jl(qtn—&-l)n(qtn)]
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™ tn

Raloy = U { Ty [Aat)Yitatsn) = ot Yitat) |

™ / /
+ 7(] \V4 tntn-l-l [Jl(qtn>}/l (qtn—l—l) - Jl (qtn—l-l)}/l(qtn)} }

™
+ {m |:Jl<qtn+1)yl(qtn) - Jl<qtn)Yl(qtn+1)]
™ tn
* Iq [JZ(qth)Yz’(qtn) — J/(qt)Yi(qtasn) }
tn—i—l

mmq [t, / !
+ Tq V e [Jz (atn+1)Yilgtn) — Jilatn)Y: (qt"“)}
71'q2 / ! ! !
+T tntnt1 [Jl (qtn+1)Yi (qtn) — Ji'(qtn) Y7 (t"+1)]

T tn
[Rn]m = 2\ ¢ [Jl(qtn)yl(qtnﬂ) - Jl(qth)Yl(qtn)]
n+1
T
+ 7q tntn-ﬁ-l [Jl(qtn)y},(qtn-l—l) - Jl/(qtn-i-l)yi(qtN)}

Con el fin de obtener una expresion para el exponente de Lyapunov, desarrollemos
R, en serie de potencias de 1/t,, para valores de ¢,, muy grandes hasta segundo orden,
después de varios calculos

R, =R,” +R,” + ..
donde

RO _ { cosq(a + An)] + U senfg(a + A,)] senlg(a+4n)] } |

—mgsen[q(a + A,)] + mU, coslg(a + A,)] cos[q(;n?i- AL

mientras que

1
2

[Rn@)} = { (42 = 1)(a + qu) seng(a + Ay)] }

[Rn(z)] "= {(4l2—_1) [ sen[g(a + Ay)] + [¢(a + A,)] cos[g(a + An)]]

8q
I {(‘U —1)(a+ Ag) sen[q(a + An)]] %}tn%
[Rn@)} = {%q;l) [ sen[q(a + Ay)] — [q(a + A,)] coslg(a + An)]} } tniz
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[R,)®],, = {(4l — D(a+ Ag; senfg(a + A,)]
(42 — 1)
+

[ sen[g(a + A,)] — [g(a+ A,)] cos[q(a + An)]} %} tiz

Vemos que no aparece correcciéon al primer orden respecto al tiempo; sin embargo,
dado que estamos interesados en el caso del desorden débil, podemos desarrollar las
matrices Rn(o) y Rn(2) en series de potencias con respecto a las fluctuaciones, esto
con el fin de encontrar cudndo es que las fluctuaciones correspondientes al modelo
de Kronig-Penney 1D se vuelven dominantes con respecto al potencial centrifugo. Si
desarrollamos por ejemplo [Rn(o)]zg y [Rn(z)]n, [Rn(o)]zl y [Rn(Q)]lz (despreciando los
términos superiores al segundo orden) nos da

2A 2
[Rn(o):| = cos[q(a + A,)] = cos ga — ¢, sen qga — 4 Zn cos qa + ...
22
42 -1 ’
[Rn@)]ll = 3012 {asen qa + (qa cos qa + sen qa)A,, + (q cos ga — W)An2 +...
(2.11)
[Rn(o)] o —gsen[q(a + Ay)] + U, coslg(a + A,)]

1
= [U cos qa — qsen ga| — [Uq sen ga + q° cos qa] A, + 3 [q3 sen ga — Uq® cos qa} A2
+ (cosqa)u, — (gsen qa)u, A, (2.12)

[Rn(z)] = -1 { [(Ua + 1) sen ga + ga cos qa}

[(Ua +2)qcos qa + (U — ¢*a) sen qa} A,
2
+ [ (U — %) qcosqa — @cﬁ sen qa] A2

+ [asen qa] Up + [qa cos qa + sen qa] unAn} (2.13)

Comparemos las fluctuaciones debidas al desorden compositivo del modelo de Kronig-
Penney 1D con el potencial centrifugo

412 — 1
8qt.,>

|(cos qa)u,| >> ’ au, sen qa .
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Por lo tanto, los efectos debidos al potencial centrifugo se pueden hacer tan pequenos
como se desee respecto al ruido eligiendo un valor de t,, tal que, para cierto parametro
de red e intervalo de energia ,

2

atanqal .

4
2 >> tCQ:‘

Del mismo modo, para el desorden estructural,

(41?2 = 1) [(Ua + 2)q + (U — ¢*a) tan qa
8¢ [qU tan qa + ¢?]

t2 >>t62:‘

Consideremos un resultado que nos permite concluir que el exponente de lyapunov
para nuestro modelo bidimensional coincide con el del modelo de Kronig-Penney 1D
aperioddico.

Teorema de Furstenberg para producto matrices aleatorias de 2x2: i
partimos de un vector inicial u € R? y sobre éste se aplica un producto de matrices
aleatorias unimodulares de 2 X 2 independientes e idénticamente distribuidas entonces
el

1
lim = —log|T, T, 1..Tcul =2XA >0
n

n—oo
siempre que las matrices T,, no conmuten para cualquier u # 0.
Si elegimos un vector incial u. = (p., z.) correspondiente a un tiempo mucho mayor
al tiempo t. de modo que el ruido domine sobre las fluctuaciones moduladas con el
término centrifugo, las matrices

coS[Q(a + An)] + % sen[q(a + An)] %;An)]
—gsenlg(a+ A,)] + U, coslg(a+ Ay)] coslg(a+A,)] |

satisfacen las condiciones del teorema de Furstenberg siempre que g(a + A,) # sw
(s € N).

Finalmente, podemos concluir que es posible despreciar el término centrifugo de
nuestro modelo bidimensional para distancias lo sufifientemente grandes dadas las in-
tensidades de desorden <An2> v (u,?), pues las fluctuaciones combinadas con el tér-
mino centrifugo hacen que los efectos de éste disminuyan considerablemente a partir
de un to. Ademas, el teorema de Furstenberg garantiza la convergencia de lim,,_,,, =
%log T, T,_1.. T.u| =2\ > 0. Asi, el exponente de Lyapunov para este modelo de
Kronig-Penney 2D aperiodico es igual al del modelo de Kronig-Penney 1D apreiodico.

R, =

2.3. Resultados numéricos para el modelo de Kronig-
Penney 2D: exponente de Lyapunov

Consideremos la parte radial de la ecuacion de Schrédinger (Ec. (2.7)); la solucion
de ésta dentro del n—ésimo pozo es

Rpozo n — Anlel(l) (qp) + anlHl(Q) (QP) (214)
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Podemos construir la soluciéon de la Ec. (2.7) en el (n 4+ 1)—ésimo pozo a partir de
la solucién dentro del n—ésimo usando el método de matrices de transferencia. Las
amplitudes A, y B, pueden expresarse en términos de A, ; y A, 1 a través de la
matriz de transferencia M,, definida por

An o An—l
] w4 o
donde
‘ . 2
1 — 222l 1,V (g, ) H'® () i [Hz@)(qpn)]
impnUn (1) impnUn 17 (1) (2)
imele [ 1,)(gp,) | 1 =250 1, (p,) Hi® (gpn)

Sea 111 = Apy1/An, si eliminamos la amplitud B,, de (2.16) obtenemos la siguiente
férmula recursiva

1T Ppe1Up
Tne1 = 1 — MHl(l)(qpn+1)Hl(2)(qpn+1)

72 pnput1UnUs ? impnUn
— —;% 1 HI(Q)(qpn)Hl(Q)(qanrl)] /|:1+THl(l)<qpn)Hl(2)(qpn)‘|

Prt1Unt1 [ 2) (2) r 1
B (a5 1)/ H, n 2.17
o, L @) HE apa) | = (217)

El exponente de Lyapunov puede definirse por medio de la relacion

Tn (2.18)

N
, 1
A= lim — E
N—oo N
n=1

Esta formula nos permite calcular el exponente de Lyapunov o longitud de locali-
zacioén inversa numéricamente.

Para ver los efectos del desorden con correlaciones primero calcularemos el expo-
nente de Lyapunov cuando sélo se tiene desorden estructural, después cuando soélo se
tiene desorden compositivo y, finalmente, cuando se tienen los dos tipos de desorden
simultaneamente.

Podemos obtener el exponente de Lyapunov para el caso de desorden estructural de
forma numérica (con o sin correlaciones) si usamos la férmula recursiva (2.17) para

U1:U2:...:UNIU.ASi

1T Pp1U
(TA)n—i-l =1- %Ht(l)(qpn+1)Hl(2)(q,0n+1)
7T2pnpn U2 2 Z’/Tan
—1—6+1 Hl(”(qpn)Hz@)(qan)] /[1+ . Hl(l)(qpn>Hl(2)(qpn):|

2
- p;“ [HZ(Q)(qpn—H)/ Hz@)(qpn)} (2.19)

n

1
(ra),
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Cuando el desorden en el modelo de Kronig-Penney 2D es puramente estructural
y sin correlaciones la expresion para el exponente de Lyapunov (1.29) se reduce a la
expresion

U? 9

En Fig. 2.3 y 2.4 se muestra el exponente de Lyapunov en la primera y segunda
banda de transmisiéon respectivamente para una realizacion sin correlaciones.

AA

T . T ]
Formula teérica para Aa ——
Datos numéricos |

0.007 + |
|

0.006

0.005 | ]

0.008

0.004 ‘ ,

CLX)\A

0.003 c
0.002 ]

0.001 - ; |
N o

P
‘\“rooo'uwmo.oO*"’

0+
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
qa

Figura 2.3: Exponente de Lyapunov para una muestra de N = 1 x 105 barreras (primera banda).

La intensidad del desorden estructural es 4/ <An2> = 0.04a mientras que la intensidad comin es

U = 0.7/a. Los puntos corresponden a los valores obtenidos numéricamente y la linea roja a los

obtenidos con la formula recursiva (2.19)
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0.008 [ [ Férmula teérica péra AA AN
| Datos numéricos ‘

0.007 \
0.006 |- \ |
0.005 ‘ (S
0.004 + “ | i

CLX)\A

0.003 -t L
0.002 \ [

0.001 | \\ ,, / 1

.o el
- oo
0 L g AR DD PRI DS S8 o

3 3.5 4 4.5 5 2.5 6 6.5
qa

Figura 2.4: Exponente de Lyapunov para una muestra de N = 1 x 10 barreras (segunda banda de

transmision). La intensidad del desorden estructural es <An2> = 0.04a mientras que la intensidad

comun de las barreras deltiformes es U = 0.7/a.

Para el caso en el que el desorden estructural presenta correlaciones, el exponente
de Lyapunov esta dado por

U? 9
)\A correl — m <ATL >W2(k) (221)
con
= (A,A
Wa(2ka) =1+2) % cos 2kal (2.22)
=1 n

Dado que los exponentes de Lyapunov para el modelo de Kronig-Penney 1D infini-
to y el modelo de Kronig-Penney 2D (para N lo suficientemente grande) coinciden, es
posible que correlaciones especificas también hagan que Ax = 0 en ciertos intervalos
de energia. Usando el algoritmo presentado en el capitulo anterior se pueden obtener
sucesiones {A,} a partir de la densidad espectral W5(2ka) con caracteristicas desea-
das. Queremos generar ventanas en donde Aacorrer = 0 Y AA correl 7 0; para este fin
consideremos la densidad espectral

s si ke [k?l, /{32]

Wi (2ka) = { 2T Foa

0 sik € [0, k] U [ks, 7/20] (223)

A continuacién presentaremos algunos resultados numeéricos tomandonos la densidad

espectral (2.23) con kia = 027 y kea = 04w para U = 0.7 y 1/(A,*) = 0.04;
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resolviendo para energias dentro de la primera banda usando (1.47), encontramos que
los bordes de movilidad son

qra =~ 1.03, goa =~ 1.50, qza =~ 2.05, y  qua ~ 2.63. (2.24)

En estas condiciones se obtiene la Fig. 2.5.

0.0008

T L T
Formula teorica para Aa correl
Datos numéricos
0.0007 + J

0.0006 |-
0.0005 |-

0.0004

)\A correl

0.0003

0.0002 |

0.0001 |-

0 | Bssees

qa

Figura 2.5: Exponente de Lyapunov para una muestra de N = 1 x 105 barreras (dentro de la
primera banda de transmision). La intensidad del desorden estructural es <An2> = 0.04a mientras
que la intensidad comin de las barreras deltiformes es U = 0.7/a. La linea roja representa los valores
obtenidos con la férmula analitica mientras que las figuras guiadas por lineas representan los datos
numéricos.

Cuando el modelo de Kronig-Penney 2D presenta iinicamente desorden compositivo
se tiene que (1.29) se reduce a

sen’(qa) (un*)
= —W 2k 2.25
8¢2 sin?(ka) 1(2ka) (2.25)
con
W1 (2ka) —1—{—25 un nH cos 2kal (2.26)

De forma similar al caso de presencia de desorden puramente estructural, se pueden ob-
tener sucesiones {u, } a partir de la densidad espectral Wi (2ka) para generar ventanas
en donde A\, =0y A\, # 0; consideremos la densidad espectral W, (2ka) = Ws(2ka)

T si ke [kl, kQ]

Wy (2ka) { ol e

ik € [0, k1] U [k, 7/2a] (227)

33



CAPITULO 2. UN MODELO DE KRONIG-PENNEY 2D CON
SIMETRIA CIRCULAR

con los mismos bordes de movilidad dados en (2.24). En la Fig. 2.6 se muestra una
comparacion del exponente de Lyapunov obtenido por la formula (2.25) con el obtenido
usando la relacion recursiva (2.17) con A,, = 0.

0.001

] T, T
Formula tedrica para Ay correl
Datos numéricos

0.0008 |-

0.0006 |-

0.0004

a X )\u correl

0.0002 |

qa

Figura 2.6: Exponente de Lyapunov para una muestra de N = 1 x 105 barreras (dentro de la
primera banda de transmision). La intensidad del desorden estructural es \/m = 0.04/a mientras
que la intensidad media de las barreras deltiformes es U = 0.7/a. La linea roja representa los valores
obtenidos con la férmula analitica mientras que las figuras guiadas por lineas representan los datos

numeéricos.

Ahora, veamos el caso en el que el modelo de Kronig-Penney 2D presenta desor-
den estructural y compositivo simultaneamente, para este caso debemos considerar la
expresion (1.29).

A= % [<ﬂi> Wi (2ka) + <Ai> Wy (2ka) — 2\/@%} <A%> W1 (2ka)Ws(2ka) cos kasen 2n | .

(2.28)
El tercer término de (2.28) determina el efecto de las intercorrelaciones entre A, y
Up; este término serd maximo en magnitud cuando |sen2n| = 1. Asi, el grado de
intercorrelacion y anticorrelacion entre A, y w, seran méaximos cuando n = 7w/4 y
n = —m /4, respectivamente.
Para mostrar el efecto de las intercorrelaciones, generaremos las siguientes graficas
tomando las densidades espectrales Wi (2ka) = W5(2ka) de la forma

T si ke [k’l, k’z]

W1(2ka) = WQ(Qka) { 2(k2—k1)a

0 sik € [0, k] U [ks, 7/20] (229)

34



CAPITULO 2. UN MODELO DE KRONIG-PENNEY 2D CON
SIMETRIA CIRCULAR

con kya = 0.21 y koa = 0.47. Las sucesiones apropiadas {u,} y {A,} se han obtenido
usando el algoritmo expuesto en el capitulo 1. En la Fig. 2.8 se presentan tres grafi-
cas para el exponente de Lyapunov dentro de la primera banda de transmisién para

intercorrelacion méaxima 1 = 7 /4, anticorrelacion méxima n = —7/4 e intercorrelacion
nula n = 0.
Formula analitica n = —7 /4 ———
0.003 - ‘ Datos numéricos n = —7w/4 ———| |
' ’* Férmula analitican =0 ——
| Datos numéricos n =0 ———
0.0025 \ Foérmula analitica n = +7/2 ———|
‘\‘% Datos numéricos n = +7/2 ———
0.002 | | ]
~<
X
s 0.0015 .
0.001 - i
0.0005 1
o L1

Figura 2.7: Exponente de Lyapunov para distintos grados de intercorrelacién. Los datos numéricos se
obtuvieron para una realizacién de N = 1 x 10% barreras en cada caso usando el algoritmo presentado

en [30]. El intervalo de energia corresponde a la primera banda de transmision. Las intensidades de
desorden son +/(u,?) = 0.04/a y 1/<An2> = 0.04a mientras que la intensidad media de las barreras

deltiformes es U = 0.7/a. Las lineas solidas representa los valores obtenidos con la formula analitica

y las figuras guiadas por lineas representan los datos numéricos.

Notemos que, para el caso en el que la densidad espectral sea de la forma (2.23),
entre mas estrecho sea el intervalo [k, k2| el valor de A alcanzara valores mas grandes

dentro de éste. Por ejemplo, si consideramos la misma situacion: U = 0.7/a, 4/ <An2> =

0.04a y v/ {(u,?) = 0.04/a pero ahora con vectores de Bloch kja = 0.297 y kea = 0.317
tenemos que

qa~ 122, @a=126, @a=x23l, y qa~=~2.37. (2.30)

Con estos datos se obtiene la Fig. 2.9.
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| Datos numéricos n = —w/4 —

0-0014 Formula analitica n = —7w/4 ———

Datos numéricos n =0 ——

0.0012 Férmula analitican =0 ——

Datos numéricos n = +7/4 ——

0.001 + \ Formula analitica n = +7/4 ———
s 0.0008 -

X
~ 0.0006 -
0.0004 +
0.0002 -
0 o -
3.5 4 4.5 5 5.5 6
qa

Figura 2.8: Las condiciones son las mismas que en la Fig. 2.8 pero ahora el intervalo de energia de

inspeccion corresponde a la segunda banda de transmision.

2.4. Transmision a través del modelo de Kronig-Penney
2D

En esta seccion expondremos como el efecto del desorden compositivo y estructu-
ral con correlaciones repercute sobre la transmision para nuestro modelo (2.2) pero
con un numero finito N de barreras. Como punto de partida, extendemos la defini-
cion del coeficiente de transmisién en dos dimensiones y mostramos coémo calcularlo
numéricamente usando la técnica de matrices de transferencia.

Para el modelo de Kronig-Penney 2D que estamos estudiando, la solucion de la
ecuacion de Schrodinger dentro de los pozos es de la forma

¥ = R(p)0(0) = RO = [Fe' + G| [AH{ (ap) + BH (ap)] . (2:31)
donde © = Fel? + Ge™" es la solucion de la ecuacion angular (2.6) siendo A,B, F' y

G constantes y [ € Z.
La forma conveniente del operador V en este caso es

. 1o,
VO =5,P T 50 =
dR . 1 _d©
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0.02

Formula analitica n = —w/4
Datos numéricos n = —mw/4 ——
Foérmula analitica n =0 ——
Datos numéricos n =0 ———
0.015 ¢ Formula analitica n = +7/2 ———
Datos numéricos n = +m/2 ——~—

\\
/<
% 001 ¢ !
3 \“
I
0.005 © “
0 | \ | | |
1 15 2 3

qa

Figura 2.9: La situacion es similar a la de la Fig. 2.8 pero ahora kja = 0.297 y kea = 0.317.

Por otro lado, sabemos que la corriente de probabilidad es asociada a una particula de
masa m esta dada por

h h
_ Vi — bV = T Re [ Vil 2.32
3(r1) = 5 [V — V] = Re [V (232
Sustituyendo ) = RO en la Ec. (2.32), vemos que

| 2

R
J=|0]"Jx + TJ@

donde
h [..dR _dR’ hk
= | - 5 % (e a2 w (O (00, H® _—
In=5 [R 2 de}p (1B = 1A )W [ H(a0), B (a0)| 5 (2:33)
' ho[.,d® _do hl
Jo 2mi [@ de © dG} m(| "= 1c] )

En (2.33) W(f, f2) representa el wronskiano de las funciones f; y fa; las funciones
de Hankel satisfacen W [Hl(l)(qp),Hl(Q)(qp)] = —4i/(qmp), sustituyendo en (2.33) se

obtiene
2h

Jn=—— (1A~ |BI*)
Tpm
Notemos que Jz puede interpretarse, analogamente al caso unidimensional, como suma

de dos densidades de corrientes: una saliente, 75)—7; (JAJ?); vy otra entrante, 75)—’}71 (|BI%).

37



CAPITULO 2. UN MODELO DE KRONIG-PENNEY 2D CON
SIMETRIA CIRCULAR

Ahora que conocemos la densidad de corriente podemos calcular el flujo de probabilidad
inmediatamente antes y después de la n—ésima barrera. Sea S una superficie cerrada
y F un campo vectorial, entonces el flujo de F se define como

o = ]iJ .dS (2.34)

donde dS = ndS y i es un vector normal a la superficie S. Definimos las densidades
de probabilidad entrante y saliente como

2h|0|? .
Jsaliente = | | ’A|2P
Tpm
' Ik
Jentrante - _—|B|2ﬁ
Tpm

Sustituyendo Jo v Jsaliente €n (2.34), vemos que el flujo debido a la onda saliente,
inmediatamente antes de la n—ésima barrera, es

2w
q)n—l = /
0

Del mismo modo, inmediatamente después de la n—ésima barrera,

2h|O2
Tpm

2
An—l

Al A 4h
|An—1|2p] P pnde = _(|F|2 + |G|2>
" m

p=p

@, = (1P + 162 4]

Entonces, el coeficiente de transmision relativo a la n—ésima barrera es

2

(2.35)

d A
Tn:‘ . :' .

(I)n—l An—l

Por lo tanto, el coeficiente de transmision a través de las N barreras sera igual a

2

AN

Ty = | =X
N A,

(2.36)

Es posible expresar el coeficiente de transmisién en términos de matrices de transfe-
rencia definidas por la Ec. (2.16). Si conocemos las matrices de transferencia M,, para
cada barrera podemos construir la solucién de la ecuacion de Schrodinger después de
la N —ésima barrera a partir de la solucién en el centro comin de las barreras.

An = MyMy_;.. MsM,M, Aot (2.37)
0 By.

Llamaremos matriz de transferencia total, My, a la matriz producto MyM y_1...M3MsM;.
Si conocemos esta matriz podemos calcular el coeficiente de transmision.

An = [My]1140 + [Mn]12B
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0= [MN]21A0 + [MN]QQBO-

Eliminando By obtenemos

det(/\/lN) 1
N [MN]22 ’ [MN]22 0

Por lo tanto el coeficiente de transmision, en términos de My es

1

Ty=——
" |Mn]22|”

(2.38)

Notese que hemos usado det(M,,) = 1.

De acuerdo con la teoria del tnico parametro de escala, en el caso limite N >> 1,
se espera que el logaritmo del coeficiente de transmision decrezca linealmente con el
incremento del nimero de barreras de acuerdo con la relacion [34]:

(logTn) = —2Na.

Asi, Ty &~ 1 cuando A = 0. En la Fig. 2.10 vemos que las predicciones concuerdan con
los resultados numéricos

En las siguientes graficas mostramos las fluctuaciones correspondientes a las gréaficas
de la Fig. 2.10 alrededor de los promedios sobre las realizaciones.

Consideremos ahora la densidad espectral con sus respectivos bordes de movilidad
dados por Ec. (2.30), en la Fig. 2.12 se muestran las graficas del logaritmo del coeficien-
te de transmision promediado sobre varias realizaciones para las primeras dos bandas
cuando el desorden presenta correlaciones mientras que en la Fig. 2.13 se muestran
las correspondientes fluctuaciones.

Estos resultados numéricos concuerdan con las predicciones tedricas, a medida que
el nimero de barreras aumenta, las fluctuaciones alrededor de (log Ty) disminuyen, y
las predicciones de la relacion (log Tv) = —2Na) mejoran. Pero si el ntimero no es lo
suficientemente grande, las fluctuaciones son muy grandes; sin embargo, las correlacio-
nes favorecen la transmision en intervalos de energia previamente dictados, haciendo
que, a pesar de que N no sea grande, sobrevivan los bordes de movilidad. Asi, el des-
orden con correlaciones puede usarse para seleccionar intervalos de energia deseados
para intensificar o debilitar la transmisiéon en modelos finitos.

39



CAPITULO 2. UN MODELO DE KRONIG-PENNEY 2D CON
SIMETRIA CIRCULAR

(a) Primera banda
4 P
Datos numéricos
2 | Formula (logTy) ~ —2Na\ ——— |
0
<
=Y0)
=)
1 1 1 1 1 "‘
1 1.5 2 2.5 3
qa
(b) Segunda banda
4 T T
Datos numéricos
2L Formula asintotica (log Ty) ~ —2NaA —— |
0
<
&0
=

qa

Figura 2.10: Logaritmo del coeficiente de transmision dentro de la primera y segunda
banda para una sucesion de N = 600 barreras con desorden sin correlaciones. Estas
graficas se obtuvieron promediando sobre 100 realizaciones. La intensidad promedio

de las barreras deltiformes es U = 0.7/a. Las intensidades de desorden son ,/<An2> =

0.04a y /(u,?) = 0.04/a.
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(a) Primera banda

1+ (log Tw) + fluctuaciones
_1 ~ £ ‘ A ‘ A | - o K “ Y

T
i

(b) Segunda banda

1+ (log Ty) + fluctuaciones

— 6 ! ! ! ! !

3.5 4 4.5 o 5.5
qa

Figura 2.11: Fluctuaciones alrededor de (logTy) para la primera y segunda banda
correspondientes a las graficas de la Fig. 2.10.
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(a) Primera banda

Datos numéricos
2 L Formula asintotica (log Ty) ~ —2Na\ —— |

=

log T

qa
(b) Segunda banda

Datos numéricos
2L Foérmula asintética log Ty ~ —2Na\ ———

log T

qa

Figura 2.12: Logaritmo del coeficiente de transmision (a) en la primera banday (b) en la
segunda para una sucesion de N = 600 barreras con desorden correlacionado, los bordes
de movilidad estédn dados por la Ec. (2.30). Estas graficas se obtuvieron promediando

sobre 100 realizaciones. Las intensidades de desorden son 4/ <An2> = 0.04a y \/(u,?) =

0.04/a. La intensidad promedio de las barreras deltiformes es U = 0.7/a.
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(a) Primera banda

(log Ty} + fluctuaciones

T
e

1 1.5 2

(b) Segunda banda

(log Tiy) + fluctuaciones

Figura 2.13

: Fluctuaciones alrededor de (log Ty) correspondientes a las gréficas de 2.12.
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Capitulo

Un modelo 2D con desorden en la variable
angular

Estamos interesados en estudiar los efectos del desorden cuando la variable angular
en modelos bidimensionales presenta desorden. Surgen las preguntas, ;jes posible que
una funciéon de onda se localice angularmente? y si si, ;bajo qué condiciones? Para
evitar tratar con ecuaciones complejas, proponemos el potencial

N

S D Und(6 = 0n). (3.1)
n=1

U(p.0) = Ly =

02

Este potencial gobierna la funcién de onda de una particula cuantica de masa m en
una region bidimensional limitada por dos circulos concéntricos de radios interior p; y
exterior po (ver Fig. 3.1).

P2

W

/3.3

Figura 3.1: Particula atrapada en una regién anular con radios p; y po

W
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ANGULAR

Un potencial de la forma V(0)/p? nos permite estudiar algunos modelos bidimen-
sionales en términos de uno unidimensional respecto la variable angular con potencial
V' (0), el cual hemos elegido convenientemente.

Para un radio fijo p (p1 < p < p2), el potencial (3.1) consiste en una sucesion
finita de N barreras deltiformes con intensidades h*U, /2mp? y posiciones angulares
aleatorias {0y < 6, < 0y < 65..0y_1 < Oy}. Los valores aleatorios U, y 0, pueden
descomponerse como suma de un valor medio mas fluctuaciones:

U,=U+u, y 0, = na+ (60),

donde
(U)=U 'y (th)=na

El simbolo « es el espaciamiento de red cuando desaparece el desorden, en este caso
a=2n1/N
Para esta particula, la ecuacion de Schrodinger esta dada por
h2
—5 -V +U(p, )0 = By (3.2)

donde potencial U(p, §) puede escribirse como

Up,0) = %V(@) con V(0) = Un5(0—0,).

La simetria del modelo en coordenadas polares sugiere el uso del método de separa-
cion de variables y suponer que ¢ = R(p)O(0). En coordenadas polares, el operador

laplaciano toma la forma
10 0 1 9
Vi=—(p=— )+ 55
pop \"Op)  p*06°
Esto nos permite descomponer la ecuacion (3.2) en dos ecuaciones:
Una ecuacion para la parte angular de ¢

2o |, &
— T | ; U,0(0 —6,) | © =0. (3.3)
Y otra para la parte radial
@R 1dR [, 2
—_—+ - ——=|R=0 3.4
dp2+pdp+( pQ) ’ (34)

donde ¢ = /2mFE/h? y | es una constante de separacion que toma valores reales posi-
tivos.
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La Ec. (3.3) corresponde a un modelo de Kronig-Penney 1D aperiodico finito angular
mientras que la Ec. (3.4) es una ecuacion diferencial de Bessel.

Para resolver este problema primero debemos encontrar los autoestados angulares © y
sus respectivos valores permitidos para [ en (3.3) y después resolver la Ec. (3.4) para
el valor de [ previamente encontrado.

A pesar de que la Ec. (3.3) es un modelo de Kronig-Penney 1D, no es posible usar los
resultados para el modelo infinito (1.2). Por ejemplo, si el desorden estructural es muy
débil, es muy posible que la longitud (sector angular) de localizacion correspondiente
al modelo (1.2) sea méas grande 27, teniendo asi, autoestados extendidos. Ademas, un
desorden estructural muy fuerte puede intercambiar el orden fisico de las posiciones
de las barreras cuando estaban equiespaciadas; si al menos una barrera intercambia
su orden con otra, se debe considerar la nueva configuracion, redefinir los indices para
ordenar de forma creciente y comparar esta nueva configuracién reordenada con la
imperturbada para poder analizar las propiedades estadisticas.

Sin embargo, es posible fortalecer la localizacion introduciendo desorden débil con
correlaciones de largo alcance [39]. Esto nos evita tratar con desorden fuerte. Para ana-
lizar las propiedades de localizacion de la parte angular ©, utilizaremos una cantidad
equivalente a la longitud de localizacion para modelos finitos: la razén de participacion
inversa IPR [40], la cudl es el reciproco de la integral del médulo cuarto de © (nimero
de participacion) [41].

3.1. Parte angular: Modelo de Kronig-Penney 1D ape-
riddico finito

Consideremos la ecuacion diferencial (3.3) para la parte angular

d?©

W_F 0 =0.

N
P = Unb(0—6,)
n=1

Nuestro objetivo, dada la configuracion de barreras y cierto valor [, es encontrar la
funcion de onda © dentro del intervalo [0, 27]; sin embargo, solo los valores correctos
de [ nos conduciran a soluciones O fisicamente aceptables. Por ejemplo, si el desorden
desaparece, se espera que las soluciones fisicamente aceptables sean onda de Bloch.

La ecuacion (3.3) puede estudiarse en términos de su modelo de enlace fuerte aso-
ciado. Para obtener el modelo de enlace fuerte se puede usar el método del mapa
hamiltoniano visto en el capitulo 1 y en sus referencias.
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3.1.1. Modelo de enlace fuerte asociado al modelo de Kronig-
Penney 1D angular continuo

Siguiendo el procedimiento en [30], encontramos que el mapa hamiltoniano asociado
a la Ec (3.3) esta dado por

On+1 | cos[l(a + A)] + Y2 sen[l(a + A,) %f&m O,
O, | | —lsen[l(a+ Ay)] + Uy cosll(a+ A,)] cos[i(a+ A,)] e, |’

(3.5)

donde ©(6,,”) = DO,, y ©'(0,,") = DO.,, D es una constante de normalizaciéon que se

definird mas adelante para el caso continuo y A,, = (66),4+1 — (660),,. Si se eliminan ©/,

y O, del sistema formado por (3.5), se obtiene el siguiente modelo de enlace fuerte

’yn—&-l@n—i—l + 7n@n—1 = En@na (36)
donde
B 1
= sen[l(a + A,)]
y

e = cotll(a + A)] + cotfl(a + A,_y)] + %

De la formula definida por (3.6), puede verse que para conocer O,,,1 se necesita conocer
a © en dos sitios sucesivos previos o posteriores. Esto puede resolverse si, considerando
que 0; y 0; + 27 representan el mismo sitio, se impone que las posiciones 6y y 6y son
iguales, de este modo se tienen las condiciones periddicas

Oy = On

o, = Ol

La Ec. (3.6) puede interpretarse como un sistema de ecuaciones homogéneo de N x N
en donde las incognitas son las ©,,’s. Tomando en cuenta la periodicidad, las ecuaciones
son

’)/1@]\[ + "}/2@2 — 61@1 = 0, ’)/2@1 + ’}/3@3 — 62@2 = O, ’73@2 —+ ’}/4@4 — 62@2 = 0,
Este sistema de ecuaciones puede expresarse matricialmente como

M(I) O3

I
=
—~

©w
EN
~—




CAPITULO 3. UN MODELO 2D CON DESORDEN EN LA VARIABLE

ANGULAR
donde
i —€1 V2 0 e 0 0 0 71 ]
V2 —€9 Y3 O N O O
0 1 —e 7 0 0 0
M(l) =
0 Yn+1 €n  Yn+l 0
0
0 0 0 0 YNv—2 —€n—2 IN-1 0
0 0o ... 0 0 YN_1 —€N_1 N
00 0 0 YN —€N ]
(3.8)

Resolver el modelo de enlace fuerte (3.6) es equivalente a resolver el modelo continuo
(3.3). Si se conoce un vector solucion del sistema (3.7), se puede construir una solucion
para (3.3) dentro de cada pozo. Para el n—ésimo pozo limitado por (6,,,6,.1) se pueden
tomar ©,, y ©,1 como valores en la frontera. Dentro (6,,6,,,1) la funcion © satisface

©(0) = A, cos(l0) + B, sen(l0). (3.9)

Las constantes A,, y B,, pueden encontrarse haciendo 6 = 6, y 8 = 60,,.1. Asi, la funciéon
© para cualquier valor de 6 € (0,,,0,1) esta dada por

sen[l(0 — 0,41)] sen(l(0 — 0,,)]
0)=D< — 0, n . 1
00) { © sen[l(0,11 — 6,)] +0 sen[l(6n41 — 6,,)] (3.10)
La constante D puede obtenerse con la condicién de normalizacion
2T
/ |©(0)|?df = 1. (3.11)
0

El sistema de ecuaciones homogéneo (3.7) tiene solucién no nula cuando det [M(l) | =
0; la matriz M({) solo sera singular para valores especificos de [. Desafortunadamente
no es posible obtener una expresion analitica para calcular los valores permitidos de
[, este problema debera abordarse numéricamente. Después de conocer los valores co-
rrectos de [, el paso siguiente es resolver el sistema de ecuaciones, es decir, diagonalizar
la matriz M(l): a un autovector correspondiente un autovalor nulo sera solucion del
sistema de ecuaciones homogéneo.

Para encontrar el espectro de valores [, podemos hacer que [ tome diferentes valo-
res continuos dentro de un intervalo (I;,[f), diagonalizar la matriz M (l) y evaluar su
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determinante para seleccionar a los valores de [ correctos. La precision dependera de
en cuantos puntos se divida el intervalo (I;,[). Otra tarea que se debe resolver es c6mo
seleccionar el intervalo de donde [ tomaré los valores continuos para evaluar det(M),
porque un namero grande de evaluaciones numéricas aumentara el tiempo de ejecucion
de los programas.

Un camino para encontrar los autoestados es primero resolver el problema en ausencia
de desorden, ver como se modifica cuando se introduce desorden muy débil y ver hasta
que intensidad de desorden se pierden los resultados sin desorden.

3.1.2. Modelo de Kronig-Penney 1D periédico finito (método
analitico)

En ausencia del desorden, la Ec. (3.3) se reduce a

d*© n
do?

N
z2—ZU5(9—na)] 0 =0.
n=1

Esta ecuacion gobierna a la funciéon de onda © de una particula en presencia de N
barreras deltiformes idénticas con intensidad U y equiespaciadas un angulo o = 2w /N
como se muestra en la Fig. 3.2.

Figura 3.2: Modelo con N barreras equiespaciadas un sector angular o = 27 /N

Sin desorden, el modelo de enlace fuerte (3.6) adquiere la forma

Opi1+ 6,1 =2 |cos(la) + %sen(la) O (3.12)
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Se trata de una red de N sitios y con parametro de red a. Sabemos que en este caso
los autoestados son ondas de Bloch

0, = ek (3.13)
siendo kg el vector de onda de Bloch angular. Sustituyendo en (3.12) vemos que

cos(kga) = cos(lar) + v

2—lsen(l&). (3.14)
Si la red consiste en N sitios, entonces se tendran N vectores de Bloch
2
kg = ——(

Na para (=0,1,2,3,.... N — 1.

Por cada vector de onda de Bloch se tendra una ecuacion (3.14), si etiquetamos con un
indice cada valor de [ de menor a mayor que satisfacen (3.14) para cierto ky, podemos

barreras y U = 15.

formar variando ks para un mismo indice conjuntos de valores de [ llamados bandas.
En la Fig. 3.3 se muestran las primeras cuatro bandas para un sistema de N = 36

?;‘/:COS lo) + Ysin(la) ——
27 y = cos(2n¢/N) para ¢ (: ())’ 1 ‘2‘1', N(— % )l
Primera banda ©
1.5 Segunda banda ~ ©
al Tercera banda © 1
Cuarta banda o
1 N Va9
b P p -
A\ L% P\
=05 1 7 +—\
! S h! 7 \
! b 1 b \
0 ! I 1 7 \
S S N
b pd he P \ /
1 M u&%éf \—/
0 20 40 60

100
Momento angular [
yy = cos(la)+ %

Figura 3.3: En este ejemplo N = 36 y U = 15. Cada punto de interseccién de las curvas y = cos(kga)
2
o bandas.

sin(la) representa un valor permitido para [, formando conjuntos discretos de valores

ol




CAPITULO 3. UN MODELO 2D CON DESORDEN EN LA VARIABLE
ANGULAR

Es posible conocer © para todo 6 dado un vector de onda de Bloch ky y un valor
de [ que satisfaga (3.14). Si se sustituye (3.13) en (3.10) se obtiene

eikgna

0(f) = D

sen(la) {ez‘kea sen[l(6 — na)] — sen[l(0 — na — «)] } (3.15)

En la Fig. 3.4 se muestra una solucién para un sistema formado por N = 36 y U = 15,
se ha tomado el vector kgar = 27(9)/36 y la raiz [ = 12.165395527806645.

0.25 ‘ >

19(6)

0.2 - i

0.15

0.1+

0.05

Nlee |

Figura 3.4: Moédulo cuadrado de la parte angular de la funcién de onda, se ha tomado el vector de
onda de Bloch kga = 27(9)/36.

3.1.3. Modelo de Kronig-Penney 1D periédico finito (método
numérico)

Con el fin de idear una estrategia para resolver el sistema (3.7), primero resolvere-
mos el problema sin desorden numéricamente. Observemos que en ausencia de desorden

y enze:2cot(l0z)+%.
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Entonces, la matriz tridiagonal se reduce a
[ — ~ O ... 0 ... ... ... ... 0 0 ~ ]
v —e v 0 O O R 0]
O v — ~ 0 ... ... ... .0 ... 0 0
M(l) = | o Sl (3.16)

: .. o0
o o0 ... ... ... ....0 O ~v —e ~v O
0O 0 ... ... ... ... ... 0 0 ~v —€ 7v
v 0 0 0 0 v —e

Analiticamente, sabemos que esta matriz se vuelve singular para todos los valores
de [ que satisfacen la Ec. (3.14)

cos(kgar) = cos(la) + %sen(la).

Ademas, gracias a la simetria de la funcién coseno, podemos ver que para cada

indice ¢ se cumple que
2 2
cos [%E] = cos [WW(N - 6)] :

Sustituyendo los vectores de Bloch kg = 27¢/N y ky = 2n(N — £)/N en la Ec. (3.14),
se deduce que [y = [y_y, es decir, estos dos vectores de Bloch generan un mismo valor
permitido para [. Asi, si numéricamente se obtiene un valor para [ que vuelve singular
a (3.16), entonces la matriz tendra un autovalor nulo con multiplicidad 2 para dicho .
Notemos que no importa si N es par o impar, pues usando la periodicidad, siempre se
puede agregar un renglon mas a la matriz (3.16) para obtener autovalores con su res-
pectivo par. Por lo tanto, siempre se pueden obtener dos vectores soluciéon linealmente
independientes ©; y .

Imaginemos que s6lo conocemos los intervalos de cada banda para [ pero no los valores
especificos de [ que satisfacen (3.14). Un método para saber si la matriz es singular es
diagonalizarla y tomar los valores propios méas pequenos, la cercania de éstos a cero
servird como criterio para aceptarlos como valores permitidos o no. Debido a que la
matriz M(() es casi singular, es conveniente usar el método de descomposicion en va-
lores singulares (SVD) [42]. El método SVD consiste en descomponer cierta matriz A
como un producto de tres matrices:

A = LWRT,
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donde W es una matriz diagonal

y las matrices L y R satisfacen LRT = 1. Si la matriz es compleja entonces las matrices
L y R deben ser unitarias y la descomposiciéon es de la forma A = LWR.

Usando el método SVD, lo que se debe hacer es encontrar los valores singulares w;
de la matriz M(l) , ordenarlos de mayor a menor y tomar los valores singulares mas
pequenos. La solucion general del sistema homogéneo es una combinacion lineal de ©4
y ©3

Notemos que las soluciones ©; y ©, son reales porque las entradas de la matriz (3.16)
son reales, se puede verificar analitica y numéricamente que estas dos soluciones son
de la forma

1 sin(0)
cos(kgav) sin(kgar)
0, x cos(2kp) 0, x sin(2kga)

cos [(N — 1)kga

sin [(N — 1)kgal

Una soluciéon que satisface el sistema homogeneo y conduce a ondas de Bloch se en-
cuentra haciendo F = (E, asi, la Ec. (3.17) se reduce a

O = E(O, +i0,).

Después de obtener las soluciones fisicamente aceptables ©1, 04, O3, ..., Oy, se puede
calcular ©(#) para todo 0 € (0, 27) usando (3.10). Los resultados numéricos y analiticos
son, con alta precision, practicamente idénticos.

3.1.4. Modelo de Kronig-Penney 1D aperiodico finito

Podemos resolver la ecuacion (3.7) usando el mismo procedimiento que en el ca-
so ordenado, primero, buscamos los autovalores nulos de (3.8) y sus correspondientes
autovectores usando el método de descomposiciéon en valores singulares. Sin embargo,
con desorden, los autoestados no son ondas de Bloch y la ecuacion de dispersion (3.14)
ya no se cumple. Al romperse la simetria, los autovalores de (3.8) dejan de tener mul-
tiplicidad dos, pero si el desorden es débil los autovalores no difieren mucho.
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Un camino para encontrar los valores permitidos para [ es hacer variar [ como “pa-
rametro libre” dentro de cierta banda, evaluar el determinante de (3.8) para varios
valores de [ y seleccionar aquéllos para los cuales éste es aproximadamente cero. Sin
embargo, aun sin desorden, el determinante de (3.8) (el cual es igual a wiwyws - - - wy)
sufre cambios muy bruscos, por ejemplo puede variar desde 0 hasta 1 x 10%°. Otro
camino es seleccionar los dos autovalores més pequenos y hacer variar [ hasta que los
autovalores estén lo méas cerca posible de cero. Para evitar los cambios bruscos, en
vez de tomar el producto wywews - - - wy = det M(1), se ha obtado por considerar el
producto de los valores singulares méas pequenos w; y we. En las figuras 3.5y 3.6 se
muestran las graficas de la funcion g(I) = wyws para dos configuraciones de N = 36
y U = 15 con distintas intensidades de desorden estructural y compositivo sin correla-
ciones, respectivamente.

0.4 : \ \ . \ 0.4 : \ \ > \
g(l) = wyw, con <An, ) =0.001 —— g(1) = wywy con <A,,, ) = 0.005 L

0.35 L y(ll) = wywy, ¢aso ordenado 035 L g(z) = wywy, ¢aso ordenado |
0.3+ I 03|
0.25 ho 025 r
0.2 - H 0.2 -
0.15 H 0.15 -
0.1 - i 0.1k
0.05 | /\ /\ 1005 |

NIV V.V.ViViV/ VoL caan AAANS |

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
l

Figura 3.5: En esta figura la curva de color negro para las dos graficas corresponde al caso ordenado,
se verifica que los valores de [ tales que g(I) = 0 coinciden con los que predice la Ec. (3.14). La curva
azul corresponde al caso perturbado, en ésta se muestra como los ceros de g(I) del extremo superior de
la banda con desorden se desplazan respecto a los del caso ordenado conforme aumenta la intensidad

del desorden.
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0.3 - q(‘l) = wyw, con V/{u2) 2 —1H 03F q(‘l) = wyw, con V/{u2) =5 —Jfi
g(1) caso ordenado (1) caso ordenado

0.25 o 0.25

0.2 H 0.2 -

0.15 | o015 |

0.1 - i 0.1k

" /\/\/\/\/\/\ |

0 V. V\VAV \ \ ) \ 0 / \WAWRWIRW /
8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

l

l

Figura 3.6: Sistema formado por N = 36 y U = 15. En esta figura se muestran las graficas para
g(l) = wyiwa, la curva de color negro para las dos corresponde al caso ordenado y la curva azul

corresponde al caso con desorden puramente compositivo.

De las gréaficas 3.5y 3.6, podemos ver que la intensidad de desorden compositivo
influye menos en el desplazamiento de los valores permitidos para [ con respecto al caso
imperturbado. En las figuras 3.7 y 3.8 se muestran la funciones de onda respectivas
para las mismas realizaciones de las figuras 3.5y 3.6.

0.4 S 0.24 :

©0)" — @) ——
0.35 + 1 022t
03l 0.2
0.18
0.25 +
0.16
0.2
0.14
5 1
0-15 0.12
0.1 - 1 0.1+
0.05 T : 5 0.08 - p
0 ST T 5T 2m 0 3 T >
0 0

Figura 3.7: Funciones de onda de dos configuraciones de N = 36 barreras y U = 15 con distintas

intensidades de desorden estructural, <An2>

Aunque el desorden compositivo es fuerte, la finitud del modelo no nos permite
visualizar la localizacion. Sin embargo, podemos usar el desorden con correlaciones
para fortalecer la localizaciéon en nuestro modelo finito ain con desorden débil. El
desorden con correlaciones puede obtenerse por medio del algoritmo desarrollado en
[15] (visto en el capitulo 2), el cual nos permite construir sucesiones de valores aleatorios

{ADAQ’A& '-'AN} y {U1,U2,U3>---,UN}

2
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0.28 . 0.5 ;
e@) —— e@)* ——
0.26 + 1 045+
0.24 + 1 04 +
0.22 + 035 |
0.2 +
0.3 +
0.18 +
0.16 0.25 +
0.14 0.2
0.12 1 015
0.1+ 1 0.1
0.08 : : — 0.05 :
0 %ﬂ' T %7\' 2m 0 %ﬂ' m B 2
0 0

Figura 3.8: Funciones de onda de dos configuraciones de N = 36 barreras y U = 15 con distintas
intensidades de desorden compositivo, \/{u,?) =2y 1/(u,2) =5

a partir de las densidades espectrales

Wi(koa) = 1+2) x1(j) cos(2kgaj) y Walkga) =142 xa(j) cos(2kgarj),
j=1 j=1
(3.18)

donde

N <Unun+j> N <AnAn+j>
x1(j) = ) v x2(J) = W (3.19)

Podemos usar el desorden con correlaciones para fortalecer la localizacién en nuestro
modelo finito atin con desorden débil. En el capitulo 2 habiamos construido ventanas
de energia en las que se fortalecia la localizacion para el modelo de KP-1D aperi6édico
infinito. A pesar de que el exponente de Lyapunov o longitud de localizaciéon inversa
para el modelo infinito no es apropiado para nuestro modelo finito, nos brinda informa-
cioén sobre en qué intervalos se puede fortalecer la localizacion dentro de cierta banda
gracias a la expresion

A= 81& [(02) Wi(koo) + (52) Walkoa) — 2 (4, ) (cos koa)Wi(ho)|  (3.20)
donde .
Ws(kga) =1+ 2 Z x3(1) cos 2kparj (3.21)

es la densidad espectral correspondiente a las intercorrelaciones entre w, y A, con
correlador binario

Ademés, podemos expresar la tercera densidad espectral Ws(kgar) en términos de
Wi(kgat) vy Wa(kear) por medio de un parametro n que indica el grado de interco-

(3.22)

57



CAPITULO 3. UN MODELO 2D CON DESORDEN EN LA VARIABLE
ANGULAR

rrelacion. Asi, la longitud de localizacion inversa esta dada por

A= 8% [ (i) Wi (ko) + <Ai> Wa(kea)

- 2\/<un2> (A,?) Wi(kga)Wa(kpar) cos kgarsen(2n)

(3.23)

Con el fin de fortalecer la localizacion dentro las bandas, tomemos la siguiente
densidad espectral

Wi(koa) = Wa(koar) = { iy g S Ko € o, Roo

0 i € [0, ko] U [k, 7/(20) (3.24)

En la siguiente seccion se estudiara la localizacion para este modelo finito por medio
de la razon de participacion inversa, asi como los efectos del desorden con correlaciones.

3.2. Razoén de participacién inversa para autoestados

©

Una cantidad que nos ayuda a distinguir autoestados localizados de extendidos es
la razoén de participacion inversa (IPR); ésta se define como el reciproco de la razon de
participacion

PR = / | |*av.
Vol

Es decir, IPR = 1/PR. Cuantitativamente, el IPR representa la porcion del espacio en
donde el médulo cuadrado de la funcion de onda difiere significativamente de cero. Si
el IPR de un autoestado es del orden del tamano del sistema IPR ~ Vol, entonces se
trata de un autoestado extendido; pero si el IPR < Vol significativamente, se trata de
un autoestado localizado. Para nuestro modelo esperamos que si un autoestado © es

extendido, entonces
-1

IPR = [/:ﬂ y@(e)y%ze] ~ 2.

En la Fig. 3.9 se muestra la razéon de participacion inversa para un sistema formado
por N =36 y U = 15 sin desorden.

Con el fin de estudiar la localizaciéon en nuestro modelo, introduzcamos el desorden
con correlaciones para fortalecer la localizacion en subintervalos de las bandas, para
ello, consideremos la densidad espectral

Wi(kgar) = Wo(koar) = { hoaakopa S ke € ko1, Koo

0 4 o € [0.kpt| U lkomr/(20)] )
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7 \ 7 \

IPR (primera banda) o IPR (segunda banda) o

6+ E,,,/—'B""Eiﬁa —8— 88— H8—8— —8—g

547 4t o \\

~ 3 3l H

|

2 | 2 | “‘r

. 1] |
0 T 0 : : : : : : ‘

8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 20 22 24 26 28 30 32 34
l l

Figura 3.9: Razon de participacion inversa para un sistema ordenado de N = 36 y U = 15 en funcién
de [ para las primero 2 bandas en ausencia de desorden.

En la Fig. 3.10 se muestra la razén de participacién para una configuraciéon con
desorden con correlaciones generado a partir de una densidad de la forma (3.25) con
[kg1av, kgl = [0.357,0.47], sustituyendo en (3.14) se tiene que a los vectores de Bloch
0.357/a y 0.47/c les corresponden los valores | ~ 10.414 y [ =~ 10.961 en la pri-
mera banda. En la Fig. 3.11 se muestra la razén de participacién pero ahora con

7 ! ' ! ! ! ! ! ! ! !
IPR (modelo sin desorden) s a IPR (modelo sin desorden) s
G ~ IPR con desorden correlacionado o IPR con desorden correlacionado o
—a 6l
5
5
4L
41
3L

0 I I I I I I I I I 0
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 20

l l

Figura 3.10: Razon de participacion para una configuracion de N = 36 barreras, U = 15 con

V{un2) =5, 1/(A,*) = 0.001 e intensidad de intercorrelacién n = 7/2 dentro de las primeras dos
bandas.

(kg1 v, kgo] = [0.45m, 0.57], sustituyendo en (3.14) se tiene que a los vectores de Bloch
0.457/a y 0.5m /v les corresponden los valores [ & 11.546 y [ ~ 12.165 en la primera
banda.

Si tomamos el valor de [ correspondiente al valor mas pequeno del I PR podemos
obtener la funciéon de onda con mayor intensidad de localizacién, para la Fig. 3.11
este valor es [ = 12.165 en la primera banda. El autoestado angular correspondiente al
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7L "TPR (modelo sin desorden) o | 7L IPR (modelo sin desorden) o
IPR con desorden correlacionado o IPR con desorden correlacionado o

Figura 3.11: Razén de participacion para una configuracion de N = 36 barreras, U = 15 con
(un?) =5, <An2> = 0.001 e intensidad de intercorrelacion n = 7/2 dentro de las primeras dos

bandas

arreglo con el que se se obtuvo la Fig. 3.11 se muestra en la Fig. 3.12

OO —— log[6(0)]> ——

0.8
0.6 +
0.4

0.2

0 . . . . =
0 5T T 5T m 5T 2
0 0

Figura 3.12: Moédulo cuadrado de la funcién de onda © y su logaritmo.

60



CAPITULO 3. UN MODELO 2D CON DESORDEN EN LA VARIABLE
ANGULAR

Ahora veamos como cambia la razén de participacién inversa cuando tenemos dis-
tintas configuraciones pero con la misma intensidad del desorden y pardmetros U y V.
Para ello, consideremos un desorden estructural débil tal que los momentos angulares
[ no se desplacen més de una centésima de sus valores iniciales del caso imperturbado,
si tomamos mil configuraciones y promediamos se obtiene la Fig. 3.13

14 T 1\ T T
(PR)+fluctuaciones u 123 -

12 R

8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18
l

Figura 3.13: Razén de participacion inversa promediada para 1000 realizaciones.

La razon de participacion inversa cambia drésticamente de una realizaciéon a otra,
esto implica fluctuaciones muy grandes. Esto se debe a que la razon de participacion
inversa no se autopromedia como la longitud de localizaciéon inversa. El hecho de que las
razén aumente o disminuya considerablemente de una a otra realizacion significa que, a
pesar de que el desorden es débil, es posible seleccionar una realizaciéon con menor I PR.
Conocer dicha realizacion puede aprovecharse para la construccion de dispositivos que
localicen ondas en algtin sector angular. Veamos cémo obtener una realizaciéon con
un IPR favorable. Notemos que a pesar de las fluctuaciones, la menor IPR cae en
[ ~ 12.165. Podemos fijar [ = 12.165, almacenar el IPR de 1000 configuraciones y
seleccionar aquella con el IPR menor; para dicha configuraciéon la funcién de onda
tendra una intensidad de localizacion que serd mayor. En la Fig. 3.14 se muestra la
funcién de onda correspondiente a la configuraciéon con la menor IPR .

3.3. Parte radial y funcién global

En la seccion anterior se estudié como obtener los momentos angulares [ permitidos
de la Ec. (3.3), esto nos permite establecer la ecuacion diferencial de la parte radial

(3.4)
2R 1dR [,
-y o= ——)R=0
i " pdp +<q 02) ’
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1.4

OO ——

log [|6(6)"] ——

1.2 +

1+

0.8

0.6

04

0.2

™
0
Figura 3.14: Modulo cuadrado de la funcién de onda cuya realizacion manifiesta mayor localizacion

de las 1000 configuraciones de la Fig. 3.13.

donde ¢ = \/2mFE/h?. La Ec. (3.4) tiene como solucion general una combinacién lineal
de funciones de Bessel
R(p) = A1 dilgp) + A2Yi(gp). (3.26)

De la condicion R(p;) = 0 vemos que (3.26) adquiere la forma

R(p) = Ao |Yilap)J(ap) = Jilap)Yilap) (3.27)

donde Ay puede encontrarse con la condicién de normalizacién

P2
/ R(p) pdp = 1.

p1

La condicion R(p;) = 0 nos proporciona una ecuacion de dispersion que ¢ debe satis-
facer

Yi(gp1)Ji(ap2) — Ji(ap1)Yi(gpz) = 0. (3.28)

En la Fig. 3.15 se muestra una grafica de la funcion f(q) = Yi(qp1)Ji(qp2)—J1(qp1)Yi(qp2)
para p; = 10cm y ps = 25ecm con | = 12.165395527806645.
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f@) = Yilap)Ji(ap2) — Ti(apr)Yi(gps)

1.5 2 2.5 3
q

0 \//\\/
1
Figura 3.15: Ecuacién de dispersién para las energias permitidas del modelo.

De forma analoga a la ecuaciéon de dispersion (3.14), es conveniente ordenar los
valores de g que satisfacen (3.28) para cierto valor [ de forma creciente y etiquedarlos
con el indice s = 1,2,3,.. e indice de banda n: {qu1, gn2, ¢n3, ---} = {qus}. En la Fig.
3.16 se muestran los primeros dos valores permitidos de ¢ cuando [ toma valores dentro
de la primera y segunda banda, donde [ satisface (3.14).

1.8

1.6 -

1.4 +

q(kecv)

q:

0.8 |

0.6 -

0.4 ‘ ‘ ‘

Figura 3.16: Primeros dos valores permitidos de q (s = 1,2) en funcién de los vectores de onda de

Bloch kga para las primeras dos bandas (n = 1, 2).

Asi, la solucion de la forma (3.27) quedara establecida cuando se especifiquen los
nimeros cuanticos n y s. Consideremos el valor [ = 12.165 (n = 1) y los primeros
cuatro valores permitidos de q.
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0.012 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.012
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0.01 | | 0012
0.01 |
0.008 |-
o ~ 0.008 |
= 0.006 + 1=
& = 0.006 |
0.004 |
0.004 |
0.002 - 0.002 |
0 L L L L L L L 0 L L L L L L
0 12 14 16 18 20 22 24 2 0 12 14 16 18 20 22 24 26
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Figura 3.17: Moédulo cuadrado de la funcién de onda R,s paran =1y s =1,2,3,4.

La funcion de onda global estd dada por ¢ = R(p)©(0): si se especifica la banda
n y el momento angular [ en (3.3), entonces podemos encontrar los valores de ¢, por
medio de (3.28). Asi, la funcién se puede representar como

wnls = Rls(p)@(l) (9)

En la Fig. 3.18 se muestra la funciéon de onda global para [ = 12.165 y s = 1,2,3
con desorden correlacionado en la variable angular, podemos ver como la funcién de
onda se localiza en un sector angular. Gracias a la equivalencia con la ecuacion de
Helmholtz, de estos resultados podemos concluir que es posible seleccionar frecuencias
especificas para localizar ondas electromagnéticas en sectores angulares.
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‘1/112|2 — |1/)12‘2 —

0.0027
|1/)|20.0018
0.0008

Figura 3.18: Funcién de onda v, para s = 1,2,3,4. Las graficas de la izquierda corresponden al
caso ordenado y las graficas a la derecha al caso con desorden con correlaciones en donde la parte

angular de ¥,;s es la misma que en la Fig. 3.14.
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Capitulo

Conclusiones

Con el fin de estudiar la localizaciéon y transporte en medios bidimensionales, se
propusieron dos modelos bidimensionales con potenciales separables en coordenadas
polares: uno de ellos con desorden tinicamente en la variable radial y el otro con desor-
den tnicamente en la variable angular. El hecho de que estos modelos sean separables
en coordenadas polares permite reducir su estudio al anélisis de modelos unidimensio-
nales. Para el modelo 2D con desorden en la variable radial su modelo 1D asociado es
un modelo de Kronig-Penney 1D finito aperiédico con un potencial centrifugo mientras
que para el modelo 2D con desorden en la variable angular su modelo 1D asociado es
un modelo de Kronig-Penney 1D aperidédico angular y finito; en el primer caso lo que se
localiza es la parte radial de la funcién de onda cuando se considera al modelo infinito
y en el segundo caso lo que se localiza es la parte angular.

Es importante mencionar que en los modelos unidimensionales asociados a los bidi-
mensionales propuestos la finitud cobra mucha importancia. En el caso del modelo con
desorden en la variable radial debemos elegir un ntimero de barreras N lo suficiente-
mente grande para que el ruido domine sobre el potencial centrifugo. En el caso del
modelo con desorden en la variable angular, no es posible elegir un ntimero de barreras
N arbitrariamente grande porque el modelo esta definido en un dominio finito (27);
ademaés, el desorden no puede ser muy débil porque existe el riesgo que loc > 27 y
tampoco fuerte porque éste complicaria el control sobre el desorden (las barreras po-
drian desplazarse demasiado e intercambiar sus posiciones con el resto).

Uno de los efectos del desorden con correlaciones es la existencia de intervalos de
energia en donde se puede fortalecer o debilitar la localizaciéon de los estados cuénti-
cos en el modelo de Kronig-Penney 1D aperiodico; este resultado puede aprovecharse
para estudiar las propiedades de transmision y localizacién para nuestros dos modelos
de Kronig-Penney 2D. Otro resultado relevante es que la longitud de localizacion y
transmision estén relacionados por la tendencia (log T) ~ —2N/l1 .. para valores muy
grandes de .
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Si existen intervalos de energia en donde se fortalece o debilita la localizacién enton-
ces, gracias a la relacion (log Ty) ~ —2N/lp. siempre que N tienda a ser muy grande,
se puede encontrar tedricamente que existen intervalos de energia para los cuales la
transmision se puede fortalecer o debilitar en el modelo de Kronig-Penney 1D finito
(referencia ). Basandonos en estos resultados, se estudiaron las propiedades de trans-
mision para el modelo 2D (finito) con desorden correlacionado en la variable radial,
encontrandose que es posible elegir configuraciones especificas en donde el coeficiente
de transmision se debilite o fortalezca. Para el modelo 2D con desorden correlacionado
en la variable angular se calcularon los autoestados, en donde se encontr6 que se puede
elegir una configuracion en la cual la parte angular de la funciéon de onda se localice
en ciertos sectores angulares.

Poder generar bordes de movilidad en estos modelos abre camino al estudio de la
transmision y localizacion de ondas electromagnéticas. Uno de los siguientes proyectos
es la fabricacion de dispositivos capaces de localizar microondas en alguna region o di-
reccién, asi como la seleccion de frecuencias para las cuales la transmision se fortalezca
o debilite. Otro proyecto puede ser el estudio de localizacién y transporte en modelos
bidimensionales irreducibles a problemas unidimensionales.
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