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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar algunas de las diferentes generalizaciones que
admite el concepto clasico de familia independiente y describir las relaciones que existen
entre los distintos tipos de familias que surgen en cada caso.

Al comienzo se presentan las familias conocidas como fuertemente independientes y se
muestra como la existencia de estas familias sobre ciertos cardinales tiene una fuerte relacién
con la Hipétesis del Continuo (CH) y la Hipotesis Generalizada del Continuo (GCH), ademés
se demuestra que la existencia de sucesiones ¢* implica la existencia de familias fuertemente
independientes, lo cual mejora un resultado recientemente establecido por Fischer y Montoya.

Posteriormente definimos las familias a las cuales hemos llamado familias F-independientes
y J-independientes, en donde F es un filtro y J un ideal. Nos concentramos principalmente
en las familias C-independientes, en donde C es el filtro de los conjuntos cerrados y no aco-
tados sobre un cardinal x y vemos que estas familias cumplen muchas propiedades andlogas
a las de las familias independientes clasicas. En el caso de las familias J-independientes
observamos que la existencia de estas depende en gran medida de la saturacion del ideal J.

Palabras claves: Independencia, Hipétesis del Continuo, Sucesion diamante, Filtro de
clubs, Ideales saturados.

Abstract
The objective of this work is to study some different generalizations supported by the classical
concept of independent families and to describe the relationship that exist between the
different types of families that arise in each case.

At the beginning we present the families known as strongly independent and it is shown
how the existence of these families on certain cardinals has a strong relationship with the
Continuum Hypothesis (CH) and the Generalized Continuum Hypothesis (GCH), it is al-
so shown that the existence of sequences ¢* implies the existence of strongly independent
families, which improves a result recently established by Fischer and Montoya.

Later we define families which we have called F-independent families and [J-independets
families, where F is a filter and J an ideal. We focus mainly in the C-independents families,
where C is the filter of closed and unbounded sets on a cardinal x and we see that these
families have many properties analogous to classical independent families. In the case of the
J-independence families we show that the existence of these families depends to a great
extent on the saturation of the ideal 7.



Introducciéon

Las familias independientes son objetos con fuertes propiedades combinatorias, desde su
aparicién en [4], dichas familias han tenido relacién con muchos otros objetos, como lo son
las familias casi disjuntas, los ultrafiltros o los ideales.

Las familias independientes estan naturalmente definidas sobre el conjunto de los enteros
no negativos w, sin embargo no es clara cual deberia ser su generalizacion natural a cardinales
més grandes. Una familia independiente sobre w es una familia Z C P(w) tal que si S, T C T
son subfamilias finitas y disjuntas entonces [ S\|J T es infinito (a dicho conjunto le llamamos
una combinacién booleana finita de Z); al conjunto cuyos elementos son las combinaciones
booleanas finitas de Z le llamamos el envolvente de Z y lo denotamos por ENV(Z) o por
be(Z).

Por lo tanto, sobre w, una familia es independiente si todas sus combinaciones booleanas
finitas son infinitas. Cuando se pasa al caso de un cardinal arbitrario « la nocién de inde-
pendencia se podria generalizar al menos de dos maneras distintas: la primera seria pidiendo
que se permita tomar combinaciones booleanas mas grandes, es decir, no sélo combinaciones
booleanas finitas sino de longitud menor o igual a A para algin A dado y la segunda forma
seria pedir que las combinaciones booleanas finitas no sélo tengan cardinalidad infinita (o
cardinalidad k) sino que cumplan alguna nocién de grandeza.

La primera de dichas generalizaciones es lo que normalmente se conoce en la literatura
como familias fuertemente independientes y éstas han sido estudiadas recientemente por
Vera Fischer y Diana Montoya en [2]. En la primera seccién presentamos dichas familias,
justificamos la razén para considerar combinaciones booleanas de longitud menor que K y
damos una caracterizacién de la Hipétesis del Continuo en términos de la existencia de una
de dichas familias sobre w;, mds ain, mostramos que 2¥ = x* también es equivalente a la
existencia de ciertas familias fuertemente independientes sobre k. Quizas el resultado mas
importante de esta seccion sea el hecho de que la existencia de una sucesion ¢* implica la
existencia de familias fuertemente independientes sobre w; de cardinalidad 2“*. También en
dicha seccién mostramos una relacion entre la existencia de algunas de dichas familias y la
existencia de un cardinal fuertemente inaccesible.

En la segunda seccién de la tesina estudiamos la segunda generalizacién de las familias in-
dependientes, lo que nosotros hemos llamado familias F-independientes o J-independientes,
con F un filtro o J un ideal. Decimos que una familia es F-independiente (o J-independiente)
si toda combinacién booleana finita estd en F (o en J T respectivamente). Para un filtro
F se muestran algunas condiciones sobre esté para que existan familias F-independientes;
en esta misma direccién mostramos que también pueden existir familias fuertemente F-
independientes, es decir, una especie de doble generalizacién de las familias independientes
clasicas. Posteriormente nos concentramos en el caso del filtro de clubs, conjuntos cerrados y
no acotados, en w; y mostramos algunas similitudes de esta nueva nociéon de independencia
con la nocién clésica. Por tltimo, para un ideal J C P(k), mostramos una relacién que
existe entre la existencia (o no existencia) de familias J-independientes con la saturacién de
J vy por lo tanto con algunas propiedades del cardinal x.



1. Familias fuertemente independientes

Para un cardinal k y A C &, usaremos la notacién usual, introducida por Shelah en [8],
para denotar a A por A% y a k\ A por A!, es decir, A = Ay A' = k\ A. Ademds, si X y Y
son conjuntos y s es una funcion, usaremos la notacién s; X — Y para expresar que s es una
funcién parcial de X en Y; es decir, dom(s) C X y s toma valores en Y. Dada una familia
Z denotaremos por FF(Z) al conjunto {s;Z — 2 | |s| < w}. El resto de la terminologia es
canodnica y es la que sigue la literatura moderna en el area de la teoria de conjuntos.

Definicién 1.1. Si Z es una familia de subconjuntos de un cardinal k y h;Z — 2, entonces
I = ﬂledom(h) "D es la combinacion booleana de I determinada por h. Si h es finita
entonces decimos que I" es una combinacion booleana finita y si h tiene cardinalidad )
decimos que I" es una combinacidn booleana de longitud \.

Definicién 1.2. Una familia Z de subconjuntos de un cardinal k es independiente si toda
combinacion booleana finita de L es de tamano k.

Definicién 1.3. Una familia T de subconjuntos de un cardinal x es fuertemente indepen-
diente si toda combinacion booleana de longitud menor que k de L es de tamano k.

Ejemplo 1.4. Sean p, el n-ésimo nimero primo y C, = {mp, | m € w}. La familia
Z={C, | n € w} esindependiente.

En efecto, sean Xy, ..., X}, Yy, ..., Y, € Z distintos. Sabemos que existen niimeros primos
Pris- s Pys Qnys - - - Ony, distintos tales que X; = {mp,, | m € w} y Y; = {mq,, | m € w}.
Ahora, eligiendo m = py, - - - py,, se tiene que:

meXoN---NX,N(w\Yy)N---N(w\ Yn).

De hecho cualquier potencia de m también estd en XoN---NX, N(w\Yo)N---N(w\ Yn),
y como m > 1, este conjunto es infinito.

La familia del ejemplo anterior es una familia independiente tal que para cualquier com-
binacién booleana infinita h;w — 2 tal que h~![{0}] es infinito se cumple que Z" = §), ya
que no hay un ntmero natural que sea muiltiplo de infinitos primos, sin embargo esto no
significa que no sea fuertemente independiente, ya que en el caso de k = w la independencia
y la independencia fuerte coinciden (y ademds es en el tnico cardinal donde lo hacen).

Como veremos en la siguiente observacion, el hecho de que para la familia del ejemplo
anterior exista h € 2% tal que Z" = ) no es algo particular de dicha familia, sin embargo,
dicho ejemplo serd usado varias veces para crear otras familias independientes.

Observacién 1.5. Para toda familia Z independiente infinita sobre w existe h; T — 2 infinita
tal que I" = (.

En efecto, tomemos Iy € Z cualquiera; si 0 € [y sea h(0) = 1 y en otro caso h(0) = 0.
Ahora sea k € w y supongamos definido I; y h(l) para todo [ € k. Tomemos I} distinto
de cada I, para [ € k (el cual existe pues Z es infinita) y si k € I sea h(k) = 1 y en

3



caso contrario h(k) = 0. Ahora notemos que de esta forma para todo n € w se cumple que
n ¢ L}f(n), por lo tanto:
"= (1™ =1,

new

que era lo que se queria.

En general uno se pregunta por qué en la Definicién 1.3 nos restringimos a combinaciones
booleanas de longitud menor que k, y la razéon es precisamente el hecho de que si Z es una
familia independiente de cardinalidad k sobre k, existe h : Z — 2, con |h| = k, tal que
I" = (), y la prueba es simplemente haciendo la recursién ansloga para s que hemos hecho
en la Observacion 1.5.

Surge entonces naturalmente la pregunta de para cudles cardinales existe (o podria existir)
una familia fuertemente independiente y mas aun: ;para qué cardinales k existen familias
fuertemente independientes grandes, es decir, de cardinalidad 27 Fischer y Montoya en [2]
dieron una respuesta parcial a esta pregunta, la cual nos ha inspirado a usar un principio de
adivinanza para construir familias fuertemente independientes.

Definicién 1.6. (Jensen [5]) Sea k un cardinal reqular. Decimos que una sucesion (Sa)acs
es una sucesion ©*(k) si sucede que:

(1) Para todo o € K se cumple que S, C P(a) y |Sa| < k.
(2) Para todo X C k sucede que el conjunto {o € kK | X Nav € S} es club en k.
La existencia de una sucesion ©*(k) la denotaremos simplemente como *(k).

Proposicién 1.7. Sean k y A cardinales tales que N\ < k y Kk es reqular. Entonces o*(k)
implica que 2* < k.

Demostracion. Notemos que si X C Ay a > A, entonces X Na = X, por lo tanto, como
{aer| XNaeS,}esclub, Cx ={a € k| X € S,} también lo es, en particular Cx # (.

Ahora notemos que:
LJ Sa = 2{: |Sa|::H7

A<a<K A<a<k

pero por lo anterior, todo X C A cumple que X € |J,_,,. Sa: asi P(X) € U o< Sa y POI
lo tanto 2* < k. O

Teorema 1.8. Sea k reqular. Entonces o*(k) implica la existencia de una familia fuertemente
independiente sobre k de cardinalidad 2.

Demostracion. Sea (Sy)aex Una sucesion ¢*(k) y sea C' definido como sigue:
C={(1,A) |yexrNACS,}

Note que como para cada « € k, |S,| < K entonces, usando la Proposicién 1.7, se tiene que:



|C| :ZQW‘” SZH::KJ

ack ack

y puesto que resulta claro que k < |C], se concluye que |C| = k; por lo tanto es equivalente
construir una familia fuertemente independiente sobre k a hacerlo sobre C'. Para cada X C &
sea Yy definido como sigue:

Yx ={(r,A) e C | XNn~ye A}

Para probar que Z = {Yx | X C &} es fuertemente independiente sean {X; | ¢ € Ip},{Z; |
j € I} € P(k) dos colecciones ajenas, con ||, |[1]| < k.
Para cada par i,7 € Iy con i # i’ sea v, € k tal que

Xi Ny # X N i

Obsérvese que si v > ;. » entonces X; N~y # X,y N~; andlogamente para j, j' € I, con j # j'
sea o j tal que
Zi Ny 7 Zy N,

Por ultimo si¢ € Iy y j € I, sea B;; € k tal que
XN By # 25N Py

Si definimos B C x como:

B={vig|i,i' e gNi# YUy i ehinj#7Yu{v;lielonje L},

resulta claro que |B| < Ky, como k es regular, existe vy € k tal que acota a B. Ahora, si
v € Kk es mayor que 7, entonces esté satisface que:

(1) Xiny# Xy Nrysid i €lyconi##i.
(2) ZyNy# ZyNrysij,g €l conj#y.
(3) Xiﬂ’Y%Zjﬁ’ySiiefoijIl.

Para cada i € Iy considere D; = {y € k | X; N~y € S,}, el cual es club. Ahora sean
D =Nieg, Dn v v € D tal que v > 7.
Sea A, C S, definido como:

A,},:{X@'ﬁ’}/|i610}.

Asi tenemos que (v,A,) € Yx, para todo i € Iy y (v,A,) & Yz, para todo j € I. Esto

prueba que:
(’%Av) € ﬂ YXZ- \ U YZJ-

i€l Jjeh



y como esto sucede para cada v € D tal que v > 7, entonces:

N Yx.\ Yz

i€l Jjeh

:/{’

lo cual termina la demostracion. O

Si K es fuertemente inaccesible entonces (P(a))aex resulta ser una sucesién o*(k), por lo
tanto el teorema anterior en particular implica que para todo cardinal fuertemente inacce-
sible existe una familia fuertemente independiente grande sobre él, el cual es un resultado
que, como ya se habia anticipado, fue obtenido por Fischer y Montoya en [2], sin embargo,
el Teorema 1.8 brinda todo una espectro mucho méas amplio de cardinales para los que con-
sistentemente existen familias fuertemente independientes grandes, por ejemplo bajo V = L
resulta que o*(w;) es verdadera, lo cual es sorprendente, pues esto tltimo, aunado al Teorema
1.8, implica que las familias fuertemente independientes grandes no sélo existen (consistente-
mente), sino que existen en el primer lugar donde podrian existir, w;. De hecho en [5] Jensen
probé mucho més:

Teorema 1.9. (Jensen [5]) V = L implica *(k) para todo k cardinal sucesor.

Corolario 1.10. V = L implica que para todo cardinal sucesor r existe una familia fuerte-
mente independiente de cardinalidad 2.

Por otro lado, y como veremos a continuacion, la existencia de familias fuertemente
independientes sobre cardinales sucesores estda también muy relacionada con la Hipdtesis
Generalizada del Continuo.

Teorema 1.11. Sea K cardinal infinito. Las siguientes dos condiciones son equivalentes.
(1) Eziste una familia fuertemente independiente sobre k* de cardinalidad k.
(2) La igualdad 2% = kT es verdadera.

Demostracion. (1) = (2). Sea Z = {X, | @ € k}. Ahora como Z es una familia fuertemente
independiente sobre k¥, para toda h € 2% se tiene que Z" tiene cardinalidad x* y es claro
que si h, g € 2¢ son distintas entonces Z" y Z9 son ajenos. Para cada h € 2" sea z;, € I";
entonces el conjunto {x;, | h € 2} es subconjunto de £ y tiene cardinalidad 2%, asf 2% < xk+
y por lo tanto 2% = kT,

(2) = (1). Sea f : kT — 2% x kT una biyeccién (considerando a 2" como el conjunto de
todas las funciones que van de  en 2). Para cada h € 2% sea X;, = f~'({h} x k™) y para

cada « € k sea I, definido como sigue:
Lo = | J{Xh | h € 2°(h(a) = 0)} .

Sea Z = {I, | a € k}. Es claro que si h € 2% entonces Z" D X, y como | X,| = k' entonces
|Z"| = K+, lo cual prueba que Z es fuertemente independiente. O

6



Los siguientes resultados son simples corolarios del Teorema 1.11.

Corolario 1.12. Existe una familia fuertemente independiente infinita sobre wy si y solo si
se satisface CH.

Corolario 1.13. La existencia de una familia fuertemente independiente infinita sobre wq
es independiente de ZFC.

Corolario 1.14. Sea k un cardinal inaccesible (limite y reqular) tal que para todo cardinal
infinito A < k existe una familia fuertemente independiente sobre \* de cardinalidad X,
entonces k es fuertemente inaccesible.

Demostracion. Lo 1tnico que debemos verificar es que x es un cardinal limite fuerte. Sea
A € k; como k es limite se cumple que A < k. Por otro lado como existe una familia
fuertemente independiente de cardinalidad A sobre A*, entonces, por el Teorema 1.11, 2* =
ATy asf 2* < &, lo cual termina la prueba. O

Corolario 1.15. Si k es inaccesible y para todo A < k hay una familia fuertemente inde-
pendiente de cardinalidad X sobre X\, entonces k es fuertemente inaccesible.

Aunque ya sabemos algunas condiciones suficientes para la existencia de familias fuerte-
mente independientes, una parte muy interesante de éstas es que no satisfacen las condicio-
nes para aplicar el Lema de Zorn (a diferencia, por ejemplo, de las familias independientes
clésicas), el cual es la via estdndar para probar que los objetos maximales con alguna pro-
piedad existen, es por lo tanto de mucho interés saber para cuales cardinales existen familias
fuertemente independientes maximales, sin embargo, atin no se sabe si dichas familias exis-
ten para algin cardinal, lo inico que se tiene hasta el momento son resultados sobre la
no maximalidad.

Definicién 1.16. Una familia fuertemente independiente I sobre un cardinal k es maximal
st no existe otra familia fuertemente independiente sobre k que la extienda propiamente.

Teorema 1.17. Sobre cualquier cardinal infinito k > w existe una familia independiente que
no es fuertemente independiente.

Demostracion. Sabemos que existe una biyeccion entre K y w X Kk, entonces vamos a construir
la familia independiente buscada sobre xk x w. Para cada n € w sea I,, = k x C,,, donde los
C,, son como en el Ejemplo 1.4 y seaZ = {I[,, | n € w}.

Claramente si h;w — 2 es finita, entonces para todo « € k se tiene que ({a} x w)NZ" es
infinito, asf en particular Z" tiene tamafio k. Por otro lado, si h: w — 2 es tal que h=1[{0}]
es infinito, entonces para todo a € & se tiene que ({a} x w) NZ" = @, lo cual implica que
I" = () y asi T no es fuertemente independiente. O]

Observe que la familia construida en la demostracién del teorema anterior se puede
extender a una familia independiente maximal 7, y puesto que Z C J entonces J tampoco
es fuertemente independiente, es decir, tenemos el siguiente corolario.



Corolario 1.18. Para todo cardinal infinito k existe una familia independiente mazximal
sobre k que no es fuertemente independiente.

Igual que en el caso clasico de las familias independientes sabemos que las familias fuer-
temente independientes pequenas en cardinalidad no son maximales.

Proposicién 1.19. Si Z es una familia fuertemente independiente sobre un cardinal k tal
que |Z| < K entonces Z no es mazimal.

Demostracion. Escribamos a Z como {1, | « € v} y para cada h : 7 — 2 sea X}, = Z". Ahora
cada conjunto X, es de cardinalidad  y si h, g € 27 son distintos entonces X, N X, = 0, esto
implica que 27 < k. Sea entonces (Y, )acr Una enumeracién de { X | h € 27} tal que cada X,
aparece K veces. Sean ag, by € Yy tales que ag < by y supongamos que para todo 5 < a se han
definido ag y bs. Entonces como Y, tiene cardinalidad x entonces existen a,, b, € Y, tales que
para todo € «a se cumple que ag,bs < a, y ademas a, < b,. Ahora sea Z = {a, | @ € K}.
Por la construccién de Z se tiene que ZN X, y (k\ Z) N X}, tienen cardinalidad k para todo
h € 27, es decir, .# U {Z} es una familia fuertemente independiente. O

Note que la demostracion anterior no se aplica para familias fuertemente independientes
de cardinalidad k.

Lo siguiente muestra, en la misma linea de la Proposiciéon 1.19, que otra clase de familias
fuertemente independientes tampoco son maximales.

Definicién 1.20. Sea k un cardinal infinito.

(1) Dada una familia F C P(k) y X C k decimos que X divide a F si Y N X yY \ X
tienen cardinalidad k para todo Y € F.

(2) Una familia R C P(k) es indivisible (o segada) si no existe X C k que divida a R.
(8) (k) es la minima cardinalidad de una familia indivisible sobre k.

Teorema 1.21. (Fischer-Montoya [2]) Sea k un cardinal regular infinito. Si T es una familia
fuertemente independiente sobre k tal que [{Z" | h;Z — 2 A |h| < k}| < t(k) entonces T no
es mazimal.

Demostracion. Es suficiente notar que, como [{Z" | h;Z — 2A|h| < k}| < t(k), existe X C &
tal que divide a dicha familia y esto implica que ZU { X} es fuertemente independiente. [

2. Familias F-independientes

Sea F un filtro sobre k. Un subconjunto X C k es F-positivo si X NY # () para todo
Y € F; a la familia de los subconjuntos F-positivos la denotamos por F*. Si J C P(k) es
un ideal entonces 7T ={X Cr | X ¢ J}.

Si F es un filtro sobre un cardinal x, denotamos por F* a su ideal dual, es decir, al
conjunto {X C k| k\ X € F}



Definicién 2.1. Una familia T C P(k) es F-independiente si para toda combinacién boo-
leana finita de T estd en F+. Andlogamente si J es un ideal entonces I es J-independiente
s1 toda combinacién booleana finita de I estd en J™.

Note que una familia es F-independiente si y sélo si es F*-independiente. Por otra parte,
si F, es el filtro de Fréchet, entonces una familia es F,-independiente si y sélo si es inde-
pendiente. También resulta claro que si Z es una familia F-independiente sobre Kk y X € Z,
X es F-doble positivo, es decir, X,k \ X € FT, consecuentemente si F es un ultrafiltro, no
existen familias F-independientes (ya que no existen los conjuntos F-doble positivos, pues
para todo X C k se tiene que X € F o k \ X € F, pero no ambos). Surge asi la pregunta
natural de saber para cuéles filtros (o ideales) F C P(k) (ademds del de Fréchet) existe una
familia F-independiente.

Proposicién 2.2. Sea F un filtro de la forma F = {A C k| B C A} para algin B C k.

(1) Si B es finito entonces no existen familias F-independientes infinitas, mds ain, si |B| =
n entonces no existen familias F-independientes de cardinalidad n.

i |B] = X\ con A infinito, existen familias F-independientes de cardinalida ero no
(2) Si|B| = A con A infinito, existen familias F-independientes de cardinalidad 2* p
de cardinalidad (2*)*

Demostracién. (1) Notemos que F© = {X C k | X N B # (}. Supongamos que B =

{zo,...,xn_1} v que Xo,...,X,,_1 € Z son todos distintos, donde Z es F-independiente.

Para cada i € n si x; € X; sea h(i) = 1y h(i) = 0 en otro caso; asi tenemos que x; ¢ Xih(i).

Notemos entonces que para todo = € B se cumple que:

v (XM =1"

1EN

y asi Z" N B = ( y por lo tanto Z" ¢ F*, lo cual es una contradiccién a que Z es F-
independiente.

(2) Nuevamente notemos que F© = {X C k| XN B # 0}. Ahorasea Z = {X,, | a € 2*}
una familia independiente sobre B y para cada a € 2* sea Y, = X, U (k\ B) y sea Z = {Y, |
a € 2*}. Claramente si h;2* — 2 finita entonces Z" C Zh y como Z es independiente sobre

B entonces: R
0 +BNI"=BNI",

lo que prueba que Ih e F+ y por lo tanto 7 es F-independiente.

Si Z C k tiene cardinalidad (2*)", como |B| = A, existen X,Y € T distintos tales que
X NB =Y N B, pero entonces (X \ Y)N B = (), lo cual prueba que X \Y ¢ F* y por lo
tanto Z no es F-independiente. O]

Como se habia anticipado, las dos generalizaciones de la independencia estudiadas en este
trabajo son compatibles entre si, es decir, podemos fusionar las dos nociones para asi obtener
familias con mas propiedades combinatorias.



Definicién 2.3. Sea F C P(k) un filtro (respec. J C P(k) un ideal). Una familia T C P(k)
es fuertemente F-independiente (respec. fuertemente J-independiente) si toda combinacion
booleana de longitud menor que k de T estd en F* (respec. en JT).

Estudiaremos un poco de dichas familias en las siguientes secciones.

2.1. Familias C-independientes

Para cada cardinal k regular sea C, C P(k) el filtro de clubs, es decir, el filtro generado por
los conjuntos cerrados y no acotados (cuando quede claro el contexto simplemente llamaremos
C a C,). Sucede que C,, es un filtro muy importante en el estudio de la combinatoria de wy,
por lo tanto surgen naturalmente un par de preguntas:

Pregunta 2.4. ;FEzisten familias C,, -independientes?
Pregunta 2.5. ;Toda familia C-independiente mazximal es fuertemente C-independiente?

Las respuestas a estas preguntas estan contestadas por los Corolarios 2.8 y 2.9 respecti-
vamente.

Antes que nada, notemos que como para todo filtro F, la uniéon de familias F-independientes
es F-independiente, entonces si existen las familias F-independientes entonces existen las fa-
milias F-independientes maximales (por el Lema de Zorn).

Recuerde que a los conjuntos C-positivos se les llama conjuntos estacionarios; uno de los
resultados béasicos mas importantes acerca de la combinatoria de los conjuntos estacionarios
es el siguiente:

Lema 2.6. (Solovay [9], [6]) Para cada cardinal regular no numerable k se tiene que K es la
union de tantos como k conjuntos estacionarios disjuntos.

Corolario 2.7. Para cada cardinal regular no numerable k y cada v < Kk se tiene que K es
la union de v conjuntos estacionarios disjuntos.

Los siguientes dos resultados son consecuencias de éste 1ltimo corolario y siguen el mismo
esquema de demostracién que el Teorema 1.11.

Corolario 2.8. Para todo cardinal reqular no numerable k existe una familia C-independiente
infinita.

Demostracion. Por el Corolario 2.7 existe una coleccién numerable de subconjuntos esta-
cionarios disjuntos, digamos que esta coleccion esta indexada con el conjunto 2<“, es decir,
{X; | s € 2<¥} es la familia de estacionarios disjuntos.

Ahora, para cada n € w, sea I,, C k definido como sigue:

L = | J{X.| s €2 An € dom(s) A s(n) = 0}.
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Resulta que Z = {I,, | n € w} es una familia C-independiente, pues toda combinacién
booleana finita de Z contiene a alguna combinacion de la forma

ﬂ ]Z(n)

nedom(s)

para alguna s € 2<% y ademaés:
x.c () 5",
nedom(s)
lo que prueba que toda combinacién booleana finita de Z contiene a un estacionario y por
lo tanto es estacionaria. O

Corolario 2.9. Sobre todo cardinal kK > wy existe una familia C-independiente mazimal que
no es fuertemente C-independiente.

Demostracion. Sea {X,, | m € w} una particién de k en estacionarios disjuntos. Ahora
para cada n € w sea Y, = |J{X,, | m € C,}, donde los C,’s son como en el Ejemplo 1.4.
Consideremos Z = {Y,, | n € w}; Z es C-independiente pero para h;w — 2 tal que h~'[{0}]
es infinito se cumple que Z" = 0, lo cual prueba que Z no es fuertemente C-independiente.
Extendiendo Z a una familia C-independiente maximal obtenemos el resultado. O

Lema 2.10. CH implica que sobre wy existe una familia fuertemente C-independiente infinita.

Demostracion. Sea {Xy | f : w — 2} una particién de w; en estacionarios disjuntos y para
cada n € w sea [,, definido como sigue:

L= X5 | frw—2(f(n) = 0)} .

SeaZ = {I, | n € w}. Es claro que si h : w — 2 entonces Z" O X, y como X, es estacionario
entonces Z" también lo es, lo cual prueba que Z es fuertemente C-independiente. O

Sabemos entonces que existen las familias C-independientes numerables sobre wy, §sera que
existen familias C-independientes no numerables sobre w;? O mas atn, ;existen familias C-
independientes de cardinalidad 2“7

Teorema 2.11. Sean k y \ cardinales tales que w < A\ < 2%, Entonces, sobre k, existe una
familia C-independiente de cardinalidad X.

Demostracion. Sea {Xjz | 8 € k} una particién de x en conjuntos estacionarios. Ahora sea
Z = {l, | @ € A} una familia independiente de cardinalidad A sobre k. Para cada o € A, sea
I, C k definido como sigue:

I = J{Xs 1 8 € Ju}.

Ahora sea Z = {I, | a € A}. Claramente Z tiene cardinalidad X, luego lo tinico que resta
probar es que es una familia C-independiente. Sea s; A — 2 finita, queremos ver que 7° es
estacionario. Como Z es independiente entonces existe S € Z°, pero esto se traduce a que si
s(a) = 0 entonces Xz C I ysi s(a) = 1 entonces Xz N I, = 0, es decir, Xp C 7°, y como
Xp es estacionario entonces Z* también lo es. O
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Al igual que en el caso clasico de las familias independientes, uno esperaria que las
familias C-independientes numerables no sean maximales; sin embargo, este parece ser un
problema bastante complicado. Algunas ideas que se han intentado son tratar de generalizar
la prueba clésica para las familias independientes, tratar de hacer un refinamiento disjunto
del envolvente de la familia o usar una sucesion diamante para al menos probar la consistencia
de dicha conjetura. Todas nuestras ideas han sucumbido pero algunas han inspirado otros
resultados.

Las familias C-independientes maximales cumplen, sin embargo, muchas propiedades
analogas a las que cumplen las independientes maximales en el caso clasico, como lo que
veremos en la siguiente seccién; de cualquier modo, lo que si es facil es que si Z es C-
independiente y finita entonces no es maximal. En efecto, digamos que Z = {I; | i € n} para
algiin n € w y notemos que para cada s : n — 2, el conjunto Z° = (., I°%) es estacionario;
més ain, si s,t : n — 2 son distintas, Z® y Z* son disjuntos. Para cada s : n — 2 sean A, y
Bs una particién de Z*® en dos estacionarios disjuntos y sea A = |J{As | s : n — 2}. Es claro
que A ¢ 7 y ademéds Z U {A} es C-independiente.

Note que, dado que siempre podemos partir un conjunto estacionario en dos subconjuntos
estacionarios, lo anterior garantiza que podemos ir construyendo recursivamente familias C-
independientes de cardinalidad n € w y asi obtener una familia C-independiente numerable.
La ventaja de este método es que unicamente requiere el hecho de que un estacionario se
pueda partir en dos estacionarios y no necesariamente en infinitos estacionarios.

Permanece abierta, sin embargo, la siguiente pregunta:

Pregunta 2.12. ;Eziste sobre wy una familia C-independiente numerable maximal?

2.1.1. Familias C-independientes densas

Todas las propiedades que aqui se muestran para familias C-independientes fueron pro-
badas para el caso clasico de independencia por Goldstern y Shelah en [3], esto prueba que
las familias C-independientes sobre w; se comportan de manera muy parecida a las indepen-
dientes sobre w.

Definicién 2.13. 5i Z es C-independiente entonces definimos el ideal asociado a  como:
J={ACw |(Vf e FF(Z))(3g € FF(I))(g 2 f AT N A no es estacionario)}.
Claramente Jz es un ideal que contiene al ideal de los no estacionarios.

Definicién 2.14. (1) Si X,Y C w; diremos que X estd casi contenido en'Y si X \'Y no es
estacionario y denotaremos esto por X C*Y.

(2) Dada una familia X de subconjuntos de wy yY C wq, decimos que Y es pseudointersec-
cion de X s1Y C* X para todo X € X.

Definicién 2.15. Una familia C-independiente maximal es densa si para todo A € Jz*
eziste g € FF(Z) tal que 79 C* A.
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Lo anterior se puede interpretar de la siguiente manera: una familia C-independiente es
densa si el envolvente de Z es una base de J7"; notemos ademds de que para toda f € FF(Z)
se tiene que Z/ € Jz T, pues la propia f es testigo de esto.

Lema 2.16. Si Z es una familia C-independiente maximal, existe f € FF(Z) de modo que
para toda g € FF(I), tal que g O f, se cumple que Z | Z9 es mazximal.

Demostracion. Sea {f, | n € w} una familia maximal con las siguientes propiedades:

(1) Sin#m, f, y fm son incompatibles.

(2) Z | Z/" no es maximal para todo n € w.

Note que por la condicién 1) y dado que FF(Z) es ccc, dicha coleccién maximal es a lo méas
numerable (en principio podria ser finita pero asumamos sin pérdida de generalidad que es
numerable).

Ahora, para cada n € w, sea A, C Z/" tal que Z | 7" U {A,} es C-independiente
sobre Z/m y sea A = J,c, An. Como Z es maximal entonces existe f € FF(Z) tal que
T/ N Ao Z7\ A es no estacionario. Supongamos sin pérdida de generalidad que Z/ N A es
no estacionario. Afirmamos que f es incompatible con cada f,; para ver esto, supongamos
que f vy f, son compatibles; es decir, que f U f,, es funcion. Esto en particular implica que
Z/9 € be(T | T/7), en particular tendrfamos que:

I'NADTVnADTVNA,,

pero esto es imposible, ya que en tal caso Z/%/» N A,, es estacionario mientras que Z/ N A no
lo es.

Como f es incompatible con cada f, entonces también lo es toda g € FF(Z) tal que
g C f, por lo tanto Z | 79 es maximal, ya que en otro caso se contradice la maximalidad de

{fn|n € w}. O

Lema 2.17. Si T es C-independiente mazimal tal que para todo f € FF(Z) T | I7 es
mazimal, entonces I es densa.

Demostracién. Sea A € Jr T, esto significa que existe f € FF(Z) tal que para todo g €
FF(T) que extienda a f se cumple que Z9 N A es estacionario. Pero Z | Z/ es maximal, esto
implica que existe g € FF(Z), g O f tal que alguno entre Z9 N A e Z9 \ A no es estacionario,
pero sabemos que Z9 N A si lo es, por lo tanto necesariamente Z9 \ A no es estacionario, es
decir 79 C* A, que era lo que se queria. O

P(w1)
Jz

Lema 2.18. S5i Z es una familia C-independiente maximal densa entonces es ccc.

Demostracion. Por contradicciéon. Supongamos que {X, | a € w1} € Jz' es tal que si
a # [ entonces X, N Xz € Jz. Como la familia 7 es densa entonces para cada o € w; existe
fo € FF(Z) tal que 77> C* X,,. Ahora si a # 3 entonces f, y fs son incompatibles, ya que
en otro caso Z/eYfs = T/e 0 T/s C* X, N X5 € Jz. Pero entonces /2" € Jr (pues Jr
contiene a los no estacionarios), lo cual es una contradiccién pues be(Z) C Jrt.

Entonces todos los f,’s son incompatibles, pero esto es una contradiccion al hecho de que
FF(Z) es ccc. O
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2.1.2. Familias fuertemente C-independientes

Lema 2.19. Sea £ = {E,, | n € w} una coleccion anidada de conjuntos estacionarios, es de-
cir, para todon € w, se cumple que E, 1 C E,. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) € admite una pseudointerseccion estacionaria, es decir, existe X estacionario tal que,
para todo n € w, se cumple que X \ E, no es estacionario.

(2) ﬂ E, es estacionario.
new
Demostracion. (1) = (2) Notemos que
X=Xn()E)UXn(w\[)En)
new new
y alguno de los dos uniendos debe ser estacionario. Por otro lado:

XN\ (VE)=Xn({Jw\E)=JXN(w\E)=|]X\E.

new new new new

y como cada X \ E, no es estacionario, entonces |J _ X \ E, tampoco lo es, es decir,

new
X N (w1 \ Npew En) no es estacionario y por lo tanto necesariamente X N[, ., £y lo es'y
consecuentemente [, .., En lo es.
(2) = (1) Aqui es suficiente tomar X = (., En. O

Corolario 2.20. Sea T C P(wy) una familia C-independiente. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) T es fuertemente C-independiente.

(2) Para toda f;T — 2 con f numerable, la coleccion {Z/™ | n € w} admite una pseudoin-

terseccion estacionaria.

Proposicién 2.21. Una familia fuertemente C-independiente numerable no es mazximal ni
como familia fuertemente C-independiente ni como familia C-independiente.

Demostracion. Sea T = {I, | n € w} una familia C-independiente. Para cada f € 2
considere X; = Z/. Si f # g entonces X; N X, = (). Ahora sea A, B; una particién de X
en estacionarios y definamos A como sigue:

A= 4.
fe2w

Veamos que Z U {A} es fuertemente C-independiente. Para esto basta que para todo f € 2¢
se cumpla que X;N Ay X\ A sean estacionarios, pero X;NA = A;y X;\ A= By y estos
dos son estacionarios. O

IPara que f | n tenga sentido basta numerar el dominio de f y asi se puede interpretar a f como una
funcién en 2¢.
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Como ya hemos visto, existen familias C-independientes numerables que son fuertemente
C-independientes, sin embargo, existen familias numerables C-independientes que estan muy
lejos de ser fuertes: existe Z = {I,, | n € w} C P(w;) que es C-independiente pero que
para toda h € 2¢ tal que |h"1({0})| = w se cumple que Z" = (). En efecto, basta tomar
{X,, | n € w} una particién de w; en estacionarios y definir /,, como:

In: U Xma
meCh

donde los C), son como en el Ejemplo 1.4.

3. Ideales saturados y familias [J-independientes

La saturacion de los ideales es algo que ha estado estrechamente relacionada con el estudio
de grandes cardinales y por lo tanto constituye, como veremos en esta seccion, un puente
entre dichos cardinales y la existencia de familias J-independientes sobre ellos.

Definicién 3.1. Sea J un ideal sobre un cardinal k. Entonces:

1. J es A-saturado si para toda coleccion {X, | a € A\} C JT existen f < v < X tales
que XgNX, e JT.

2. sat(J) es el minimo X tal que J es \-saturado.

Lema 3.2. Sea J un ideal sobre un cardinal k tal que sat(J) > X\ para algin cardinal \.
Entonces existe una familia J -independiente sobre k de cardinalidad 2.

Demostracion. Como J no es A-saturado, existe una coleccién {Xg | 5 € A} C J7 tal que
XNX, € Jsif #~. AhoraseaZ = {I, | a € 2*} una familia independiente de cardinalidad

2* sobre \. Para cada o € 2 sea I, C k definido como sigue:
Io=UJixs 1B L),

Ahora sea 7 = {IAa | @ € k}. Claramente 7 tiene cardinalidad 2* ) luego lo tinico que resta
probar es que es una familia J-independiente.

Sea s;2* — 2 con |s| < w. Queremos ver que 75 € J+. Como T es independiente entonces
existe 5 € Z*, pero esto se traduce a que Xz C I, para los « tales que s(a) =0y Xﬁﬁj; eJ
para los a tales que s(a) = 1, es decir, Xz C* 7 y, como Xz € JT, se sigue que 7 € JT,
lo cual termina la demostracion. O]

A continuacion veremos algunas relaciones que hay entre la no existencia de familias
fuertemente J-independientes y la existencia de grandes cardinales.

Definicién 3.3. Si J es un ideal sobre k decimos que J es k-completo si para toda subfamilia
H C J tal que |H| < k se cumple que | JH € T.
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Teorema 3.4. (/6]) Supongamos que J es un ideal k-completo sobre k.
1. (Tarski [10]) Si J es A-saturado con 2<* < k, entonces k es medible.
2. (Levy-Silver [6]) Si J es k-saturado y k es débilmente compacto, entonces k es medible.
3. (Kurepa [7]) Si J es A-saturado con A\ < Kk, entonces k tiene la propiedad del drbol.
Corolario 3.5. Supongamos que J es un ideal k-completo sobre k.

1. Si\ < K, 2<* < Kk y no existe una familia J -independiente de cardinalidad 2, entonces
Kk es medible.

2. Si no existe una familia J-independiente de cardinalidad 2" y k es débilmente com-
pacto, entonces Kk es medible.

3. Si \ < Kk y no existe una familia J -independiente de cardinalidad 2*, entonces k tiene
la propiedad del drbol.

Demostracion. Solo vamos a probar la parte 1, las otras dos son analogas.

Como no existe una familia J-independiente de cardinalidad 2%, entonces, por el Lema
3.2, tenemos que sat(J) < A, es decir, J es A-saturado, luego por la parte 1 del Teorema
3.4 se tiene el resultado. O]

También la saturacién del ideal esta relacionada con la existencia de familias fuertemente
J-independientes.

Lema 3.6. Sea J un ideal sobre k y supongamos que existe una familia fuertemente [J -
independiente T de cardinalidad k. Entonces sat(J) > k. Mds ain, si k es reqular entonces
K es fuertemente inaccesible.

Demostracion. Sean A < k'y sea Z, C 7 tal que |Z,| = A. Entonces para toda h : A — 2 se
tiene que I € J T y si h # g entonces I8 N Z,? = (), lo cual prueba que sat(J) > 2* > A,
lo cual termina la demostracion. O]

El método de la demostracién anterior tiene la ventaja de que ilustra el hecho de que &
es limite fuerte, sin embargo la existencia de una familia fuertemente J-independiente de
cardinalidad x dice ain mas de la saturacion de J:

Observacion 3.7. Sea J un ideal sobre K y supongamos que existe una familia fuertemente
J-independiente T de cardinalidad k. Entonces sat(J) > k.

En efecto, supongamos que Z = {X,, | o € k} y para cada € k sea Yg = X\ Uaeﬂ X,.
Note que, dado que Z es fuertemente J-independiente, Yz € J+, y si f < 7 < K entonces
Y5 NY, = 0. Esto prueba que J no es k-saturado (pues {Y3 | § € k} atestigua esto).
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