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Resumen

En ésta tesis, hacemos uso del formalismo linea de mundo, y en especifico de una nueva
representaciéon llamada R que manifiesta la invarianza de norma de la amplitud en la QED escalar
para calcular dispersiones de fotones a nivel arbol, primero desarrollamos férmulas generales,
para después dar resultados explicitos para los casos de la dispersién de un electréon escalar con
un namero de fotones que van de uno a cuatro. Los resultados estan escritos en términos de
los tensores de Maxwell f*” que muestran la invarianza de norma de una forma explicita, éste
objetivo lo conseguimos introduciendo unos vectores de referencia que en capa de masa se escriben

m2

como r; = p' + mki-

La forma en la que se consigue éste propdsito, es obteniendo una expresién cerrada para la
dispersion de N fotones con la ayuda de la féormula general tipo Bern-Kosower a nivel arbol.
Los diagramas de Feynman involucrados nos ayudan a realizar las integrales, de tal forma que

desarrollando algebra simple, para el caso N = 4 la amplitud se escribe como

Dp'p:264{ [p"fz'pp"fl'(p+k2+k1) p"fl'pp"fz'(l)+k1+k2)] 1
4 v ko P kip - ko Yk P kep ki p- (ko + k1) + ki - ko
+203)+2<4)+1e3)+1e4)+(1+3)(2+4)
pofi-fop'p - fafap 1 1

]4—(2%3)4—(1%)3)}
(1)

+
pkip ko pksp' kg (D (k14ke)+Ekr-ke  pe(ki+ ko) + kr-ke

Una vista detallada a todas las helicidades posibles correspondientes puede consultarse en la

seccion 4.

Por supuesto es posible calcular la dispersién de fotones usando el formalismo estandar con
diagramas de Feynman o con relaciones de recurrencia [1], [2], [3], [4], [5], [6] sin embargo usando
éste método, por ejemplo, logramos reducir los diagramas involucrados para N = 3, de 12 a 1 mas
permutaciones, y para N = 4, de 72 a 4. Logrando entonces, calcular la dispersiéon para N = 4 de
una manera clara, compacta y eficiente con diferentes asignaciones de helicidades. Generalizando
asi, los resultados obtenidos en la literatura para gluones o particulas escalares que interactiian

con fermiones [1], [5], [4], [3], [7], [2], en los que se enfocan en casos particulares de helicidades.
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Abstract

In this work, we make use of the worldline formalism, and in concrete, the R representation, a
new one that manifests the gauge invariant in the amplitude focus on the scalar QED to obtain
the scattering at tree level, first we developed general formulas, and then we precise the
particular cases of one electron scattered by one to four photons. The results are writing in
terms of the Maxwell’s tensor f*, so the gauge invariance is show explicitly.

We achieve this goal by introducing a reference vectors on-shell that are writing as
r; = p/ + %kl
The way that we follow to complete this goal, is based in the Bern-Kosower like master formula
at tree level. The Feynman Diagrams involved in help us to perform the integrals, in such a way

that making use of simple algebra, for N = 4 the scattering is writing as

DP'P:264{ [P'-fz-pp’~f1-(p+kz+k1)+p’-f1-pp’-f2-(p+k1+k2)] 1
4 p/-kg p/-klp'kg p/‘kl p/‘k‘Qp']ﬁ p‘(k2+k1)+k?1'k32
+2e3)+2<49)+1e3)+1e4)+(1+3)(2+4)
pfifop' D fz fa 1 1 ] }
+ + +(2<3)+ (13
pkip ko p-ksp' kg |- (k14 ke)+kr-ke  pe(ki+ ko) + kr-ke ( )+ ( )

(2)

A closer look to all possible corresponding helicities can be found in section 4.

Of course, it is possible to obtain the photon scattering using the standard formalism or with
recursive relations [1], [2], [3], [4], [5], [6], nevertheless using this method, we can reduce the
diagrams involved, for N = 3 from 12 to 1 plus permutations, and for N = 4 from 74 to 4.

Achieving then, calculate the scattering for N = 4 in a compact, clear and efficient way with all
possible helicities. Generalizing the results displayed in the literature for gluons or scalar
particles interacting with fermions, [1], [5], [4], [3], [7], [2], which are focused in particular cases

of helicity.

Keywords

Worldline formalism (WL), spinor helicity formalism, tree level scattering, Bern-Kosower master

formula.
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Capitulo

Antecedentes

Una breve introducciéon a los conceptos utilizados en ésta tesis es dada en éste capitulo.
Empezando por una breve discusiéon acerca de la mecdnica cuantica (MC) y la teorfa cudntica
de campos (TCC), continuaremos discutiendo los aspectos importantes de una representacién
alternativa propuesta por Feynman a dichas teorias por el método de integrales de camino, de
donde surgiria el formalismo Worldline. A ésta, Feynman no le dio seguimiento pero, como veremos
mas adelante, se complementa muy bien con los diagramas de Feynman y permite conseguir
resultados simples por métodos relativamente sencillos que nos costarian mucho trabajo si fuese
de otra manera. Una descripcién historica que trata las dispersiones de fotones desde un punto
de vista de la QED, asi como un poco de informacién sobre la dispersiéon luz por luz es dada en

la tltima seccién de éste Capitulo

1.1. Introduccién a conceptos en la mecanica cuantica y teoria

cuantica de campos

1.1.1. Mecéanica cuantica

La mecanica cuantica es, en principio, la herramienta matematica que nos permite predecir la
funcién de onda de un sistema, a través de la cual podemos determinar las probabilidades de que
diferentes procesos tengan lugar. Matematicamente se puede entender con relativa familiaridad,
sin embargo la parte intuitiva de la fisica que presenta sigue siendo controversial [8]. Quizé el
unico punto en el que los filésofos y fisicos estan de acuerdo, es que el mundo microscépico afecta
al macroscépico, en nuestros instrumentos de medicién por ejemplo. La pregunta es que tipo
de mundo describe, es decir, cémo es el mundo de acuerdo a la mecanica cuantica y cémo esos
aparatos pueden ser construidos de partes microscépicas del tipo que la teoria describe. Cuatro

principios béasicos de la mecanica cuéntica son

1. Estados fisicos. Cada estado fisico estéd asociado a un espacio de Hilbert, cada vector en

el espacio corresponde a un estado del sistema y viceversa.

2. Cantidades Fisicas. Los operadores hermitianos en el espacio de Hilbert asociados con un
sistema representan cantidades fisicas, y sus eigenvalores representan los posibles resultados
de medicién de esas cantidades. Hay un operador llamado el Hamiltoniano, que juega un

papel escencial en la teoria cuantica ya que la dindmica del sistema puede ser formulada



1.1 Introduccién a conceptos en la mecanica cuantica y teoria cuantica de campos

convenientemente simplemente rastreando su evolucién. El hamiltoniano denotado por H o
H representa la energia total del sistema. Sus eigenvalores son los resultados medibles de la
energia total. Estd dado por la suma de la energia cinética y potencial de los componentes

del sistema.

3. Composicion. El espacio de Hilbert asociado con un sistema complejo es el producto
tensorial de aquellos asociados con sistemas simples de los cuales estd compuesto (particulas

individuales).

4. Dinamica Dado un conjunto de estados a un tiempo ¢, y las fuerzas y constricciones a las
que esta sometido. Existe una ecuacién (ecuacién de Schréodinger) que nos da informacién
del estado a cualquier otro tiempo U |v;) — |vy). La propiedad mas importante de U es
que es determinista, es decir que el estado al que lo lleva es tnico, también es unitaria
(es decir que cumple que UU* = U*U = I), y es lineal, que quiere decir que si lleva un
estado de |A) — |A’) y otro estado de |B) — |B’), entonces lleva cualquier estado de la
forma a |A) + 8|B) — «|A’) + B|B’). Por otro lado si llevamos a cabo una medida de un
observable B sobre un estado del sistema |A) tiene el efecto de colapsar el sistema a un
eigenestado | B) correspondiente al eigenvalor observado B, a que eigenestado B colapsa es

una cuestién de probabilidad dada por la regla de Born

Pr(bi) = | (A|B = b;)|” (1.1)

1.1.2. Teoria cuantica de campos

La teoria cuantica de campos (TCC 6 QFT) es un marco conceptual o matemético utilizado
en la actualidad por los fisicos que estudian las particulas, la materia condensada o la mecénica
estadistica. De manera informal podriamos decir que la TCC es una extensién de la mecéanica
cuantica, pero en lugar de lidiar con particulas, lo hace con campos, es decir sistemas con un
numero infinito de grados de libertad. Ante la dificultad de la ecuacién de Schédinger de obedecer
invarianza frente a transformaciones de Lorentz, surgié una buisqueda que encontraria sus frutos
en la ecuacién de Klein-Gordon y la ecuacién de Dirac. Teorfas que pueden modelar procesos de

dispersion, donde particulas de un tipo se destruyen mientras otras son creadas.

La estructura basica de la formulacién convencional

El paso crucial hacia la TCC es hasta cierto punto, analoga a la cuantizaciéon en la MC,
ésto es, promovemos los campos a operadores, de donde nacen las relaciones de conmutacién. El
punto inicial es una formulaciéon usando el Lagrangiano, empezando por generalizar la nociéon de
momento (momento canénico o conjugado) escrito como p = %g, (donde L es por supuesto el

lagrangiano) a un momento conjugado para campos. Esto es

_oc

= 87(;5 (1.2)

En ambos casos (MC y TCC) se requiere que las variables candnicas satisfagan ciertas relaciones

de conmutacién. Desde un punto de vista fisico ésto implica una restriccion sobre los posibles

8



Capitulo 1. Antecedentes

valores que una cantidad fisica puede tener (valores discretos). En la TCC las relaciones de

conmutacién para un campo ¢ y su correspondiente campo conugado II son

[p(x, 1), IL(y, t)] = i6°(y — %)
[p(x,1), d(y, )] = [1I(x,1),I(y, )] =0 (1.3)

Donde es importante notar que éstas relaciones de conmutacion se cumplen para un mismo tiempo
t, ademas de que las relaciones aplican para campos bosénicos. Para campos fermiénicos debemos

usar relaciones de anticonmutacion.

Interaccién

Para escribir interacciones tales como la dispersion de particulas en un colisionador, necesita-
mos la matriz de dispersién S, que contiene toda la informacién predictiva relevante acerca de,
por ejemplo la seccién eficaz de dispersién. Para describir interacciones, es conveniente cambiar
a la imagen de interaccion, en donde el hamiltoniano es dividido en una parte libre y otra de
interaccion H = Hy + H;,,;, ésta interaccion tiene la ventaja de que varios resultados usados para
el campo libre pueden usarse en los campos de interaccion.

Volviendo a la matriz de dispersion S, ésta va a expresar la conexion entre los estados dentro
(in) y fuera (out) especificando la amplitud de transicién. En la QED, un estado dentro describe
una configuraciéon particular de electrones, positrones y fotones, es decir, describe cuantas de
éstas particulas hay con que momento, spin y polarizacién antes de la interaccion. Después entra
en juego la matriz S que nos da informacion acerca de lo que sucede con éstas particulas hasta
que llegan al estado fuera, es decir, justamente la interaccién a las cuales estan sujetas, a partir
de ésta matriz podemos extraer una probabilidad que puede ser medida por experimentos. Debe
aclararse que éste formalismo solo es aplicable en el caso de campos libres, ya que la inclusion de
interacciones nos lleva a infinitos. Ya que muy pocos modelos realistas pueden ser resueltos de
forma exacta, la teoria de perturbacion es la que cubre la mayor parte de las publicaciones en la
TCC [9].

1.2. Integrales de camino

La nocién de integral de camino (llamada integral funcional, integral sobre las trayectorias
etc) fue introducida por primera vez, en los afios de 1920s por Norbert Wiener (1921 [10],1923
[11],1924 [12],1930 [13]) como un método para resolver problemas en la teoria de difusién y
movimiento Browniano. Fue reinventada por Richard Feynman (1942 (tesis doctoral) [14],1948
[15]) para reformular la mecanica cudntica (una tercera formulacién ademas de las ya existentes de
Schodinger y Heisenberg). Estos articulos de Feynman estén inspirados en algunos otros de Dirac
(1933 [16]) cuyo protagonista resulta ser el principio de minima accién y el lagrangiano, realizando
una suma sobre todos los caminos posibles que puede recorrer la particula cudntica, en lugar de
escoger el que hace estacionaria a la accién, como lo harfa clésicamente. Esto eventualmente
llevaria a Feynman a representar el propagador de la ecuacién de Schrodinger por la integral de

camino con valores complejos que ahora lleva su nombre.

9



1.2 Integrales de camino

A finales de los anos cuarenta, Feynman (1950 [17],1951 [18]) trabaj6 (basado en las integrales
de camino), en una nueva formulacién de la electrodindmica cudntica, donde desarroll6 sus fa-
mosos diagramas. En los anos cincuenta, las integrales de camino fueron estudiadas para resolver
ecuaciones funcionales en la teoria cudntica de campos (TCC, QFT) llamadas las ecuaciones de
Schwinger-Dyson, en honor a Julian Schwinger y Freeman Dyson, que son relaciones generales
entre las funciones de Green en la TCC, es decir ecuaciones de movimiento para la funcién de
Green, por lo que se les conoce también como las ecuaciones andlogas de Euler-Lagrange en la
TCC. Forman un conjunto de infinitas ecuaciones diferenciales funcionales, acopladas unas a las
otras [19] [20]. La formulacién funcional de la TCC fue considerada en los trabajos de Bogoliubov
(1954 [21]) Gelfan y Minlos (1954 [22]), Fradkin (1954 [23]), Edwards y Peierls (1954 [24]), en-
tre otros. Ademds de usarse para desarrollar la teoria que sustenta el movimiento Browniano en
medios absorbentes (Wiegel 1975 [25]) asi como la teoria de los superfluidos (Feynman 1953 [26],
kikuchi 1954 [27]), la teoria de transiciones de fase, superconductividad, modelo de Ising, éptica
cuantica y fisica de plasmas. A principio de los afios 1950s, Ozaki (en unas notas no publicadas de
la universidad de Kyushi (1953)) comenzé con una accién para la particula libre y la transformé
de coordenadas cartesianas a polares, después Peak e Inomata (1969 [28]) calcularon explicita-
mente la integral radial para el oscilador armonico, éstos fueron los primeros intentos por ampliar

las soluciones exactas.

Por los anos de 1960’s, aparecié un nuevo campo de aplicaciones, llamadas la cuantizacion de
los campos de gauge, por ejemplo, el campo electromagnético, gravitacional y el campo de Yang-
Mills. Las propiedades especificas de la accién funcional en los campos gauge (su invariancia con
respecto a las transformadas de gauge) deben ser tomadas cuando se cuantiza, de otra forma
nos arrojaria resultados incorrectos. Esto fue notado por primera vez por Feynman, quien mostré
que la cuantizacién por via directa usando el método de Fermi, en analogia con electrodindmica
cuantica, viola la condicién unitaria, después debido a los trabajos de De Witt (1967 [29]), Faddeev
and Popov (1967 [30]), Fradkin and Tyutin (1969 [31]) y ’t Hooft (1971 [32]), tal problema fue
resuelto, y la integral de camino mostré ser la mejor herramienta para ésto, Berezin (1966 [33]) fue
de crucial importancia al introducir la integracién sobre las variables de Grassmann para describir
fermiones, ya que mas que ser un truco formal, abrié la via para un tratamiento unificado de
fermiones y bosones usando la aproximacién de integrales de camino. En 1970’s, Wilson (1974 [34])
formul6 la teorfa de campos para quarks y gluones (Cromodindmica cudntica) en un enrejado de
espacio-tiempo euclideano, que puede ser considerada una forma discreta de la integral de camino.
Atos después, Fujikawa (1979 [35]) mostr6é como las anomalias cudnticas emergen de la integral
de camino (aunque en éste caso se refiere a integrales de camino sobre configuraciones de campos,
no de trayectorias de particulas), y se dio cuenta de que la "medida.e la integral de camino es la

responsable de que no exista invariancia frente a cierto tipo de transformaciones de simetria.

Quizé, la caracteristica mas cautivadora de las integrales de camino, es que proporciona una
técnica unificadora al resolver problemas de diferentes ramas de la fisica tedrica. De hecho, la
forma general del objeto basico, llamada la amplitud de probabilidad W (xy,ts;x0,t0), en la

teoria de procesos estocasticos se escribe como

10



Capitulo 1. Antecedentes

Waptpizot) ~ 3. exp {—Zé)p[x(f)]} (1.4)

todas las trayectorias
de 20 a xy

Donde g denota el conjunto de coordenadas del sistema estocédstico bajo la consideracién de
empezar al tiempo tg, y el valor absoluto al cuadrado de W (z¢,t¢; xo,tp) nos da la amplitud de
probabilidad del sistema de tener coordenadas x; al tiempo final ¢;. La forma explicita de la
funcional F[z(T)], con tg < 7 < tg, asi como el valor y el significado fisico de la constante D
depende de las propiedades del sistema y el medio que lo rodea.

Como veremos en mecanica cuantica el objeto de nuestro interés serd la amplitud de transicién
cuya forma es muy parecida a la ecuacién 1.4

Mientras que los valores esperados en el vacio (Funciones de Correlacién) en la teorfa cudntica

de campos son expresiones del tipo

OAGD ~ X a@en]gsi) (15

todas las trayectorias
de zg a g

Donde fl(qg) es un operador hecho de los operadores de campo qg y del lado derecho de la ecuacién
A(¢) es la correspondiente cantidad cldsica. Para quitarnos la parte imaginaria, hacemos una

rotacién del tiempo ¢ — —it, de tal forma que el valor esperado en el vacio tomara la forma

OAGD~ X Awew{-psial) (16)

todas las configuraciones
de campo

Mientras que en la mecanica estadistica clasica, el valor esperado se escribe como

UOuan X Awew{-prl} (17)

todas las configuraciones

(kp es la constante de Boltzmann y T es la temperatura). Histéricamente, la teorfa cudntica de
campos y la estadistica tienen diferentes comienzos, la primera esta relacionada intimamente con
la teoria electromagnética y fisica de particulas. Experimentalmente conectada con experimentos a
altas energias en aceleradores de particulas, mientras que los origenes de la mecanica estadistica
estan relacionados con la teoria del calor, la irreversibilidad y la teoria cinética de los gases.
Experimentalmente conectada a la calorimetria, calores especificos, transiciones de fase y difusién.
Sin embargo observamos que las ecuaciones 1.6 y 1.7 son formalmente lo mismo, de tal forma que
podemos tratarlas matematicamente de la misma forma. Como parte final de ésta comparacion,
es necesario resaltar el hecho de que ambos sistemas tienen el problema de tratar con voliimenes
infinitos, y por consiguiente, con un nimero de grados de libertad también infinito, de tal forma
que en principio, éstas expresiones nos llevarian en el mejor de los casos a resultados tipo 3. La
forma en la que se resuelven éstos problemillas, en el caso de estadistica es considerando al sistema
dentro de un limite termodindmico, primero evaluando en un volumen finito y luego considerando

el limite del tamafio de la caja a infinito. Algo similar sucede en la teoria cuantica de campos, en

11



1.2 Integrales de camino

donde también trabajamos con volimenes infinitos, que por consiguiente nos genera divergencias.
La forma en la que se resuelve éste problema en la teoria cuantica de campos, es a través de una

renormalizacién [36].

Ya que podemos tratar a las ondas como particulas y viceversa en la MC, vamos a construir la
amplitud de transicién en mecanica cuantica con ayuda de la amplitud de onda en electromagne-
tismo, en éste tltimo podemos descomponer la onda dispersada por miltiples rendijas, en la suma
de ondas individuales generadas por cada rendija, donde cada onda se caracteriza por su propio
camino 6ptico I(x;, z) que va del i-ésimo punto al punto z, de tal forma que la amplitud final
esta dada por ), e @) " cuyo médulo al cuadrado describe los patrones de interferencia entre
las ondas. En mecédnica cuantica, el principio de superposicién puede ser formulado en estricta
analogia al electromagnetismo, en donde se postula la ecuacién lineal de movimiento como la
ecuacion de Schrédinger. En estricta analogia reemplazamos la amplitud de onda electromagnéti-
ca por una amplitud de transicién entre los puntos inicial 2’ al tiempo 0 y final x al tiempo ¢, en
donde el camino 6ptico es reemplazado por la accién cldsica de ir de un punto 2’ a un punto x en
un tiempo ¢ (dividido entre A, que tiene dimensiones de accién). La transiciéon de amplitud total

serd una suma, sobre todos los posibles caminos que conecten los puntos ' y x en un tiempo t:

K(z,2';t) ~ Z eHSteml/h, (1.8)
x(7)

Vamos a separar el camino que sigue la particula como la suma de un camino clésico z4(7), mas
un camino que depende de una variacién ¢(7), notemos que el principio de accién aplicado a la

accién clasica S(z(7)) satisface las ecuaciones de Hamilton-Jacobi, de tal forma que

K(l‘, l,/; t) ~ Z 67;5[37(%(/7—)—"_(1(7—)]/h7 (19)
q(7)

donde z; representa un tipo de origen en el espacio de todos los caminos que conectan ' y x en

un tiempo ¢, como se muestra en la Figura Fig. 1.1

1.2.1. Representacién de la amplitud de transicién mecanico-cuantica usando

la integral de camino

Usando el formalismo de integrales de camino, vamos a obtener una expresiéon para el kernel
de la siguiente forma. Primero, hacemos A = 1 y dividimos el tiempo del operador evolucién en
N partes, cada una de igual tamafo e = t/N, y entre cada una de éstas partes, introducimos la

identidad 1 = [ dx |z) (x|, N — 1 veces. Después, vamos a ir desde un punto inicial z; = 2’ a uno

12



Capitulo 1. Antecedentes

A

Figura 1.1: Parametrizacion del camino en uno cldsico (de la particula libre) mds una variacion
representada por q(T)

final z; = x, as{ vamos a escribir el kernel como

N

N—-1 '
= / <H daji> H <x]] e tHe |CEj_1>
=1 =1
N-1 ’ N dpk N .
=/<H d:cz) <H %) LT @ile ™ Ips) (pjlaj—1) (1.10)
k=1 j=1

=1

Ahora, si podemos separar el hamiltoniano en su parte cinética y potencial, haciendo una expan-

sién de taylor tenemos
6—5(T—|—V) — T =V + 0(62) (111)
donde el término a orden €?/N? es A = 3[V,T).

Si s6lo nos quedamos con la parte lineal y recordando que (pjz;_1) = e~ ®i-1Pi ademas de

que
<x]’ eiiHe |p]> = /dxjeiEH(xj7pj)eixjpj (112)

— / dz; ei(@jpj—eH (z5,p;)) ’
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1.2 Integrales de camino

que la ecuacién 1.10 sigue como

(1.13)
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3 \;g
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==
m&v

&

I

|

m

=

Ry

3

=

L

&

)

3

/ <Nl_—[1 dxi> (ﬁ d;;f) exp iie <pj$j_6xj_1 — H(xj,pj)>

i=1
Cuando N es muy grande, podemos ecribir el kernel como

K(z,a':t) = /:(t):x DaDpexp {z /Ot dr (pi — H(a:,p))} (1.14)

(0)=a'

Dz = H dx(t), Dp= H dp(T) (1.15)

o<r<t o<r<t

2
Ahora, si escribimos el hamiltoniano como H(z;,p;) = 2% + V(x;), y completamos el cuadrado,

obtenemos que

2
pi — (éin + V(a:)) = —% (p* — 2mpi) — V() (1.16)
1 N2 m2:ic2
= om (p —ma)” + o V(z)

por lo que la ecuacién (1.14) toma la forma

z(t)=x t mai2 i t
K(z,2';t) = / Dz exp {2/ dr ( — V(x)) }Dpexp {—/ dr(p — mx)Q} (1.17)
z(0)=2" 0 2 2m Jo
z(t)=x t
= A/ Dz exp {1/ EdT} (1.18)
z(0)=x’ 0

en donde hemos definido

. t X R
A=/ DpeXp{‘zfn /0 dr(p - m>} — [ Dpe s i (1.19)

yademds p=p—may L= mez — V(z). De aqui se observa que p son los momentos conjugados
y L es el lagrangiano. Por simplicidad vamos a a cambiar la notacién p — p y vamos a esconder

A dentro de Dz, de tal forma que la ecuacién para el kernel toma la forma final.

z(t)=x i

K(x,2';t) = / DzerS], (1.20)
z(0)=x’

Entonces, podemos interpretar éste resultado como si S fuera una especie de fase, y tenemos que

sumar (integrar) todas las posibles interferencias que podria sufrir la particula. Obviamente en

el caso clasico, el promedio de las interferencias terminaria por ser cero, pero no es asi en el caso

cuantico, ya que cualquier particula cuantica puede ser considerada como una onda, de tal forma

que su posicién y momento no pueden ser completamente determinados simultdneamente [37].
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1.2.2. Kernel de la particula libre usando mecéanica cuantica

La amplitud de transicién mecanico-cudntica para un operador hamiltoniano independiente

del tiempo puede escribirse como

K(z,2';t) = (xle ™ |2) (1.21)
K(x,2';0) = §(z — 2) (1.22)

y describe la evolucién de una funcién de onda de un tiempo 0 a un tiempo ¢

vlant) = [ 'K (oalst)0(a,0) (1.23)
Esta funcién de onda satisface la ecuacién de Schrodinger
10K (z,2';t) = HK (x,2'5t) (1.24)

donde H es el hamiltoniano, que para una particula no relativista se escribe como

n? d?
H—_ 1.2

Para una particula libre, usando las condiciones de frontera 1.22 en la ecuacién 1.24, encontramos
que
Ky(x,2';t) = Ny(t)eda@at) (1.26)

donde nombramos Ny a la normalizacién de la particula libre, y S¢; a la accién clasica para una

Ni(t) =1/ 75 (1.27)

particula libre

x—a')?
Su(z,x';t) = m! (1.28)
2t
Un punto importante es que solamente podemos esperar obtener un término del tipo e [ze] gi 1a

accién es cuadratica en z, como sucede en éste caso para el propagador libre (otra clara opcién

es el oscilador arménico).

1.2.3. Kernel de la particula libre usando integrales de camino

Debemos en primer lugar, encontrar el resultado méas simple posible usando el método de
integrales de camino, no sélo para verificar que el método es consistente, si no, como se vera
mas adelante, por la necesidad de normalizar todas las integrales de camino dependientes de un

potencial. Para comenzar, sabemos que el kernel se escribe como
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1.2 Integrales de camino

z(t)=x )
K(z,2';t) = / Daze¥lr®) (1.29)
z(0)=a’

en donde la accién se puede escribir como

Slz(t)] = /Ot dr (%ﬁ - V(m(7))> (1.30)

con las condiciones iniciales z(0) = 2’ y z(t) = .

Por supuesto, para una particula libre tenemos que, V(z(7)) = 0. De tal forma que al no
existir un potencial, la particula tendra velocidad constante, lo que implica que clasicamente se
mueve sobre una linea recta, para fines de simplicidad vamos a hacer un reescalamiento de 7 — ¢,
de tal forma que la ecuacién (1.30) toma la forma

m [
Silz(t)) = = [ drd? (1.31)

2t Jo
con las condiciones iniciales segin nuestro nuevo reescalamiento z(0) = 2/, z(1) = z. Donde
2’, x son los puntos inicial y final de la linea recta respectivamente, por supuesto que para una

particula libre & = 0, por lo que la parametrizacién del camino sera

z(7) = zo(7) +q(7) (1.32)
zo(T) =2 + ( r=xz+ @' —2)(1-71) (1.33)
q(0) =q(1) =

Vemos inmediatamente que las condiciones iniciales que se cumplen para nuestra parametrizacion
dada por las ecuaciones 1.32 y 1.33 2(0) = 2’ y 2(1) = x, de tal forma que reescribiendo la accién,

ésta toma la forma

m

Stleo+4q] = % d7‘ (25 + ¢* + 2404) (1.34)
1

_ @ _\2 m =

=5 (x —2')" + = 5 / drd? (1.35)

= Sylzo] + Syld] (1.36)

que como podemos ver, es una suma de la accién clasica y una accién que depende del parametro
"q". Asi la ecuacién para el kernel (1.29) también puede separarse en un promedio cldsico por una
contrlbucnon de la desviacién sobre los caminos

(1)=0

K (') = eiSrll / T pyetsilato)
q(0)=0

1.2

— eig;(xwl)z/ qu 2t 094 (137)
q
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De forma sencilla, lo tinico que hacemos ahora es una comparacion con la ecuacién 1.28, de tal

forma que uno se da cuenta que para la particula libre

q(1)=0 ol
/ Dgeisiho @ = [ (1.38)
q(O):O 127t

Esto nos resultara de gran utilidad, ya que si bien el comparar es una trivialdad, ésta es
nuestra primera meta para encaminarnos a la resolucién de problemas mas complejos, en los
que aparece algtin potencial (electromagnético en nuestro caso). Veremos mas adelante, que para

encontrar una solucién convergente, es necesario normalizar por un factor puramente cinético.

1.2.4. Teoria de perturbacién alrededor de la soluciéon para la particula libre

Cuando tomamos en cuenta un potencial arbitrario, la integral de camino no tiene una solucién
exacta en la mayoria de los casos. Sin embargo si el potencial es pequeno comparado con el término
cinético, se puede ocupar la teoria de perturbaciones alrededor de la solucion libre. Considerando
entonces la transicién de amplitud usual (1.29) con una acciéon completa (1.30), vamos a partir

el camino arbitrario en términos del camino cldsico y una desviacion q(7).

Podemos reescribir la amplitud como

fq(1)=0 Dgél 0 G2tV (2 +q)

K(2,2'31) = Ky(w,a's ) 20— (1.39)
qu((()l)):_oo Dge' o 54
Ahora hacemos una expansién de Taylor del potencial alrededor de la solucién clasica
! 1
Sint = —t / dr <V(xcl) + V' (@a)q + 5V (za)g® + > (1.40)
0 .

Separamos entonces la parte cinética del exponente de la parte potencial, y después expandimos la
exponencial e**nt en su serie de Taylor, por lo que s6lo nos quedan polinomios en ¢, dependiendo

del orden de V"™(z) elegido, por lo que sélo nos quedaran expresiones a determinar del tipo

T = (a(m)q(72)--q(70)) (1.41)

Definimos a las expresiones del tipo (f(g)) como funciones de correlacién o valores esperados,
que nos cuantifica la variacién entre dos o més variables. Podemos ademés, escribir la llamada

generatriz funcional, que nos ayuda a encontrar las funciones de correlacién como

Z[j) = e o 50 o 95 = Ny(7) (et o 97 (1.42)
De tal forma que podemos encontrar las funciones de correlacién con ayuda de la generatriz
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1.2 Integrales de camino

funcional simplemente derivandola

) o .
(am)a(ra)-alm) = (=" g T 200

(1.43)

Utilizando integracién por partes en el término cinético y completando el cuadrado en la funcién

generatriz 1.42 obtenemos

i ) sy q(1)=0 .m 1l 9
2[j] = et 11 H0AEIE) / Dieii o d (1.44)
q(0)=0

Donde A es la funcién de Green del operador cinético D = 92, o también llamado propagador
DA(r, ") =6(r — 7') (1.45)

Usando condiciones de frontera de Dirichlet. Podemos ver lo anterior de la siguiente forma, si

pensamos en que
A(r, 7)) = (1| 072 |7") (1.46)

es decir, A es el operador representado por los elementos de matriz de 9, 2 podemos pensar que
0PN =1 (1.47)

de donde se ve claramente que A es el inverso del operador 02. Puede sonar revoltoso, rebuscado e
innecesario, pero es importante notar que las analogias hechas se refieren a que hemos encontrado
el inverso de un operador no discreto. Es decir que se pueden desarrollar férmulas especificas para
cada caso, una funciéon de Green, inversa a cada operador "D". Para éste trabajo, sera suficiente
por ahora encontrar una forma especifica para A. Volviendo entonces a Z[j|, recordemos que

q(r) =q(r) — fol J(TYA(r, 7")d7’ por lo que obtenemos
CA(r,7)=68(r - 1) (1.48)
donde el punto relleno ® a la izquierda (derecha) significa la derivada con respecto a 7 (77).

Usando las condiciones a la frontera e integrando dos veces obtenemos que

T4+ 7

1
Afrr) = gl = = T (1.49

donde A(r,7’) satisface las propiedades de simetria y condiciones iniciales impuestas por cons-

truccién
A(r, 7)) = A7, 1) (1.50)
A(1,0) = A(1,1) =0 (1.51)
de donde se infiere que ¢(0) = ¢(1) = 0, tal como esperdbamos. Cambiando la variable de
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integracién en 1.44 de ¢ a ¢ obtenemos que la funcién generatriz puede ser reescrita como
Z[j) = Ny(t)ezn I /387 (1.52)

y obtener una expresion adecuada para las funciones de correlacién dada por

5”

(q(m1)q(12)...q(10)) = (—1)" 87(11)05(12)...07(T)

exm /18] (1.53)

Hasta aqui, es necesario detenernos para recalcar algunas propiedades importantes que nos van

a ahorrar mucho tiempo en los célculos

= 1. Las funciones de correlacién de ntimeros impares se hacen nulas, debido a simetria de
paridad. Esto lo podemos ver directamente de la definicién de la ecuacién 1.53, si tenemos
un nimero impar de derivadas sobre j(7;), la exponencial nos baja una j, de tal forma que
al evaluar sobre j = 0, nos cancela los términos que se involucran. De manera explicita,

tomemos el ejemplo para j =1

J

3(71)

(Gi(r)) = (=) sm—edn 1IN = (—i)— Ayezt Jlini| =0 (154)
La razon fisica del porqué sucede ésto en TCC estandar, es debido a la simetria de conser-
vacion de carga, basicamente quiere decir que un sélo fotén no puede brotar o destruirse
del estado vacio. Para el formalismo linea de mundo nos basta decir que el signo menos que
brota a partir de la simetria de paridad, es suficiente para anular los términos impares, ya
que {(q1 - qon+1) = — {(q1 -+ - @2n+1)- Lo cual se demuestra haciendo un cambio de variable

q(1i) = —q(7), ya que la accién es una funcién par eal 4

= 2. La funcién que corresponde a n = 2 es simplemente el propagador. Lo vemos claramente

si derivamos la expresién para 1.54 una segunda vez

) o it
5](72)( "

—it it
R S GO

(q(m1)q(m2)) = AJBQt Jlan) (1.55)

de tal forma que al evaluar en j = 0 obtenemos

T1 T2

(a(r)q(r2)) = —iLA(11,72) =

= 3. Las funciones de correlacion para n par, se obtienen haciendo todas las posibles contrac-

ciones por pares sin repetir, por ejemplo para n = 4, se obtiene

—it

2
(01929394) = (m) (A12A34 + A13A04 + A14A23). (1.56)

En donde hemos usado el teorema de Wick, en términos de diagramas se escribe

19



1.3 Interaccién con el campo electromagnético

T1 T2 T T2 T1 T2
(192q3q4) = ‘ ‘ + 4+ ><
T3 T4 73 T4 T:

1.3. Interaccién con el campo electromagnético

Siguiendo la linea de la mecanica cuédntica, el lagrangiano para una particula cargada que

interactiia con un campo magnético B que viene de un vector potencial A [3(6]

B=VxA (1.57)

y de un campo eléctrico E

0A
E=-V¢— — 1.
Vo (1.58)
se escribe como
L=ty (9 2Jrfd—xA—V() (1.59)
— 2"\ ur cdr o "

donde B, A, x son vectores en tres dimensiones, c es la velocidad de la luz, e es la carga del

electrén, en la accién escrita como una integral del lagrangiano, el término que depende del

/dTA /dxA (1.60)

por otro lado, la ecuacién de Schrodinger para una particula en un campo magnético es

campo se escribe como

31#
= H 1.61
har A (1.61)
en donde
a ZL(A—EA)ZJFV h = —ihV (1.62)
A—2m p c s p=—1 .

La forma especifica del Hamiltoniano para una particula en un campo magnético necesita ser
invariante gauge. Ya que el campo magnético resulta ser el mismo para un conjunto de potenciales

relacionados por las transformaciones gauge
Ax) = A'(x) = A(x) + Va(x) (1.63)

donde «a(x) es una funcién escalar arbitraria. De tal forma que cualquier cantidad fisica, por
ejemplo el hamiltoniano, no nota alguna diferencia frente a la transformacion del potencial, en
particular, el hamiltoniano dado en la ecuaciéon 1.62 es invariante frente al cambio 1.63, de donde

tenemos que el estado ¥ esta también sujeto a su correspondiente transformacion gauge
Wb(x) = ¢ (x) = e ey (x) (1.64)
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recordando que la fase de un estado no tiene un significado fisico, ya que desaparece al tomar
4|2, podemos medir solamente la fase relativa de diferentes vectores. En el limite continuo, la

integral de camino para las amplitudes de evoluciéon con un campo magnético se escriben como

K(x, ; X0, o) = /Cm(f) exp{;/tt [%XQ —V(x)+ %&A} } (1.65)

0

Después de la transformacién gauge para el potencial, un nuevo término aparece en la exponencial

/x dxVa = a(x) — a(xo) (1.66)

0

de tal forma que inducimos una trasformacién en K:

K,(X, t: X0, o) = eiea(X)/th(X7 t: X0, to)e—iea(x)/hc

_ eiea(x)/hc <¢(X,t)¢(x(),t0)> e—iea(X)/fic (1.67)

que se desvanece para lazos cerrados.

1.4. Descripcién histérica sobre dispersiones con fotones.

Los fotones estan implicitamente contenidos en los procesos de emision y absorcién, que son la
estructura de las dispersiones. Estos son postulados cuando por ejemplo, un electrén transiciona
de un estado con més energia a uno con menor energia o vice versa. Sin embargo, s6lo el formalismo
en la Teoria Cuantica de Campos (T'CC) contiene una descripcion explicita de los fotones, de hecho
la mayoria de los temas en un desarrollo temprano de la teoria cudntica estaban relacionados a la
interaccion de la materia con la radiaciéon. Sin embargo la manera en la que se abordan los temas
en la Mecanica Cuantica formulada por Dirac, Heisenberg y Schédinger empieza por el espectro
atémico, y no se involucra demasiado en problemas relacionados a la radiacién.

Surgieron entonces, pequenios grupos de fisicos tedricos que trataban de extender los métodos
de la MC a los campos electromagnéticos, por ejemplo, famoso articulo de M. Born, W. Heisen-
berg, and P. Jordan [38]. La analogia se encontraba representando al campo electromagnético por
matrices de la misma forma en la que la MC representa la posiciéon y el momento. Extendiendo
las ideas de la MC a un ntimero infinito de grados de libertad.

Aunque se suele considerar el nacimiento de la TCC con el famoso paper de Dirac de 1927 "The
quantum theory of the emission and absorption of radiatio" [39]. En donde Dirac hace mencién
de la QED, cambiando de particulas a campos. Empleando la mecénica cuantica en el oscilador
armonico, Dirac da una descripcién tedrica de como los fotones aparecen en la cuantizacién del
campo electromagnético. P. Jordan introduce los operadores de creacién siguiendo la estadistica
de Fermi - Dirac. La QED descansa sobre dos pilares [40] . El primero es la cuantizaciéon del
campo electromagnético, es decir los cuantos del campo electromagnético, mientras que el segundo
consiste en la teoria relativista del electrén, con la ecuaciéon de Dirac en su centro.

De ésta forma uno de los procesos a los que puede ser aplicada la teoria, es la dispersién
de la radiacién por electrones libres, la colisién entre los mismos o la produccién de los pares

electron-positrén debido a los fotones. Los calculos a primer orden fueron un éxito, sin embargo,
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algunos calculos sobre los efectos de los rayos césmicos diferian claramente de las medidas. Por

otro lado, los célculos tedricos a érdenes més altos daban resultados infinitos.

La formulacién de la QED por Feynman es de interés desde un punto de vista filoséfico. Ya
que puede ser visualizada por los famosos diagramas de Feynman que parecen caminos que re-
corren las particulas. Hay dos formas de calcular las dispersiones, la primera seria siguiendo las
reglas de Feynman para contruir la dispersion de amplitud. Un conjunto de reglas que puede
ser derivado de tal forma que la probabilidad de un proceso de dispersién especifico puede ser
calculado dibujando un diagrama que represente dicho proceso, escribiendo las expresiones mate-
méticas para calcular dicha amplitud. Estos diagramas proveen una manera efectiva de organizar
y visualizar los términos en la serie de perturbacion, y parecen desplegar el flujo de electrones
y fotones durante el proceso de dispersién. Las lineas externas en los diagramas representan a
las particulas salientes y entrantes, las lineas internas son las particulas virtuales y los vértices
representan la interaccién. Cada uno de éstos elementos esta asociado con expresiones matema-
ticas que contribuyen a la amplitud total. Los diagramas son una forma elegante y eficiente para
calcular la probabilidad de los procesos de dispersién [9]. La segunda desarrollada también por
Feynman estd basada en la formulacién integral de la teoria de campos, es decir en integrales de

camino.

Los procesos de dispersién normalmente se cortan a una primera aproximacién, dando buenos

resultados, sin embargo, podriamos agregar o extender éstos cdlculos al nivel de un lazo etc.

Algunos procesos de dispersion a ordenes mas bajos a nivel de arbol son

= Dispersion de compton

En 1923, Compton publica un articulo en el que describe la dispersion entre electrones y
rayos X [41], en él se describe la dispersién de un fot6n interactuando con una particula
cargada. Si el fotén cede energia para disminuir el momento del electrén, se le llama efecto
Compton. La dispersiéon de Compton inversa ocurre cuando una particula cargada transfiere
parte de su energia al foton. El experimento fue muy popular en su tiempo, debido a que
comprobaba que la luz puede ser tratada como particulas, o paquetes de energia llamados
"fotones", lo que le hizo ganar el premio nobel en 1927. Un andlisis del efecto Compton en

la QED escalar puede encontrarse en éste trabajo en la seccién 2.1.5

= Dispersion de Mgller

En la dispersion de Moller intervienen dos electrones, en la TCC puede representarse me-
diante los diagramas tal, el primero que corresponde al intercambio de un fotén por los

electrones, y el segundo simplemente es un cambio de lugar de los electrones.

22



Capitulo 1. Antecedentes

e e
M1 (1.68)
e e
e e
M2 (1.69)
e e

= Dispersiéon de Bhabha

Se conoce como la dispersién de Bhabha [42] a la primera aproximacién en la que interviene

el par eletron-positron. Ya sea que se aniquilen o dispersen.
e et —efe (1.70)

Cuando se aniquilan, de ambos surge radiacién y de esa misma radiaciéon vuelve a resurgir

el par electréon-positréon como se muestra en 1.71.

Aniquilacién (1.71)

Mientras que cuando un positrén emite energia en forma de radiacion, éste pierde momento,
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1.4 Descripcién historica sobre dispersiones con fotones.

mientras que el electrén absorbe esa energia, como se muestra en 1.72

et et

Dispersiéon (1.72)

Dispersion luz por luz

Después de que Dirac hiciera prediccion del positrén [43], Euler-Heisenberg [44] calcularon su
famoso lagrangiano que incluia correcciones a la linealidad de las ecuaciones de Maxwell en el
vacio, que es una de sus principales caracteristicas, tanto de las fuentes como de los campos, lo
que impedia efectos tales como la dispersién de un fotén con otro o luz por luz vy — . En los
principios de la QED se sabia que la dispersion de luz por luz esta relacionada a la polarizacién

del vacio

1 [*dT _ 2p (eaT')(ebT") 2 9
- | Zm ~ 22 F -1 1.
Len 872 /0 T3¢ {tan (eaT) tanh (ebT) 3 (eT)°F (1.73)

donde
1 1
o= (VP+@-F) b= (VP+@+F) (1.74)
donde las invariantes del campo de Maxwell se escriben como

1 —, —
—2F =~ Fu F* = E* - B, (1.75)

1 ~ Lo
~G = F,F"=E B (1.76)

Ya se habia conjeturado por Halpern [45] y Wheeler [46] que en la teoria de Dirac debia existir
la dispersion luz por luz. De tal forma que deberia haber procesos en los que dos cuantos de luz
crearan un par virtual (positrén electrén), que inmediatamente se convertirfa en radiacién otra
vez, convirtiendo dos cuantos de luz iniciales en dos cuantos de luz finales y que ésto pasaria
cuando la energia para la creacién de pares no fuera suficiente. Euler-Kéckel [47] encontraron en

1935, valor de la seccién de dispersién para pequefias frecuencias fiw < me? dado por

) 4 4
e h 1
~ ) = 1.77
7 (mcz) (mc) A2 (177)
que resulta ser 10728cm? para los rayos gamma, y alrededor de 10~ "%¢m? para la luz visible,

poco después Akhiezer et al. [48] encontraron el caso opuesto para largas frecuencias fiw > mc?
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obteniendo una expresion
2
o =aa’ (E) (1.78)

donde o = €2 /Ac.

Recientemente con ayuda del detector ATLAS [19] en el LHC, se encontr6 evidencia de la
dispersién luz por luz en interacciones con fotones, con una desviacion estandar de 4 (95 %)
que por supuesto resulté ser compatible con el modelo estandar. Aunque ésta medicién pueden
considerarse un poco indirecta, en el futuro conforme se desarrollen laseres méas potentes e intensos

se realizardn los experimentos de manera directa.
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Capitulo

Introduccién a la teoria cuantica de campos

n éste capitulo, vamos a tratar de los temas clave de la teoria cuantica de campos, a decir, la
E ecuacién de Klein-Gordon, el propagador de Feynman, asi como la ecuacién de Dirac. Esto
nos va a servir como una base no de la que partir, si no comparar con el formalismo worldline,
de tal forma que los resultados en dicho formalismo tienen que o bien, reproducir los mismos
que en la teoria cuantica de campos, o ser escritos de una forma analoga a dicha teoria. Vamos
a incluir también, como un preambulo necesario, la derivacién del kernel para la particula libre
en la mecénica cuantica, ya que como veremos después, éste nos sera de vital importancia para

"normalizar'nuestros calculos posteriores.

2.1. Ecuacién de Klein Gordon

Alrededor de 1926, los fisicos trataban de encontrar una ecuacién que describiera a los elec-
trones viajando a velocidades relativistas, una de las ecuaciones, fue la propuesta por Oscar Klein
y Walter Gordon. Hoy sabemos que la ecuacién describe particulas escalares o de spin cero como
los piones a bajas energias (a altas energias se logran ver los quarks de los que estédn hechos),
particulas que no eran conocidas en ese momento. Ademas de que la ecuacion que describe correc-
tamente a los electrones relativistas (asi como a los quarks) es la ecuacién de Dirac. Sin embargo
nos ayuda a entender desde una primera aproximacion el comportamiento de las particulas ("sin

espin"), lo cual resulta bastante ttil. Veamos que forma tiene la ecuacion.

Tratamos de hacer que particulas cuanticas tomen velocidades relativistas, tomemos entonces

la ecuacion de Schrodinger para una particula libre escrita como

~2

p A~

—¢=F 2.1

Y y=Ep (21)
donde p es el operador momento p = —ihV y E = iﬁ% es el operador de energia. Queremos

ahora de alguna forma, compaginarla con la relatividad especial, tomamos entonces el espacio de

Minkowsky con la signatura de la métrica (—, 4, +,+) en donde la energia se escribe como
E? = m2ct + p?? (2.2)

Introduciendo los valores para los operadores de energia y momento de la particula libre, podemos



2.1 Ecuacién de Klein Gordon

escribir
0
((—ihV)?c + m?c*) ¢ <mat> b (2.3)
que puede simplificarse y escribirse como
1 0% m2c?

Observamos que todos los términos imaginarios han sido removidos de ésta ecuacion, por lo que
puede ser aplicada a campos reales o complejos. Usando el operador de D’Alembert [ = 2 8t2 -V?

y el cambio de variable p = ™<, se escribe normalmente la ecuacién de Klein Gordon como

(@+pu*)p =0 (2.5)

2.1.1. Propagador de Feynman

A la funcién de Green para la ecuaciéon de Klein-Gordon, se le llama el propagador en la
teoria cuantica de campos. Tiene ese nombre debido a que nos da la amplitud de probabilidad de

evolucién entre las particulas que viajan.

Como un breve complemento a la seccién anterior, vamos a encontrar la forma explicita que
toma el propagador usando la acciéon para una particula libre en teoria cuantica de campos, que

se puede escribir como

4 |1 m® 2 .
Slel= [ d’x iaud’au(f’ - 7¢ (2.6)
En donde el lagrangiano es
1 2
L= 000" — ¢ (2.7)
2 2
Ahora, aplicando las ecuaciones de movimiento para campos 8u 8( ) obtenemos la ecuacién
de Klein-Gordon
0,0" ) +m?p =0 (2.8)

Ahora bien, si pensamos en una funcién de Green que resuelva la ecuacién diferencial 2.8, ésta

tendria que cumplir
9,0"G (x,2") + m*G(z,2) = 6P (x — 2') (2.9)
Si ahora definimos k* = (w,E) = (kY k', k2, k3), podemos escribir la delta de Dirac en cuatro
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dimensiones como

d4kf > /1
AN ik, (et —x'H
5(x—x)_/we u ) (2.10)
lo que nos da una pista para proceder a escribir la funcién de Green como una transformadad de
Fourier
Gz — ') = / ﬂé»’(k o)tk (2.11)
(2m) = '

Con ésto en mente, calculamos la derivada de la funcién de green

d*k - ,
MGz —2') = /WG(k,x’)g“aaaelk”xu (2.12)
™
4 .
T
De tal forma que
d*k Doy A ,
0,0l — o) = — / it = PGk ) (2.13)
b
Asi podemos escribir la ecuaciéon 2.9 como
(—w? + k)G (k, 2") + m?G(k, ') — e "Fu®™ = (2.14)

de donde podemos resolver para la funcién de Green en la transformada de Fourier G como

_efikgz’ﬁ

G(k,a') = (2.15)

w2 — k2 —m2

Regresando con otra transformada de Fourier, tenemos que nuestra soluciéon para la funcién de

Green se escribe finalmente como

dAk _eik#(x“fx’“)
N —
G(z,z") —/ )2 B2 2 (2.16)

Una observacién inmediata es que G(x,2’) = G(x — '), lo que nos dice que es invariante frente a

traslaciones espacio temporales, 0 més general invariante poincaré. Si renombramos y* = x® —x'®

podemos escribir la ecuacién 2.16, utilizando la integral [*° ;;ia; dr = —%’e‘ib“” como
0
Gly) = —/ L e /OOdw o (2.17)
(2m)3 s 2T w? — k2 + m?
3 -
:Z'/ d’k e*ik'yieﬂvk\yo\

(2m)3 2wy,

en donde hemos renombrado w,z = 2+ m?2, y escogido el contorno de integracién segin la

prescipcién de Feynman dada por la Figura 2.1
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2.1 Ecuacién de Klein Gordon

. O

Figura 2.1: Prescripcion de Feynman para el propagador que pasa por debajo del polo —e y por
arriba de +e€

Ahora si consideramos el valor absoluto, la funcién de Green de Feynman toma la forma

20— 29 >0

. Bl e—ikp@t—a't)
if (

Glx—2')= 2§)3 Ak (2.18)
. ik (ah —ah)
f (gﬂ])C'i e~ 2wy :1:0 x’o <0

Por dltimo, normalmente ocupamos la transformada de Fourier de los propagadores del espacio
de posicion para cambiarlos a propagadores en el espacio de impulso o momento. Estos tienen
una forma més simple que los propagadores en el espacio de posicién. En la mayoria de textos,
aparece un € explicito, como recordatorio sobre qué contorno de integracién es apropiado. Para
el cuadrimomento p, tenemos que el propagador toma la forma

A 1

Gr(p) = —

_ 2.19
p? —m?2 + e (2.19)

Algunos autores escriben una ¢ o cambian algunos signos, las convenciones varian.

Este propagador por supuesto, representa el propagador en los Diagramas de Feynman que
representan bdsicamente, todas las interacciones posibles entre las particulas [50], desglosadas
en una serie perturbativa, por lo que el proceso fisico total, es simplemente la suma de todos
los diagramas de Feynman, lo que nos da una expresion para la seccion eficaz de dispersién.
La gran ventaja de éstos diagramas, es que simplifican enormemente los calculos matemaéticos,
reduciéndolos a un algoritmo con reglas basadas en el lagrangiano, mediante las cuales se puede
calcular dicho proceso, cada linea interna de los diagramas de Feynman corresponde a un factor
del propagador de la particula, se suelen usar lineas punteadas para representar a los propaga-
dores escalares, y continuas para los que llevan un spin asociado, como se vera mas adelante, la
interaccion con el spin es tratada mediante las matrices de Dirac; el vértice donde las lineas se
unen da un factor que proviene de un término de interaccién en el lagrangiano.

La gran desventaja es que en principio, se deberian de sumar todos los términos del desarrollo
perturbativo, es decir, todas las contribuciones de los diagramas de Feynman, lo que genera
problemas de convergencia.

La probabilidad de cada resultado entonces es obtenida sumando sobre todas tales posibi-
lidades. Esto estd en estrecha correlacion con la formulacién integral funcional de la mecéanica

cuantica, también inventada por Feynman, como vimos en la introduccién.

2.1.2. Campos escalares en el formalismo estandar y la QED escalar

La teoria QED, o electrodindmica cudntica, describe la interaccién entre electrones o particulas
cargadas y fotones. Vamos a desarrollar brevemente los pasos para llegar a la QED escalar, es

decir, un teorfa que no toma en cuenta los espines de las particulas (como por ejemplo el electron,
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Capitulo 2. Introduccién a la teoria cuantica de campos

aunque el lagrangiano si toma en cuenta las helicidades del fotén), como una aproximacién a la
realidad [51]. La forma en la que comenzaremos es cuantizando el campo de Maxwell de forma

covariante, el lagrangiano se escribe como

1
2%

donde & es un parametro genérico. El efecto del segundo término en 2.20, llamado término de

L= —%f,wf“” (9, AM)? (2.20)

gauge fixing es romper la invarianza gauge del lagrangiano, haciendo que las reglas de conmutacién
entre los campos y el propagador dependan de &, pero los elementos de matriz de estados fisicos
para operadores que son invariantes de norma sean independientes de £&. Cuando € = 1 se le llama
gauge de 't Hooft-Feynman, & = 0 es el gauge de Landau y £ — oo es el gauge unitario. Vamos
a aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange al lagrangiano dado por la ecuacién 2.20, escribiendo
los tensores electromagnéticos en términos del potencial tenemos que
1 1
L= —3 (OuA,O*AY — 0, A,0" AY) — 29“”8“14”8&140‘ (2.21)

7 : : oL oL _
Asi, aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange AT @Lm = 0, tenemos

O F" + é@”B“AM =0 (2.22)
Que escrito en términos del D’Alembertiano [0 = 9,,0* es
OAY — (1 - 2) 0Mo"A, =0
[g“”D - <1 _ é) a#aV] A, =0 (2.23)

Como hemos visto, el propagador es una funcién de Green que actia sobre el campo. En el espacio

de momentos el propagador del fotén serd el inverso de
2 puv 1 v
(1) o2

de donde se puede mostrar que escogimos el pardametro £ para que el operador dado por la
ecuacién 2.24 sea invertible, ya que —k?g"¥ 4 k*k? es singular con autovalor nulo k. Por supuesto
el potencial correspondiente a la simetria gauge A;L = A, + Oy, es también una solucién de

("0 —0r0") A, = 0. El inverso de 2.24 es el propagador del foton, escrito como

Dp(k) = —g" + (1 - E)L%V (2.25)
k2 4 de k2
efectivamente
. 1\, _
Dr (k) [—k?gy,, + <1 — 5) k k;p] = i6h (2.26)
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2.1 Ecuacién de Klein Gordon

Si agregamos ahora los términos dindmicos al lagrangiano éste se escribe como

1
L= _Zfﬁy + D, o> — m?|p)? (2.27)

donde

Dy = 0,6+ ieA,d
D" = 0,6" —ieAud* (2.28)

Por supuesto los campos acoplados a A,, deben ser complejos, ésto es porque la carga esta asociada

a una simetria global bajo la cual
b — e (2.29)

Debemos notar que el lagrangiano electromagnético conserva la forma frente a una transformacién

de fase, sin embargo, el lagrangiano de la QED escalar no lo hace, debido a una derivada extra,

es por eso que tomamos una derivada covariante en la que interviene el vector potencial, digamos
D,,¢ = partial,¢ + ieA,p — (Oy + ie A, + iq0, o) e %

e~ (=i a + Oy +ieA, +iqdua) ¢ = e "D, (2.30)

Este lagrangiano nos genera las ecuaciones de movimiento

(O +m?)p = i (—eAy) Ot + 0, (—eAud) + (—eA,)? (2.31)
(O+m2)6" = i (eAy) 6" + i, (—eAud’) + (A,) ¢* (2.32)
De donde observamos que los campos escalares ¢ y ¢* estan acoplados al campo electromagnético

con carga opuesta, pero con la misma masa. Ahora el campo escalar real en términos de operadores

de creacién aniquilacién se escribe como

d3 1 —ipx ipx ¢
() :/(27:)93\/% (ape PE g ol e ) (2.33)

Usamos la descomposiciéon en términos de exponenciales imaginarias, ya que la solucién general

de las ecuaciones de movimiento son ondas planas.

El siguiente paso es cuantizarlo, ésto lo hacemos cuantizando a, y a;r,, es decir obteniendo las

reglas de conmutacion de éstos operadores. Escribiendo

a(p) = i/d?’xeipxg(;qﬁ(x) (2.34)

at(p) = —i / PBxe= " 5 (x) (2.35)
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>
donde adpb = a(dpb) — (Dpa)b , de ésta forma las relaciones de conmutacién se escriben como

[ap, ay] = [a},al,] = 0 (2.36)
[ap, a;,] = 27T22wp5(p —7') (2.37)

ya que el campo escalar complejo debe ser diferente de su conjugado, debemos de introducir dos

conjuntos de operadores de creacién y aniquilacién, y escribir

o(z) = / (3737];3 \/;71, (ape_ip$+b;f)eipz) (2.38)

de donde obtenemos el campo conjugado

&Pp 1 : :
¢*(x) = / p3 (aLe_sz + bpe”m) (2.39)

G o,

anadiendo la regla de conmutacién
[bp, b;r,/] = 27722“’105(19 —7) (2.40)

y todas las otras posibles se hacen cero.

Asi podemos concluir que b, aniquila particulas de carga opuesta y con la misma masa de las
que a, aniquila, es decir b, aniquila antiparticulas. Por supuesto en ambos casos w, = /p? + m? >
0. Obviamente al # bl ya que éstos operadores crean particulas de carga opuesta. Entonces una
simetria global bajo rotacién de fase implica carga que a su vez implica campos escalares que
a su vez implica antiparticulas. Es decir, la materia acoplada a particulas sin masa de spin 1
automaticamente implica la existencia de antiparticulas, que son particulas de masa idéntica

pero carga opuesta.

2.1.3. Matriz S de dispersién

Nuestro objetivo es hallar la probabilidad de transicién entre un estado inicial y otro final
en un proceso de colisién o dispersion. En la imagen de Schréodinger los estados dependen del
tiempo. Sea |a(t)) un estado que evoluciona de un estado inicial a un tiempo t; que es autoestado
de un conjunto de observables compatibles cuyos autovalores a sirven para etiquetarlo (como los
momentos 6 espines de las particulas incidentes). Sea (b(t)| el estado que en un instante de tiempo
tr , tras la colisién, serd autoestado con autovalores b. La probabilidad de que (a| evolucione hasta

(b| serd
®le ™ (ty —t;)]a) (2.41)

Se llama matriz de dispersiéon S al operador de evolucién e~ (t; —t;) cuando (t; —t;) — oo,

donde H es el hamiltoniano de la teoria de campos, la amplitud de dispersiéon viene dada por

®|Slay = lim (ble " (t; —t;)|a) (2.42)

(tffti)%oo
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Nétese que si (aa) =1y (n| es una base completa de estados ) |n) (n| tenemos

2

1=>"|(nlSla)[> =D (a| ST |n) (n| S |a) = (a| S5 |a) (2.43)
n n

lo que significa que S es unitaria que representa la conservacion de probabilidad. En la imagen

de Heisenberg son los operadores los que dependen del tiempo (no los estados), lo cual es mas

apropiado para la TQC en la que los campos son operadores ¢(¢, x). Los estados se escriben como

(alg = et {a(t)| y (b|y = e (b(t)| y son independientes del tiempo. Por tanto, definiendo los

estados en la imagen de Heisenberg (a;t;| = et (a| y (b;ts| = e'H'7 (b] la matriz S serd
®|Slay = lm (ble G o) =  lm  (bitf|asts) (2.44)
(tffti)ﬁoo (tffti)ﬁoo

que nos da la amplitud para cualquier estado inicial de particulas separadas en el pasado evolu-

cionando hacia otro estado de particulas separadas en el futuro.

2.1.4. Reglas de Feynman para la QED escalar

Expandiendo los términos del Lagrangiano dado por la ecuaciéon 2.27 tenemos

1 * . * *
L=—2Fu =" (O+m")o —icdy[6"(0u0) — (9ud")¢] + e ALloI’ (2.45)
A partir del lagrangiano podemos establecer las reglas de Feynman, vamos a empezar por el
propagador de particulas escalares
D i
— = 2.46

p? +m? +ie (2.46)
Este propagador es la transformada de Fourier de (0| ¢*(x)$(0) |0), es decir propaga la particula
y su antiparticula al mismo tiempo.

El propagador del fotén que fue obtenido previamente

p B —1 pi'p”
2

NARAAARARANA = g —(1=9)

p? +ie P

(2.47)

Para representar la interaccion entre ¢ y A,. Un ¢ en la interaccién implica la creaciéon de una
antiparticula o la aniquilacién de una particula, mientras ¢* implica la creacién de una particula
o la aniquilaciéon de una antiparticula, cuando una derivada actia sobre éstos campos, nos arroja
un factor de +ip”, como se puede ver las ecuaciones 2.1.2 y 2.39, ya que la interaccién tiene la

forma
—ieA, [¢7(0ud) — (0ud")P] (2.48)

cada p" viene con un i, y a éste le agregamos un i de la expansién de e“int de tal forma que

2

tenemos un factor de (—ie)i® = ie que multiplica a cualquier +p* que viene de la derivada. Hay 4

posibilidades, cada una que viene de la contribucién de A,¢*(0,¢) y —A,¢(0u¢*), supongamos

que a, aniquila un electrén e~ y b, aniquila un positrén e™ las posibilidades son

= Aniqulacién de e~ y creaciéon de e” - dispersién de particulas
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Aqui ¢*(0,¢) nos da un —py, ya que e~ es aniquilado por ¢, y —¢(9,¢*) nos da —(+p2,)

ya que un e~ es creado por ¢*

o
e % = ie(_pl,u - p2u)
n

(2.49)

» Aniqulacién de e y creacién de et - dispersién de antiparticulas Aqui ¢*(9,¢) crea un et

dando pay,, y —(9,¢*)¢ aniquila un e dando un —(—py,)

et
et % - ie(plu +p2,u)
p1

» Aniquilacién de e~ y aniquilacién et - Aniquilacién de pares

(&

px '
p2/ = de(=pi + p2u)

et

» Creacién de e~ y creacién de e™- Creacién de pares

e

In
\]{)2 = de(=piu +p2u)

et

Primero debemos notar que sélo hay 4 formas en la que podemos construir los vértices. Es

imposible que en un vértice se creen dos particulas con la misma carga, o en otras palabras,

la carga debe conservarse en los diagramas de Feynman. Por otro lado, las lineas fuera de las

lineas escalares representar el flujo de momento, que nos indican la direccién del momento,

mientras que las flechas sobre la linea nos indican el flujo de las particulas, éstas van en la
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2.1 Ecuacién de Klein Gordon

misma direccién si son particulas (¢7) o en direccién opuesta si son antiparticulas (e™). Si
observamos los vértices vamos a notar que si la flecha del flujo de particulas apunta a la

derecha (izquierda), el vértice contiene un momento —(+)iep*. En otras palabras

e Un vértice escalar en la QED nos da —ie veces la suma de momentos de la particula
cuya flecha de flujo de particulas apuntan a la derecha de menos el momento de las

particulas cuyas flechas apuntan a la izquierda

e Las flechas que representan el flujo de las particulas siempre deben conectar caminos
en los diagramas de Feynman. Para los loops o lineas cerradas el flujo puede apuntar
a la derecha o izquierda siempre y cuando la direccién de las flechas sea consistente. Si
el diagrama representa un proceso fisico, el flujo de particulas va a la derecha mientras

las antiparticulas irdn a la izquierda.

e Para las particulas que no estan cargadas, como los fotones o las particulas escalares
podemos escoger cualquier direccién siempre y cuando el momento se conserve en cada

vértice

» Finalmente no podemos olvidar el término que involucra 4 - vértices en la QED

Lint = A2 (2.53)

cuya regla de Feynman es

% 2
w\ = 2ie“gu (2.54)

Apliquemos las reglas en el siguiente ejemplo que representa una contribucién a la dispersion de

Compton.
p1 b3

7

’LM = = (—ie)iqu (pg + k“) m

(—ie) (p5 + £) €3,

D2 b4
(2.55)
Vemos que el propagador k* = p/ + pi. En el primer vértice, el primer foton €1, entrante es
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contraido con el momento ph + kH, la otra polarizacién es saliente, representada por €}, y es

contraida con el segundo vértice p5 + k.

2.1.5. Dispersion de Compton en la QED escalar

Vamos a realizar un pequeno ejercicio calculando la dispersién de Compton para una particula
escalar [52], se deben consideran 3 diagramas de Feynman llamados canal S, canal T y gaviota,

representados en la Figura 2.2.

k1 p %/
q /4‘/ !
( |
! k‘g -
P P A ‘/LLLkz

Figura 2.2: Diagramas de Feynman involucrados en la dispersion de Compton, de izquierda a
derecha son el canal S, canal T y la gaviota respectivamente

Canal S
Siguiendo las reglas de Feynman, la matriz que debemos construir toma la forma
M = (—26) (p’ll =+ q“) Elﬂm(_ze) (ql/ +py) ezy (256)

usando conservacion de momento ¢ = p'* + ki’ = —(p" + k%) y el hecho de que las polarizaciones

son transversales al vector de propagacion kf €y = 0 tenemos

. 2
) —1e .
M = e 0+ e (20 + ),
—ie? ,
- m@p €1+ k1-€1)(2p-ea+ ky-€2)
—ie? , ;
= 2 ) ) (2.57)
En donde hemos usado el hecho de que p2 = p/2 = —m?2en capa de masa, y k’? =0

Canal T
Nuevamente de las reglas de Feynman obtenemos el término

iM = ey, (—ie) (¢ + p) { } (i) +¢")él, (2.58)

2
q2+m2
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En ésta ocasién conservaciéon de momento nos da ¢/ = p'* — kb = p* — kI, asi

2
€ *
M= -k (20" — k1)(20" — k5)e1pes,
e? / E
T (2p-€1)(2p - €2) (2.59)
Canal de la gaviota
Aqui la contribucién es simplemente
M = —2e%g ey’ = —2e%€; - € (2.60)

por lo que la amplitud total es la suma de todas las contribuciones, es decir

/ /
preap-es  prewp e

M = =22 |e) - €5 +
2ok p-k

(2.61)

2.2. Representacion worldline de TCC

La forma en la que trabaja la TCC se basa en encontrar las amplitudes de dispersiéon de una
serie perturbativa, dado un campo libre en el vacio, y una accion funcional de interaccion local.
Se encuentran los resultados aplicando las reglas de Feynman a dichos términos de la interaccion,
basados por supuesto en la densidad Lagrangiana.

De forma alternativa, la base del formalismo worldline se sustenta en las funciones de corre-
lacion que representan los cuantos del campo en la TCC, obtenidas a partir de una integral de
camino. De ésta manera en principio no es necesario escribir los diagramas de Feynman, por lo que
el resultado puede obtenerse mediante métodos puramente algebraicos, con ayuda de teoremas
importantes como el de Ward o Wick, que simplifican el trabajo enormemente, puede obtenerse
resultados que nos tomaria mucho més tiempo usando los métodos estandar.

Matematicamente, la clave estd en introducir una transformada de Mellin, que transforma el
propagador Gp = A(1,7") en una integral para una particula relativista que viaja de un punto x
a un punto z’.

Aunque no es el propésito de éste trabajo, no podemos evitar mencionar la manera en la que
entra en juego el formalismo worldline. Después de décadas de usar las reglas de Feynman, el
formalismo de linea de mundo fue motivado a partir de resultados encontrados a través de la
teorfa de cuerdas, analizando las amplitudes de dispersién de las cuerdas [53], véase la Fig 2.3.
Entonces Strassler [55] [56] aclar6 la conexién entre la TCC y las nuevas reglas de Bern-Kosower
para la teoria de cuerdas, de tal forma que logré calcular la accién efectiva para una vuelta en la
teoria escalar, la teoria de los espinores de Dirac y los vectores bosonicos insertando un campo
de fondo, ésto sin usar la teoria de cuerdas o los diagramas de Feynman. De ésta forma, abria
las puertas de un nuevo método valido fuera de la capa de masa, invariante gauge y extendible
a otras teorias de campos que no requeria del algebra usual, y que, como veremos mas adelante,
permitia encontrar de una forma més simple los resultados a 6rdenes altos de perturbacién. [57].

El formalismo inspirado en cuerdas, ofrece la posibilidad de obtener los elementos de la matriz
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{a) &) () (d)

Figura 2.3: Analogia entre diagramas de Feynman basados en particulas puntuales (Teoria Cudn-
tica de Campos)[primer renglon] o branas (Teria de Cuerdas)[segundo renglon] [5/]

S, asi como la accién efectiva sin usar la segunda cuantizacién de la teoria estandar [58]. Una
descripciéon més detallada de las descripciones y aplicaciones del formalismo linea de mundo puede

consultarse en [59].

2.2.1. Integrales de camino relativista

El paso natural para establecer un método con integrales de camino, es escribir el propagador
escalar, es decir, la solucién a la ecuaciéon de Klein Gordon, en términos de integrales. Usando la

signatura de la métrica (—, 4, +,+) se escribe como
(-O0+m*)p=0 (2.62)
En el espacio de posicién, vamos a escribir la funcién de Green desde un punto inicial 2’ a un

punto final £ como

1

D5 = (ol —5y o

). (2.63)

Usando un parametro "T"", podemos escribir el propagador como una exponencial de la siguiente

forma
DE™ = (x /0 S ar exp[—T(—0 + m?)] |2') (2.64)
_ /0 ~ dTe=™T (3] exp[-T (0] |2/} (2.65)

Ahora nos damos cuenta que tiene la misma forma que la ecuacién 1.20, en donde S[z(7)] es la
accion de la particula libre, escrita propiamente, la amplitud de transiciéon para la particula libre
en la mecénica cuantica se escribe como

-

z(t)=z'

(@, 8),0) = (@] e |27} = / Da(r)e! o dramé

] ’ (2.66)

z(0)==&
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En donde hemos usado un hamiltoniano cinético H = —ﬁVQ. Si hacemos los siguientes reem-

plazos

vZ -0, (2.67)
1

m—>§,

T — —IT,

t— —iT

Obtenemos que el propagador 2.65 pasa a tomar la forma
, oo ) z(T)=x T 12
D = / dTe ™" / Da(r)e Jo 473t (2.68)
0 z(0)=a’

Hemos encontrado la representaciéon worldline de un propagador para una particula relativista en

. . 1. . 4 . ,
un espacio euclidiano de z’ a x, donde ahora 42 = doict xf Lo que toca ahora, es calcular ésta

integral, lo vamos a hacer usando la misma técnica de integrales de camino. Primero entonces,

cambiamos de variable de x(7) a ¢(7) de la siguiente forma
2 () = aly(1) + (1) = [o" + T —a")] + ¢(7) (2:69)

En donde z se ha parametrizado como una linea recta clasica que va del punto incial z4(0) = 2’
a un punto final x4 (7) = =, y q(7) es la variable cudntica que fluctiia alrededor de ella, y satisface
las condiciones de frontera de Dirichlet (CFD)

q(0) = q(T) =0 (2.70)

Podemos obtener de la ecuacién 2.69 su derivada, escrita explicitamente

() = %(x“ — ™) + ¢*(7) (2.71)

sustituyendo ésta expresién en el propagador de la particula libre, y tomando en cuenta que
fOT drq(m) = q(T) — q(0) = 0 debido a las CFD, podemos escribir la integral como

T 1 1 T T ($—x/)2 T x_x/
dr-i? = - drd? / AT ——— / 24 2.72
/0 L& 4[/0 T¢ + ; Ty T ; I~ (2.72)
1 T (@—af)?
-3l aret

Tomando en cuenta ademés que Dx = Dgq, obtenemos

, oo (r—a')2 2
D§* :/0 dTe ™1 ¢ ar CFDDq(T)e_fonTqT (2.73)

Observemos que z,2’ son los puntos final e inicial respectivamente, y son constantes, por lo
que nuestra integral sobre ¢(7) ahora sélo depende de T', nuevamente debido a nuestro trabajo

anterior, ya no es necesario calcular ésta integral, usando la ecuacion 2.65 y las sustituciones 2.68,
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el valor para la integral es

22
Dy(r)e~lo ¥ = (4xT) =D/ (2.74)
CFD

El propagador libre entonces toma la forma

_ (z—z’)Q
4T

o
/ _ _ 2
DE' = / dT(47T)~P2e=mT ¢ (2.75)
0
Hemos encontrado, la forma del propagador libre en el espacio de posiciones, si se quiere ver en
el espacio de momentos como normalmente se representa, nos basta con hacer una transformada

de Fourier de la siguiente forma
D‘gp/ = //dxdx/eip'meip/'x/Dle (2.76)

o0 z—x' 2 . AW}
_ / dT(47TT)7D/2€7mT267( 4T) //dxdwlezp-zelp T
0

!

o0 ; / - ! z2
=o' sota’ / dT (4xT)~P/2e~mT* / dze'PFP)e / dz' e ¢ i
0

:/ dT(47rT)—D/2€—mT2(27T)D5D(p+pl)/dx/e—41T(x’—2Tip’~a:’)2e—Tp2
0

- / dT(4rT) P2 (4 T) P/ (2m) PP (p + e~ TWH4m2)
0

1

_ (9 \DsD
= (2m)76 (P+p,)m

2.2.2. Acoplamiento al campo electromagnético y la accion efectiva

Llegados a éste punto, podemos pensar en qué pasaria si las particulas escalares interacttian
con fotones, a ésto se le conoce cominmente como acoplamiento electromagnético. Vamos a tomar
en cuenta sélo el término de interaccién en el lagrangiano electromagnético clasico A, (x) mas el

término cinético con el que ya trabajamos.

Sla(r)] = /OT dr <ZQ +igd - A(z(f))) (2.77)

Entonces tenemos un propagador de una particula escalar, que interactia continuamente con un

campo electromagnético de fondo mientras se propaga del punto z’ a x, escrito como

, oo 9 x(T)ZI T 1.2+ .

D [A] _ / dTe™™ T/ ’Dl‘(T)ei Jo dr (332 +iei-A(z(r))) (2.78)
0 z(0)=x’

Llamaremos I' a la representacién en linea de mundo de una vuelta de la accién efectiva en la

QED escalar, es decir que ahora trabajaremos como si la particula estuviera confinada a viajar en

un lazo cerrado, dando vueltas, éste lazo no es una cuerda fisica tangible, en lugar de eso, debe

pensarse de forma andloga a la manera en como se atrapan particulas cargadas en un campo

electromagnético, o particulas con masa y volumen en una corriente del océano. Una sola vuelta
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tendra una accién efectiva de la siguiente forma

I'A] = /00 dTe_WZT/ Dx(t)e” Jo dr(§i*+ied-A(w(r))) (2.79)
o T 2(0)=x(T)
Donde notamos que para tomar en cuenta una vuelta sobre el circulo, debemos dividir por la
longitud del circulo mismo 1/7, debido a la simetria traslacional en la parametrizacién, ademas
que las condiciones de frontera cambian, ya que, tras una vuelta completa llegamos al mismo
punto. Es comtn pensar en que tipo de particulas hacen éstas trayectorias, que en la interpre-
tracién mds ampliamente aceptada, corresponden a particulas virtuales, y no reales. Esta accion
efectiva, contiene los efectos cuanticos causados por el campo electromagnético de fondo sobre las
particulas virtuales, lo que provoca que la electrodindmica se convierta en una teoria no lineal
al nivel de un lazo o una vuelta, donde los fotones pueden interactuar con algin otro fotén de

alguna manera indirecta.

2.2.3. Amplitud para N fotones en un lazo

Vamos a calcular la accién efectiva para el caso de un lazo, usando la QED escalar [60]. De
forma intuitiva, lo que vamos a hacer es considerar una particula escalar (un modelo en el que el
electrén no tiene spin) mientras se mueve en una trayectoria circular cerrada en el espacio tiempo,
mientras ésto sucede, la particula absorbe y/o emite un ntimero arbitrario pero fijo de N fotones,
cada uno con su propia polarizacién €; y momento k. En la teoria de campos, consideramos que el

potencial del campo electromagnético se puede descomponer como una suma de N ondas planas,

Ar(z) = eleth, (2.80)
i=1
de ésta forma podemos representar los fotones externos que interacttian con la particula escalar.

En la ecuacién que representa la accion efectiva 2.79 vamos a tomar el término de la expo-

nencial que sélo depende de A, explicitamente es
e— fOT driei-A (281)

Lo expandimos en serie de Taylor y tomamos solamente el término de orden N, debido a que

vamos a considerar inicamente los términos lineales en e.

—ie)N T al i !
(N!) (/0 dT;ei : :’B(T)e’k'mm> (2.82)

Tenemos una suma de N términos elevado a la N, es decir NV términos. De éstos vamos a tomar
las formas de ordenar N objetos distintos para elementos que no se repiten, es decir N!, por lo

que se cancela con el denominador, y obtenemos.
(—ie)N/ drier - @(m)eFrem) .. / dryey - i(my)e*n =) (2.83)
0 0
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que puede ser escrito como

(—ie)NV) ki e1]--- VD [Ky.en] (2.84)

scal scal

En donde llamaremos a V.4 €l operador de vértice del fotén, definido como

T
V]l €l = /0 dre - &(7)e* (™), (2.85)

Este operador de vértice representa la emisién o absorcion de fotones por un vértice o nodo en

diagramas de Feynman.

Escribiendo la accion efectiva con ésta sustitucién, a la que llamaremos amplitud de N fotones

Ccomo
0 g _
Uscat (k1 €15 kN, en) Z(—ie)N/ esz/ D:c(T)fffonTix2 (2.86)
o T 2(0)=2(T)
x Volalk, el Vo9 kN, en]

Es importante sefialar que cada operador de vértice representa la emisiéon o absorcién de un solo
fotén. Sin embargo el momento en el tiempo en el que ésto sucede, es un tiempo arbitrario que
estd dentro del intervalo de 0 a T, es por eso que se debe de integrar (sumar) sobre todo el
espectro de tiempo de 0 a 0o, como se verd méas adelante al evaluar el limite en el infinito, nos
deshacemos del término que depende de la exponencial, arrojandonos propagadores y funciones
lineales que dependen de €. Para realizar la integral, debemos de usar de algunos trucos, primero
notamos que es de forma gaussiana si conseguimos subir los factores € - &, la manera de hacerlo

es considerarlos como el elemento lineal de la serie de Taylor de la exponencial,

(2.87)

Donde, por supuesto la notacién lin(e;), nos indica que tomemos tinicamente la parte lineal que

depende de e.

Con éste truco estamos listos para ponerlo en su forma gaussiana, observando ademas que
T . T
/ dri® = x|, — / drzi (2.88)
0 0
T 2

d
= dre | ———= |z

0 dT
debido a las condiciones de frontera periddicas es que podemos eliminar el primer término. Ob-
servamos por supuesto, que tenemos una correspondencia con la matriz M del apéndice A.1

2 7 . . . . . .
M —dd?, por lo que ahora sélo necesitamos averiguar que significa el determinante y la inversa
del operador "menos la segunda derivada". Con un poco de perspicacia, notamos que tenemos un
ligero problema para las trayectorias cerradas en las que x(7) = const, lo que anularia el término
)

cinético, por depender de la derivada, y corresponderia a un eigenvalor cero de la matriz M, por

lo tanto no tendria una inversa como tal. Para solucionarlo, vamos a definir una vuelta del centro
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de masa, que se podria interpretar como una posicién promedio como

1 T
zh = T/o dra*(T) (2.89)

donde tenemos las siguientes relaciones

o =l + g (7) / Da(r) = / Pz, / Dq(r) (2.90)

Ademaés de la periodicidad, debemos tomar en cuenta la ecuacion de constriccién para la variable

q"(T) escrita como

T
/ drgt(t) =0 (2.91)
0

Con ésto en mente, la tinica integral que depende de xg es de la forma

N
/deoeizﬁil ko — (27)P§ (Z kz> (2.92)

=1

Que pasa a representar la conservacién de energia momento en D dimensiones. De ésta forma nos

hemos librado del término que nos daba molestias, y ahora el espacio restante sobre las ¢(7), el
2 . . . . .

operador M = —ddT—Q contiene solamente eigenvalores positivos, este operador tiene que cumplir

con la ecuacién diferencial
My = ) (2.93)

2
LA r) = i)

4dr?

Cuya solucién es una suma de senos y cosenos que bajo las condiciones de frontera de Dirichlet

toma la forma

Y(r) = \/zsen (?) (2.94)

. . 2 2,2
de donde deducimos que los eigenvalores del operador —i% son \p, = 5. Ahora definamos la
funcién (o(z) := Y o2 | A, %, y observando que

eXP(—%CO(O)) = exp (— Z e *1082n (_og )\n)> }z:O (2.95)
n=1

= Zlog()\n) = logH An = Det(M)
n=1 i=1
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Usando los eigenvalores encontrados Ay, podemos escribir la derivada de la funcién (3 como

d d > 1 d 2T 2z OO o }
a:°0 = dz; ATZJ“O T dz (Tr> n;” o (2.96)
d (2T\%* 9T
T dz (7‘(‘) C(2z)}z=0 = —log (W) — log(2m) = —log(4T)
En donde hemos usado las propiedades de la funcién ¢ de Riemann ((0) = _%7 v ¢'(0) =

— 2 log(2m)

Y (&) bl (.
i) = (5 ) o[-0z (200

n=1

= exp(log(4T)P) = (4T)P. (2.97)

Es importante notar aqui, que la funcién ¢ de Riemann nos da la dependencia en el parametro,
pero puede fallar en determinar las constantes. Si comparamos con el kernel libre calculado usando
la cuantizaciéon candnica, vamos a observar que un factor de w debe ser agregado a la solucién

para la normalizacién 2.97, por lo que el valor correcto para el determinante sera

1 d?
177 = (4nT)P. (2.98)

Det [—
CFD

Encontremos ahora, la funcion de Green correspondiente a M, que satisface la siguiente ecuacién

55]
O*Gp(r, ) =d6(r — 1) (2.99)
bajo las condiciones de frontera y sobre la linea real debe de tener la forma
/ 1 /
GB(T,T)=§|T—T’+A+BT (2.100)

Para encontrar la funcién en un circulo de circunferencia 7', notamos que la ecuacién 2.99 no
tiene solucion sobre el lazo, seria como resolver la ecuacion de Poisson para una carga para un
espacio compacto, para el cudl el potencial es infinito, a menos que exista una carga de fondo
que mantenga el espacio total en equilibrio. Ya que en éste caso se tiene una carga unitaria en 7/,

debemos agregar una densidad de carga de fondo —%, por lo que la nueva ecuacion de Green es

2Cp(r, ) = 5(r —7) % (2.101)

que imponiendo una condicién de periodicidad ¢t — t + T tiene una solucién

2\ —1 2
Gi(r,7') = 2(7| <ddT2> |7y =|r — 7| - (T) —~T/6 (2.102)

., . , . .
La cual es una funcién de ’ ademas se entiende que el subindice B se refiere a bosones,

el ¢ hace referencia a que se incluye una constante —7'/6. Resulta que en el espacio plano, ésta
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constante es irrelevante y puede ser omitida, por lo que en el espacio plano se suele escribir como

(1 —7')2

2.10
- (2.103)

Ge(r,7)=|r—-7| -

Es importante mencionar que en espacios curvos, ésta funciéon no funciona. Ademés vamos a

necesitar la primera y la segunda derivada de la funcién de Green, escritas explicitamente como

. T—7
Gp(r, ) = sign(t —7') — 2 T (2.104)
.. 2
G(r,7)=26(r —7') — T (2.105)
Ahora, para usar la formula gaussiana A.2, vamos a definir
N
J(r) = (i(r — i)k — &' (7 — 7i)er) (2.106)
i=1
De tal forma que
o (ikirai) — ofy dri(r)-a(r) (2.107)
donde es necesario notar que fOT dréd'(t — 7)q(1) = —¢(r;), aplicando pues, la ecuacién A.2

obtenemos formalmente que

N

[ Dy(r)e=Jo arid® S Gikigiteid:
J Dg(r)e” Jo drid?

- B3 Lar [ vt i) ae] e

N
1 . 1 .
= eXp Z <2GB”kl : kj - ZGBijEi ’ kj + iGBijE’i : €j>

ij=1

En donde se usé la notaciéon para representar a Gp,, = Gp(7i,7;), ademas de la antisimetria
de G B;;- Notamos aqui que la suma de una constante —7/6 no afecta en el resultado final, a
exepcion del primer término Gp, ki - kj que se desvanece debido a la conservacion de momento.
Finalmente, necesitamos la normalizacion de la integral de camino con ayuda de la ecuacién A.1,
que resulta ser la misma que para el caso en donde usamos las CFD.

D
2

/ Dy(r)e~lo 16" = (4rT)~ (2.109)

Con todos éstos ingredientes juntos, estamos listos para obtener la famosa "férmula maestra de
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Bern-Kosower"
Dscar(k1, €151 kN, en) = (2.110)

(—ie)N (2m)Ps Zk / ar (4xT)~ P2 mQTH/ dr;

N
1 . 1 .
X exp Z |:2GBijki Kk — ZGBijEi -k + iGBijei . 6]‘:|

4,j=1

‘lin(el,.,.,en)

Esta férmula fue por primera vez derivada por Bern y Kosower [53] para la teoria de cuerdas, y
redescubierta usando integrales de camino por Strassler [55]. Tal como esté escrito, representa la
amplitud de una vuelta de NV fotones en la teoria escalar de QED, pero Bern y Kosower derivaron
también una serie de reglas que permitian a uno construir, empezando de ésta férmula maestra
utilizando solamente herramientas algebraicas, representaciones integrales para las amplitudes de
una vuelta de fermiones, asi como amplitudes de gluones que involucran un escalar. Sin embargo,
hay una parte de esas reglas que es valida imponiendo condiciones sobre la capa de masa, mientras

la férmula maestra en si misma, es valida completamente fuera de la capa de masa.

2.2.4. Polarizacion del vacio en la QED escalar

Otro caso simple en la QED escalar, es una funcién de dos puntos en la que se involucra el
propagador foténico o la polarizacion del vacio. Para N = 2 obtenemos de la formula maestra
2.111 que

, AT p
Cscar(k1, €1;...; ko, €2) = (—26)2(27T)D5(p1 +p2)/ ?(47rT) D/2,—m*T (2.111)
0

/ dry / dro(—i) PyeCp12hrh>

donde se definié
Py = Gpizer - koGpares - k1 — Gpizer - € (2.112)

Si utilizamos integracién por partes para G pia, podemos transformar P, en (J2 como

Q2 = Gp12Gpo1 (€1 - ke - ky — €1 - €0k - ko) (2.113)
Usando ahora conservacién de momento k1 = —ko = k, y escribiendo
Dacar(F1, €15 k2, €2) = (2m)P8(p1 + pa)er - Mgear - €2 (2.114)
tenemos que
" (k) = e*(6" kK — k"k") / 4T = (4nT)~P2e—mT (2.115)
o T

T T
X / dTl/ dryG B12G poy eCB12R1F2
0 0
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2.2 Representacién worldline de TCC

Es importante mencionar que la integral por partes ha tenido el efecto de sacar un factor del
proyector transversal 6**k? — kMkY. Ahora reescalando al circulo unitario, 7; = Tu, i = 1,2 y
usando la invariancia translacional en 7 para fijar el cero en el lugar del segundo vértice ug =

0, w1 = u, tenemos que la funcién de green se escribe como

Gp(ti,m7) =Tu(l —u) (2.116)

GB(Tl,TQ) =1—-2u

e? . dT
—e

v v v —m? -L
chal(k) - — W(&u ]CQ _ k'uk; )A T TT2 2 (2117)

1
></ du(1 —2u)2e_T“(1_“)k2
0

Usando la integral

>~ d
/ & Pema® = T(\)a~> (2.118)
0 x
para a > 0 tenemos
" (k) = — i(d"”kz — kM (2 — D (2.119)
scal - (47T)D/2 9 .

1 —2u)? [m? +u —u2§_2
X/Odu(l 2u)? [m? + u(l — u)k?]

Que corresponde a los diagramas de Feynman de la Figura 2.4.

Figura 2.4: Diagramas de Feynman que representan la polarizacion del vacio en la teoria escalar

de la QED

Finalmente, es importante resaltar que, aunque se puede poner cualquier integral gaussiana
segun la ecuacién A,2 con los trucos exponenciales, no siempre es la manera mas eficiente de pro-
ceder, para eso podemos usar una serie de reglas establecidas en donde usamos las contracciones

de Wick, que involucran campos elementales, asi como campos exponenciales:

= 1. La contracciéon mas béasica de Wick se debe a dos campos

(¢"(m)q"(12)) = —GB(11, 72)6"" (2.120)
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Capitulo 2. Introduccién a la teoria cuantica de campos

= 2. Para cuantro campos, la contracciéon de Wick se escribe como

(" (1)@ (1) " (13)¢" (1)) = G B12G 346" 6" + G B13G pasd™ 6™ (2.121)
+ G p14G a3t oM

= 3. Vamos a contraer los campos exponenciales de acuerdo a

(@"(m)e™ ™)) =i (g"(11)q" (72)) ke 1) (2.122)

» 4. Una vez que hemos eliminado todos los campos del tipo ¢*(7), la contraccién de los

campos exponenciales que quedan se podran escribir como

, X 1
(et V) = exp | =5 3 ki (0" () Ky (2123)

_1 N
= exp 5 igz:l GBZ]]{Z . k]

Notemos por tltimo, que no importa la integral de camino construida, el operador <> es lineal,

de tal forma que conmuta si queremos tomar la derivada de los campos.

2.3. Ecuacion de Dirac y espinores de Weyl

Supongamos que tenemos un conjunto de n X n matrices v* que satisfacen las relaciones de

anticonmutatividad
(A"} =M A = 20" X T (2.124)

Entonces la forma de representar el algebra de Lorentz sera:

i

uv
S 4

V", (2.125)

ya que éstas relaciones son para cualquier dimensionalidad, se deben cumplir en particular para

3 dimensiones euclideanas, de donde tenemos que
7 = ig? (2.126)
donde 07 son las matrices de pauli, de tal forma que el anticonmutador se cumple con la relacién
{,yi,,yj} — _9gU (2.127)
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2.3 Ecuacién de Dirac y espinores de Weyl

Entonces el dlgebra de Lorentz representada por las matrices S (para i, j, k en tres dimensiones)

sera

1
S = iewkak (2.128)

que simplemente se reconoce como el grupo de rotacién en dos dimensiones (es decir S es una

matriz de 2 x 2).

Las matrices de Dirac v* en un espacio de Minkowski en cuatro dimensiones pueden escribirse

como una representacién por bloques, es decir una matriz de 2 x 2 en donde cada entrada es a

0 I - 0 o
0 7
= ; = . 2.129
7 <I O) 7 <—J’ 0 ) ( )

que es llamada la representacién quiral o de Weyl, la matriz estd dada como 7% = iy9y!y2+3

—I, 0
5 2

— , 2.130
gl < 0 b) ( )

su vez, una matriz de 2 x 2.

o en notacién mas compacta

0 ot . .
yh = < 7 > . ot =(1,0Y), &"=(1,-d"). (2.131)
g

goi _ i ho’,yz‘] _ _% (C(’; OUZ> (2.132)
y
§ii — i' (4, +7] = %eijk <"0k fk> = %eijkzk (2.133)
Se puede verificar que
[v*, 8771 = (T77)5" (2.134)
o equivalentemente
(14 2poS" 11 (1 L0 §7%) = (1= LuopoT* Wi (2.135)

donde J* = i(xF0" — x¥0"). Podemos observar que la ecuacién 2.135, simplemente es la expan-

sién a primer orden (forma infinitesimal) de

= APy, (2.136)
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donde A1 = exp ( wm,S“ ) es la representacion espinorial de la transformaciéon de Lorentz A.
La ecuacién 2.136 nos dice que las matrices AL~” son invariantes bajo rotaciones simultdneas de

sus indices vectoriales y espinoriales. La ecuacién de Dirac se escribe como
(iv" 0y — m)Y(x) =0 (2.137)

que resulta ser invariante de Lorentz, ya que

[17" ) = m] () = [y (A)" D,JA 10 (A~ 2)
:A%Ai [iy# (A~ ) VALY (A )
= Ay liA Ay (AT e (A )
= Mi[iMgy” (A7), 0w (A ) (2.138)
= A1 [i0"0, —m] ¢ (A7)
=0 (2.139)

Por 1ltimo, observemos que la ecuaciéon de Dirac, implica necesariamente la ecuaciéon de Klein-

Gordon, multiplicando simplemente por (—iy*0, —m): tenemos
—iy" Oy —m)(in" 0y —m)yp
7 7" 0,0, +m*) (2.140)

(7", 7" }0,0, + m* )

= (
= ("
(
(82+m)

La solucién general para la ecuacién de Dirac puede ser escrita como una combinacién lineal de

ondas planas. Las ondas con frecuencia positiva toman la forma
Y(x) = u(p)e P*,  p?=m? p’>0 (2.141)

que tiene dos soluciones independientes para u(p), escritas de forma general como

u’(p) = (Vi:z :) , §=1,2 (2.142)

Que normalizamos de la siguiente forma, '

a"(p)ut(p) = 2md"™ o u'T(p)u®(p) = 2E,0". (2.143)

!La manera de encontrar la solucién general es realizando un boost sobre la solucién més simple para un marco
de referencia en reposo
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2.3 Ecuacién de Dirac y espinores de Weyl

De forma analoga > podemos encontrar las soluciones para una frecuencia negativa si escribimos
U(x) =v(p)eP®, p?=m? P’ >0. (2.144)

Que tiene dos soluciones independientes para v(p)

v (p) = (_‘%;J , s=12 (2.145)

donde n* es otra base de spinores de dos componentes. De la misma forma, éstos espinores pueden

ser normalizados acorde a
5 (p)v*(p) = —2m0™ v (p)o*(p) = +2E,0" (2.146)
ademas, los vectores u y v tienen la propiedad de ser ortogonales unos a otros

u"(p)v® =" (p)u’(p) = 0. (2.147)

Lo que no se cumple es que u"(p)v*(p) # 0 y v"T(p)u®(p) # 0, sin embargo, si cambiamos

ligeramente las variables, veremos que

u"t (p)v*(—p) = v"T(—p)u’(p) =0, (2.148)

A partir de la ecuacion de Dirac, podemos escribir dos representaciones (de dos dimensiones

_(vz
W= (wR) (2.149)

A los objetos g1y se les llama espinores de Weyl derecho (izquierdo). De tal forma que la

cada una) considerando v escrito como

ecuacion de Dirac se escribe como

B — —-m i(0h+0 V) Pr, -
(17O — m)Y = (2.(80 eV . ) (wR) =0 (2.150)

De donde se observa que ambos términos estan acoplados debido al término de masa m en la
ecuacion de Dirac. Pero si imponemos que m = 0, las ecuaciones para t¢g(r) se desacoplan, por

lo que obtenemos dos ecuaciones de la forma

i(0o —o - V)Y =0 (2.151)
(0 +0o-V)yr=0

Que son llamadas, las ecuaciones de Weyl, y se pueden escribir en una forma mas compacta si

2Para hacer que u sea invariante de Lorentz, debemos defirnir %(p) = u'(p)~°
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Capitulo 2. Introduccién a la teoria cuantica de campos

definimos
ot =(1,0), ot =(1,-0o) (2.152)

de tal forma que

por lo que la ecuacién de Dirac puede ser escrita como

<,__m ia'a) <¢L> =0 (2.154)
ioch -0 —m YR

Y las ecuaciones de Weyl se escribirfan de la forma [61]
i - 0y, =0 ioc-0Yr=0 (2.155)

En la base de Weyl, las proyecciones toman una forma sencilla

1 I, 0 1 0 0
U, ==(1—~°)0 = . Up==(1+~")U = 2.156
L 2( 7’) <0 0) R 2( 7’) <0 12> ( )

2.3.1. Formalismo de helicidad spinorial para electrones, con énfasis en los
vectores de polarizacién de los fotones

En la teoria cuantica de campos, el observable que nos interesa es la seccién de dispersién
o, que se obtiene integrando la seccion diferencial de dispersién, que a su vez es proporcional a
la amplitud de dispersién g—g o |AJ%. De tal forma que una vez encontradas las amplitudes A,
podemos extraer la informacién que nos interesa, ésto se hace sumando los diagramas de Feynman
en una serie perturbativa, extrayéndolos a su vez de un lagrangiano, sin embargo éste método
tienen una gran desventaja, que sale a relucir cuando las particulas involucradas en los procesos

son més de cuatro o cinco, por ejemplo, para la dispersiéon de gluones a nivel de arbol tenemos

g+g—9+g 4 diagramas (2.157)
g+g—9g+g+g 25 diagramas
g+g—>g+g+g+g 220 diagramas

ademas de que cada diagrama se vuelve cada vez més complicado mientras el niimero de parti-
culas externas crece, por lo que el calculo se vuelve tedioso y muy complicado. Sin embargo, a
pesar de las complicaciones, si uno llegase a calcular las amplitudes sobre la capa de masa, para
un proceso multigluénico, se llegaria a una expresién increiblemente simple.Surge la pregunta
obligada entonces, ;Existe una manera mas facil de hacerlo?, la respuesta es un timido si. Es
timido porque la teoria que lo simplifica es relativamente jéven, y atin se siguen desarrollando

nuevas férmulas que simplifican el trabajo enormemente [62], aunque ya se ha establecido una
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2.3 Ecuacién de Dirac y espinores de Weyl

base bastante solida, en la que se siguen construyendo nuevas ecuaciones que tratan de simplificar
aun mas los céalculos.

Vamos a introducir el formalismo espinorial tomando por contexto las reglas de Feynman,
con las interacciones de Yukawa y la QED [63]. Ya que serd una ayuda inmensa para escribir los
vectores de polarizacién de una forma compacta, usando el dlgebra que vamos a desarrollar en

las siguientes secciones. Entonces empezaremos con los spinores de Dirac.

2.3.2. Spinores de Dirac

El lagrangiano para el campo de Dirac ¥ se escribe como
L =iUy"9,¥ — muv (2.158)

que nos arroja la ecuaciéon de movimiento para ¥ con la ayuda de las ecuaciones de Euler-Lagrange

para campos % = 8# (8(375,&»
(72.3 N m)\ll _ 0 (2.159)

que multiplicando por (i@ +m) nos devuelve la ecuacién de Klein-Gordon. La solucién se obtiene

con una expansion de ondas planas y es proporcional a

U~ u(p)e?® +u(p)e P* (2.160)

dado el cuadrimomento en la capa de masa p? = oy = —m?. ¥(z) también resuelve la ecuaciéon

de Dirac 2.159, siempre y cuando se cumpla que
(p+mup)=0 y  (=p+mv(p)=0 (2.161)

que resulta ser la forma en el espacio de momento de la ecuaciéon de Dirac. Cada ecuaciéon en
2.161 contiene dos soluciones independientes que se suelen respresentar con una etiqueta inferior
s = +.

Podemos escribir la expansion general para ¥ como

V()= / dplbs(p)us(p)e’™® + di(p)vs(p)e~ P (2.162)

donde d~p = es la medida de un momento en 3 dimensiones invariante de lorentz. Ob-

teniendo una expresién similar para ¥ en términos de bg) (p) y dgp

d°p

(2m)32E,
(p), que resultan representar
operadores de creacién o aniquilacién fermiénicos. Estos operadores actian en el vacio de tal
forma que by (p)|0) = d+(p)|0) = 0. Un estado entonces, es definido de forma tal que ui(p) y
v+ (p) son spinores de cuatro componentes que solucionan la ecuacion 2.161.

De aqui se siguen las reglas de Feynman para fermiones externos, de donde se asocian las
antiparticulas externas a v4(p), y las particulas externas a u4(p), ademds podemos escoger una
base en el sistema de referencia en reposo en donde u+ y v+ son eigenestados de la componente z

de la matriz de spin, de tal forma que el subindice + denota spin arriba o abajo. Para fermiones

54



Capitulo 2. Introduccién a la teoria cuantica de campos

sin masa, + denota la helicidad, que es la proyeccion del spin sobre el momento de la particula.
Comenzando con el cuadrimomento escrito como p* = (p°,p’) = (E,p’) con i = 1,2,3 tenemos

que p¥p, = —m?. Ademés si definimos la matriz gamma como

0 ok .
= <(a#)flb ( O)‘”’> (2.163)

donde (0*); = (1,0%),, v (6")% = (1,—0%)% con ¢’ las matrices de pauli. Podemos definir

_ (O P :
p= (pdb ob> (2.164)

usando

o (2.165)

—p’+p3  pl—ip?
pt+ip? —p—p

pab = p#(o—u)ab = (

y de forma ansloga para p® = pu((?“)db, que son matrices de 2 x 2. Otra propiedad importante

es que el determinante es invariante de Lorentz
detp = —pl'p, = m? (2.166)

En la mayor parte del formalismo espinorial estudiado aqui, se van a considerar a las particulas
sin masa, ésto se puede justificar si pensamos en el limite de altas energias, en donde la masa de
los fermiones puede despreciarse.

2.4. Formalismo de helicidad spinorial

Cuando despreciamos la masa m = 0, la ecuacién de Dirac para cuatro componentes se escribe

po+(p) =0,  ux(p)p=0. (2.167)

Por supuesto vy (p) y us(p) son las funciones de onda asociadas a las antiparticulas y particulas
salientes, de tal forma que en el caso sin masa, las funciones de onda estin relacionadas por

U4+ = v y U+ = Ug. Entonces vamos a escribir las soluciones a la ecuacién de Dirac 2.167 como

. ’p]a _ 0
vi(p) = ( 0 ) . v-(p)= <yp>d) (2.168)

u—(p) = (0,{pls),  a+(p) = ([p[*,0) (2.169)

los spinores angulares y cuadrados, son entonces spinores de dos componentes que satisfacen la

ecuacion sin masa de Weyl
aby, 1 _ b b, . _ ba _
PPple =0, pylp)" =0, [pl’pea =0,  (plpp™* =0 (2.170)
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2.4 Formalismo de helicidad spinorial

por lo tanto podemos subir y bajar los indices con el tensor de Levi-Civitas en dos dimensiones.
Ademas si el momento p* es real, la manera de cambiar del spinor angular al cuadrado va a

ser simplemente el conjugado

|(l

Pl = (p)")*  la = (pla)* (2.171)

Una propiedad importante serd la relacién de completes para m = 0, que para u(p) se escribe
como u_u-— + u4Uy = —p, que puede ser escrito con la ayuda de la relaciéon ux = v1 usando la

notacién de helicidad espinorial como

—p = Ip) [pl + [p] {p| (2.172)

Es importante notar que el término de la izquierda en la ecuacién 2.172 es una matriz cuadrada
de cuatro componentes, mientras cada término a la derecha es un espinor de dos componentes,
sin embargo como notara el lector, siempre que los dngulo de los espinores se encuentren pegados,
el resultado serd una matriz, justo como se trabaja con diadas, mientras que si los angulos se
encuentran cerrados, el resultado sera un escalar. Propiamente hablando, tenemos que usar indices

para hacer formalmente los cédlculos, de tal forma que

Py =—lpla®ly,  p®=—|p)"[p (2.173)

2.4.1. Ejemplos de la teoria de Yukawa y QED escalar

Consideremos un lagrangiano en el que interactiian fermiones de Dirac con un campo escalar

¢ a través del acoplamiento de Yukawa
_ 1 _
L =iUy"9,V — §(a¢)2 + g T (2.174)

El término de interacciéon gV nos dice que debemos tomar la regla de Feynman para 3 vértices.
Por ejemplo, para un diagrama con dos fermiones de Dirac saliendo conectados al resto de las

particulas a través de una linea escalar, las reglas de Feynman usuales nos da

iy (R B =ig T, (P1)Vh, (P2) X 5y X (testo)

Figura 2.5: .

En donde hemos contraido los indices y el circulo gris representa el resto del diagrama. Enfo-

quémonos en algunas formas de obtener el producto espinorial para diferentes helicidades

12)®

B 0
u—(p1)v—(p2) = (O, <1’a) <‘2>a>

s (pr)v—(p2) = ([1]°,0) ( O-) —0 (2.175)

(12) (2.176)
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De tal forma que en el primer caso, el diagrama se hace cero, mientras que en el segundo,
introducimos el braket angular espinorial (12). De manera analoga @ (p1)vy(p2) = [12]. Como
veremos mas adelante, las amplitudes en el formalismo linea de mundo van a escribirse en términos

de éstos espinores. Definidos formalmente para dos vectores con m = 0 como

(pa) = s l0)*,  [pdl = [p*ldla (2.177)

Ya que podemos levantar o bajar los indices con el tensor antisimétrico de Levi-Civitas, éstos

productos tienen la propiedad de ser antisimétricos

(pg) = — (qp) [pq] = —[qp] (2.178)

Debido a la estructura vectorial de los "bra-kets", todos los brakets mixtos se desvanecen, por

ejemplo (p|q] =0

Vamos a demostrar algunas propiedades importantes, que son de mucha utilidad en los calculos

usando la teoria del formalismo espinorial

a

(pa) [pd] = (pl; 10)" [ alo = (Ply € IPla )" €vclal®
= Ipla (Pl |0)" [al°" € = Paaq™(—52)

= —Paid™ = —Pu(l)qu(0")*
= —pudu(0")aa(6”)* = —puq,Tr(c"c")
=20""puqy = 2pud" =2p-q (2.179)

de tal forma que para vectores nulos en donde se cumple p? = 0 tenemos que

(p+a)%=2p-q=(pq) [pq] (2.180)

entonces para nuestro ejemplo en la teoria de Yukawa 2.5 se puede escribir

X (resto) = g (12) x 1 X (resto) = gL X (resto). (2.181)

9{12) [12) 12 12

2p1 - p2

La cancelacién algebrédica de (12) nos muestra en éste sencillo ejemplo, la fuerza de este forma-
lismo, que como veremos con algunos ejemplos, simplifica enormemente los calculos y nos arroja
una expresiéon final bastante sencilla y elegante. Sin embargo, antes de pasar a los ejemplos, vamos

a recalcar algunas propiedades del formalismo de helicidad espinorial.

1. Se tiene que [k|v* |p) = (p| v*|k].
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2.4 Formalismo de helicidad spinorial

Demostracion

0 o) k
{p[7"k] = (0, (pls) ((Uu)db ( 0)“”> <|O]b> (2.182)

= (ply 7" ®|k]y = epalk|*5"Pese |p)°

= epacace e[k (01)  [p)" = Sacdg [K2|(c7) 4 IP)C = [E|"(0™) 5 |P)"

_ a 0 (Ju)ai) 0 _ i
[k]*,0) ((Uu)db 0 ><|p>b> [k [p)

2. Se puede ver inmediatamente, en términos matriciales que (p|y* |k) = 0 = [p|y*|k].

3. Vamos a definir (p| P|k| = P, (p|+*|k]. Recordaremos que p* y k* son cuadrivectores en
donde m = 0, sin embargo no hemos dicho nada atn acerca de P*. Sin embargo, si P*

también es tipo luz, es decir PP, = 0, tenemos que se cumple la siguiente relacion
(| PIk] = (pl PPk}, = (0], (— |P)* [PP)[K], = — (pP) [PH],  (P*=0)  (2.183)

4. Una propiedad muy 1til a considerar en los calculos, es la identidad de Fierz
(1 7*2] (3] yul4] = 2 (13) [24] (2.184)

Demostracién.

<1|w2]<3m|41=<1|a( " ((’“)a5> erb<3rc-<(0. (”g)cd) 4

COLIN 7)
= (1, 6"°12]y (3], 5, |4]a (11, 13)° €cc[2leppl4]0" 5
usando
5_/1,[1!7 — Ebaedd(au)ad
6de = Edﬁﬁé’g(()’u)ﬁg
(0")ac(ow) g5 = —2€apesp
tenemos (2.185)
_ .b— .d b .. d . A
Fhabgued _ bor ad BEC’B(—%aﬁed/g)
= —26g636baedd = —9¢bdede
por lo que finalmente obtenemos
—2 (Ha ‘3>é [2’f|4]d€bd€dé€é¢€fb

=2(1, 13)° 21/ 446267 = 2 (13) [24]

5. La identidad de Schouten. |i) (jk) + |j) (ki) + |k) (ij) = 0 Bésicamente nos indica que tres
vectores no pueden ser linealmente independientes en un plano de dos dimensiones. Entonces

si tenemos tres vectores de dos componentes como |i),|j) y |k), podemos escribir uno en
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términos de los dos restantes como una combinacién lineal, digamos

|k) = ali) +blj) a,beR (2.186)
Demostracion.
Por un lado tenemos
(ik) = a (13) + b (ij) = b (ij) (2.187)
(Jk) = a {ji) + b(jj) = a {ji) (2.188)
a (ki) +b(kj) =0 (2.189)
De tal forma que
|5} (Gk) + 17) (ki) + |k) (i) = [i) a (i) — |5} (ik) + (ali) +b|5)) (i) (2.190)

= ali) ((7i) + (ig)) + 017) ((ij) — (1)) = 0

debido a la antisimetria de los brakets. Comunmente se escribe con un cuarto espinor (r|

de la forma
(ri) (jk) + (rj) (ki) + (rk) (ij) = 0. (2.191)
Una identidad de Schouten similar se obtiene para los espinores cuadrados

[ri|[jk] + [r7][ki] + [rk][ij] = O (2.192)

Veamos algunos ejemplos del formalismo de helicidad espinorial.
Para empezar, vamos a calcular la amplitud de 4 fermiones a nivel de arbol en la teoria de
Yukawa Ag(f" fh2 fs fha) En ésta notacion f denota un fermion que sale, y f un antifermion

que sale. los superindices h; indican la helicidad. El diagrama para un proceso de 4 fermiones es

1 3 .
_________ = 1gU4V3 X —r=3 X 1gUV
> < gu4v3 X a2 gu2v1

Figura 2.6: .

Como nos hemos dado cuenta, si ponemos los vectores asociados a 4 y v, éste diagrama se
hace cero, por lo que necesitamos que la helicidad sea la misma en las particulas 3 y 4, asi como
en la 1 y 2. En el formalismo espinorial, escribiriamos la ecuacién que parece en la Figura 2.6

como

PALFfFT ) = ig?[43] T (21) = ¢92[34]W (12) = ngM (2.193)

Este resultado es simplemente la razén entre los dos brakets espinoriales. Si ademés consideramos

conservacion de momento p; + ps + p3s + p4 = 0 tenemos una relacién entre los brakets para
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2.4 Formalismo de helicidad spinorial

diferentes particulas

(12) [12] = 2p1 - p2 = (p1 + p2)* = (p3 + pa)® = 2p3 - pa = (34) [34]. (2.194)
Por lo que la amplitud puede escribirse también como

_ _ 12)
() = 2122 2.195
De tal forma que se puede escribir una misma amplitud de diferentes maneras usando el forma-
lismo de helicidad espinorial, sin que ésto afecte al resultado fisico, debido a la conservacién de

momento.

La manera de escribir la conservacién de momento para un nimero n de particulas >, pi' = 0

(considerando que todas las particulas salen) en el formalismo de helicidad espinorial es

n

> {gi) [ik] =0 (2.196)

i=1

para cualquier vectores tipo luz q y k. Por ejemplo, los términos que no se hacen cero para la

conservaciéon de momento para n = 4, nos arrojan la igualdad (12) [23] 4 (14) [43] = 0.

Veamos otro ejemplo en el que intervienen dos particulas escalares y dos fermiones, en éste

caso contribuyen dos diagramas.

z'A4(¢fh2fh3gb) — 2//—'—\\3 2//—>—\\3
ig2ﬂ3%’02 + (1 A 4)

Si el fermion tiene la misma helicidad antes y después de interactuar con nuestra particula esca-
lar, entonces cada diagrama tiene un término en el numerador que involucra u_ (p3)y*v_(p2)) = 0,

de tal forma que la contribucion se da cuando se cambia la helicidad, por ejemplo

u—(p3)v"v4(p2) = (0, (3,) <(5,?>db (0’;),15> ('20]l’> = (3| v"|2]. (2.197)

Entonces, tomando helicidades opuestas tenemos que la amplitud se escribe

Blp1+p2|2]
(p1+p2)?
= _QQM + (1 — 4) (usandola ecuacién de Weyl pg’Q] = 0)

= —9282; + (1 4)

As(of+[-0) = —¢° (1 4) (2.198)
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Capitulo 2. Introduccién a la teoria cuantica de campos

2.4.2. Vectores sin masa, y ejemplos de la QED

Como sabemos los fotones son particulas bosonicas de spin 1, que poseen polarizacién. Cuando
el haz de fotones esta polarizado de forma circular, cada fotén tiene un momento angular asociado
+h, el signo puede ser positivo si el fotén gira a la izquierda y negativo si gira a la derecha,
suponiendo que se mide desde el receptor (signos contrarios si el sistema de referencia es desde la
fuente). Este momento angular, que llamaremos helicidad va en la direccién de propagacién del

foton y se dice que es positivo (negativa) si va en direccién paralela (antiparalela).

La forma en la que escribimos las helicidades en la notacién de la teoria de helicidad espinorial

es la siguiente

gy = I e tal )
- == ) = )

en donde la Unica condicién para que no existan divergencias es que ¢ # p. A ¢ se le conoce

(2.199)

como un spinor de referencia arbitrario, y como veremos mas adelante, escogiendo con cuidado
la forma del mismo, podemos simplificar los cdlculos enormemente, de tal forma que para cada
boson, podemos escoger un ¢; # p;, aunque no podemos cambiar de espinor de referencia si se trata
del mismo diagrama. Al sumar sobre todos los diagramas, el resultado final serd independiente de
la eleccién de ¢;. Notemos que la ecuacién de Weyl para masa m = 0 nos asegura que p,ey (p) = 0,
que fisicamente simplemente quiere decir que la polarizacién siempre es ortogonal a la direccién de

propagacion, es decir que en principio no existe una polarizacién longitudinal €/ (p) — €/ (p)+Cp*.

Ejemplo de la forma de los espinores para la direccién del cuadrimomento en la

direccién k

Se puede demostrar que en coordenadas esféricas, el vector cuadrimomento puede escribirse

como p* = E(1, senfcosp, senfsend, cos f), usando el hecho de que

Py = pu(0") 5 = —lpla (pl; (2.200)

podemos obtener

=V2E

Dj

cos(0/2
(Sen 6/2) w) (2.201)

(pl; = ( sen(8/2)et® 008(9/2)) (2.202)
v2E (

[p|* = cos(0/2), sen(6/2)e” ) (2.203)

sen e~
pla = V2E ( —5003/(29)/2) > (2.204)

Veamos que si escogemos el vector de momento en la direccién k como p* = E(1,0,0,1), y nuestro

vector de referencia antiparalelo a p* como ¢* = (1,0,0,—1), tenemos # =0 6 § = 7, por lo que
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2.4 Formalismo de helicidad spinorial

nuestros espinores toman la forma

p) = V2E (é) L {al=V26(-1,0), |p)=V2E <_°1> (2.205)

Con lo que podemos obtener la polarizacion

L Lgylp) 1 [ 2VEe® L[ 0
=G (w) (1,000 ( ) (2.206)

donde usamos la misma definicién para las matrices o* dadas por la ecuacién 2.152, de tal forma

que
. 1 ,
€4 = E(O, 1, —1, O) (2207)
De manera analoga podemos obtener
~ 1 ,
€. =—(0,1,4,0) (2.208)

V2

Que corresponden a las polarizaciones circulares derecha o izquierda ya conocidas.

que son las helicidades del foton h = +1, h = —1 respectivamente. Por supuesto la ecuacién

: B
de Weyl sin masa nos asegura que p,e’, = 0.
Nos sera de gran utilidad escribir las polarizaciones

_ V2

¢ (prq) = o]

(Ip) lal +lal o), £i(piq) = ;/pi (Ip] <al + la) [pl) (2.209)

<

Ejemplos de amplitudes en la QED usando el formalismo de helicidad espinorial

Vamos a calcular algunas amplitudes en la QED para ilustrar el uso del formalismo de helicidad

espinorial.

Partiendo del lagrangiano en la QED dado como
1 _
L= _ZFWFW +1U~*(0, —ieA,)V, (2.210)

que describe la interaccién entre los fermiones sin masa con un fotén dado por el término A, U~* W,

las reglas de Feynman en éste caso nos dicen que en cada vértice debemos poner un término iey*

Como primer ejemplo, consideremos una amplitud en la que intervienen tres particulas As( f hi fha b ),

y consideremos que f = e~ y f = et ademéas vamos a fijar las polarizaciones como hy = —1/2,
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he = +1/2, hg = —1. La amplitud se escribe entonces como
o
iAs(f~ ) =
et e
_ . . . (13) [2¢q
= ()i () (v ) = =i (1 2] = Vaiel 2L o)

En donde se ha usado en el ultimo paso la identidad de Fierz 2.184. Podria pensarse que ésta
expresion depende del vector de referencia g3, sin embargo no es asi. Veamos de que manera

podemos deshacernos de éste vector, usando simplemente dlgebra espinorial.

» El primer paso para eliminar g3 de la ecuacién 2.211 es multiplicar por 1 = (12) / (12), de tal
forma que en el numerador tenemos una expresion del tipo (13) (12) [2¢g3] = — (13) (1| 2|qs],
en donde hemos usando la ecuacién 2.183. Ahora usando conservacién de momento ps =

—p1 — p3 v la ecuaciéon de Weyl para m = 0 tenemos que

(12) [2q] = = (1 p2las] = (1| (p1 + p3)las] = (1| 3[qs] = (13) [3¢s] (2.212)

de tal forma que el factor [3¢s] se cancela con el mismo factor que aparece en el denominador

de la ecuacién 2.211 y nos deja con el resultado final

(13)

As(f ) = \562[12]

(2.213)

En donde se ve claramente que es independiente de g3

= La ecuacion 2.213 depende unicamente de brakets angulares, ésto sucede debido a que

vectores de tipo luz p,p" = 0 cumplen con py + p§ + p4 = 0, por lo que
(12) [12] = 2p1 - p2 = (p1 +p2)* =p3 =0 (2.214)

de tal forma que o bien (12) = 0 6 [12] = 0. Si suponemos que (12) es el término que no
es igual a cero, entonces (12) [23] = (1| (p1 + p3)|3] = 0, de donde necesariamente [23] = 0.
de forma similar podemos construir un argumento para [13] = 0, lo que significa que una
amplitud de tres particulas sobre la capa de masa con particulas de tipo luz puede depender

solamente de brakets angulares o cuadrados, pero nunca de ambos

Consideremos ahora la dispersion de Compton en la QED e~ — e~ 7, podemos considerar
que la amplitud es A4(ffyy) con todas las particulas saliendo y poniendo las etiquetas a los

momentos que van de 1 — 4.
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3 4 4 3
iAs(ffyy) = +
1 2 1 2
e, U )
= (l€>2uQ¢4 (p1 n p3)2 €/§,U1 + (3 <~ 4) (2215)

Notamos que tenemos un nimero impar de matrices gamma entre los dos espinores. Si
f v f tienen la misma helicidad, entonces el producto espinorial se hace cero, por ejemplo
(2| y*4¥~P 1) = 0, de tal forma que necesitamos que los fermiones tengan helicidades opuestas
para que nuestro proceso no sea cero.

Supongamos que ambos fotones tienen helicidad negativa. Entonces el primer diagrama en la
ecuacion 2.215 involucra un término del tipo (¢_vi4) o |3) [gzl]. Si ahora hacemos |g3] o |1], éste
diagrama desaparece. Similarmente podriamos escoger |g4] o |1] en el segundo diagrama, de tal
forma que A4(ftf~y=y") =0.

Ahora consideremos las helicidades de la forma A4(f*f~y*y7), tenemos

2¢? (24) qa| (= 1] (1] — |3] (3)) las) 3] 2¢? (2q3) [3|(—[1] (1] — 4] (4]) |4) [gal]

Al I ) = (13) [13] {g33) [g4] (14) [14] 4s3) [ga4]

(2.216)

Escogiendo g3 = ¢4 = p1. El segundo diagrama se hace cero ([g41] = [11] = 0) y la amplitud se

escribe como

Pty Lo 2(24) 13 B [31] 5 (24)[13]
Alf ) = =2 e e e ) % (1) ] (2.217)
Usando la conservaciéon de momento 2.196, que en éste caso nos dice (23) [13] = — (24) [14], la
amplitud es
oy (24
As(fT vty )—QGZW (2.218)

La amplitud A4(f*f~v~7") se obtiene intercambiando (3 «+ 4) en 2.218.

2.4.3. Identidad de Ward y sus consecuencias

Consideremos un proceso arbitrario en la QED que involucre un fotén que sale con momento

sk
w

MH(k) simplemente como la amplitud M, la seccién transversal serd proporcional a

k Ya que la amplitud siempre contiene el término € (k), hemos omitido éste factor y definimos

S len(R)MHR)P = ene, M* (k)M (k). (2.219)

€
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= iM(k) = iMH (ke (k)

Por simplicidad, vamos a orientar el vector k en el eje z escrito como k* = (k, 0,0, k), de tal forma
que los vectores de polarizacién sobre los que estamos sumando siempre son ortogonales, por lo

que escogemos escribirlos como
Ho_ B
el =(0,1,0,0) ey, =(0,0,1,0)
Con éstas convenciones, podemos escribir la amplitud como la siguiente suma

Dl (R)MH(E)[P = M (k) + [ M (k) (2.220)

Si ademds recordamos que los fotones externos son creados via el término de interaccién | d*ze JHA,,
donde ju = ¥y"1) es el vector corriente de Dirac. Por lo que esperamos que M*(k) esté dado por

los elementos de matriz del campo de Heisenberg j*:

Me(k) = / dhwe® (f) () i (2.221)

donde los estados inicial y final incluyen todas las particulas, excepto el foton que sale. Ademas
sabemos que ésta corriente se conserva d,j*(z) = 0. Podemos entonces hacer el producto punto

de la ecuaciéon 2.221 con k para obtener
k,M"(k) = 0. (2.222)

Entonces la amplitud M se desvance cuando el vector de polarizacion €,(k) es sustituido por
k,. A ésta famosa relacién 2.222 se le conoce con el nombre de la identidad de Ward, que como

hemos visto, es esencialmente un derivado de la conservacién de corriente.

La consecuencia inmediata de ésta relacion, se manifiesta cuando queremos encontrar la sec-
cién transversal dada por la ecuacién 2.220, tomando k = (k, 0,0, k), la identidad de Ward toma

la forma
EMO(E) — kM3 (E) =0 (2.223)
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Entonces M" = M3, y tenemos
D e MU (MY (k) = M 4 | M

— ’M1’2 + ‘MQ‘Q + ‘MB‘Q o |MO|2
= —gu M" (k)M (k) (2.224)

De donde se puede apreciar que podemos sumar sobre las polarizaciones de los fotones que salen
reemplazando Ze}iey POr — G-

Una interpretaciéon fisica notable puede extraerse, y es que los fotones longitudinales y de
"tipo tiempo"pueden ser sistematizadamente omitidos de nuestros calculos en la QED, ya que
en cualquier evento, las amplitudes al cuadrado al tomar en cuenta éstos componentes, son las
mismas que si no los tomédramos. Esto estd demostrado de manera explicita en el espacio de
Minkowsky, en el que el signo negativo asociado al estado del foton de "tipo tiempo'juega un

papel esencial en ésta cancelacién [61].
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Capitulo

Nueva metodologia

n éste capitulo vamos a profundizar en el formalismo Worldline a nivel arbol, sentado las
bases que vamos a necesitar para desarrollar la dispersién de fotones. Empezaremos por
describir la ecuacién de Bern-Kosower para las lineas abiertas en la QED escalar, de ésta forma
podemos empezar a desarrollar casos para diferentes nimeros de fotones [64] . Posteriormente
vamos a cambiar de representacién, es decir, en lugar de usar las polarizaciones €, vamos a cambiar
a los tensores electromagnéticos f*” que tienen simetria gauge, es decir que son invariantes de
norma. De ésta forma podemos desarrollar una formula maestra que, como veremos més adelante,
nos permitird conocer con relativa facilidad, las dispersién para un ntimero de fotones incidentes.
Por ultimo, podemos imponerles helicidades a los fotones con la ayuda del formalismo de helicidad
espinorial, cuya algebra y resultados mas importantes vamos a demostrar en la ultima secciéon de

éste capitulo.

3.1. Formalismo worldline a nivel de arbol

Como hemos visto, hemos usado el método de integrales de camino para reproducir resulta-
dos de la teoria cudntica de campos que involucra diagramas de Feynman, entonces nos hemos
enfocado hasta ahora en la aplicacién del formalismo worldline para amplitudes de un lazo. Es-
to lo hicimos principalmente extrayendo la informacion de la accién efectiva, que representa la
suma sobre todos los posibles caminos, de tal forma que obtenemos una correccién cudntica al
Lagrangiano clasico. Ademas de que, por supuesto, contiene la informacién para las amplitudes
de dispersion. Este tratamiento contiene ciertas ventajas, por ejemplo, lo nico que necesita-
mos hacer son integrales de tipo gaussiano, usando métodos algebraicos relativamente simples y
dividiendo sobre una normalizaciéon dada por el determinante.

Ahora, nos gustaria pensar en trayectorias que no son cerradas, por ejemplo la dispersién
de Compton o procesos mas complicados dados por diagramas de Feynman en los que entran
particulas que interactian con fotones u otras particulas. A éstos tipos de interacciones se les
llaman a nivel arbol, por la forma que adoptan los diagramas de Feynman similar a las ramas
de un arbol en donde por su puesto, el momento debe conservarse. Dicho de otra forma, son
diagramas que no contienen lazos (o que los contienen siempre y cuando las piernas externas sean
de particulas y no de fotones), de tal forma que las particulas escalares ahora participan como
particulas externas, en lugar de ser particulas virtuales confinadas en lazos.

Entonces si queremos tomar en cuenta los niveles de arbol, el objeto fundamental de interés
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serd una integral de camino que va a representar el propagador entre dos puntos espaciales
llamados = y /. Asi vamos a describir una integral funcional sobre todos los posibles caminos
abiertos con puntos extremos fijos. De tal forma que el propagador es una funcién de éstos puntos,
sin embargo, como veremos méas adelante, éstos solo jugardn un papel constante en el célculo,
como valores en donde la integral debe ser evaluada. Si ahora le agregamos N cantidad de fotones
emitidos o absorbidos por el propagador a lo largo de su camino, nos daré acceso a las amplitudes
de dispersién a nivel arbol.

Adelantandonos un poco al célculo, en algiin momento se va a realizar una transformada de
Fourier al espacio de momentos, en donde el propagador va a depender tnicamente del momento
incidente p, mientras el momento de los fotones va sobre la linea propagada. Cuando cambiamos
la topologia, es decir cuando abrimos los circulos que antes tratdbamos, vamos a necesitar condi-
ciones de frontera diferentes sobre la integral de camino, asi como una funcién de Green adecuada.
El lector se preguntara, cuales son las ventajas de usar éste formalismo. Una de ellas es, que al
estudiar los procesos de arbol usando las técnicas de linea de mundo, podemos hacer un célculo
més eficiente de las amplitudes de dispersién sobre la capa de masa (on-shell), de tal forma que
podemos determinar las correcciones a un orden mas alto de g — 2, asi como las autoenergias y
su descomposicién tensorial fuera de la capa de masa.

Es importante resaltar nuevamente que el objeto primordial para éste formalismo es el pro-
pagador, un ente que nos relaciona la interaccion entre particulas con los fotones o con otras
particulas, ya que es necesario para una descripcién completa de las funciones de Green, ademas
de que nos sentirifamos profundamente avergonzados de que éste formalismo no fuera capaz de
describir los niveles de drbol, siendo asi una teorfa incompleta (cosa que no sucede).

Entonces procederemos como sigue, se empieza construyendo el propagador en la teoria escalar
de la QED en el vacio, después vamos a extender el resultado obtenido al caso en donde agregamos

un campo electromagnético constante de fondo.

3.1.1. Teoria escalar QED

La forma intuitiva de proceder es, pensando en cuantizar el propagador sobre una linea abierta
que empieza en el punto z y va al punto z’ en el espacio euclideano. La transicién de amplitud

se escribe como
D™ = (] [~D? + m? ! |a) (3.1)

Cuando acoplamos el propagador escalar a un campo electromagnético A* la derivada covariante
tomara la forma D, = 0, + ieA,. Podemos escribir ésto como una integral, si exponenciamos el
operador con un parametro 7', al que se llama tiempo propio de Schwinger. La idea es ir evaluando
el propagador, en una serie en la que en cada término, interviene un nimero mayor de fotones,
de tal forma que el primer término es el propagador libre, en el segundo término va a interactuar

un fotén con la particula etc. Podemos escribir ésto con diagramas como

R X N

Entonces, cuando integremos los campos, generaremos un conjunto infinito de interacciones
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entre los otros campos. La clave por supuesto, es la identidad matematica

i o
_ d 1s(A+ie) 3.2
A+ ie /0 ¢ (32)

Para A € Ry e > 0, de tal forma que el propagador toma la forma
/ e 2 2
Do’ / AT (3] e~ TI=DH4m2) ) (3.3)
0

Vemos ahora que el propagador es una integral de camino sobre todas las trayectorias de 2’ a x
que puede recorrer la particula en un tiempo 7', si interactia con un campo electromagnético de

fondo, toma la forma de 2.78

00 ) z(T)=z T . o

Dxx’ [A] _ / dTe™™ T/ D.’B(T)e_ Jo dr[i?/4+ied-Alz(T)]] (3_4)
0 z(0)=x’

Eventualmente vamos a pasar al espacio de momentos, ya que el propagador toma una forma

mucho mas sencilla como hemos visto, lo cual hacemos con una transformada de Fourier
DPY'[A] := / dPx / dPz' D' [Aetretie’e (3.5)

Es importante notar las diferencias entre los propagadores, ya que ahora las condiciones de fronte-
ra cambian, ya que no estamos sobre una vuelta, no existe simetria con respecto a los puntos inicial
y final 7 = 0,7, de tal forma que el factor % ya no aparece. El campo potencial electromagnético

va a tomar la forma

N
Alz(r)] =) e (3.6)
=1

De ésta forma, igual que antes, vamos a calcular las amplitudes de dispersién para los fotones,

pero ésta vez a nivel de arbol.

Tal como lo hacen en [65], vamos a escribir la relaciéon que deriva una regla del tipo Bern-
Kosower para la QED escalar, empezando de la teoria cuéntica de campos, integrando sobre z(7)
y los términos resultantes estaran dados en términos de las funciones de correlacion. Se usa la
integracién por partes para reducir el nimero de términos independientes antes de integrar sobre
el tiempo propio. De ésta forma los términos sobre la superficie pueden ser omitidos, de tal forma

que los términos escalares estaran sobre la capa.

Ademas nos daremos cuenta de la relaciéon que existe entre la integral de camino y los diagra-
mas de Feynman.

Si seguimos la metodologia de las ecuaciones 2.81 - 2.89, llegaremos a una expresion similar

para el propagador en el espacio de posiciones escrito como

z(T)

’ > 2 =z T @2 N
D™ [A] = (ie)N/ dT e™ T/ Da(r)e Jo T HVJcal[kji?Ei] (3.7)
0 z i=1

(0)=a’
Para las integrales de camino abiertas, al igual que para las trayectorias cerradas, vamos cambiar

69



3.1 Formalismo worldline a nivel de arbol

las condiciones de frontera por un camino clasico con ayuda de una parametrizacion, ésto lo
hacemos expandiendo la trayectoria entre los puntos fijos z’,z. El camino elegido serd una linea

recta entre los puntos inicial y final escrita como

2(r) =o' + (¢ — ') = +q(r) == &(7) +q(7) (3.8)

en donde ¢(7) representa el desviamiento de la linea recta. De tal forma que cambiamos la integral
de camino sobre z(7) a una sobre ¢(7), por supuesto exigimos que ¢ se haga cero sobre el punto
inicial y final ¢(0) =0 = ¢(7T") (CFD)

x(T)=z q(T)=0 R

[ ganm)» [ ga0la) + ) (39)
z(0)=x' q(0)=0

Para cualquier trayectoria "bien comportada'z (7).

El término cinético de la ecuacién 3.7, con la parametrizacion de 3.8 se vuelve

T 5.2 2 T )
x (x — ') q
— _——=——— — —_— -1
/0 dr 1 17 /0 dr 1 (3.10)

de donde se puede ver facilmente que el término que involucra el producto Zq es igual a cero,

haciendo integracion por partes e imponiendo las condiciones de frontera sobre q.

Ademas, escribiendo los vectores de polarizaciéon como una exponencial 2.87, podemos escribir

V7

scal

T oA € / . .
[k,e]—>/ dr e* ()5 (z—a )Jrzk‘q(T)JrE'q‘lm6 (3.11)
0

Asi como lo hicimos en el lazo cerrado, los términos que no dependen de ¢ pueden salir de la

integral, mientras los términos lineales pueden ser reescritos con ayuda de una corriente j(7) =
N .
Yoiny (W0(1 — )k — 8 (T — Ti)€;).

De tal forma que el propagador para N fotones se escribe como

, ~ [T op _ (e=a))? A >N [m.:é(THi-(xfz')]
D ki, €15+ s kn,en] = (—ie) / dl e ™ e ar H/ dr; e~ =t T
0 10

/q<T):O — Jy dr [%—iej(r)q(r)]
q

Zq(7)e (3.12)

‘linel,...eN
(0)=0

Aqui, line€y,...ey, nos dice que tenemos que tomar siempre y tnicamente las partes lineales que
contengan € al término lineal y obviamente, dependiendo de N. De la misma forma que el caso

de lazo cerrado, vamos a tener una normalizacién para la particula libre, escrita como

q(T)=0 2 1 d2
/ Pq(r)e 0 7% = Det|—=~—]ppe = (47T) "% (3.13)
a(0)=0 ddr
Ademés de que se debe cumplir
(g"(T)g" (")) = —26" A(T,7) (3.14)
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Donde A es una funcién relacionada con la funcion de Green salvo un factor de 2 escrita como

1 1 77’
/ /
Alr, 7)==t =7 |- (r+7)+ — (3.15)
2 2 T
Observamos también que satisface las condiciones de frontera al hacerse cero cuando imponemos
las mismas. Es importante notar, que debido a que ya no tenemos simetria traslacional en la
parametrizacién de la trayectoria (no del espacio tiempo), por no formar una trayectoria cerrada,
las condiciones de frontera hacen que ésta funcién no dependa de 7 — 7/, asi que evaluando en
7 = 7' no se hace cero, A(1,7) =7 (% — 1), lo que nos obliga a distinguir entre derivadas sobre

7(7") con un e a la izquierda (derecha). Escrito explicitamente toma la forma

(3.16)

= (3.17)

donde o(7—7") es la funcién que nos da un signo sobre la variable mayor. Completando el cuadrado
en 3.12 y siguiendo los mismos pasos dados por las ecuaciones 2.106 a 2.109 el propagador puede

ser escrito como

/ T D 2 (z—a")? N T N 1, / N Ti /
D =(-ie)" [ ar (4 Fe T ST ] [ ane SR e e

SN [Aighiky =200 Asjeiky —* Aeives |

x 2=l (3.18)

‘linq...eN

Donde se usa la notacion A;; := A(r;, 7). Recordemos que es mas facil trabajar en el espacio de
momento, ésto lo hacemos con la ayuda de la ecuacién 3.5, ademéas de hacer un cambio de variable
que nos resultard util dado porx_ =z — 2’ y x, = %(1‘ + 2') que representan un desplazamiento

relativo entre los puntos extremos, y el punto medio de la linea respectivamente. Notando que
A o o,
epatipal — g2(ipatipha’) — o2z (prp)tiz—(p=p) v que

/dDm+eix+‘(p+p/+Ef\il ki) = 2m)P6P(p+p + K) (3.19)

. N - . .
En donde definimos K := ) ;" k;, fisicamente estamos haciendo la integral sobre el centro de
masa, que nos arroja simplemente una delta. Podemos escribir una férmula maestra similar a la

que encontramos para las amplitudes cerradas dada por la ecuacién 2.111,

, o] N T 1 N L 2
DY [ky, e1s ik, en] =(2m) P8P (p+ o + K)(—ie)N / ar e ™[] / drie T (P D (himimic)
0 =170

St [Aijki'kj_2i.Ai.75i'k,7_.A;in'e,}

X e g ‘ )
liney...en

(3.20)

En donde es importante notar que es una funcion de p, k; y ¢;
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3.1 Formalismo worldline a nivel de arbol

3.1.2. Dispersiones para los primeros N

Vamos a probar el propagador dado por la ecuaciéon 3.20 para los primeros N = 0,1,2,3, y
compararlos con el método estdndar de TCC para encontrar la relacién y verificar que el método
que se ha desarrollado es efectivamente correcto. Veamos qué obtenemos cuando consideramos el

propagador de momento con N = 0

0o DsD /
Iﬂm/——(Zﬂ)D5lxp—%p@g/i dre-wHmdyr — @107 (p £ ) (3.21)

0 p? +m?
Por supuesto, éste resultado, (ya que no interviene ningun fotén, al hacer el momento k; de
todos igual a cero) se interpreta como el propagador del vacio ¢on las piernas", de tal forma que
podemos intuir, que en los préximos resultados, es decir para N mayores, vamos a obtener las
piernas externas escalares, por lo que tendremos que multiplicar por las mismas para calcular las

amplitudes de dispersién
iDPP' = (p? + m?)DPP (p? + m?) (3.22)

Como un adelanto, vamos a resaltar una cualidad del método formalismo de linea de mundo.
Ademas de ser un método puramente algebraico en donde la pericia reside en la experiencia para
manipular las integrales y descartar las que terminan por no influir en el calculo, observaremos
que se mantiene la simetria de permutacién bajo el cambio en la posicién de los fotones externos,
lo que quiere decir que no tenemos que preocuparnos de la posicién en la que vienen los fotones,
como en el formalismo estandar, en donde calculamos diferentes diagramas que corresponden a

distintos ordenamientos y luego sumamos sus contribuciones.

Vamos ahora para el caso N = 1, antes de comenzar vamos a recordar qué forma toman las
ecuaciones 3.15, 3.16 y 3.17 para éste caso en particular, asi como que implica conservacién de

momento para un fotéon. Lo anterior puede escribirse en ecuaciones como
72 T 1 1
Ay = <—T + T> ;o A= (T - 2) , CAL = <5(0> + T> (3.23)
p+p+k=0 (3.24)

De tal forma que la ecuacién para un fotén 3.20 toma la forma

0o T
DPPlk, €] =(2m)P 6P (p + p + k) (—ie) / dTem2T/ dre—T (ot % (kr—i€)®
0 0
 A1Ik2=2i Arick—* Ay 2 (3.25)

Haciendo simplificaciones en la exponencial e introduciendo las ecuaciones 3.23 y 3.24 en 3.25,
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obtenemos que las integrales pueden escribirse como

)‘line

00 T
/ dT e—sz—Tp2+ie2p+iek / dr e—T(k2+2pk) 6—625(0
0 0

00 T
:ie(2p+k)/ dTeT(m2+p2)/ dre~T((k+p)?—p?)

0 0
3 —T(m?+p?)
= ie(2p + k) / AT ——5——5—{e T =) 1}
0 p"—p
ie(2p + k)

_ 3.26

(m2 +p2)(m2 +p2) ( )
De donde observamos claramente que cortando las piernas exteriores, obtenemos la expresién
para el vértice de un proceso escalar-fotén-escalar, representado por la figura de la izquierda en
la Fig 3.1

” ~

7\
AS ’ \\
7\ 1 N
/ A
\

/ \

Figura 3.1: En ésta figura se muestra del lado izquierdo la dispersion de un proceso escalar-foton-
escalar, mientras del lado derecho interactiuan dos fotones, mejor conocido como el diagrama de
la gaviota

El siguiente paso es pensar en el proceso N = 2, aqui vamos a tomar ordenes lineales de ¢
O(e€1,€2), es decir, los tnicos términos que tenemos que tomar en cuenta son de la forma e;eo,
todos los demas términos (e%,el e%, etc) van a ser descartados, segiin desarrollamos nuestra férmula

3.20. Asi entonces toma la forma

, 0 T rT 1
Dy = 2teen, [ ar [ [ dnan |35 - (0 + onka)(@p + out)
0 0 0

% e—T(p2+m2)+|T1—T2|k’1'kz—AP'(lel‘f'TQkZ)’ (3.27)

donde Ap := (p—p'), di; := d(1i —75) vy 045 = sign(1; —7;) (el signo que resulta entre la diferencia
7; — 7;) son definidos para hacer més compacta la expresién matematica. Uno puede sentarse

y desarrollar las siguientes integrales, que con un poco de paciencia y atencién nos arrojan los
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3.1 Formalismo worldline a nivel de arbol

resultados (o con la ayuda de algtin software especializado)

00 T T1
/ dTe_(m2+p2)T/ dTl/ dryeih2(mi=m2)=(p=p)-(rikrt72ha)
0 0 0

1

3.28
2+ P + (o k)R + 57 (3.28)
[e%) T T
/ dTe(m*+9*)T / dri / dryekrha(ra=r)=(p—p')-(ruk17aka) _
0 0 1
! (3.29)
(m? + p?)[m? + (p + k2)?](m? + p'?) '
[e%) T T
[ are s [ [ - myehtin iy k)
0 0 0
1
(3.30)

(m? + p?)(m? + p)

que seran las necesarias para obtener una expresion en 3.27. Hasta aqui algunos comentarios
importantes; el primero tiene que ver con la conservaciéon del momento p + p’ + k1 + k2 = 0, en
donde consideramos todos los momentos entrantes, ésto es importante, ya que en el cédlculo se
requiere consenso en los signos, ademés de que se debe utilizar dicha conservacién para anular
términos, el segundo concerniente a las integrales 3.28 - 3.30, que como se puede apreciar, no
son méas que los propagadores de Feynman escalares que forman la amplitud en la teoria TCC
estandar, el tercer comentario tiene que ver con el proceso para 2 fotones, que es simplemente el
efecto Compton a nivel de arbol. Truncando las piernas escalares externas, podemos escribir el

propagador como

if)gp/ = —2¢%¢ - 62+62[61 - Apeg - Ap — €7 - kaeg - ko] ((p n kil; e + b+ k‘2§2 g
(3.31)
+€2[€1 - Apeg - Ap — €1 - koeg - ko] ( 1 — 1 )
(p+ki1)2+m?2  (p+ k2)? +m?

El primer término —2e2e; - €3 viene de la 612, y esté relacionado con el diagrama de la gaviota 3.1.

Ahora bien, nuestro célculo puede reducirse atin mas sobre la capa de masa en donde k? = k% = 0

v €1 - ki = ko - €5 = 0, mientras p? = —m? = p’%.
Usando las siguientes igualdades
p Ak =—(p+ ko) (3.32)
(p+ kl)2 +m?=2p-k (3.33)
(p+k2)> +m® =2p - ko (3.34)
€1 - ApEQ . Ap — €1 - koeg - Ap = 4eq - pIGQ . p/ + €1 - koeg - 2p/ + €1 2p/€2 - k1 (3.35)
€1 - ApEQ . k‘l — €71 k262 . kl = €9 " 2])/61 . kg — €1 2]7/62 . ]{71 (3.36)
p-(k2+ki)+p- (k2 —ki)=2p ko (3.37)
p-(k2+k1)—p-(k2—ki)=2p -k (3.38)
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La suma de los dos ultimos términos dependientes de Ap es

4
N P ) ) o ool en )
2p-k‘12p-k‘2( e1-pex-p +er-koer koo p' + e plea-kup- (k2 + k)
+ (e2-pler-ka—er-Dea-ki)p- (ko — k1))
1
=——{2¢e1-pea-pp- (k1 + ko) +e1-koea - p' (p- (ka+ k1) +p- (k2 — k1))
D-kip - ko
+er-pes-ko(p-(ky+ke)—p- (ke —Fk1))}
e - , e p , )
=2 e (p +ki))+ e1-(p +k
(e 0+ k) + 2 4 )
- _ e1-p/ . e p ! .
= 2{]’)']{32(62 p)+p-k1(€1 p)} (3.39)

usando tensores, la ecuacién 3.39 puede escribirse como

/1 V MoV
p'p p'p
-2 — + 3.40

Entonces, el término completo 3.32 se escribe

" /b oV LoV
iD= —2¢2%¢ [p P + PP +77‘“’] €9 3.41

: ok ok g B
que concuerda con el resultado para la teoria cuadntica de campos, escrita en la ecuacién 2.61. Los

diagramas de Feynman asociados corresponden a la Figura 4.2.

3.2. Invarianza de norma - cambio a la representaciéon R

La idea central de ésta representacién [62], es cambiar la dependencia de los operadores de
vértice de €; a los tensores electromagnéticos f;. Ya que el potencial electromagnético se escribe
como una suma de ondas planas A, (z) = Ef\i e e*® y tomamos tinicamente las contribuciones
lineales en ¢;. Los fotones involucrados en cada vértice en toda la trayectoria que recorre la

particula estan representados matemédticamente por los operadores de vértice
T .
Viearlk € = / dr e - i(r)e =" (3.42)
0

entonces simplemente cambiamos la dependencia de cada uno de éstos operadores de vértice
a términos que ahora van a depender del tensor de campo electromagnético, ya que tenemos
libertad de norma en el potencial electromagnético por una derivada total A, — A, + J,A, que
es equivalente a escribir en términos de la polarizacién de los fotones como €, — €, + Ak, donde

A es una constante y k, es el vector de momento del fotén, podemos escribir los operadores de
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vértice con una derivada total extra como
Vicallk, 7] := Vscalk, €] + c/ %eik-xdT (3.43)
= Vicallks €] + ic / k- et dr
= (e +ick) - /:teik':”dT
si ahora escogemos c=0be-r con b =cte tenemos

= /(6 + ibe - rk) - pe*Tdr

:/<6 wereer :c) e®%dr  en donde escogimos el valor de b =i/k-r

k-r
:/T'(kE_Ek)'xeikwdT:/r'f'xeide
k-r k-r

El argumento que es usado en el formalismo worldline para agregar una derivada total es alge-
braico, vemos que el término

T

d . 0 ;

/ ezk-de _ ezk-:p . ezk-x7 (344)
o dr

en una trayectoria cerrada en donde x = 2’ es igual a cero. En el caso de la linea abierta, es
diferente de cero, sin embargo como veremos mas adelante, este término no sobrevive cuando

amputamos las piernas externas.

Para ilustrar el dltimo punto, pensemos en la dispersion escrita como

A

D: /2+m2
) G 0 )

(p? +m?) (3.45)

El nuevo término con el vértice modificado en la linea abierta nos arroja dos términos extras

cuando transformamos al espacio de Fourier

" B
ezkl Ty 3.46
P+ R + )77 & ) A

. B
eikir’ 2 (3.47)

(P2 + ki)? +m?)(p? + m?)

Sin embargo, observemos que las nuevas contribuciones a la dispersién en la capa de masa p? =

p'? = —m? son cero, ya que

A Bi(p? + m?) Bs(p"? + m?) .
D=A =A 3.48
FTF+ R ) T (@ R+ ) ) o

cuando imponemos las condiiones de capa de masa.

El vector r, llamado vector de referencia, es un vector arbitrario, con la tinica restriccién de
que k- r # 0, éste vector de referencia parece tener una relacion directa con los vectores [g| en el

formalismo de helicidad espinorial, aunque la relaciéon explicita no entra en éste trabajo. Vemos

76



Capitulo 3. Nueva metodologia

que podemos usar simplemente el cambio

T fi
k-r

€ — . i=1,---,N (3.49)

en el propagador escalar para IN fotones DIJ’\?/, de tal forma que la férmula maestra tipo Bern

Kosower, usando las siguientes definiciones kg = p/,kni1 =p, 70 =T, 7n11 = €0 = ent+1 = 0 serd

oo
/ R _ 2
DRP (ki e knsen) = (—ze)N/ dTe ™ T (3.50)
0
T N N+1
% H dT'erIO [%|T¢—Tj|ki-k’j—isign(n—Tj)ei~kj+5(7'i—7j)ei~6j] ’
0 (2 €1€2°EN
i=1
que puede ser escrita en términos de los tensores f como
p'p N —m2T

DN (k1,€1;7'1~-- ;kN;EN,T'N) = (—ze) dTe (3.51)

0
T N NAL| L) e e isi oSk o ridfofyry
x/ Hdnezij_o[zlﬂ 7yl hickg —isign (ri =) =t —O(ni— ) TR
0 =1

|flfz'"fN

Una férmula en ésta representacién para el caso de lazo cerrado puede ser la encontrada en [66].

3.2.1. Foé6rmula maestra en la representaciéon R

Vamos a simplificar la ecuacién 3.51, centrandonos en la sumatoria y productoria, vamos a

definir

1NN+ L 1NN+ g
6() =e2 Zi,j:o |7i—j|ki-k; = e2 Zi,j:o 7351 ki (3'52)

pero la sumatoria puede descomponerse usando las siguientes igualdades 7o = T, kg = p/, kn11 =

D, TN+1 = €0 = €n+1 = 0, con la convencién de escribir un tnico término de la suma entre
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paréntesis (;)

N+1 N N N N N+1 N+1
D Imiglki; =3 G=0) + D>+ D (=na) + (=0) D Hlimne1) Y ¢ il
i,j=0 =1 i=1j=1 =1 =0 =0
(3.53)
= (A + B)\Tij%’j
N N+1 N+1
donde A= Z j=0) + ZZ—I—Z =N+1); = (i=0) >_ +(i=n41) Y
i=1 j=1 i=1 j=0 j=0
Entonces
N N N
Alriglhig = D Imijlhig + Y I7iglkio + > Imivs ki)
ij=1 i1 i=1
N N
= Z |Tiglkij + Z |7 = Tki - p' + |7ilki - p
ij=1 i—1
N
Bl7ijlkij = Z(i:o +i=N+1) + (i=0,j=0 ) + (i=0,j=N+1) + (j=0si=N+1) + G=N+1si=N+1) ¢ |Tij|kij
j=1
(3.54)
N N
= lro—milko - kj+ ) Irnea — 7lkN
j=1 j=1
X kj + |10 — T4 lko - ka1 4 [T — Toln4 - ko
N N
= | > o —7ilko ki + > |t — 7lkngr Ky | [ Tlp-p'
p= =1
de tal forma que (3.55)
N N
(A+ B)|ij|kij = Z +2 {Z |7 = Tlki-p' + |7 — Olk; - p+ Tp'p/}
‘,j—l i—1
Z ‘Tz TJ’k k +227—zp+ _Tz ] 'ki—FQTp-p/ (3'56)
i,j=1
Por tltimo, observemos que usando conservacién de momento p = —p/ — > k; podemos escribir
N
Z[Tip +(T—7)p] - ki+Tp-p (3.57)
i1

= Z {(Tip +Tp' —mip) - ki = Tp'(p' + Z ki)}
= —Tp?+> {(p+Tp —7p/ = Tp') - ki}
=-Tp*+> 7mlp—1) - ki
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Por lo que la ecuacién 3.52 pasa a escribirse como

6() _62 Z’L] 1 |T7«J|kZ]+Z7, 1[sz+(T TZ) } kl+Tpp (358)

_ —Tp'2+ SNy i mylki ki (p—p') 0 ki

Asi, podemos reescribir la férmula maestra 3.51 como

0o T N
DYP(ky,exsry - kv eniry) = (—e)N/ dTe_mQT/ [[ drinet (3.59)
0 P

donde por supuesto

. ri-fik
RN ()N Z” 0|:—zszgn(n—’rj)%—6(n—7—j

)Tlfzfj J:|
ki kj

}flfQ N (3'60)

Debemos aclarar que para simplificar los cdlculos siguientes, en éste trabajo podemos usar indis-

tintamente las siguientes igualdades para sign(r; — 7;) = 045 ¥ 6(7; — 75) = dij

3.2.2. Ejemplos de R para N=1, 2, 3, 4

Obtengamos ahora, los primeros resultados para diferentes Ry, de tal forma que podamos

calcular la dispersién de fotones con el formalismo worldline, y compararlo con la teoria estandar.

Comencemos aplicando la férmula para encontrar el término que corresponde a

Caso N=1

fzj

)7"1 firfj- ]:|

—6(1;—75 R

_ . Zijzo [fzszgn(n ‘rj)
e

Ry
2
’LZ [—zszgn )Tlrlflkl }
j=

ri-fiop ri-firp  ri-fi-(p—p)
r1-k + sign(m) rok r1- ki

|f1 (3.61)

= sign(m; — T)

ya que solamente tomamos la expansion de la exponencial sobre fi, nos fija la variable ¢ = 1,
ademas de que los términos cuadraticos de f involucrados en la é desapareceny T > 7, V7, ©=
0,---,N+1

Caso N=2

En ésta ocasion, tenemos que escoger unicamente los términos que involucren linealidad de
cada unos de los f, es decir, términos del tipo f; fo. Esto se consigue haciendo una expansion lineal
sobre f1 y multiplicindola con la expansién lineal sobre fo, ambas provenientes de la exponencial.

La segunda sumatoria que aparece en el iltimo salto de renglén de la ecuacion 3.62, viene de
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distinguir entre indices mudos.

_ Ei o |:—z'sign(ﬂ-—7—j) Tszsz _5(Ti—Tj)%i| )
Rp= &= o FnE | (3.62)
3
.oriefiokj ro-Jiofiory . T far kg ro-fo-fiory
_ _ i 5 i o
exp ]ZO< 101 -k 1j T1'k1rj~k:j 102 ro - ko 27 rg-kgrj-kj ’flfg
3 3
_ ZZ(_Z.)%Tl'fl'kiU re-farki) s 7“1'f1'f2'7’2_(S ro - for f1m1
et £ Yk Y gk P kg - kg g kary -k
i=0 j=0
3
ri-fi-ki  ro-fo-kj ri-fi-fa-re
= . ; 20y —————-= = 3.63
Z oL 7”1‘1431 02] 7“2']{72 + 12 7“1'k'1’l"2'k‘2 ( )
1,7=0
Caso N=3

Para éste caso en particular, veremos que los términos lineales nos dan los ¢’s, mientras que
un término con ¢ multiplicado con un ¢ nos arroja el segundo término importante para obtener

expresiones del tipo f1fo2 f3, el cdlculo es como sigue

4
Rs = —ieXp<—iZ{O’1jrl:f1 ‘kj—l-agj:z:iz 'kj-l-agj:;:fg -kj}

: r1 - k1 k3
7=0
Ccrmcficferrs oo ficfsers Coracforfirm e forfzrs
r1 - kire - ko B ks - ks g kary - Ky 5 ry  kars - ks
_ 7“3'f3'f1'7“1_5 7”3'f3'f2'7“2‘
31 7"3 . k;srl . kl 32 7"3 . k;3r2 . k2 f1f2f3
4 . 4 o | 4 v f
. . 1+ f1 . 2 f2 . 3 f3
- - < - TNy k 3.64
ZeXP< Zzahﬁ-kl i 1202]T2_k2 J ZZU3ZT3_I€3 l ( )
=0 7=0 =0
g 5127’1'f1-f2-7“2+5237“2'f2-f3'7“3+5137“1'f1'f3'7“3
r1-kire - ko ro - kors - k3 ri-kirs - k3

De forma que la expresion resulta ser

ri-frokirac foo kT f3cky
ri-ki ro-ke  r3-k3

4
R3 = E 01i02j03]

i7j7l:0
4
ri-fi-kira- fa- fz-rs ro- fo-kiri- fi- fa-rs
2 o ; 5 .
" ;{23011 ri-kio ra-kers- ks ows0 ro - ko T’1-k17’3'k3+

+ 01203;

7“3'f3'k¢7°1'f1'f2'7‘2} (3.65)

r3 - k‘g T °* k17“2 . ]{22

Como el lector avispado se habrd dado cuenta, lo nico que tenemos que hacer es considerar
términos en la ecuacion general 3.60 que nos arrojen los términos lineales con los que estamos
trabajando, el tinico signo importante es el signo global. Veamos un tltimo ejemplos para N = 4,
de ésa forma el lector podra ver mas claro, el mecanismo de permutaciones del que estamos
hablando.
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Caso N=4

5
5 ri-fiokira- fo-kjrs- fa-kira- fa-km
Ry = Z 01i02j03104m

- r1 - k1 ro-ky  1r3-k3 T4 ky
Zy]ylamzo
5
ri-fiokiro-fo-kj o 13- fs-facry
+2 g 01i02; 034
= r1 - k1 ro - ko r3 - kary - ky
17-]:

+(2<—>3)+(2<—>4)+(1<—>3)+(1e>4)+(1e>3)(2<—>4)}

ri-fi-forrars- f3- faory
r1-kirg - ko 13- ksry-ky

+ 22{512534 + (2 > 3) + (1 > 3)} (3.66)

Desarrollando una férmula general para Ry

La expresién para Ry dependeré en principio, si N es par o impar, aunque tienen la misma
estructura, quedard mas claro si lo dividimos de ésta manera. Antes de escribir las expresiones,
debemos de aclarar la notaciéon que vamos a usar, asi como la forma en la que fueron deducidas
dichas expresiones. Pues bien, si uno hace los cdlculos, se dara cuenta que por cada J;; aparece un
factor multiplicativo de x2, que viene de la permutacién de é;; = d;;, por lo que el ordenamiento
de los indices juega un papel importante. Dicho ésto, ya que necesitamos n- indices, simplemente
vamos a correr el indice ¢ de 1,--- , N, y vamos a considerar que 71 < i3 < --- < iy, ésto con
la finalidad de que se entienda, que el término "permutacion ordenada'hace referencia a que los
indices en las ds o os deben ir de menor a mayor, y no puede alterarse dicho orden. Por dltimo un
comentario concerniente al factor (—z’e)N , que justo nos permite deshacernos de todos los signos

negativos y los factores imaginarios que resultan de la expansion lineal, para escribir al final, un
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resultado positivo. Dicho ésto, la expresion para N par sera

N+1
By= S on ooy ok TN I by
NT o4 TN T 1T
i1, ,in=0
N+1
5 r1- f1-kiy T(N-2) " f(N—2) : kz‘(N_g)
+ Z Oliy " O(N=2)in_s . r T
i1, iN—2=0 (N=2) " T(N=-2)
*N—1-fN-1-fN-TN
X ON—1,N
*N—1-kn_1TN - kN
+ (permutaciones ordenadas)
N+1 .
o 3 g, P O S
T (N=)in—a ™ T(N—4) " T(N-2)

i1, ,iN—4=0

5 *N-3 - fN-3-fN_2-TN_2 5 *N—1-fN-1-fN-TN
X ON-3,N—2 N-1,N k k
TN—3 kN_3"N—2 " kN_2 TN—1-kn_1TN - kN

+ (permutaciones ordenadas)

r1- f1 f2'7“2> (TNl'fN1'fN'TN>

ON/285. S (
1,2 N—-1,N - k'l Ty - k?2 rN_1" k'Nfer . k:N

+ (permutaciones ordenadas) (3.67)

mientras que para N impar, sigue teniendo la misma estructura, aunque el ntimero de os cambia

a un numero impar.

N+1
— Z ri-fi-kiy  rNcIN ki
. - r1-r r T
i1, i =0

N+1
+ 22 Z 510 <m) e ON_aN-3 <7“N—4 IN-4-fN-3 7"]\[_3)

. . . r1-kire - ko rN—4-kN_arN_3-kN_3
IN—2,iN—1,iN=0

*N—2 N2 Kiy o "N-1- N1 Kixn_, "N - [N - Kiy
TN—2 " TN—2 TN—1°TN—1 TN TN

X O(N-2)iy 2T (N-1)in_19(N)iy

+ (permutaciones ordenadas)

7’1'f1‘f2'7’2) <7’N—2‘fN—2‘fN—1'7'N—1> N - N Kiy
mcJjitJj20r2 oy L IN By

r1 - kire - ko *N—2 - kN_orN_1-kN_1 ry - Kn

N4l
+272 51,2"'5N—2,N—1<

+ (permutaciones ordenadas) (3.68)

Ahora bien, para deshacernos de algunos términos, vamos a hacer uso de los vectores de referencia,

escogiéndolos de tal forma que desaparezcan.

Podemos observar que siempre existe un término de la forma
N /N+1

H Z UjiTJTf]kj (3.69)

j=1 \i=0 J
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que se transforma (escogiendo los vectores de referencia r; = p’ para j = 1,..,N) en

Pt (P +30, sz‘/%)
Pk

N
11 (3.70)

Jj=1

con excepcién por supuesto de N = 1, ya que p’ - k; = 0. Tomando el numerador de la ecuacién
3.70, y observando que existe un orden en las variables 7, - - - , 7y, podemos encontrar un valor j

tal que

N
P/‘fj’<P+ZUjiki>:P/‘fj’ p+ >, ki|=—pfi- 0 +k)=0 (3.71)
=1

i=1i#j

En donde hemos usados conservacién de momento y el hecho de que

pofip=p ke -p—paki-p =0 (3.72)
fj-kj=kj-f; =0 ortogonalidad (3.73)
ki e =0 (3.74)

De tal forma que escogiendo apropiadamente el vector de referencia, podemos deshacernos del
término 3.09, dejando tnicamente las contribuciones en Ry que dependendan de al menos un
0(m; — 7j) = d;5. También es importante aclarar que el vector de referencia no puede escogerse

diferente para cada término de la suma, éste debe ser global.

3.3. Formalismo de helicidad espinorial para los tensores f" y

sus propiedades

Veamos la forma de pasar de la representaciéon basada en los vectores de polarizacién, a los
tensores de campo electromagnético [62], y derivemos algunas férmulas importantes que involu-
cran a los fotones sobre la capa de masa con polarizaciones circulares dadas por la ecuacién 2.199.

Entonces el tensor de campo electromagnético para cada fotén se escribe como

fE = ke — g (3.75)
relacionado con el tensor F*¥ por
N
Fr=iy " (3.76)
i=1
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Ya que hemos dicho que el momento ¢ es s6lo un vector de referencia, se puede ver que los tensores

f pueden ser escritos en términos solamente de k en el formalismo espinorial como sigue

fH=— 4f[k\['v ;7" IK]

4f

A partir de aqui se pueden establecer las siguientes relaciones

= (k[ [V, 27T k) (3.77)

= Conjugacién hermitiana

= (3.78)
= Los productos
(15 = 02k o] (3.79)
Demostracion.
(M = [ 22"—422[1€1|h s Yallk1] (k2 [va, 7] ko]
422{[k1\ (Y*v*)alk]b k2l “(Yay” ) Elkala — Tea|* (Y v*)alka]s k2l “(vay” ) kol a

+ [k [* (Yol kalolka | (7 ) kala — [k1|* (7*9* ol kalolka|“ (v Yoo kala }
(3.80)

Ahora vamos a utilizar las ecuaciones 2.168 y 2.169, ademas del hecho que

. () 0
oy :< . (0“00‘)>7 (3.81)

omitiendo la constante 1/422, tenemos que el primer término de los cuatro de la ecuacién

3.80 se escribe como
[k1]*(0") 45 (0 Nkl k2| (70)es (7)1 K1 (3.82)
pero

(6% (0%)es = €677 (0°) pi (0a)es
= ebpeﬁd(—ercedﬁ) (— )5255, (3.83)
entonces la ecuacién 3.82 se escribe como

(ka0 s Ry k2|0 ala(~2)8265 = —2[ka| 0™ [k ka5 Kl

= —2[12][k1 |y"~" | k2] (3.84)
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Se obtiene el mismo resultado para los siguientes términos, de tal forma que el factor global

es —8, con lo que se verifica la identidad. g

(12) (k1| v*+" |k2) (3.85)

=

(frfa)" =

Demostracion

Es igual a la que usamos para demostrar la ecuacién 3.79, cambiando [¢| — (¢, ya que es

simplemente el conjugado 3.78

(fL [ = 1ok = 4;2 (k1| V", val k1) (ko [yas 7] 12)
= —é <k1‘d (6’“)%5(0-04)186 |]{71>b <k2‘é (6’@)&7(0—1/),}@ |k1>d

1 —a b v d
— Z <k1’a0—ﬂ B ’k1> <k2‘b0ﬂd’k2>

1
= 12l (k1" [k2)  m (3.86)
— v — v 1 v
(A7 F = (f A = 11" 12) [1y[2) (3.87)
Demostracion.
De forma andloga tenemos
A0 = F fd = — gl vl s (hal 1] )

*[kl \a(U“)aé(5°‘)Cb\k1]b (K2l (Ga)ac(a”) g, [ka)?

[kl “olis [ka)® (k1|0 [k2)®

= 1[1\7“|2> [1y712) = (3.88)

s Los Anticonmutadores

UF S = gl (3.89)

Demostracion.

Vamos a ocupar el resultado de la ecuacién 3.79, y el hecho de que (f1f2)7 = (f2f1)

(A5 LT = (L + (f O = (DM + ()™
= S0l ko] + 22kl # k] = 1020kl (3,7 )
= L2kl (-2p) ke] = 12w (3.90)
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(12)2 (3.91)

1
2

{3 =

Demostracion.

Esta demostracion es similar, utilizando en ésta ocasiéon la ecuaciéon 3.85 tenemos

T B = G F P 4 (T ) = 5 02) (] 227 k)
- —% (12)2 " u (3.92)

Ademéds de expresiones ttiles para Ry y Ro escritos en el formalismo espinorial para el caso en el

que 7; son vectores nulos, es decir 77" =12 =0

r- f+ . ]{Jl _ 1 <’f’/{7z> [k‘lk‘]

rk V2 (k) 0
Demostracion
rofT ki L kgl — APy ke
rk 44/2 (rk) [rk]

1 [kl — Kyl .
“TnE (R 394

usando la propiedad —A = |A) [A| + |A] (4], y ademds recordando que {q1|q2] = 0 = [q1 |q2),

separamos la suma, de tal forma que el primer término nos da

sl (PRl ] [yl [l + 1) CrD) () [l + [Ra] (Rl )

(rk) [rk] (rk) [rk]
_ [kjrg] rka) [kiks] _ (rjke) [Kiky] -
SRR (k) (3.95)
de forma andloga, el segundo término tiene la forma
[k |(PH) ki) [Kjki] (Rirj)
Rk (rik) (3.96)
en donde usamos el hecho de que [q1¢q2] = —[g2q1] ¥ {(q192) = —[q2¢1]. Por lo que la ecuacién 3,94
se escribe como
T- f+ . kl 1 -2 <Tjki> [I{?ij] 1 <Tjk5i> [klk’]]
ek 4v2 (rjk;) 2v2  (rk)
r- f_ . ki o i [Tkz] <kzk>
r-k 2 [rk] (3.98)

Demostracién.
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Lo tnico que debemos hacer es cambiar el término en f~, de [k;| — (k;|, entonces tenemos

refT ok 1 <<kj7“j> [rjka] (Riks)  (kjki) [Rir;] <Tjkj>> _ b [rjki] (kiks) (3.99)
-k 42 (rk) [rk] (rk) [rk] 2v2  [7K]
IS flJr . f2+ -7 _ <’r‘17"2> [k?lkg] (3 100)
T * k‘lT‘Q . kg <T1k§1> <T2k2>
Demostracion
En éste caso vamos a hacer uso de la ecuacién 3.79, por lo que
rifi Sy e 1 [12)[k1 |y #y" ko] ray 1y [k1|rAmA| ko]
71 kﬂ“g . kz % <7’1k1> [le‘l] <7’2k2> [7’2/62] <7“1k'1> [lel] <7“2k'2> [7"2]‘32]
(k1] (r172) [roks] [k1ka] (rir2) )
=[12 = ——— = - =7 3.101
112 (k1) [r1k1] (roka) [roks] (r1kq) (roka) " ( )
T f1 o fy T2 [r172] (k1k2)
= — 3.102
r1-kire - ko [r1k1][r2ks] ( )
Demostracién.
Ahora utilizamos la ecuacion 3.85, por lo que tenemos
ric Sy fy e i (12) (ki y#y" |ka) o, _ (19) (k| ATh [k2)
1 - kiro - ko % <T1k1> [7"1]61] <7"2]€2> [7"2]6‘2] <7'1k'1> [lel] <T2k2> [T2k2]
(k1r1) [rime] (roks) (k1K) [r1r2]
= {12 = — 3.103
12 (rik1) [rika] (rake) [roko] [riki)lraks] ™ ( )
r1-kire - ko (r1kq) [kora]

Demostracion

Ahora utilizamos por supuesto la ecuacién correspondiente, es decir 3.87, por lo que en éste

caso tenemos

ro Sy el 12) [ [2) ray [l [2) L7 12)

r1-kire - ko 1 (rik) [rika] (rako) [roko]  (rika) [rika] (roka) [roks]
[17"1] <7’12> [17‘2] <T‘22> <T1k2> [Tgk‘l]

= Trikn) [k (raka) [raka] — (raka) [roks] ™ (3.105)
ri-fl - f; 1y [rika] (kira) )
r1-kirg - ko a [r1k1] (kara) (3.106)
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Demostracién.

De forma similar tenemos

ro S Sy e gl (1) 2197 (1) ray 217 [1) 2|7 1)

r1 - kirg - ko Lriky) [rika] (roka) [rok] — (rika) [rika] (roka) [roks]

__Lrl ) rof (1) [raka] (raa)
T (riky) [rika] (roka) [raka]  [rika) (raka) T (3.107)
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Capitulo

Resultados

Este capitulo esta basado en una serie de trabajos realizados por Ahmadiniaz, James P.
Edwards et al. arXiv

https://arxiv.org/abs/2004.01391

https://arxiv.org/abs/2107.00199

Resumen

n éste capitulo nos vamos a centrar en describir los resultados obtenidos con el método
basado en el formalismo worldline, ademas, los vamos a comparar con el método estandar
hasta donde sea posible, de tal forma que vamos a mostrar las bondades y simplificaciones que
tiene el método usado en éste trabajo. Primero, utilizando las férmulas derivadas en la seccién
3.2.1, que nos reproduce la férmula general de Bern-Kosower en la representacén R para la QED
escalar, vamos a tomar los primeros N, de tal forma que obtendremos resultados especificos para
N =1, o bien el vértice, para N = 2 que es la dispersién de compton escalar, y por ultimo
N =3y N =4 que bajo el método estandar empieza a complicarse. Después vamos a asignarles
helicidades fijas, con ayuda del formalismo de helicidad espinorial o "spinor helicity formalism",

usando los resultados de la seccion 3.3.

4.1. Caso N=1, el vértice

Para empezar con éste caso, tomemos el resultado obtenido para R = 1 de la seccién 3.2.2,

escrito explicitamente como

= ri-fi-(p—p)
Ri=—rr— 4.1
1 e (4.1)
donde

2

’ m
— 4.2
1 p+2p,.k1k1 (4.2)


https://arxiv.org/abs/2004.01391
https://arxiv.org/abs/2107.00199

4.2 Caso N=2. Dispersion de Compton escalar

por simplicidad vamos a escribir en éste caso particular k1 = k. Asi, con ayuda de nuestra formula

maestra, y usando conservaciéon de momento escrito como p + p’ + k = 0 tenemos que

[e’s) T
DYP(ky,e15m1) = —e/ dTe_sz/ drRyel)
0 0

T /
= [Tarer [ ar LR EE) o
0 0 r1 -k

o) T
_ —€T1 : fl : (p - p/) / dTeT(m2+p’2)/ dTe(pfp’)kT
T - kl 0 0

(D) /OO AT { TP _ Tty )
r1-ki(p* = p?) Jo
1 7“1'f1'(2p/+k‘) 1
= 4.3
em2 + p2 - kl m2 + p/2 ( )

Para obtener un resultado mas prolijo, se suele considerar a la ecuacién 4.3 sin los propagadores
que surgen del momento inicial y final, como se muestra en la Figura 4.1, éste procedimiento ya se

introdujo en el capitulo anterior como amputacién o corte de piernas, viene del famoso teorema

LSZ.

1
p/2+m2 p2+m2
Figura 4.1: Diagrama de Feynman que representa la interaccion de un fotén con polarizacion €

y momento ki, con una particula escalar de momento entrante p' y saliente p.

Por lo tanto nuestra soluciéon es simplemente

S Ji- (20 +k)

Di(ki,e1;7m1) = s

(4.4)

de donde se puede apreciar, es el mismo resultado obtenido en la ecuacién 3.26. De manera directa

si escribimos f* = kFe¥ — el'kY, podemos reescribir la ecuacién 4.4 como

. (29 . ! N ) v
Dy, exir) = et fi- 2 +k) _ rkie- (0 —p) —er ek (0 —p)

r1- ki r1- ki
_ ;o 1 ek (p' —p)
=ee-(p—p)+e .
= e€q - (2p/ + ]{1) (4.5)

debido a que k1 -p=0=Fky -p’

4.2. Caso N=2. Dispersion de Compton escalar

Una vez obtenido el resultado para N = 1, y observando que es idéntico al obtenido ante-

riormente, podemos caminar con mas confianza hacia 6rdenes mas altos de N. De ésta forma el
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siguiente paso natural para la teoria escalar, es considerar la dispersion de Compton.

En ésta ocasiéon, vamos a considerar la suma de los diagramas posibles, representados en la
Figura 4.2, para encontrar la dispersién de dos fotones en la representacion R, posteriormente
vamos a utilizar la teoria de helicidad espinorial para asignarle helicidades de polarizacién a los
fotones, y asi, nos arrojen una forma concreta para los tensores de Maxwell fijados a ciertas
helicidades, ésto por supuesto, con la ayuda de la seccién 3.3.

Entonces, para N = 2 tenemos que
/ o0 2 T 2 —
DY (ky, e1371; kaesra) = 62/ dTe ™ T/ HdTiRw('), (4.6)
0 0

de donde tenemos que tomar

o) — o= TP +5 327 o Irimmilkikj+(p—p') 30 kimi
_ epr’2+§(|TrTz|+\T2*ﬁ|)k1-k2+(pfp’)-(k1n+k272)

— o~ TP +lm2—milkrka+(p—p') (k1T thaTs) (4.7)

y el Ry correspondiente, encontrado en la ecuacién 3.63, escrito explicitamente como

3
- ri-fi-ki o re- fo-kj ri-f1 fa
Ry = E i ; + 201g—————— 4.8
2 71 72 ro - ko B kirg - ky (48)

ro-fo _ T3-f3
ro-ko r3-k3

bajo la convencién kg =p', ks=p, o =T, 3 =0=

4.2.1. Integrales sobre los parametros.

En ésto caso, a diferencia de N = 1, tenemos que tratar con cuidado las integrales sobre d7;.

Centrandonos en las integrales tenemos que separarlas como

T T T 1 T T
/ dm / dry = / dm / dm + / dm / dry (4.9)
0 0 0 0 0 1

De tal forma que necesitamos integrar

/ dle” mT/ d7'1/ droel”) I<: —————{ri - fi- (0 = p)ra- fo(p —p) —or2r1 - f1 - kara - fo (P — D)
0 172 - k
—onr- f1-(pf —P)T2'f2'k1—7“1'f1'k27”2'f2'k1+25127“1‘f1'f2'7“2}

B 1 , . 1 1

1
— o197 kor }
1271 - f1 - kara - fa - ( o _|_]€1 —i—m2 (P + k2)2 + m2

(r/ +k1 +m?2 (P + k2)? +m?

-0l

—onri-fi-(p' —p)r2- fa- 1[ + ! }
1
k1)

1
— k k
r1- fi-kora - fo- 1[(, 2 (P + k2)? —|—m2]
1

P2+ m? p? +m2)

+2r1.f1.f2.r2}( (4.10)
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k1 ko

1
(p'+k1)?+m?

ko k1

Y I —— -
P’ 1 p

Figura 4.2: Diagrama de Feynman que representa la interaccion de dos fotones con momento k1,
ko con una particula escalar de momento entrante p' y saliente p.

que resultan ser las mismas integrales que ya habiamos encontrado en las ecuaciones 3.28 - 3.30),
haciendo un ligero cambio a los momentos entrantes y salientes p <+ p’. Podemos acomodar los

términos de la ecuacién 4.10 de la siguiente forma

1 1 {2 ff + 1
T . . . ’,"
r1 - kire - ko p'2 +m? LrJinj2ria (p' + k1)? +m?

—r1-fi-kory- foki =11 fiokara - fo-(p—p) 4 fr- (0 —p)ra- o ki

1
(' + ka)? + m? [r1-fi- (0 =p)ra-fo- (0 =p) =11 f1-kara- fo-
1

+ri- fiokora s fo- (0 —p)—r1- f1- (P/*P)TQ'fz'kﬂ}m (4.11)

[ri-fi- (0 —p)ra- fo- (' —p)

+

Hasta aqui, vamos a notar la importancia del propagador libre como la solucién a las inte-

grales de diagramas de dispersion a nivel arbol. Con un diagrama muy sencillo que involucra 2
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fotones, dado por la Figura 4.2, podemos observar que las integrales son simplemente la suma de
los propagadores que contribuyen, multiplicados por un factor de helicidad o un tensor electro-
magnético. De ésta forma, construyendo los diagramas obtendremos una gran ayuda para conocer
el resultado de las integrales que aparecen a 6rdenes mas altos. Ademas de ésta enorme ayuda,
aun tenemos la libertad de escoger nuestros vectores de referencia r, haciendo uso de la ecuacién
3.71, de tal forma que podemos quitarnos algunos diagramas que simplifiquen aiin mas nuestros

calculos.

El algebra detras tiene que ver, como habiamos dicho, con los vectores de referencia, escogidos

Ccomo
/ m?
2
m
=0 (4.13)

2 _(_ .2
donde, por supuesto r{ =0 = r3.

Vamos a mostrar explicitamente como el término en el que estan presentes todas las ¢’s se

hace cero. De manera explicita tenemos

3
Za o PSR faky
R ke ks

i,j=0
p' - f1- (010ko + 019ka + 013k3) ©' - fo - (020ko + 021kt + 023k3)
Pk P - ko
P f1- (o10ko + 012k + 013k3) P’ - fa - (020k0 4 021k1 4 023k3)
Pk p' ko
P fi- (= ket fo- (=0 — ki +p)
Pk p' ke
P fi (P =) for (ke tp+p)
Pk Pk
_ P A+ R)P - fo (ke +2p) (4.14)
Pk P - ko
=0
en donde hemos usado el hecho de que
pofip=p kie-p—p-eaki-p=0 (4.15)
(k1 - f1)y = K frw = K (kiuery — e1kn) = ke, — ke ki, = 0 (4.16)

ya que k? = 0 por ser la masa de los fotones igual a cero, y ki - €, = 0 por ser ortogonales, tal

como habiamos mostrado de forma general en la ecuaciéon 3.71.

Finalmente obtenemos un resultado compacto debido a nuestras simplificaciones para la ecua-

cién 4.6, que viene a ser

1 rm-fi-farre 1

DV = 2¢2
2 p2+m2 7'1-]617"2~k2 p’2+m2’

(4.17)
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amputando las piernas de los propagadores externos, tenemos una expresiéon para la dispersion

debida a dos fotones en la representacién R para los tensores electromagnéticos f*¥, que sera

r1-fi- fa-ro

A /
Dgp = 2¢? .
r1 - kire - ko

(4.18)

Donde los vectores de referencia estan dados conforme a las ecuaciones 4.12 y 4.13.

4.2.2. Comparacion con el formalismo estandar

Con fines ilustrativos, vamos a usar dichos vectores de referencia para cambiar de representa-

cién el propagador para dos fotones de f — €, entonces

/ 2 / 2
e a0 ) i (0 4 i)

262 L L 2 2
r1 - kire - ko (p’ + %]ﬂ) -k (P’ + 2;77%2@) < ko

(4.19)
Ya que el proceso resulta un poco engorroso, vamos a tratar cada término por separado en la
ecuacion 4.19 Primero, observemos inmediatamente que

k=0 i=1,2 (4.20)
fz' . k‘l = (kzez - Ezk'z) . k‘z =0 (4.21)

Debido a que k; es un vector tipo luz k? = 0 ademas de ser ortogonal a la polarizacién k; - ¢; = 0.

Ahora entonces, el denominador de la ecuacién 4.19 simplemente toma la forma

e ) ok () k= (4.22)
p 2p’-l<:11 1{Pp 2p’-/~€22 2 =P Rip - R2 .

mientras el numerador pasa a escribirse como

pofiefo-p =0 (kien — erkr) - (koo — eaks) - p'
=e1 - (kop' - k1p' +p'ka - p'ky —p' - kap’ ko — p'ky1 - kap) - e
=—e-(ki+p+p ) k' ea—er-phy-p(ka+p+p) - e
—€1-p'k1-kop' €2 — €1 - eap’ - kap - ko

=—e-pp kp cea—e€1 - pho-pp-ea—er-eap kap ko —er-p' (0 ki 4+ ko p 4+ ki k2)p e
(4.23)

pero
pokitkep ki -ke=@+p) ketki-ko=p+p +ki) ka=—ka-koa=0 (4.24)

donde hemos usado conservacién de momento escrito como p + p’ + ki + ko = 0 y la relacién que

viene de elevar al cuadrado conservaciéon de momento p’ - k1 = p - ko.
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Por lo que podemos reescribir

. . . / /
9211 fi-fe 7“2:26261.< pp + pp +1>'€2

ri-kirg - ko pky Pk
/ /
PupP b, Dy
= —2¢elf [ S 4k 5 4.25
e <p/_k2+p/'k1+nl“’ €9 ( )

De donde notamos que la ecuacion 4.25 es la misma que la ecuacion 3.41, ademas si comparamos
nuestro resultado con la ecuacion 2.61, que obtuvimos realizando los calculos con los diagramas
de Feynman, también concuerda, ya que p- k1 = p’ - ko.

4.2.3. Asignacién de helicidades

Vamos a especificar la forma de la dispersién dependiendo de las helicidades de los fotones,
que simplemente serdn + 6 —, y vamos a llamar por convencion, a la matriz de dispersiéon M = D.

Entonces

, . fE e
MoPHE = Pt g2 Sy 4.26
2 ¢ 7’1'k17“2']€2 ( )

Ahora, vamos a ayudarnos de las ecuaciones obtenidas en la seccién 3.3, para escribir

U o R o
MPPHE — 9 QM 4.97
Yk ks (4.27)

En especifico la ecuacién 3.89, nos permite escribir

1
o' fE SV = A T = 52 (4.28)
por lo que
/ 2m? 122 [12]?
vt = M7 = 2e2m22 4.29
2 pkip ke N (429)
en donde

De forma andloga tenemos una expresién para

er/'fl_'fZ_'p,_ 2 2<12>2

P — 9 =2 : 4.31
M P kip' - ko TN (4.31)
asi como para las helicidades mixtas
oo ko) [k1ra]
MP'PE= = 962 {r1 2 4.32
(rik1) [roks] (432)
M=+ — g2 tk1re) rika) (4.33)

(roka) [r1k1]’

aplicando nuestros vectores de referencia favoritos dados en las ecuaciones 4.12 y 4.13, asi como
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4.3 Dispersion para 3 fotones, N=3

la ecuacion 3.87, tenemos que las helicidades mixtas pueden escribirse como

+ - 2
N Y Y R P L1

= 4.34
p -k - ko A1 A2 (4:34)

/ - + 4 2

/p— 2D 'f1 ‘fz 4 [QW |1>
MPP™F = 2¢ S L W (4.35)

Las expresiones dadas por las ecuaciones 4.34 y 4.35, aunque mas compactas, hacen uso de
un vector de referencia escogido de tal forma que elimina ciertos términos, ademas de tener el
detalle de incluir a p’ dentro del resultado, éste quedard condicionado a la forma de p’ y el sistema

coordenado en el que se tome. Estos resultados concuerdan con la literatura [67]

4.3. Dispersion para 3 fotones, N=3

Vamos a repetir los mismos pasos que para la dispersién de Compton con N = 2, pero ésta
vez vamos a simplificar el trabajo con los trucos que hemos mostrado. Entonces vamos a escribir

la dispersion para 3 fotones como
/ 0 2 T 3 —
Dy P (ks €1571; koea;ra, k3, €3;73) = 63/0 dle™™ T/o [ driRse®, (4.36)
i=1

donde R3, segin la ecuacion 3.65, después de utilizar los vectores de referencia escritos como

2

Mg i=1,2,3 (4.37)

Tf:pm"Fm f

toma la forma

4
- ri-fi-kira- fo- fz-rs ro- fa-kiri- fi- fz-rs
Ry =25 4 6350 51509

’ 2{2301 ri-ki  ro-kors-k3 o7 ro-ko 11-kirs-k3

1=0

+ 01203

7‘3'f3'ki7“1'f1'f2'7“2}

r3-ks ri-kirg - ko

1 ri-f1kirg- fo-fy-r
-9 ooyt t MI2TI2 T3S )y 9) (145 3 4.38
;{2301 ri-ki re-kors - ks Tle+les) (4.38)

en donde hemos eliminado explicitamente el término correspondiente a la multiplicaciéon de las

o’s, como lo hemos comentado usando la ecuacién 3.71.

4.3.1. Integrales sobre los parametros

Lo que necesitamos hacer ahora, es dibujar los diagramas de Feynman asociados a la dispersién

con 3 fotones, para deducir, a partir de ellos, la forma que tendran las integrales asociadas al factor
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e(). Nos bastard con tomar el primer término de Rj escrito como

4
D : 'k'i . . . . . . . o/
R3 D g 014023 Ji-kira- fo- f3 3 _ s T2 ERRE 7“3{_7"1 fi-p

= 023
ri-k1 ro-kars-ks ro - kars - k3 r1- k1

i=0
ri-f1-k ri-fi-ks  ri-fi-

b fi 2 4 gyt fi 3.1 fi-p

r1 - k1 r1 - k1 r1 - k1

} (4.39)

ya que los otros términos simplemente son una permutacion de indices. Con ayuda de la Figura
4.3 observamos que las integrales toman la forma de una suma de propagadores m,

El signo en el medio dependera de la o1, es decir del ordenamiento temporal de los fotones. Por
lo que las integrales se reducen a encontrar el signo adecuado para los propagadores involucrados,
en el caso de tres fotones, tenemos conservacién de momento p+p’ + ki +ka+ks =0, (p+k1)? =
(p' + ko + k3)? el resultado serd

7”2'f2‘f3'7"37“1‘f1'{(p_p/)|: 1 + 1 :|
ro - kors - ks 11 - ky (P +k1)2+m2 (P + ko + k3)2 +m?2

1 1 1 1
e [(p’+k1)2+m2 - (p’+k2+k3)2+m2} s [(p’+k1)2+m2 - (p’+k2+k3)2+m2]}
:?"2'f2'f3'7“37“1'f1‘{p—p’+k2+/€3 (p— (0 + k2 + k3) }
ro - korg - ks r1-ky (p’+/€1)2+m2 (p’+k2+k3)2+m2
:7“2'f2'f3'7‘37“1'f1'{2p+/€1 _2p'+k‘1}
ro - kors - k3 r1 -k 2p -k 2p" - ky

:27“2'f2'f3-7“37“1’f1 { P P’ }

ro-kors-ks r1-ki \2p-ki 20 ki

:Tz'fz'fs'T:sTl'fl'P 1 (4.40)
ro-kors-ks ri-ki p-k '

claro que ya hemos tomamos los vectores de referencia dados por la ecuacion 4.37, es asi
como no hemos deshecho de los términos que involucraban por ejemplo 71 - f1 - p’ = 0 entonces la
dispersion para 3 fotones se escribe como

/' . /- . '/
Dgp:2€31/0 flpp/f2 {319
p kip-ki p-kap' k3

+(1<2)+(1+3) (4.41)

/ 1

p ez

Figura 4.3: Diagrama de Feynman que representa la interaccion de tres fotones con momento ki,
ko y k3 con una particula escalar de momento entrante p' y saliente p.

1
(p'+k2yk3)?+m?
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4.3 Dispersion para 3 fotones, N=3

4.3.2. Comparacion con el formalismo estandar

Utilizando los diagramas de Feynman a nivel drbol dados por las Figuras 4.4 y 4.5, observamos

que la dispersién para 3 fotones usando el formalismo estdndar se escribe como

. ! . pey - (P + ka)es - 1/ - pey - Dles - (P + k
DY :263{62,€3<6,1 P @ P)+€1 pe2 (107L 3)€3 " P 4 Gpe P€3I (r" + 2)}
Pk p-ky p-kip' - ks p-kip - ko
+(162)+(1+3) (4.42)

Para comparar nuestro resultado obtenido a través del formalismo Worldline, primero, vamos

a escribir f1" = kte” — k¥, de tal forma que 4.41 se escribe como

/ €1 -pea - kses -p’ €1 -pea € €1 pea - P'ko - kses-p' € -pes-ples -k
Dé}p:263{1p2 3€3°P  €1-pPe-€3 €1 -Pey PR 33p+1p2p3 2

p-kip - k3 p- k1 p-kip - kop' - k3 p-kip - ko
€1-pey-kaes-p  er-per-es e -pea-pka-kses-p e -plea-ples- ko
p - kip' ks -k p - kip' - kop' - k3 P ki - ko
H1e2)+(1e 3)} (4.43)

Los términos que dependen de €5 - €3 se pueden identificar inmeadiatamente con los términos de

las gaviotas en el formalismo estandar, es decir

er-p €1°Dp
€y €3 —— — +(1+2)+(1+3 4.44
va(GE -2l e ey (4.44)

Ahora, para conseguir los términos restantes, tenemos que usar conservacién de momento escrito

como
ko - kg =p- k1 — p/ . (kQ =+ k’3) (4.45)
de tal forma que el término

€1 pea-kses-p' €1 -pex-p'ka-kses-p €1 - pes-ples - ko _

p-kip’ - ks p-kip' - kop' - k3 p-kip - ko
€1-pex-kses-p' €1 -pex-pleg-p’ e pea-ples-p’ er-per-pes-p’ e per-ples-ky
p-kip' - ks P kap' - k3 p-kip' ks p-kip' - ko p-kwp - ky
€ pea- (Pt ks)es p' | e1-per ples- (0 k) erper-ples -y (4.46)
p-kip' - k3 p-kip' - ko p - kap' - k3 '

De donde se ve con claridad que los dos primeros términos de la ecuacién 4.46 corresponden al

formalismo estdndar, con las respectivas suma de permutaciones (1 <> 2) 4 (1 <> 3).
Por supuesto, nos resta demostrar que los siguientes términos se anulan

e pekses-p  er-plea-phokses-p' er-plea-ples-ky e pes-ples-pf
Pk ks PRy’ kap - ks Pk ko P kop' - ks
+(1+2)4+(1e3)=0 (4.47)
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Escritos explicitamente tenemos

e1-plea-kzes p' e -perphy-kses p e -pepesky er-per-ples-p

p - kip' - k3 p - kip' - kop' - ks p - kp - ko p - kop' - k3
e3-per-ksez-p  ex-pler-pki-kses-p  ex-per-ples-ki ex-per-plez-p
Pk ks pokep kap ks Pk ki Pk ks
_ave-kay a-po-phkay e-pe-pak epe-pe-pf (4.48)
p - k3p' -k P - ksp - kop' -y P - ksp' - ko P - kop' - k1 '

Agrupando términos, de la primera y tercera columna de la ecuacién 4.48, asi como los términos
provenientes del cambio dado por la ecuacién 4.45, utilizando conservacién de momento —p =
p' + k1 + ko + k3 y ortogonalidad ¢; - k; obtenemos

er-(p—pea-peg-p L pea-(p—pes-p LG pea’ ez (p—1p')

P kap' - ks p ki - ks Pk ko
er-plez-ples-pp-(kithkatks) er-per-pes-p epa-pe-p e-pe-pap
p' - kap - kap' - ks P kap' - ks P kap' - ks P kop' - ka

(4.49)

ya que p- (ki + ko + k) = p' - (k1 + k2 + k3).

Por lo que queda demostrado que ambos célculos, por diferentes métodos son equivalentes.

4.3.3. Asignacién de helicidades

Para asignar helicidades necesitamos escribir el término % en forma de vectores nulos, y asi

poder ocupar las expresiones 3.93 y 3.98. Esto lo hacemos definiendo un vector

2

m
Kt =1,2 4.
ok i=1.23 (4:50)

o = pt +
que ahora depende de p, en lugar de p’ como se ha propuesto para r en la ecuacién 4.37.

De tal forma que

rofia _pfip o om? P fik P fiep

— 4.51
r1- ki -k 2p-k1 Pk -k (4:51)

yva que f; - k; = 0 como se habia usado para el caso N = 2.

Sin escribir los términos que dependen de las permutaciones (1 <+ 2) y (1 > 3) las helicidades
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toman la forma

(rivy) [v,1] m?[23]?
M = 2v/2¢3 1< D o

- o (rivn) [ ] 2] 13)
Mg = 2V2e (r1) K13

(rivy) [e,1] [3] [2)°
Mg T =2v2e (r1) K123

[rit] (t.1) m*[23]°
My " = 2v/2¢" [ri1]  £1A2)s

- 3 (rin) [01] m? (23)”
M+ - 2\[ <7"11> Kl)\g)\g

. p[rie] (e 1) 2[5 [3)?
M;"T = 2v2e 1] £1de)s

__ o] (1) Bl [2)
My = 2V e

. [r1t] (v, 1) m? <23>2
M5~ =2v2" [ri1]  £12)3

Donde \; tiene la misma forma ya definida en 4.30, y £; = 2p - k;.

4.4. Dispersion para 4 fotones, N=4

De manera andloga, vamos a empezar por escribir la dispersién para cuatro fotones de manera

explicita como

00 T 4
DEP(ky,er;my - kyyeayry) = (6)4/ dTe_m2T/ Hdn}_ﬁe(')
0 0 =1

con
5
- ri-fi-kira- forkjrs- fa-kira- fa-ky
Ry = E 01020310 4m
. ri-ki ro-ky  r3-ks T4 - Ky
,5,0,m=0
5
Tl'fl'kﬂ2'f2'kj6 r3- f3- fa-rs
+2 E 01025 34
— ri-ki o ok r3 - k3ry - ky
ij=

+(2<—>3)+(2<—>4)+(1<—>3)+(1<—>4)+(1<—>3)(2<—>4)}

(4.60)

(4.61)

(4.62)

r-fioforrars f3c fary
2%{ 5126 2¢3)+ (13
+ {12347,1.151702']{:2 P S, + )+ ( )
Ahora sabemos que con la ayuda de los vectores de referencia adecuados dados por la siguiente
ecuacion
m2
/ .
rit = M+2p k-k’H’ i=1,--,4

100



Capitulo 4. Resultados

podemos eliminar el primer término de la ecuacién de arriba, y tomar un subconjunto para
realizar las integrales, ya que para obtener el resultado total basta con sumarle las permutaciones

indicadas. De ésta forma tomemos

T1'f1'/<?z'7“2'f2'/€j5 T3 f3- fa-ry4
reoki ra-ka ot rg-ksra- ks

5
R4 D2 Z 01i02;j
7‘7]:0

ric-fiofarrars - fac fara (4.63)

226190
T2 012084 r1-kirg ko r3-karg-ky

Por supuesto, las permutaciones faltantes podemos obtenerlas inmediatamente de la ecuacién

4.61, que seran sumadas al resultado obtenido.

4.4.1. Integrales sobre los parametros

Como se puede notar, en ésta ocasion tenemos dos términos que contribuyen, asi que necesita-
mos dibujar los diagramas de Feynman correspondientes para poder extraer de ahi, el valor de las
integrales que serd como sabemos, la suma de los propagadores correspondientes. Vamos a calcu-
lar primero, las contribuciones que vienen de los términos en donde existe algin o; involucrado,

para ahorrar espacio, vamos a empezar por renombrar

i fi
i = 4.64
c ri - ki ( )

Por supuesto € no son las polarizaciones € # €. Lo que sigue ahora es desarrollar las sumas de la

ecuacion 4.63 para ir asignando el signo correspondiente derivado de o1;02;, llamémosle Ry

ri-fi-kira- fo-kj
ri-ki ro-ke

5
Rys =2 Z 01i02;j (4.65)

1,7=0
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Ahora con ayuda de la Figura 4.6 y usando el hecho de que ¢; - k; = 0 tenemos que los términos

involucrados son

er-(p—p)|e

+e9 -
+ée9 -

+ea - (p —p’)[

+e1
+e1
+é&1

+er -

+e1
+e1
+e1
+e1

+er -

{0’} + {p,p}
+er- < 5

+e1 -
+er -
- kogg -
- kogg -
- kogg -
kseo - k
- kseg -
- kseg -
kyeq - k

kyen -

kaea -

ki (=T + 11 —IIT+1V =V +VI)
ks (+1+ 11— IIT+1V -V = VI)
ka(+1+ 11 —III+1V -V —VI)]
ko (I —IT+IIT—1V +V —VI)
ks (+1 + 11+ 111 -1V -V —VI)
ka(+I+I1+ 111 -1V -V —VI)]
ky(=I—II—IIT—1V -V —VI)
ks (+1 —II —IIT -1V —V +VI)
ky (+1 —II —IIT -1V =V 4+ VI)
(I 4+ 11111 -1V +V —VI)
ks (+I+ 11 —1III -1V +V +VI)
ky(+I+1I1—1I1—1V +V +VI)
(I +I1—1II -1V +V —VI)
ks(+1+ 11 —III -1V +V +VI)
ky(+I+ 11 —IIT -1V +V +VI)

1

1

+ {p’,p}> ceo(+I+II+TIT+1V +V +VI) (4.66)

donde €1{A, B}ey = e} (A,B, + A, B,,)e}. Por supuesto si recordamos que también ¢; - p’ = 0 para

nuestros vectores de referencia 4.62 podemos simplificar el Gltimo término de la ecuacién 4.66

. <{p’,p’} +{p.p}
2

+1{r, p}) €2 =€1-Pe2- P (4.67)

Ahora parece que tenemos muchos términos involucrados, pero en realidad la mayoria se hacen

cero. De ésto nos aseguramos factorizando cada niimero romano por separado, vamos a mostrar

de forma explicita que factorizando I de la ecuacién 4.66 resulta en el término

81‘pEQ'(—k1+k3+k’4)+€2'p€1'(k2+k3+k4)+€1'kzsz'(—k1+k3+/€4)
+€1'k3€2'(—k1+k3—|—k4)+81-k482‘(—k1+k3+k4)+51-p{:‘z-p

=¢e1-peg- (—2k1 —p—p')—ea-per-p+er-koea - (—2k1 —p—p')+e1-pe2-p
=—e3-(2k1+p+per- (p—p + ko + ks + ka)

=eo- k1 +p+per- (20 + k1) =0

(4.68)

En donde hemos usado conservacién de momento a discrecion p + p’ + ki + ko + k3 + kg = 0.

Se puede mostrar que los términos involucrados en I, I11, I'V son todos también cero, y que

los tinicos términos que contribuyen son V' y VI, los cuales son simétricos, entonces la contribucién

que viene del término con Ry, se escribe como
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* et (T A | 2%y -pe1- (p+ ko) 2% -peg - (p+ k)
A e Lﬁ yth%e _2_%'@2@'@r+@)+krkﬁ%f@'M2@'%r+@)+M'@J
:2_ €2 -pe1- (p+ ko + k1) e1-peg - (p+ k1 + ko) }
_p-kg(p-(kl-i-kg)—i-kl'kg) p‘kl(p'(kl-i-kg)—l-kl-kz)
:2_p/'f2'Pp"f1'(p+/€2+/€1) 1 1 ]
| P ke Pk p-kap- (ki + k) + k- ks
+2[p’~f1-pp’~fz-(p+k1+k2) 1 1 ]
p -k p' - ko pkip-(ka+ ki) + ki ko
(4.69)

En donde hemos introducido los vectores 4.62 y un k; 6 k2 que no altera la igualdad para
mostrar la simetria de bosones de forma mas clara.

Al término que involucra dos §’s vamos a llamarle

r1-fi-forrarse fa- fa-ra

Rus = 226196
40 O kg - ko r3 - k3ry - kg

(4.70)

En base a la Figura 4.7 la integral simplemente nos da

00 T 4 / I, /
dTe_sz/ iR o0 2l S1 S0P fs fap
/0 0 @1_[1 a pkip ke p-ksp - ky

1 1
x +
[(p’-i— ki+k2)2+m2 (P + ks + kaq)? +m2]
_2p’-f1-f2-p’p’~f3-f4-p' 1 1

= +
pkip ko p-ksp - ky [p"(k1+k2)+k1'/€2 p- (ki + ko) + ki ke
(4.71)

Por lo que la forma completa de dispersién para cuatro fotones, se escribe como

Dp/p:2€4{ [Pl'f2‘ppl'f1‘(1?+k2+k1) +p/'f1 'Pp/'f2'(17+k1+k2>} 1
4 P k2 P kip - ko Pk P - kap - Ky p-(ka+ ki) +ki-ko
S ST g s i)+ (1o (1o (1o )20 )
13 - k3ry - ky
pofifod P fa fa b 1 1 ] }
+ +2<3)+(1+3
Pk ke poksp ks |p (k14 ke)+ki-ke  p-(ki+ k)4 k- ke ( A )
(4.72)
4.4.2. Asignacién de helicidades
De forma andloga al caso para 3 fotones, definimos un vector
JTR— m’
S = k! ,=1,---,4 4.
t; p+2p‘kiZ i=1,--, (4.73)

Utilizando las ecuaciones 3.93, 3.98, 3.85, 3.79, definiendo £; = 2p - k; vamos a simplificar el

término para la dispersion de cuatro fotones, sin escribir las conmutaciones de forma explicita ,
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tenemos

1 r3-f3- fa-rs
ko+ ki) +ki-ka r3-ksry - kg

DP/f:264{{Pl'fZ'Pp/'fl'(p-i-kz%-kl)

“ P ke P kip - ko
p"fl‘fz'plpl'fs'fmpl[ 1 n 1 }} (4.74)
pokip ke pokap' ks [P (ki ko) +ki-ke pe (k4 ke) k- ke .

+(1<—>2)}p‘(

Por lo que las helicidades son

g (rave) [v22] [(riv) [e11] + (r12) [21] m?2[34)? 2
MI+++ =2e { <T‘22> [ <T‘11> Ko + (1 < 2)] /\3)\4 A1+ Ao+ <12> [12]
m*[12]?[34]? 2 2 _
M Az Az [&1 1 (1212 M+t (12) [12]] } (4.75)
o f (rava) [w22] [(rit1) [t11] + (r12) [21] 3l 4)? 2
M =2e { (r22) [ (1) &2 +(le 2)} eXaha K1+ Ao+ (12) [12]
w2 [1223] 4)? 2 2 |
Moz hs [xl o (202 et (12) [12]] } (4.76)
T4t _ o (rova) [v22] [ (riv1) [t11] + (r12) [21] [4]7' [3)? 2
M4 o a 2 { <7"22> |: <7"1 1> 1{2 + (1 <_> 2):| 6)\3)\4 1{1 + )\2 + <12> [12]
w2 (122l 13)? | 2 2
Adoahe G+ (1212 T M e+ (12) [12]] } (477)
_ o4 [T’th] <t22> -<7“1t1> [tll] + <T‘12> [21] m2 [34}2 2
MZ = 2 { [TQQ] L <7“11> Ao + (1 < 2):| Ag)\4 A+ )\2 + <12> [12]
m2[342[1]y |2) 2 2
SSEY [&1 ot 202 et (12) [12]} } (4.78)
et _ g frev) [202] [[riea] (1) + 2] (21) [34]2 P
M =2 { ) [ (1142 +(1e 2)] eAshi K1+ o + (12) [12]
m2 3220 |1)° 2 2
e ANz s [/\‘1 o202 Nt et (12 [12]] } (4.79)
g (rave) [102] [(rivr) [r1] + (r2) [21] m?2 (34)2 2
M =2 { (122) [ (1) s +(le 2)] Mahi £+ e+ (12)[12]
m*[12]? (34)* 2 2
A1 A3\ l:Kl + A9 + <12> [12] + A+ Ao+ <12> [12]] } (4.80)

104



Capitulo 4. Resultados

—y (rova) [v22] [[riv1] (v11) + [r12] (21) [4]7 [3)? 2
M= 264{ 2<522>2 [ = 1[“1]&2 : +(le 2)} eAsha &1+ ha + (12) [12]
m? (12)° [4ly/ |3)° 2 2
eA1 A2 A3\ |:K1 + Ay + <12> [12] + A+ Ay + (12> [12]:| } (4.81)
__ - [T’th] <t22> [thg] <t11> + [7’12] <21> m? [34}2 2
M4 = 264{ [7“22] |: [7“11]1(2 + (1 < 2):| Ag)\4 A+ )\2 + <12> [12]
m* (12)% [34)2 2 2
IS [&1 o 0212 T e+ (12) [12]} } (4.82)
. (rova) [t22] [[riv1] (r11) + [r12] (21) Bl 4)? 2
MI = 264{ <7“22> |: [?"11]1(2 + (1 <_> 2):| 6)\3)\4 A1+ Ao+ <12> [12]
m? (12)? [3)/ |4)° 2 2
SYSHY [&1 T 212 T et (12 [12]} } (4.83)
I [rove] (v22) [(rit1) [t1l] + (r12) [21] 4] |3) 2
M4 = 264{ [7‘22] |: <7“11> Ao + (1 “ 2):| e)\3/\4 A+ )\2 + <12> [12]
m?[12)2[4]y |3)° 2 2
ISV L‘l o (202 et (12) [12]] } (4.84)
—— [7‘2t2} <'L‘22> <T’1t1> [tll] + <7‘12> [21] [3|ﬂ/ ‘4>2 2
M= 264{ [r22] [ (r11) £ + (1o 2)} eXsha K1+ ha + (12) [12]
m2[1212[3)y [4) 2 2 )
A A2 Az Ay [&1 (1212 M+ e (12) [12]] } (4.85)
oo rave] (v22) [(rivr) [ri] + (r2) [21] m?2 (34)2 2
M =2 { [r92] [ (r1) &9 + (1o 2)] N K1+ e+ (12)[12]
m?[1]y [2)? (34)° 2 2 .
LS W W [xl e 0212 T e (1) [12]} } (4.86)
e gt (rotg) [t22] [[riv1] (t11) + [r12] (21) m?2 (34)2 2
Mmoo =2 { (r22) [ (114 +(1e 2)] Mah £+ e+ (12)[12]
m (2l |1)? (34)° 2 2
+ eA A A3\ [1{1 + Ao + <12> [12] + A+ Ao+ <12> [12]:| } (4.87)
BN [rova] (v22) [[riv1] (v11) + [r12] (21) 317 |4)? 2
M= 264{ : [22]2 { = 1[7»11]@ : +(1 2)} dada K1+ o+ (12) [12]
m? (12)° 3]y |4)? 2 2
eA1 A2 A3\ [1(1 + A9 + <12> [12] + A1+ Ao+ (12) [12]:| } (4.88)

105



4.4 Dispersiéon para 4 fotones, N=4

et _ [rova] (v22) [[rivi] (v1l) + [r12] (21) [4] 13)* 2
M4 T= 264{ : [i22]2 |: = 1[7“11]1(2 1 + (1 “ 2):| eX3Ay K1+ Ay + <12> [12]

m? (12)* [4]y/ |3)° 2 9
eA1A2AsAs [Kl e+ (12012 T N e+ (12) [12]} } (4.89)

e o4 [TQtQ] <t22> [Tltﬂ <t11> + [7“12] <21> m2 <34>2 2
My =2 { 2] [ 1] e 2)] Nahi Bt Aot (12)[12]

m (12)? (34)° ) 2
A1 A2A3 A4 [Kl + Ko + (12) [12] + A+ A2 + (12) [12]} } (4.90)

4.4.3. Reglas para el caso general

Para el caso general debemos seguir los mismos pasos, es decir, para N = ¢ tenemos que
1. Tomar la representacion R; dada por la ecuacion 3.67 ¢ 3.68.

2. Deshacernos del término que no involucra diagramas gaviota, o dicho de otro modo, el
término donde dos fotones no se encuentran en un vértice oi ---o;. Esto lo conseguimos

tomando nuestros vectores de referencia

2

m
kM j=1,--- .4 491
2p'k'il 1 ) b ( )

rit=p*+

3. Tomar un subconjunto del término R; en el que no se involucren las permutaciones (por
simplicidad), éstas seran incluidas en el resultado final. Es importante notar que para un
numero grande de fotones, por comodidad, podemos separar los términos involucrados y

trabajar con cada uno de ellos por separado, para sumarlos al final.

4. Dibujar los diagramas de Feynman en donde los términos gaviota aparecen al inicio del

mismo, todos los otros seran cero al sumarlos en la capa de masa.

5. Desarrollar las sumas en R, y con la ayuda de los diagramas de Feynman, escribir los
signos correspondientes que vienen de los términos oy - - - 0,,,, que s6lo depende de la posicion
del fotén i,m en cada diagrama. No olvide incluir los propagadores que vienen con los

diagramas.

6. Utilizar capa de masa p? = p> = —m? y invarianza de norma de los tensores f*¥, es decir
ki - fi = fi - ki = 0, asi como la antisimetria del tensor electromagnético p’ - f - p' = 0 para

deshacernos de la mayor cantidad de términos posibles

7. Repetir los pasos con cada término involucrado, sumandolos al final para obtener la disper-
sién para i fotones a nivel arbol en la QED escalar (no se olvide de agregar las constantes

y las permutaciones ordenadas).

8. Asignar las helicidades con ayuda del formalismo de helicidad spinorial
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263 €1°€2€3°p
pk3

3er-eze3-p
2e o s

263 €1-€3€2'p
Pk

3er-ezeap
2e o o

3ex-ezer-p
2e p'-k1

263 €2°€3€1°P
pk1

Figura 4.4: Diagramas de Feynman asociados a la dispersion de 3 fotones a nivel drbol.
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k1 ko ks
LG A= S S— =0 B L2/ k1 )ea (20 + 2k +ho e (b +h1 4K —p)
/ p +k1)2+m?) ((p"?+k1+k2)2+m?
v Pt kg bt 2261p((ez(p}4-)k1)213( v
T Pkipks
k1 ko k3

93 (P tha)erplesp
p-kop-k3

k'l kQ kd

T=T S S b = 2e3 Pz per(pth)
"""""""""""""""""""" -k1p-ko

k1 ko ks

93 c1pezpes (p'+ka)
, , , P p’-kap-k1
P p—f—kgp + ko + k3

k1 ko ks

2:%%
-k
p/ p/+k3 p/+k2+k3p 3P-R1

k1 ko ks

93 €1 (P tks)ez pes-p’
p'-k3p-ka

Figura 4.5: Diagramas de Feynman asociados a la dispersion de 3 fotones a nivel drbol.
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k1 ko
=T < S5
/ 1
b @' +k1)Z+m?2
k1 ko

ky ks sss ks
117
r=T7 < & 9 7=0
p/ 1 1 p
(p'+k1)?+m? (0 +h2tks+ka)2+m?2
sk1s k28 kg ]{54
v
=T ¢ & T= 0
/ 1 1 p
p (p'+k2)Z+m? (p'+ko+ks+ka)2+m?
ky ko ks ka4

/ 1 1 b
p W ks th?Tm? ki Tha k)2 +m?
k1 ko ks ky

1 p

1
P Rtk m? i Raths tha) 2k m? B
Figura 4.6: Diagramas de Feynman asociados a la dispersion de 4 fotones del término Ryy.
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1 p

p (P +k2+k3+ka)?+m?
Figura 4.7: B
Diagramas de Feynman asociados a la dispersion de 4 fotones del término Rys.
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Conclusions

Hemos utilizado el formalismo linea de mundo, en especifico la férmula maestra de Bern-

Kosower adaptada a la linea abierta en la QED escalar para encontrar férmulas maestras que nos

dan la dispersién de fotones, e inmediatamente después, hemos encontrado expresiones especificas

para las helicidades expresadas con ayuda del formalismo de helicidad espinorial. Lo hicimos

explicitamente para un nimero de fotones que van de N = 1,--- ,4. Obteniendo los resultados

esperados en el caso de 1, 2 y 3 segtin la TCC estandar. Resaltamos el hecho de que este método

estd desarrollado explicitamente para el caso capa de masa (on-shell), en el cudl hemos demostrado

como generar las amplitudes de manera invariante de la norma, es decir en términos de los tensores
de Maxwell fH.

Podemos enumerar las conclusiones mas notables como sigue:

i.

ii.

iii.

Se ha mostrado que el formalismo linea de mundo, utilizado para desarrollar una férmula
maestra para dispersiones a nivel arbol, es una poderosa herramienta que nos permite reducir
enormemente los calculos para encontrar las dispersiones de fotones. Ya que los diagramas
de Feynman asociados al nimero de fotones involucrados en la dispersién, nos dan la forma

explicita de la integral sin necesidad de recurrir a ningun calculo complejo.

Nos basta con encontrar los signos asociados a cada diagrama segin la representaciéon R,
para multiplicarlo por un coeficiente escrito en términos de vectores de referencia. La im-
portancia de ésta representacién radica en que expresa de manera clara la invarianza gauge,

al contrario de la expresién escrita en término puramente de helicidades e.

Los vectores de referencia simplifican enormemente los calculos en la capa de masa, escogidos
de tal forma que podemos eliminar el término mas complicado de la representacién R
para N fotones. Asi que los Uinicos términos involucrados son los que contienen dentro un
diagrama gaviota, representado mateméticamente por una é de Dirac. Con ayuda de éstas
consideraciones encontramos expresiones para una dispersion de N = 3 y N = 4 fotones,

asi como sus respectivas helicidades.

Como se muestra en el calculo para cuatro fotones, debido a que la cantidad de diagramas
involucrados y los términos del cdlculo debido a la representaciéon R no son lineales en su
incremento. El proceso se vuelve cada vez mas engorroso y complicado algebraicamente.
Aunque debemos destacar que parece haber una simetria de Bose-Einstein, que no conside-
ramos explicitamente que podria ayudarnos a escoger los diagramas que no se van a anular,
y de esta forma quiza escribir una solucién para N fotones de forma explicita. Lo que po-
demos notar es, que en todos nuestros ejemplos solo sobreviven los diagramas en los que el
término gaviota esta antes que todos, es decir que ocupa el lugar de la izquierda, en otras

palabras, es el primer término con el que interactia la particula incidente. Por supuesto a
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pesar de la combinatoria explicita que tenemos que realizar, ésta formulacion sigue siendo

mucho mas sencilla que el método estandar de obtener las dispersiones.

Trabajo futuro

Como trabajo futuro, hay diferentes vertientes a las que podriamos encaminar éste proyecto.

= Para empezar, una generalizacién a la QED spinorial en el formalismo linea de mundo seria
casi obligada [60] [62], ya que nos permitiria introducir el spin de la particula dispersada y

asi, obtener informacién mas acorde a la verdadera naturaleza de la fisica.
A grandes rasgos, lo que se hace es reescribir el propagador como
STH[A] = (@| [m — iB) " a) = (@| [m — i@ + e A] 7 @) = (2| [m + p+ eA] T o) (4.92)
usando la identidad de Gordon
»* =—-D,D" + %e’y“’y“FW (4.93)
para reescribir

[m — i)™t = [m+ i) [m + i)~ m —ip]
= [m +ip][m* — D, D" + %e’y”’y“FW]_l (4.94)

de donde obtenemos la representacion de la integral de camino para el Kernel

9] z(T)=x' U i .
sz’ [A] _ / dTe—mQT/ Pe~ fOT dT(iIZ-FZez'A-’-ie’y“'y Fuu) (495)
0 z(0)=zx

que generaliza la integral de camino en el espacio de posiciéon para la linea abierta.

Podemos cambiar el ordenamiento de camino P con la ayuda de variables grassman antisi-

métricas ¢ como
Pe—Jo drier s’ Fuv _ 2_gsymb_1/ Die I dr [ =B -ty (+n) | (4.96)
A
donde
symb(y*17) = (—iv/2)"n -+ (4.97)

con el productor antisimétrico de las matrices v definido como
1

S ol Z sign(m)y*m) - .y %min) (4.98)
" TESH
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Se puede demostrar que en el espacio de momentos, el Kernel toma la forma

0 T
K (k€15 kn,en) = (—ie)Nsymb_lf dTe—mQT/ dT1~--/d9N
0 0

o~ V2 (eitii) 4300 i ki +2iDigijeiki+DiDjgijeie;] ‘61---6]\] (4.99)
donde
g(r,;7,0) = % (\7‘ — 7|+ 00'sign(t — 7")) (4.100)
Digij = —% (0; — 05) 0i; (4.101)
DiD;gij = —%(%« +20:0,0:5) (4.102)

Agregando el spin, el operador de vértice representa la interaccion del fotén con un fermién
en dos pasos. El primero es igual a la forma escalar, es decir, representa una interaccion con
los grados de libertad orbital del fermién, mientras que el segundo implementa la interaccion

con el spin, por lo que podemos descomponer el Kernel en el nimero de interacciones

N
Ky =Y Kys (4.103)
S=0

Donde Kng representa la interaccién con spin S y una interaccion N — S orbital, de tal

forma que Ko coincide con la QED escalar.

» También podriamos destacar el hecho de que es posible de forma relativamente sencilla,
desarrollar un programa basado en algoritmos de diagramas de Feynamn , que nos permita
encontrar las amplitudes a 6rdenes mas altos. Ya que tnicamente tenemos que realizar
calculos algebraicos simples, debido a que la forma de encontrar la dispersién se basa en

asignar signos a los diagramas de Feynman, para después sumarlos.
De forma similar analizariamos las helicidades.

= Por ultimo, quizd podriamos agregar procesos a nivel de un lazo, usando la representacién
P, que es vélida fuera de la capa de masa, ya que la representacion R sélo es valida en capa

de masa. O bien, llevar los céalculos a la QCD, donde el formalismo Worldline ha tenido
mucho éxito recientemente [68] [69] [70] [71] [72] .
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Apéndice

Integrales Gaussianas

A.1. Integrales gaussianas para procesos escalares

Existen 3 formas disponibles con las que se pueden resolver las integrales de tipo Gaussiano

encontradas en las ecuaciones 2.78 y 2.79.

= La forma analitica, basada en el uso de funciones de Green en linea de mundo, que consiste
en hacer trucos matematicos para ordenar las integrales de forma tal que puedan escribirse

como integrales de tipo gaussiano.

» La aproximacién semicldsica, basada en una trayectoria estacionaria (instanton de linea de
mundo"), que en éste trabajo sélo se le hace referencia, sin embargo no se dird en todo
el presente trabajo, ni una palabra méas del tema, con el permiso del lector, le refiero la

siguiente cita [73] si necesita o le interesa mas informacion.

= Un cédlculo numérico directo de la integral de camino ("Monte Carlo de linea de mundo"), en
donde se discretizan las trayectorias con respecto al tiempo, pero se mantiene un espectro
continuo en el espacio, es un método cuyas caracteristicas destacables son la rapidez y la
generacién no recursiva de un conjunto de trayectorias independientes del potencial, tal

como lo describen en la referencia [74].

Trataremos unicamente de la forma analitica. En ésta, todas las integrales son puestas de
una forma gausiana. Usualmente se necesita de una expansion en series de Taylor truncada
hasta el término necesario, a partir de ahi, se calculan con férmulas que extienden la in-
tegracion gaussiana de n dimensiones a dimension infinita. Recordando en n dimensiones

tenemos las siguientes férmulas

n,. —ieMao (47T)n/2
/d xe i = 7(detM)1/2 (A1)

f dnl,e—iw-M-x—l-m-j

J dnge~ i Me

= el Mhi (A.2)

Donde la matriz M es una matriz cuadrada, simétrica y definida positiva. Y el determinante
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de un operador O puede encontrarse como

= d
Det(0) = [ Aw = exp [ ——Co(0) (A.3)
[ = (o)
CIOED PP (A.4)
n=1

Ademas diferenciando con respecto a los componentes del vector j, obtenemos

EEYS
[ drwwzjem st M

_ —1
e i =25 (A5)
1
fdnxx'xmkxl@fﬂ'M'm —1as—1 —1as—1 e .
i :4<Mij Mg' + M M+ My, Mjk) (A.6)

i dngpe— 1Mz

Obsérvese que un niimero impar de x; nos da como resultado cero, debido a que la integral
es antisimétrica y calculamos sobre todo el espacio. También podemos ver que el resultado
simplemente es la agrupacion por pares de las diferentes combinaciones de indices. A ésta
agrupacién se le conoce como la contraccién de Wick". En términos de la funcién de green

GH (11, 72), las ecuaciones (A.1-A.6) se escriben como el siguiente conjunto de reglas

1. La contraccién de Wick bésica para dos campos es simplemente la funcién de Green
(q"(r1)q"(2)) = G* (71, m2) = GYy (A.7)

2. Las contracciones de Wick de los campos se suman siempre sobre pares, por ejemplo
(" () (r2)q" (73)4" (14)) = G2 Gy + G GaY + GG (A.8)

3. Las contracciones con exponenciales son de forma que el campo desaparece, mientras

la exponencial se mantiene.
<qu(7-1)eip'q(T2)> - iG‘f;'p,,eip'Q(T?) (A.9)
4. Una vez que todos los campos elementales (lineales) han sido eliminados, la contraccién
en las exponenciales que quedan nos da el factor universal
N

. o 1
(elpl a ... piPN QN> = exp —5 Z préLijjy (A.lO)
ij=1

En donde, como ya se dijo anteriormente G*’(1,7’) es la funcién de Green de linea de

mundo, que resulta ser el inverso del operador cinético

S(r—1") (A.11)

/0 dr K (1, 7) G (7 1) = 52‘
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Ya que la mayor parte del tiempo la parte cinética de la accion worldline es simplemente

1 [T 1 [T
Suin =+ / dri = -+ / drq-i (A12)
4 /o 4 /o

de donde K se escribe como

1. d?

K, (r,7) = —§5WW5(T — 1) (A.13)

Sin embargo, la forma explicita de la funcién de Green G**(7,7") dependerd no sélo de K,

si no de las condiciones de frontera impuestas sobre ¢#(7) [75]
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Convenciones para el formalismo de helicidad espino-

rial en 4 dimensiones

Se usa la métrica 7,, = diag(—1,+1,+1,+1) que define

(O'M)al-) = (1’Ui)al}7 (5U)db — (17 _O,i)ab

con las matrices de pauli escritas como

10 v 0 0

Los indices de espinores pueden subir o bajar usando

-7 0 1
b b — .
gab — gab ( . > = —€aqbp = —€,,

que obedece g4 = ;. Enlistamos las siguientes propiedades

_pnaa _ _ab_ab ]
COREEECON

(U“)aa(au)bb = _25ab5ab=
(o7 + a"5H)} = 2™ 5},
(0#5") = (a"0") = — 2"

Define las matrices ~y
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Para un momento 4-vector p* = (p°,p') = (E,p’) con p*p, = —m?, definiendo los momentos

spinores

P = Pul0™)™, " = pu(e”)*

e

por ejemplo

ab ab

p' —ip?
_pO o p3

Tomando el determinante de ésta matriz 2 X 2 nos da

detp = —pl'p, =m

2

(B.10)

(B.11)

(B.12)

También se enlistan una serie de identidades muy utiles para el formalismo de helicidad

spinorial

[p|* = €®[pls

p)* = ¢ (pl,

Pai = —IPla (P}

[pl* = (Ip)*)"

(pa) = (ply l)*
(pa) [pa) = 2p-q = (p+q)*
(k7" [p) = (pl"[K]
(p| PIK) = {pl, P*[K]s

(p| q|k] = (pq) [qk]

Pla = €alpl”
(la = €43 1)’
b =~ 1p)° [P
(pla = (Ipla)”

[pal = [p|*ldla

[k|v" |p)" = [plA* [K)

(plyryz [k) = (ly (1) ™ (y2)ee k)°

(U2 (3l ul4] = 2 (13) [24]
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