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Resumen

Problemas elasticos, limites de cuerpos bidimensionales que flotan en equilibrio y
el problema de la bicicleta son algunos de los problemas que encuentran solucién en
ciertas clases de curvas, curvas cuya curvatura satisfacen la ecuacion diferencial
i{+%l*€3—p,l-€—0':0.

En este trabajo se estudiara la ecuacion diferencial mencionada antes, comenzaremos
con su deduccién a partir de la curvatura de una curva parametrizada por longitud de
arco. Introduciremos el concepto de curva de Wegner, un tipo de curvas que nos ayudara
al estudio de dicha ecuacion diferencial, después pasaremos a un sistema de ecuaciones
para el andlisis de curvas de Wegner.

Los resultados principales de este trabajo son dos, el primero clasifica cierto tipo de
curvas cerradas y el otro relaciona dos sistemas de ecuaciones mediante una homotecia.

Palabras clave: Curvatura, curvas de Wegner, curvas cerradas, homotecia, sistema
de ecuaciones diferenciales.
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Abstract

Elastic problems, boundaries of two-dimensional bodies which can float in equi-
librium and the bicycle problem are some of the problems that find their solution
in certain types of curves, curves whose curvatures satisfy the differential equation
i{+%l*€3—p,l-€—0':0.

In this work the differential equation mentioned before will be studied, we will start
with its deduction from the curvature of a curve parameterized by arc length. We will
introduce the concept of Wegner’s curve, a type of curves that will help us in the study
of said differential equation, then we will move on to a system of equations for the
analysis of Wegner’s curves.

The main results of this work are two, the first classifies certain types of closed
curves and the other relates two systems of equations through a homothety.
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Capitulo 1

Curvas de Wegner

Las matemdticas tienen belleza y romance. El mundo de las matemdticas no es un
lugar aburrido. Es un lugar extraordinario; vale la pena pasar tiempo alli.
Marcus du Sautoy.

Consideremos una curva en el plano parametrizada por longitud de arco, o : T — R?,
con curvatura k. En la figura de abajo se muestra la curva «(s) y su distancia al origen
r. También vemos la derivada de a(s) como 7 y su descomposicién en 7, y 7p.

Figura 1.1

Definicion 1.1. Sea a(s) una curva en el plano y r su distancia al origen. Decimos
que o(s) es de Wegner si

:arz—i-b—i—%,
,

1
\ /T2 + T‘,Q

donde a,b y ¢ son constantes y r' es la derivada de r respecto al angulo 6.

A continuacién vamos a deducir algunas identidades de la imagen. Denotaremos la
derivada de una funcién respecto al angulo 6 con un apdstrofo arriba de la funcion y
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su derivada respecto a la longitud de arco s con un puntito también arriba de la funcion.

Al estar parametrizada por longitud de arco la velocidad de la curva es igual a 1,
de modo que

To = Tsen ¢ = sen ¢ = 16, T, = TCOS® = COS ¢ = T-. (1.1)

Proposicion 1.1. Una condicion equivalente para que una curva o(s) sea de Wegner
es que
. c
0=ar’+b+ —-
,

Demostracion.
9 c 1 1
ar*+b+ = = =
2 \r2 2 \/ dr )2
2+ (%)
db db

(rdf)? + (dr)? T ds

—O=ar’ + b+ —.
T
O

Proposicion 1.2. Si a(s) es una curva de Wegner parametrizada por longitud de arco
entonces su curvatura K €s
Kk = 4ar® + 2b.

Demostracion. Primero derivemos el sen ¢ y usemos las identitades de arriba,

iSengzﬁ = cos P = 1
ds
pero también

d d, ; d
Esenqﬁ: g(re) =7 (CLT3+bT+ ;) = 3ar?r + bi — 7“_627;

de modo que juntando los dos resultados de la derivada de sen ¢ tenemos
. . 2 C . 2 &
7«¢:r<3ar +b——2) < ¢ =3ar"+b— —.
r r
Ahora, teniendo en cuenta que k = 6 + gzﬁ y sustituyendo los valores

k=0+¢= (ar2+b+%>+<3ar2+b—%> = 4ar? + 2b.
r r

]

Proposicion 1.3. Sea k(s) = 4alla(s)||> + 2b = 4ar* + 2b y \/ﬁ =ar’+b+ 5,
entonces

1
K+ 5,%3 —2(b* — 4ac)k — 8a = 0. (1.2)
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Este resultado asi como su demostracion se encuentran en [4], aqui solo se desarro-
llard.

Demostracion. Usaremos las identidades anteriores a la proposicion y las primeras de-
rivadas de k que son: £ = 8arr = 8ar cos ¢ y

Kk = —8ar sen gbgb + 8ar cos ¢ = —8ar sen (bgb + Sarr
= 8afcos? ¢ — (k — B)rsen @] = 8afcos® ¢ — rrk sen ¢ + 6 sen @]
= 8afcos® ¢ — resen ¢ +sen® ¢| = 8a[l — wr(ar® + br + ;)]
= 8a[l — w(ar* + br* + ¢))],

luego
1 1
K+ 553 = 8a[l — x(ar* +br* +¢)] + 5(4ar2 + 2b)?

1
= 8a[l — (4ar?® + 2b)(ar* + br? + ¢)] + 5(4ar2 + 2b)3

= 8a[l — (4a*® + 6abr* 4 4acr? + 2b%r* + 2bc)] + 22b° + (3)2%ab?r? + (3)2%a’br* + 2°a*r"
= 8a + 2%ab’r? — 2°a*er? — 2%abe + 2%0°
= (b* — 4ac)2(4ar® + 2b) + 8a = 2(b* — 4ac)k + 8a

1
&K+ 5/-@3 — 2(b* — 4ac)k — 8a = 0.

]

Tomando p = 2(b* — 4ac) y 0 = 8a la ecuacién de la proposicién anterior queda
como

1
}%4—5&3—#&—0:0. (1.3)

Proposicion 1.4. Sea a)(s) una curva homotecia de a(s), esto es ay(s) := Aa(s) con
A > 0, entonces su longitud de arco es Sy = \S y su curvatura es kx(sy) = K(s).

Demostracion. Primero calculemos las longitudes de arco. Para a(s)
b b
S = / |/ (s)|ds = / lds =b — a.

b b
S,\—/ HO&I)\(S)HdS_/ A-1lds = Ab—a) = \S,

a

Para a,(s)

por lo tanto S\ = AS como se queria.

Ahora para las curvaturas. La curvatura de una curva plana regular «a(t) se calcula

mediante la ecuacién
<ad'(t), J((t)) >
k(t) =
o/ ()]
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La curvatura para la curva a, es

kA(t)

< al(t), J(eA(1) > < Ma"(t), M(e(t) >

B )\ () B [Aa/(t)[?

N <a(t), (@) > <a"(t),J((t)> 1
B AP’ (2)[? a

= —k(?),
Ao/(t))? A ®)
esto se cumple en particular para una curva parametrizada por longitud de arco, asi
tenemos lo deseado.

O
El siguiente resultado aparece implicitamente en [3]

Proposicion 1.5. Sila curva o(s) tiene curvatura k tal que se cumple i+ %FLS — [k —

o =0, entonces la curva ay(s) = Aa(s) tiene curvatura k) que cumple

— paky —ox =0,
donde Ky = K/, uy = u/A? y oy = o /N3

Demostracion. Recordemos que para una curva ay, = A« su curvatura y longitud de
arco estan dadas por k) = kK/A y Sy = AS. De modo que

d(ky) _ d(k/A)

_ 1ldr
d(sy)  d(As)  A2ds’

V'y como k = —%RS + puk + o entonces
d(5z) 1dv 1 14
d\s)  Nds A (‘5“ Taeto
1/r\3 wurk o
=3 5) tertw

1
ﬁx )\3 :—5/433)’\“—,&)\/{)\4‘0',\:0

s dk
Sl&—

dQH)\ 1

3
d—sg\—l—§/i>\—,u)\f€>\—0)\:0.

O
Observacion 1.1. Por la proposicion anterior podemos encontrar una A adecuada de
manera que la ecuacion k + %/{3 —puxk — o =0 con o >0 se convierta en

. 1.
/i/\+§/<&,\—/~6/\/f>\—1:0-

Corolario 1.1. Sea a(s) una curva de Wegner con curvatura k, entonces existe A € R
tal que la curvatura escalada ay(s) := Aa(s) cumple

/%+§/<3—;m—1:0.

(1.4)
Observacion 1.2. Mddulo homotecia y una reflexion, podemos considerar curvas de

Wegner con 0 = 1 y A > 0 respectivamente para su estudio. Nos interesa estudiar
propiedades cualitativas de esta ultima escuacion.
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Proposicion 1.6. Sea ik + %/{3 —uk —1=20. 8n =k entonces tenemos el siguiente

sistema
K=
L1,
=5k +puk+1

que es un campo vectorial Hamiltoniano cuyas soluciones son las curvas de nivel de

H(m,n):%#—%—%m?—ﬁ.

Demostracion. Si = & entonces 1) = k. Luego,
R .. 1,
/{—}—5/1 —,lui—lz()(i)li:—éli +pus +1
1
%7'7:—553—1—#54—1

de modo que tenemos el sistema de acuaciones. Para ver que es Hamiltoniano debe

verificar que Kk = %Zm) yn= —% para alguna funcién polinomial H : R? — R.
La funcién que buscamos es la dada H(k,n) = %4 + ’72—2 — BK?* — K pues

OH (r,n)

—_— =K = ’)’,
on

0H (k, 1

_—< n) :7):——53—1—#5—1—1.

Ok 2

Para un sistema hamiltoniano, H es constante a lo largo de cada curva solucién. Su-
poniendo que H no es constante en ningin conjunto abierto, simplemente trazamos
las curvas de nivel H(k,n) = cte. Las soluciones del sistema se encuentran en estos
conjuntos de niveles. Los puntos de equilibrio para un sistema hamiltoniano ocurren en
los puntos criticos de H. O

Proposicion 1.7. El nimero de puntos criticos de H(k,n) = “—4+ﬁ—§m

2
del valor de p:

2k dependen

w S0 > g entonces hay tres puntos criticos que corresponden a dos centros y a un
punto silla de la ecuacion diferencial (1.4).

n Sip o= % entonces hay dos puntos criticos, uno de ellos es centro y el otro es
degenerado de la ecuacion (1.4).

n Sip < % entonces hay un punto critico correspondiente a un centro de la ecuacion
(1.4).

Demostracion. Notemos que el comportamiento del sistema y por lo tanto de H se pue-
de obtener analizando las raices del polinomio —k3/2+ pur + 1. Las raices del polinomio
nos dan la abscisa k de los puntos criticos de H (las ordenadas son 1 = 0), las curvas
de nivel no diferencables son las que pasan por estos puntos criticos. Para analizar el
polinomio nos basaremos en [13].

Las soluciones para una ecuacién cibica simplificada z® + pz 4+ ¢ = 0 estdn dadas
por la férmula de Tartaglia-Cardano:
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5 5 1/3 5 3 1/3

q qc P q qc P
_ _(_4 a P 1L r . 1.5
z=v4w <2+ 4+27> +< 5 4+27> (1.5)

La relacién vw = —%£ permite encontrar con mayor facilidad las parejas de raices
ctbicas (v, w) cuya suma es la solucion efectiva de la ecuacién cibica simplificada.

Puesto que los niimeros dentro de los radicales pueden ser reales o complejos, lo cual
depende del discriminante A = % + ’2’—?;, las dos raices ctibicas de (1.5) son complejas.
Asi pues, esta expresion es la suma de dos niimeros complejos que toman, cada uno, tres
valores distintos. Las tres raices de la ecuacién ciibica simplificada estan entre las nueve
posibles sumas. Finalmente basta volver a sustituir las indeterminadas para hallar las
soluciones de la ecuacion original.

En nuestro caso
1
—§z3+uz+1:0%z3—2uz—220,

donde p = —2u y ¢ = —2 con determinante A =1 — %/f’. De modo que la férmula de
Tartaglia-Cardano es

3 1/3 3 1/3
= =|1+4/1—=u3 L=\l — b .
Z2=v+w ( + 27#) +< 27#)

Dependiendo el valor de i tenemos los tres casos:

Caso 1. A <0< p > 5 el polinomio tiene tres raices reales y distintas.

Caso 2. A =0« p =5 el polinomio tiene tres raices reales, dos de ellas iguales.

NI Nlw W

Caso 3. A >0« p < s el polinomio tiene una raiz real y dos complejas conjugadas.

]

Ejemplo 1.1. A continuacion desarrollaremos un ejemplo donde se muestran los tres
casos mencionados anteriormente. En cada caso se muestran dos imagenes, la primera
es la grafica del polinomio con sus raices reales, en la sequnda se muestra las curvas de
nivel de H, sus puntos criticos y sus con niveles criticos (valores que resultan al evaluar
estos puntos criticos en H ).

Caso 1 p > % En este caso se tienen 3 raices reales y distintas.

Tomando = %\3/5 tenemos

1/3

8 (3.-\° 8 (3 .-\°
z2=0V+w= 1+\/1—2—7(§\/§) + 1—\/1—ﬁ<§\/§>
— (1+vI=2) (1 -vi=2) P =) P 10

Las raices cubicas de 1+ i son

1/3

{21/6em'/127 21/6697”'/127 21/6617m/12}
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y las de 1 — 1 son ' ' '
{21/66771-1/12’ 91/6¢Tmi/12. 21/66157”/12} .

Wi
I
e
I
Wi
w
5
[\Y)
I
S
\)
=~
=)
9
g
(‘3\
9
»
IS
)
o~
3
S
o
S
S
s
S
w
S
3

Por la relacion vw = —

2= V2 e 4 e = V2(1.9818), 2 = V2 | 4 | = ¥2(-1.4142)
2= V2 [+ ] = V2(-0.5176).
Ast, los puntos criticos de H en este caso son (21/5(1.9318),0), (—2'/5(1.4142),0)

y (—21/6(0.5176),0) y pertenecen a las curvas de nivel H(2Y/¢(1.9318),0) =-3.8479,
H(—26(1.4142),0) = 0 y H(—2'%(0.5176),0) =0.27626827 respectivamente.

Figura 1.2: Las tres raices reales en v/2 (1.9318), v/2 (-1.4142) y /2 (-.5176).

Figura 1.3: Curvas de nivel de H para valores H = 13.84, 0.001, 0.0001, 0.285 y 1 con
_ 391/3
po= 352",

Caso 2 = % En este caso tienen 3 raices reales, dos de ellas iguales.
1/3 1/3

8 /3)\* 8 /3)\*
= =11 1—— (=2 1—4/1—— (2
z=v+w + 27(2> + 27<2>

= (VI D) (- vIoD) = () ()
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Las raices cubicas de 1 son
2ni/3  _4mi/3
{1, i/ , € / }

., 2 . . . .
y usando la relacion vw = —% = £ = %% = 1 vemos el polinomio tiene por raices
2 =2 Yy Zg = 23 = 23 M3 = 1,

Ast, los puntos criticos de H en este caso son (—1,0) y (2,0) con sus respectivas
curvas de niwel H(—1,0) =0.575 y H(2,0) =-3.

Figura 1.4: Una raiz multiple real en -1 y otra raiz real en 2.

3 2 1 3 1 2 3 4 5 6

Figura 1.5: Curvas de nivel de H para valores H = -2.99, 0, .385 y 1 con pu = 3/2.

3 : . . .
Caso 8 ;i < 3. En este caso se tiene 1 raiz real y dos complejas conjugadas. Tomando

pw=20
1/3 1/3
cmvtw= (14 1-20)) +[1-1-20 /
B B 27 27

= (1 + \/T)l/3+ (1 —~ ﬁ)w =1+ +ax1)"?,
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de modo que tenemos dos casos, cuando es 0y cuando es /2.

Las raices cibicas de 2 son {23 21/3¢2/3 21/3e4m/3% que al usar la relacion

2

£ == =0 las raices del polinomio son

2 = 21/3’ 2y = 21/3627@/37 25 = 91/3 4mi/3 _ 91/ ,~2mi/3

Aqui el inico punto critico de H es (21/3,0) y su curva de nivel H(2'/3,0) =-

0.94494

\ 5+ xm3)+ 0]

\

4 B 2 1 0 1 2 3 4

Figura 1.6: Una raiz real en 2/% y dos raices complejas conjugadas.

-SqIt(2%-.93- 254X 40 2+2%x)

SQrt(2%1-25%x**4+0%x*+2+2*x)
Sqrt(27.5- 2504 +0%x2-+ 2%}
-5Qrt(2*.5-.25*X**4 +0*x**2+2*x)

o

Figura 1.7: Curvas de nivel de H para valores H = -0.93, 0, .5y 1 con p = 0.

Numéricamente se resolvié el sistema usando el programa Octave. Tomamos como
condicién inicial (ko,n0) = (r3;/2 + 2b,0), donde 7 es la distancia maxima de la cual
hablaremos mas adelante.

Usando el mismo programa también se graficé la curva a(s) asociada a la curvatura
k(s) usando las ecuaciones

afs) = (

/5 " cos f(w)du, / S senf(u)du>, donde f(s) = / k() du. (16)

0 S0 0
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En las imagenes de abajo se muestran estos resultados variando los valores de b,
primero del lado izquierdo la curva solucién x(s) del sistema en el plano k7, del lado
derecho se muestra «(s) en el plano zy. Notemos que no siempre las curvas «(s) son
curvas cerradas.

curva solucion del sistema curva correspondiente plano XY

3 3
2 2
1r |
(1] 0 b
-1k 1
2 2
3 - 3

2 1 ] 1 2 3 3 2 1 0 1

Figura 1.8: Gréaficas con rpy =3y b= —1
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curva solucion del sistema curva correspondiente en el plano XY
0.4 T T T T T T 3 T T =T————
g s
P \
4 N
03 %
2l
I /
02 /
e’:y
1r i
04 f (
of 0 ﬂ
I
0.1 F '|||
-1
02 ¢ 4 \ 4
* Wl \\
03} . "
g e
\_\ /
04 L L L " " " 3 L L Rt —
015 02 025 0.3 035 04 045 05 3 -2 = 0 1
Figura 1.9: Graficas con ryy =3y b= —2
curva solucion del sistema curva correspondiente en el plano XY
3 05
2t ! ’/// >
Y
o5} —
1 i
fx’K'.'_\l“:ﬁ_ -_
AN
0H A b=
7 i~
15 ANV
- S e
1 AN
: 7T N
Q=2
2t N — ‘—\jjf
25t s
3 . .3
3 as 4 45 5 1 15 2 25

Figura 1.10: Graficas con ry; =3y b= —0.01



Capitulo 2

Curvas cerradas

Es cierto, un matemdtico que no sea un poco poeta nunca serd un matemdtico perfecto.
Karl Weierstrass.

En este capitulo mostraremos bajo que condiciones una curva de Wegner cuya cur-
vatura es una solucién periédica de & + k%/2 — uk — 1 = 0 es una curva cerrada. En
primera instancia veamos unos resultados de variable compleja.

Definicion 2.1. Sea 7 una curva cerrada en el plano complejo que no pasa por el
origen. Fl grado de T respecto al origen, denotado por grado T, estd dado por:

1 dw
grado 7 1= — [ —.
2mi ). w
Con esta definicion podemos saber el nimero de vueltas que da la curva 7 alrededor
del origen, las vueltas se cuentan positiva o negativamente segin el sentido de giro u
orientacion de la curva.

f close to 2w

Figura 2.1: Imagen tomada de [I1]

13
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Lema 2.1. Dada la funcion 7 : [a,b] — C*, admite un logaritmo diferenciable, es decir,
existe una funcion o : [a,b] — C diferenciable y tal que 7(t) = e#® Vt € [a,b]. Como
consecuencia se tiene

dw

— ol0) = ola) € Log (2. (1)

Demostracion. Primeramente podemos ver que la funciéon buscada ¢ ha de ser una
primitiva de 7//7. Como ¢(a) debe ser un logaritmo de 7(a), definimos ¢ como

, W

o(t) :=log 7(a) +/ jéj)) ds, Vt € [a, b].

Por el teorema fundamental del célculo para la integral de Cauchy, ¢ es diferenciable
en [a, b] con

()
'(t) = ) 2.2
) =" 22)
Para comprobar que ¢ es el logaritmo que buscamos, definimos h : [a, b] — C por

h(t) == 1(t)e W Vit e [a,b]

con

"(t
W (t) =7 (t)e ?D — 7(t)¢ (t)e ¥V = ¢=#1) [T’(t) —r(t) <T ( ))} —0
por lo que h es constante. Como ePla) — 7(a)
h(a) = T(a)e_ﬂ"(“) — ePl@)p—pla) — 1

de modo que que h(t) = 1 para todo t € [a,b]. Usando la definicién de h obtenemos
que ¢ es el logaritmo buscado, 7(t) = e?®).
Lo mostrado sobre ¢ nos lleva a

[2 = [T = [t = o) - ol c1og (1) 23)

7(t) 7(a)

]

Observacion 2.1. Suponiendo que el arco T es cerrado, T(a) = 7(b). Entonces v(a)
y @(b) son logaritmos del mismo nimero, tienen la misma parte real. Para calcular el
grado de T, sélo nos interesa la parte imaginaria Im ¢, que es un argumento continuo
de T, es decir, una funcion continua © : [a,b] — R tal que O(t) € Arg 7(t) para todo
t € [a,b]. De modo que tenemos

grado T = 7 = ; (2.4)

donde O(a) y O(b) son argumentos del mismo nimero complejo por lo que difieren en
un multiplo entero de 2w, luego grado T € 7.
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Suponiendo que el arco 7 describe un movimiento, que no pasa por el origen, Arg 7(t)
es el angulo orientado entre la parte positiva del eje real y el vector de posicién en cada
instante ¢ € [a, b]. La continuidad de 7 hace que este dngulo varie de manera continua,
de modo que podemos elegir para cada instante t € [a, b] un nimero real O(t) que mide
dicho éangulo, obteniendo una funciéon continua.

Nuestro argumento continuo aumenta o disminuye segtin el vector de posiciéon gire
en sentido positivo o negativo. Por tanto, la diferencia entre los valores final e inicial del
argumento, se interpreta como el dngulo recorrido por el vector de posiciéon en todo el
movimiento. Vemos que el grado es el niimero neto de vueltas que da 7. Para ver mas de-
talles sobre esta parte de variable compleja consultar [7], notas en las que nos apoyamos.

Proposicion 2.1. Sea 7 : [a,b] C R — R? una curva cerrada que no pasa por el
origen, entonces el grado es un niumero entero:

grado T € Z. (2.5)

Demostracion. Sea a = tg < t; < -+- < t, = b una particién de [a,b] tal que 7, =
T([tk—1,tk]) es un arco. Aplicando el lema anterior para 7y

d /
@ ELog( 7(t) ) Vk € {1,2,...,n}
T w T(tkfl)

y por la propiedad de los logaritmos de un niimero complejo

[ =5 o (T2 ) =t (2 = e

Asi, la integral anterior es un multiplo entero de 27i, luego

1 d 1
gradOTzz—m T%:%(Qm'n):nez

]

Definicion 2.2. Sea o una curva cerrada clase C*. Se define el indice de rotacién de
a denotado por ind o, como el grado de &, es decir, tomamos T = & como una curva
en C*

ind o = grado d. (2.6)

Proposicion 2.2. Una curva cerrada o de clase C* y longitud L tiene curvatura total

L
/ k(s) ds = 2w ind «.
0
Para la demostracién consultar [11].

Por otro lado, tomemos de ejemplo la imagen de abajo, vemos que dado un centro
existe una region de orbitas periddicas k(s) que a su vez son las curvas de nivel de valor
h de la funciéon H. A cada una de estas érbitas x(s) se le asocia un tinico nimero real
positivo T'(h) llamado periodo. Nos interesa estudiar estas érbitas k(s) que dan lugar a
curvas cerradas «(s), curvas cerradas con propiedades interesantes como la enunciada
a continuacion.
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Proposicion 2.3. Sea os) una curva de Wegner cerrada y de longitud L, esto es
a(0)=alL) vy &(0)=a(L).

Si k(s) es la curvatura de a(s) y ademds solucion de i + $k% — pk — 1 =0, entonces
R(0) =r(L) y  K(0) = k(L) (2.7)

es decir, L = nT'(h) con n € Z, donde T(h) es el periodo de k(s) y h es el nivel
H(k(s),n(s)). Se cumple ademds que

nT'(h)
/ k(s) ds = 2mwind «.
0

Demostracion. Por ser a(s) una curva de Wegner su curvatura k(s) = 4ar?+2b depende
de r, que es la distancia del origen a la curva. Como la curva es cerrada, tiene la misma
distancia r en «(0) y en a(L), de modo que k(0) = k(L).

Para ver que £(0) = &(L) recordemos que (s) = 8ar cos ¢, por lo que basta demos-
trar que el angulo ¢ es el mismo para ambos casos.

El dngulo ¢ es el formado por la derivada de la curva, 7 y 7. (ver figura 1). Como
&(0) = &(L), el 4ngulo ¢ es el mismo en los puntos «(0) y (L) como se queria. O

Proposicion 2.4. Sea k(s) una curva solucion de i + %FLS — pk — 1 = 0 de periodo
T(h) y tal que para algin n € 7

nT (h)
/ k(s)ds =2mm, m € Z. (2.8)
0

Entonces la curva de Wegner correspondiente o(s) es cerrada, de longitud L = nT'(h)
e indice ind o = m.
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Demostracion. Para demostrar que «(s) es cerrada tenemos que ver que «(0) = «(L)
y &(0) = &(L), para ello, comencemos trazando un circulo centrado en el origen tal que
su radio r); sea la distancia méxima del origen a a(s). Podemos suponer que «(0) se
encuentra sobre el circulo de radio ry; y la parte positiva del eje x y «(L) también estd
sobre el circulo de radio r); pues r depende de k, esto es posible al aplicar traslaciones
y rotaciones. En la imagen de abajo se muestra el sistema.

Como rj; es maximo

dr
ds

=7 =cos ¢ =0, (2.9)

donde ¢ es el angulo formado entre 7 y 7,.
Para que a(0) = a(L) basta mostrar que (L) es multiplo de 2, es decir, (L)
regresa al punto donde partié, esto es a «(0). Al usar la ecuacién (2.9) tenemos que

cosp(L) =0 < ¢(L) =271k, + g, con ky €7

de manera analoga, ¢(0) = 27ky + 7 pues a(0) y a(L) estan a la misma distancia ry;.

Luego, usando este tltimo resultado y que xk = 0 + d) tenemos

/O k() ds — /0 (64 ) ds = 0(L) — 6(0) + 6(L) — 6(0) = 2m. (2.10)
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Por construccién 6(0) = 0, asi sustituyendo valores en la ecuacién (2.10)

O(L) — 0+ <27rk1 + g) - (27rk’2 + g) = 0(L) + 2n(ky — ko) = 27m

& 0(L) = 21(m + ks — k1)

como queriamos.
Como en «o(0) = a(L) se tiene el mismo vector tangente unitario la derivada es la
misma &(0) = &(L), lo que completa la demostracion. O

Observacion 2.2. En la demostracion anterior se uso el hecho de que la curva o(s)
alcanza su radio mdzimo ryy, esto se analizard en el capitulo siguiente.

Observacion 2.3. La Proposicion anterior es valida para curvas de Wegner ya que en
general, para que una curva sea cerrada, no basta que fOL k(s)ds sea un maltiplo entero
de 2. Un ejemplo de esto es la espiral logaritmica r(0) = ce® como mostraremos a
continuacion.
Dada la espiral logaritmica y usando la formula para calcular su curvatura tenemos
r?+2r—r’  1(1—-2a*>—a) 1 __(1—2a*>—a)

w(6) = (P +r2pr o (1+a2p? e (14 a2)3/2

Integrando la curvatura
L L 2 2
1 (1 —2a%—aq) 1 (1-2a*—a) _
ds = Te Wi )= = femel 1],
/0 ri(s)ds /0 et (1+ a?)3/? ac (14 a?)3/? e ]

—1/a ac(14a2)3/2

Si tomamos de longitud L = In (2pm + 1) CON P = 4= 5z Y q € Z la integral

anterior es

/OL (oyds L (1 - 24> —a) [% (q“(l+—“2)3/2) +1- 1} — 7.

ac (14 a2)3/? (a4 2a*>—1)

Por lo tanto fOL k(s)ds es maltiplo entero de 27, pero lo cierto es que la espiral lo-
garitmica r(0) = ce® no es una curva cerrada.

Corolario 2.1. Sea k(s) una curva solucion de i + $5% — ik — 1 = 0 de periodo T'(h).
Entonces, la curva de Wegner a(s) con curvatura k(s) es cerrada si y solo si

T(n) -
/ k(s) ds =2r—, mn,m € Z. (2.11)
0 n

Demostracion. =) Aplicando la proposicién 1.9 a la curva a(s) tenemos que

nT (h)
/ k(s) ds = 2mm.
0

Luego, por ser k(s) de periodo T'(h)

nT(h) T(h)
/ K(s) ds = n/ K(s) ds = 2mm
0 0
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Figura 2.2: Espiral logaritmica r(0) = 3/2exp(6/20).
y finalmemte

T(h) T(h) m
n/ K($) ds:27rm<:>/ k(s) ds =2r—, mn,m € Z
0 0 n

como se queria.
<) Del mismo modo que en la primera parte, tenemos

T(h) m nT(h)
/ k(s) ds =21— & / k(s) ds = 2mm.
0 n 0

Aplicamos la Proposicién 2.4 y obtenemos que la curva «(s) es cerrada.

19



Capitulo 3

Sistema dinamico y curvas de
Wegner

La matemdtica es la ciencia del orden y la medida, de bellas cadenas de
razonamientos, todos sencillos y fdciles.
Descartes.

En este capitulo estudiaremos un sistema dindmico relacionado con las identidades
vistas en el Capitulo 1, las soluciones de este sistema dinamico y su relaciéon con las
curvas de Wegner.

Empecemos tomando algunas identidades vistas al inicio del capitulo uno,
p=r—0= (4aT2+2b) — 40

70 = sen ¢ < 0 = sen¢' (3.1)
r

Sustituyendo 6 en ¢
sen ¢

¢ = 4ar? + 2b —

Esta tltima igualdad junto con 7 = cos¢ y la ecuacién (3.1) forman el siguiente
sistema de ecuaciones

7 = CoS ¢
: sen ¢
& =F(z,s;a,b) & ¢ = dar® + 20 — (3.2)
. Sen ¢
9 pu—
r

donde x = (1, ¢,0) y a y b son constantes fijas.

Proposicion 3.1. El sistema (3.2)) tiene primera integral de movimiento ¥(r, ), es
decir, U(r, @) es constante a lo largo de las soluciones de (3.2)) .

20
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Demostracion. Tomemos las dos primeras ecuaciones del sistema y hagamos su cociente
como sigue
¢ Aar? +2b— 22 Aqr3 4 2br — sen ¢

T

7 cos ¢ T COS ¢
— (rcos ¢)do = (4ar® + 2br — sen ¢)dr
— (rcos¢@)do + (sen ¢ — 4ar® — 2br)dr = 0.

Esta ultima igualdad es una ecuacion diferencial exacta las cuales se sabe que admiten
primera integral. Finalmente, la primera integral de movimiento es

U(r,¢) = rsen¢ — ar — br’.
Para demostrar que es constante veremos que su derivada es cero,
\i/(gb, r) = (7sen ¢ + r cos gbgb) — dardi — 2brv
= (110 + rid) — (dar’r + 20br7)
= fr[(é + gzﬁ) — (4ar® + 2b)]
=7rr[k — k| =0

como se queria. O

Por simetria radial podemos trabajar solo con las 2 primeras ecuaciones del sistema
(3.2)) excluyendo 6 = sen ¢/r por tratarse de rotaciones y por no depender el sistema
de 6.

A continuacién se mostraran algunos resultados interesantes sobre W(r, ¢).

Proposicion 3.2. La primera integral de movimiento U(r, @) es equivalente a la cons-
tante ¢ en 0 = ar® + b+ c/r%.

Demostracion. Tomando V(r, ¢) y la tercera ecuacién de (3.2) vemos que
U(r,¢) = rsen ¢ — ar* — br?
sen
:7“2( ¢)—ar4—br2
T

=720 — ar* — br?

V()

sh=ar’+b+ 5
-

O

De la proposicién anterior tenemos que por cada condicién inicial (rg, ¢g) obtenemos
un valor de ¢ para a y b fijas, esto es

c = U(rg, ¢g) = rosen ¢y — ary — bre.

La dependencia de la constante ¢ a la condicién inicial implica la dependencia de otras
ecuaciones sobre (rg, @), entre ellas p = 2(b* — 4ac).
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Proposicion 3.3. Para un nivel V(r,¢) = c los radios criticos de la solucion que
corresponden a ¢ se encuentran resolviendo el polinomio

b c
2
-qg——-=20.
aq —|—3q 3

Demostracion. Calculemos el gradiente de W(r, ¢).
vV (r,¢) = (sen ¢ — 4ar® — 2br,r cos @)
que igualando a cero tenemos

sen ¢ — 4ar® — 2br = 0 < sen ¢ = 4ar® + 2br

3 3.3
rc0s¢:0<:>¢:gégb:?ﬂparaqbe(O,Qﬂ]. (3:3)
Por otro lado, de la ecuacién (1.1) y la Proposicién (1.1) tenemos
2 ¢ 3 ¢
Sengb:r<a7’ +b—|——2> =ar’+br+ —.
r r
Igualando esta tltima ecuacién con sen ¢ = 4ar? + 2br vemos que
ar® + br + £ = dgar® + 2br
r
& r(ar + br + S dar® - 2br) =0
r
S 3art+br?—c=0
b c
4 2
& —r*— - =0,
ar” + 3r 3
tomando ¢ = r? nuestro polinomio es
b c
2
aq”+ -q— - =0.
773173
O

A continuacién calcularemos los radios criticos para una ¢ dada usando la proposi-
cién anterior.

Ejemplo 3.1. Sea V(r, ¢) = rsen¢—art—br? = —18. Por la Proposicion 3.2 sabemos
que ¢ = —18, luego, tomando a = 1/8 y b = 3 y usando la proposicion anterior para
culacular los radios criticos tenemos el polinomio

2
% +q¢+6=0.

usando la formula general para este tipo de polinomios vemos que

—14+/12—-4(6)/8
gi2 = 2/8 ()/ :—4:|:8—>Q1:—12, q2:4

Como q = 12 tenemos 1, = —/—12, 1y = /=12, r3 = =2 y r4, = 2. Dado que estamos
buscamos distancias, la inica opcion esr = 2.
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Proposicion 3.4. Tomemos la familia uniparamétrica de las pardbolas y = aq®+bq+c,
donde a y b son fijas y ¢ € R. Los radios de los puntos criticos de V(r, ¢) se encuentran
en los puntos de tangencia de una pardbola de la familia uniparamétrica con la pardbola

y?=q.

Al decir puntos de tangencia nos referimos a los puntos donde una parabola de la
familia intersecta a la pardbola y? = ¢ y ademds tienen la misma derivada.

Demostracion. Para ver los puntos criticos calculemos el gradiente de W(r, ¢).
vV (r,¢) = (sen ¢ — 4ar® — 2br,r cos @)

que igualando a cero tenemos

sen ¢ — 4ar® — 2br = 0 < sen ¢ = 4ar® + 2br

rcos¢=0@¢:gé¢:3§ para ¢ € (0, 27].
Sustituyendo en sen ¢ = 4ar® + 2br los valores de ¢ obtenidos arriba tenemos

+1 = dar® + 2or = 2r(2ar® + b) & 1 =4r% (2ar? +b)”
y tomando ¢ = r? la ecuacién para los radios de los puntos criticos es
1 = 4q (2aq + b)*. (3.4)

Por otra parte, igualemos la pardbola y?> = ¢ y una parabola y = aq® + bq + ¢ que
pertenece a la familia uniparamétrica para obtener sus puntos de interseccion, esto es

+/q=0aq"+bg+c & q=(ag’+bg+c)’.

Para ver que coinciden sus derivadas tomemos la ultima iguladad de arriba, la derivamos
respecto de ¢ y tenemos

1 = 2(ag® + bg + ¢)(2aq + b)
& 1 =4(aq® + bq + ¢)*(2aq + b)?
& 1 = 4q(2aq + b)?

donde en la tltima equivalencia usamos la ecuaciéon ¢ = (ag® + bq + ¢)? la cual nos da
los puntos de interseccion de las parabolas.

Notemos que 1 = 4¢(2aq + b)? nos da los puntos donde las parabolas son iguales asf
como sus derivadas y ademas, es la misma ecuacion que calculamos para los radios de
puntos criticos.

]

Proposicion 3.5. El numero de puntos de tangencia referidos en la Proposicion 3./
es a lo mds 3 segun el valor de 23ab® + 33a?:

w Si 23ab® + 33a® < 0 entonces se tienen tres puntos de tengencia.

w i 23ab® + 33a® = 0 entonces se tienen dos puntos de tengencia.
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w i 23ab® + 33a? > 0 entonces se tiene un punto de tengencia.

Demostracion. Analicemos la ecuacién para los puntos de tangencia

1 = 4q(2aq + b)*
o 200 + 2%abg® + 220?q—1=0

b 1 b2 1
3 2
P+ -t g ——— =0
g +aq +22c12q 242
b B G L N
9 aq 3a2q 33a3 3a2q 33a3 22a2q 24q2

- (q+19)3+qu<1_1) B (1;&@) 0
3a a2’ \4 3 24 a2 3343
3a 12 a? 2442 3343

©+b332 b’ LA D
17 3, 12 \3242 )97 \ 252 " 3343 ) ~

3 1 b
<:>(q+04)3—zla2q— (@4-043) =0, cona= -

Sp’+pfp+y=0

donde 3 ) .
p=q+a, ﬁ:—Zavaz—Zag—%—az.
El determinante del polinomio p* + 8p + v = 0, equivalente al polinomio 4¢(2aq +
b)> —1 =0, nos da el tipo de puntos de tangencia que existen.
Para dar solucion a esta ecuacion cibica usaremos la férmula de Tartaglia-Cardano
como se hizo en el Capitulo 1 y basados en [I3]. Primeramente calculemos el discrimi-

nante A del polinomio p* + Bp +~ = 0,

2 3 2 3
oot sl b ()

27 4| 4 24a? 27\ 4
1 /1 4 2 451 1 33l
T\t TRY g TR T3y
ab  1a8 1 ab
T e g
a’323a? + 1
T T 10,4
1 b\’ 4 s
= 10,1 [(3—@) 2°a” + 1
1 [236% 4+ 3% 23ab® + 33a?
~ Q1044 334 = T 9103346
La féormula de Tartaglia-Cardano expone que junto con la identidad vw = —(3/3 las

raices vendran dadas en los tres siguientes casos dependiendo A.
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Caso 1. Si A < 0 el polinomio tiene tres raices reales y distintas.
Caso 2. Si A = 0 el polinomio tiene tres raices reales, dos de ellas iguales.
Caso 3. Si A > 0 el polinomio tiene una raiz real y dos complejas conjugadas.

Como el determinante es un cociente cuyo denominador es siempre positivo basta ana-
lizar el numerador 23ab® + 33a2. O

A continuacién daremos un ejemplo donde se exponen los tres casos mencionados
en la demostracién anterior.

Ejemplo 3.2. Tomemos el polinomio p* + 8p + v = 0 mencionado arriba y su discri-
minante /\.

Caso 1. Sia(2°b® + 3%a) < 0 tenemos

Caso 1.1. Cuandoa >0y 230 +3%a <0< b < —3a/2. Tamamosa =1/8 yb= —3.

1/3 1/3
q:U—l—w:[—%‘l—\/Z] +[—%—\/Z}
RERYEYIAVEE L [P+ B
S 2\ 4\3a 2442 210336
IR R VA AN S B R
2 4 \ 3a 24a? 2103346
. 1/3
I O e D S N O G iR o
B 22 \ 3/8 24/82 21033 /86
1/3 1/3
= [+ 24 VECTF )|+ 22— V(T4 1/29)]

1/3
L1 =3\ L[ -2%33/8 4 3382
2\ "2 \3R) T yw 21033 /86
1/3 1/3
:[—62+z’6\/ﬂ +[—62—¢6x/7] .

1/3

1/3

1
2

+

Las raices cubicas son:

o 62 + Z6\/7 : {641/36—.25067ri/3 641/36—.2506+27ri/3 641/36—.2506+47r’i/3}
— 62 — 26\/? . {641/36.25067Ti/3 641/36.2506+27Ti/3 641/36.2506+47ri/3}

Usando la identidad vw = —f3/3 = 2* tenemos que las raices buscadas son

¢ = 641/3 <67.2506i/3 4 625067L/3) o = 641/3 (ef.2506+27ri/3 4 62506+27ri/3)

Y

g3 = 641/3 (6—‘2506+47ri/3 4 6.2506—|—47ri/3) '

La grdfica del polinomio con los valores dados para este caso se muestran en
la imagen de abajo.
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60 | ‘.25’x"3}+12'(-3]‘x"2}+[4’(9)'x?-?
50
40 -
30 |
20

10

Caso 1.2. Cuando a > 0 y 2303 + 3%a < 0 & b < —3¥a/2. Tamando a y b adecuados
tenemos los mismos resultados que en el Caso 1.1.

Caso 2. Sia(230® + 3%a) =0< b= —3Ya/2. Tomando a =1/8 y b= —3/4 tenemos

oo [3o A"+ [3-vA)"

1/3

1 1/b\° 1 v
3 (‘1 ) ‘@)‘m]
1/3 1/3
Pl sy e\
2 22 34 24

Las raices cibicas de 1 son:
{€2m'/3> Amif3, e67ri/3} _
Usando la identidad vw = —[3/3 = 1 tenemos que las raices buscadas son
G = gy = 273 4 A3 g — 9cbTi/B.

La grdfica del polinomio con los valores dados para este caso se muestran en la
imagen de abajo.
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3 T T T T T

0
{.25%x** 3]+ (2%(-. 751+ 2 ) +(4%(.5625)*x)-1

Caso 3. Sia(2°b® + 3%a) > 0 tenemos

Caso 3.1. Cuando a >0 y 2’0 4+ 3*a > 0 < b > —3¥a/2. Tamamos a =1/8 y b= 3.

1/3 1/3
qzv—i-w:[—%—i-\/ﬁ] —i—[—%—\/ﬁ}
RN SR YA U B PR
2 4\ 3a 2442 210336
1 1/ 3_ 1 [23ab3 + 3342
2\ 4\ 3a 2442 2103346

1/3
23(3)3/8 + 33 /82
+ \/ 21033/86 ]

1/3

1/3

3 1/3
NIRYEENEH 82\ [23(3)3/8 +33/8?
2\ 22\3 21 21033 /86
( 6 1)/ 6 1/3 ( 6 1)/ 6 1/3
26+1) /2 26+1) /2
= [26 424 [T 20 42— 2
T2 s + |26+ 758 ]

1/3
= [66+ 25|+ [66 - 2v/E5] .
Las raices cibicas son:
66 — 2v/65 : { (66 — 2v/65)!/7¢™%, (66 — 2V/G5)!/ e/, (66 — 2/65) e/}
66 + 2v/65 : {(66 +2v65)"/3e>™/3 (66 + 2v/65)" %/ (66 + 2\/@1/3667”'/3}
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Usando la identidad vw = —[3/3 = 16 tenemos que las raices buscadas son

¢ = (66 — 2v/65)"/%e>™/% 4 (66 4 2v/65)"/%e'/?,
g2 = (66 — 2v/65)"/3e*™/% 1 (66 4 21/65)"/%e™/3,
gs = (66 — 2v/65)Y3e5™/3 4 (66 + 21/65)1/3e5™/3,

La grdfica del polinomio con los valores dados para este caso se muestran en
la imagen de abajo.

0
(.25%%0H43) +(24(3)%x++2)+(4+(9)*x)-1

210 b J 4 ]

_30 - .. -1
40 b | -
-50 | R

-60 | i ; -

'?O 1 L L
-20 -15 -10 5 0

Caso 3.2. Cuando a > 0 y 2363 + 3%a > 0 & b > —3¥/a/2. Tamando a y b adecuados
tenemos los mismos resultados que en el Caso 3.1.
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La siguiente imagen muestran la interseccion de las pardbolas y* = x yy = 22 /8 —
3x+1 para el primer caso de este ejemplo. Notemos que existen 4 puntos de interseccion
aunque solo 3 de ellos son puntos de tangencia.

Ya vimos en los capitulos antriores como se relacionan las curvas de Wegner con el
sistema de la Proposicién (1.6 y bajo que condiciones estas curvas son curvas cerradas.
En seguida se mostrard un resultado que relaciona el sistema (3.2)) con curvas de Wegner.

Teorema 3.1. Toda curva solucion del sistema mostrado abajo, sistema (3.2), es el
levantamiento de una curva de Wegner.

7 = COS ¢
: 9 sen ¢
r=F(z,t;a,b) & ¢ = dar” +2b — ”
ézsengb
r

Por levantamiento debemos entender una curva de Wegner en tres dimensiones cuya
tercer coordenada es la componente ¢ que aparece en el sistema, es decir, una curva del

tipo @(s) = (r(s), 8(s), (s)):

Demostracion. Mostraremos que por cada condicién inicial para el sistema po-
demos construir curvas de Wegner, para esto nos basamos en la construccion que se
realizo en el Capitulo 1.

Tomemos una condicién inicial (g, ¢g) del sistema dado. La Proposicién 1.3 muestra
la deduccién de la ecuacion diferencial

L1
/{+§m —puxk —o =0.

Notemos que la ecuacién diferencial depende de la condicién inicial (rg, ¢g), pues la
Proposicién 3.2 nos dice que

1o = 2(b* — dac) = 2(b* — 4a¥ (ro, ¢y))
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de modo que podemos escribir la ecuacion diferencial como

1
K+ 5/5” — piok — 0 = 0. (3.5)

En la ecuacién pasada si 7 = £ tenemos el sistema

K=
n= —ém + oK + 0.

De manera similar a como se muestra en la Proposicion 1.6, las soluciones del sistema
son las curvas H = Hy, donde Hy = H(ko,0) y ko = 4arg + 2b es una condicién inicial
de (3.5).

Sea k(s) una solucién de la ecuacién diferencial (3.5). Tomando k(s) y usando las
ecuaciones construimos una curva «(s) tal que k(s) es su curvatura. Notemos
que la curva a(s) y su curvatura (s) dependen de la condicién inicial y que «(s) es
una curva de Wegner, esto por como se construyé la ecuacion (3.5). Asi, haciendo el
levantamiento tenemos lo deseado. [

Ahora daremos un resultado que relaciona los puntos criticos de la primera integral
para el sistema (3.2)) con el Hamiltoniano del sitema de la Proposicién (|1.6]).

Proposicion 3.6. Sea (ro, o) un punto critico de ¥(r,d). Si pug = 2(b* — 4dac) y

Ko = 4arg + 2b entonces (Ko, 0) es un punto critico de H,,(k,n) = %4 + % — Bk? — ko

Demostracion. Mostraremos que un punto critico de H,, se puede ver como punto
critico de V.

Sabemos por la Proposicion 3.4 que los puntos criticos de W satisfacen el polinomio
1 = 4q(2aq + b)?, donde g = r2. Al sustituir un punto critico (rg, ¢) en ¥ tenemos

W(rg, ¢o) = rosen ¢y — (ary + bry) = +rg — (ary + bri)

& drg = arg + brd + U(rg, ¢o) < £ro = arg + bri +c (3.7)

donde la ultima equivalencia se da por la Proposicion 3.2.
Por otra parte, para ver que (kg,0) es punto critico de H,, se debe cumplir

2 2
0=n.

3 2
Ozli——uom—a@m(ﬁ——uo)—azo

Al sustituir los valores de kg, pg y o tenemos

(4arg + 2b)?
2

= (darg + 2b) (16a°rg + 16abry + 4b* — 4b* + 16ac) — 16a

= (darg + 2b)16a (arg + brg + c) — 16a

& 1= (darg + 2b) (arg + brg +c) .

0 = (4ary + 2b) ( — (2v* — 8ac)) —8a
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Sustituyendo la ecuacién (4.1) en la ultima igualdad
1 = (4ary + 2b)(£ro) & 1 = 4r3(2arg + b)*.

Tomando ¢ = 72 tenemos la ecuacién que cumplen los puntos criticos de ¥ como se
queria. O

Por otra parte, para estudiar el sistema reducido de (3.2)) hagamos los siguientes
cocientes con sus componentes.

dp  Aar® +2b— =22 4qrd 4 2br

=20 r 1.
= seng

sen ¢
Lo que nos arroja el sistema reducido

r' = rcot ¢
y=Gly,t;a,0) = ¢, dar® +2br . (3.8)
sen ¢
con y = (r,¢) y jacobiano

DG — cot ¢ —resc? ¢
(y) - 12ar?+2b _(4ar3 + QbT) cscpcotp )

sen ¢

Al evaluar en un punto critico xo = (79, o) del sistema (3.2 tenemos

o 0 —To
DG(zo) = ( +2(6ar2 +b) 0 ) ’

cuyas raices del polinomio caracteristico satisfacen la siguiente ecuacién
A+ 27 (6ary 4+ b) = 0 < A2 = £2r(6ari + b). (3.10)

Notemos que para a,b y rq diferentes de cero DG(zg) # 0.
Para raices reales, como 2ry > 0 tenemos dos casos dependiendo 6ar2 + b, cuando
—(6arg +b) > 0y cuando 6ar? + b > 0. Del primer caso

b b
O<—(6ar§+b)<:>r§<—a<:>ro<j:\/—a.

En el segundo caso solo cambia el sentido de la desigualdad, esto es, ro > ++/—b/6a.
Como las distancias son reales positivas tenemos que a y b deben ser de signos opuestos.
Para ejemplificar tomemos los valores a = 1/8 y b = —3/4 como en el Caso 2 del Ejemplo
3.1. Al sustituir los valores en ry < £4/—b/6a tenemos

b _
7’0<:|: —— =4y /= —3 § <:>7”0<:|:1H0<T0<1.
V. 6a 4 6
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Tomando ry = 1/2 y sustituyendo todos los valores vemos que

OIHHORGEERe

Enseguida mostraremos uno de los resultados principales de este trabajo, un teore-
ma que relaciona dos sistemas bajo una funcién.

Teorema 3.2. Si & = Fy(z,t;ay,by) es un sistema andlogo a & = F(x,t;a,b) cuya
tnica diferencia estd dada por ay = a/\* y by = b/X con X\ > 0, entonces F(x,t;a,b) y
Fy(z,t;ay,by) son topoldgicamente equivalentes bajo una homotecia.

Demostracion. Para la demostracién mostraremos que dada una solucién de F(x, t; a, b)
se puede convertir en una solucién de Fy(z,t; ay, b)) bajo A(r), como se muestra en el
siguiente diagrama

|

ay

F(z,t;a,b) Fa(7,t;ax,b5)
Qa

A

Primero veremos como es la curva @,. Sea A : R — R la homotecia A(r) := Ar con
A >0y Vy(p,r) la primera integral de F)(z,t; ay, by). Haciendo el pullback siguiente
vemos que

a b

ANy (p, 1) =Wy o A(r) = (Ar)sen¢ — 3 (Ar)* — X()\T)Q
= AMrsen¢ — ar* — br?) = \¥(¢,7),
donde ¥(¢,r) es la primera integral de F(x,t; a,b). Ahora, por la Proposicién 3.2, para
cada condicién inicial (1o, ¢g) se tiene que ¢y = Ac = AW(¢y, o).

Asi con ay, by y ¢, obtenemos nuevos valores de p y en o, los cuales denotaremos
como sigue

2 b? a 2 ., 1
a 1
0'/\:861)\:8ﬁzﬁ0'
que por la Proposicién 1.5 son coeficientes de
1
K+ SFA T HARY = OX = 0.

De la Proposicién 1.6 tenemos que a la ecuacion diferencial anterior se puede ver como
un sistema de ecuaciones y este a su vez, le corresponde el Hamiltoniano
4 2
K n a2
A A 2
H(kx,m) = = + 5 — K} — Oaka,
8 2 2
cuyas curvas de nivel H(ky g, 0), con condicién inicial ky o = 4axri ,+2by o son soluciones
de sistema mencionado antes.
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También de la Proposicién 1.5 tenemos que las soluciones k) de la ecuaciéon anterior
son de la forma k) = k/\, donde tanto k) como k son curvaturas de curvas de Wegner
a) = Aa y «a respectivamente. Notemos también que la distancia del origen a la curva
Q) €S

ra = llaal] = [[Aal] = Allaf| = Ar.

Hasta este punto hemos construido la curva «;, como en el Capitulo 1 de acuerdo a
nuestros requerimientos, con ay, by y ¢\ hasta llegar al Hamiltoniano H.

Ahora, siguiendo la demostracién del Teorema 3.1, podemos hacer el levantamiento
de a, y asi tener la curva a,(s) = (ra(s),0(s), ¢(s)) = (Ar(s),8(s), #(s)), que por el
Teorema 3.1 dicha curva es la solucién del sistema Fy(z, t; ay, by).

Finalmente, tomemos una curva &(s) que es solucién de F(z,t;a,b), haciendo el
pullback de A(r) con @&(s) tenemos

Aa(r(s),0(s), 6(s)) = @ o A(r) = a(Ar(s), 0(s), ¢(s)) = ax(s),

asi pasamos de curvas solucién del sistema F' a las curvas solucion de F a través de la
homotecia.

Notemos que esta A(r) preserva los puntos criticos pues tnicamente altera a F en r,
es decir, cambia la distancia en que se encuentran los puntos criticos respecto al origen
pero no el hecho de ser un punto silla o centro segtin sea el caso.

Ahora para ver como se relacionan F y F) tomemos la siguiente matriz

A 00
A,:=10 1 0
0 01
Al aplicar A, a F tenemos
A*F(rv 97 QS) = )\F)\A((T, 97 ¢)) = )‘FA(/\T7 97 ¢)a

que andlogamente al caso de las curvas a(s) y @,(s), los campos se relacionan mediante
A como se queria, ademds si &(s) es una solucién de F con condicién inicial (1o, 0, ¢o)
con a(0) = (r9,0) y @(0) = (1, ¢o) entonces A o &(s/\) es solucién de F con condicién
inicial (/\7”0, 0, qb())

[

En las imagenes de abajo podemos ver un ejemplo de como actua A(r) al mantener
las caracteristicas de los puntos criticos. Las imagenes muestran las curvas solucién de
F y F, en el plano r¢. Se observa que para los puntos criticos la coordenada ¢ en ambas
imagenes se mantiene pero la coordenada r aumenta en la segunda imagen respecto a
la primera.
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Gréficos hechos con el programa Run-
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