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Resumen

En el presente trabajo se analizan con métodos numéricos modelos de enlace fuerte
unidimensionales desordenados. Fisicamente los modelos describen una particula cuantica
(“electron”) que se mueve en una red unidimensional con energias de sitio aleatorias y
amplitudes de salto a los primeros b vecinos también aleatorias. Desde un punto de vista
matematico, el problema consiste en determinar las propiedades estadisticas de autovalo-
res y autovectores de matrices banda aleatorias con desorden diagonal y no-diagonal. El
objetivo principal es estudiar la localizacién de los estados electrénicos y determinar cémo
cambia su estructura cuando el desorden (diagonal y no-diagonal) presenta correlaciones
espaciales. Los resultados numéricos de esta tesis muestran que, para valores moderados
del desorden no-diagonal, especificas correlaciones espaciales de las energias de sitio y de
las amplitudes de salto producen una transicién de localizacion-deslocalizacion analoga a
la que ocurre en el modelo de Anderson unidimensional con desorden correlacionado. La
transicién se atenua hasta perderse por completo cuando se incrementa la intensidad del
desorden no-diagonal.

Palabras claves: Localizacion de Anderson, Matrices banda aleatorias, Desorden corre-
lacionado.






Abstract

In the present work, numerical methods are used to analyze random one-dimensional
tight binding models. In physical terms, these models describe a quantum particle (“elec-
tron”) which moves along a one-dimensional chain with random site energies and random
hoppings to the b nearest neighbor. From a mathematical point of view, the problem con-
sists in determining the statistical properties of the eigenvalues and eigenvectors of band
random matrices with diagonal and off-diagonal disorder. The main purpose is to study
the localization of the electronic states and to determine how their structure changes
when disorder (both diagonal and off-diagonal) presents spatial correlations. The nume-
rical results of this thesis show that, for moderate values of the off-diagonal disorder
specific spatial correlations of the site energies and of the hopping amplitudes produce a
localization-delocalization transition similar to the one that occurs in the one-dimensional
Anderson model with correlated disorder. When the strength of the off-diagonal disorder
is increased, the transition fades and eventually vanishes.

Keywords: Anderson localization, Band random matrices, Correlated disorder.






Introduccion

En este trabajo se estudian las propiedades estadisticas de los autovalores y las propie-

dades de localizacion de los autovectores de matrices banda cuyos elementos son variables
aleatorias idénticamente distribuidas independientes o con especificas correlaciones del
desorden, las cuales representan modelos de enlace fuerte con interacciones entre b veci-
nos en una muestra unidimensional de talla finita.
Nuestros modelos surgen como una generalizacién del modelo de Anderson unidimensio-
nal que considera desorden en las energias de sitio e interacciones a primeros vecinos,
el cual es representado mediante una matriz banda tridiagonal con elementos aleatorios
solamente dentro de la diagonal principal. De manera andloga, nuestros sistemas tendran
una representaciéon como matriz banda aleatoria, pero ahora con desorden tanto dentro
como fuera de la diagonal y una anchura de la semibanda de tamafo b.

En diversos estudios se ha demostrado que los autoestados del modelo de Anderson unidi-
mensional son localizados en presencia de desorden en las energias de sitio. Sin embargo,
Izrailev y Krokhin mostraron que mediante el uso de correlaciones del desorden es posi-
ble modular las propiedades de localizacion de los autovectores de la muestra, generando
ventanas de localizacién-deslocalizacion efectivas de los estados del sistema. Lo que nos
motiva a creer que el uso de elementos correlacionados en el modelo con desorden fuera de
la diagonal principal e interacciones a los primeros b vecinos puede generar la presencia de
un comportamiento similar al modelo unidimensional antes mencionado, teniendo como
consecuencia que podamos manipular las propiedades de localizacion de los autovectores
de las matrices banda que estamos estudiado.

Debemos destacar que este problema se mantiene abierto y es de interés conocer a fondo
su solucion dado que puede significar una extension de los modelos unidimensionales a
modelos de dimensionalidad més alta, considerando el vinculo que existe entre las matri-
ces banda aleatorias que representan nuestros modelos de enlace fuerte y los sistemas casi
unidimensionales. Ademas, los posibles alcances del estudio no se limitan a los modelos
de enlace fuerte, existe la posibilidad, al estudiar matrices banda aleatorias, de encontrar
resultados que permitan desarrollar otros modelos y campos de la fisica, tales como el
rotador pateado en su versién cuantica y el caos cuantico en general.

A través de un estudio numérico hemos confirmado la presencia de localizacién en los
autovectores del modelo de Anderson con energias de sitio independientes y el efecto de
transicion entre estados localizados y estados extendidos al usar los elementos diagonales
con apropiadas correlaciones del desorden. Una vez desarrollado el modelo con desorden



diagonal continuamos con el andlisis del desorden fuera de la diagonal sin correlaciones
considerando interacciones a b vecinos en la red. Sistemas para los cuales hemos encon-
trado que la presencia de desorden fuera de la diagonal tiene como consecuencia que las
ventanas de localizacion-deslocalizacién de los autoestados se vean disminuidas con el
crecimiento de las interacciones entre vecinos cercanos de la red, lo que tiene como con-
secuencia la pérdida de la transicion metal-aislante.

También hemos determinado que el agregar correlaciones a lo largo de todas las dia-
gonales de la matriz banda permite preservar las ventanas de localizacién-deslocalizacion
para valores finitos de la anchura de banda. Sin embargo, si b sigue creciendo, se pierde el
efecto de deslocalizacién debido a las correlaciones del desorden. Se tiene por lo tanto una
confirmacién parcial de nuestras hipétesis de que por medio de apropiadas correlaciones
de los elementos de matriz se pueden preservar las ventanas de transiciéon efectivas entre
estados localizados y estados extendidos.

Contenido de la tesis

Para lograr nuestro objetivo de una manera eficaz comenzaremos, en el primer capitu-
lo, mostrando las principales caracteristicas de un sistema cristalino asi como los diferentes
conceptos de la fisica de estado sélido que nos seran de utilidad para definir con precision
tanto los modelos de enlace fuerte como las propiedades estadisticas de los parametros
presentes en él. Entre estos conceptos destaca la definicion de una red de Bravais para la
correcta descripcion de un cristal, la cual nos permite caracterizar este sistema fisico vy,
mas adelante, enunciar y demostrar el teorema de Bloch que en esencia describe la forma
de los autoestados cuando un electron esta sometido a un potencial periddico, resultado
que tiene como consecuencia la presencia de estados extendidos y la apariciéon de bandas
de energia como caracteristicas de un sistema cristalino [2] 3, [4].

Una vez que hayamos desarrollado los puntos mas importantes en el estudio de los cris-
tales, pasaremos en el segundo capitulo a describir los sistemas desordenados. Veremos
que la presencia de desorden tiene como consecuencia la aparicién del fenémeno de la
localizacién de los autoestados, la cual fue descrita en 1958 por P. W. Anderson [I], quien
mostréd que al agregar desorden a una muestra los autoestados, en un principio extendidos
en la presencia de un material cristalino, se confinaban a una regién finita del espacio.

Este fenémeno, hoy conocido como localizacion de Anderson, ha logrado un enorme desa-
rrollo a partir de este trabajo, extendiéndose a diferentes campos de la fisica y ha sido ob-
jeto de numerosos estudios que incluyen andlisis tedrico, numérico y experimental 7], [10].
Se ha aplicado esta teorfa en el estudio de sistemas mesoscépicos [11], la propagacion de
ondas electromagnéticas y actsticas en medios aleatorios [12, [13], la fisica de atomos frios
[14] y la localizacién de fotones [I5], entre otros. Llegando hasta estudios més recientes
relacionados con el transporte de informacién en el ADN, donde se ha demostrado que
las correlaciones de largo alcance juegan un rol importante en la transmisién electrénica

del ADN [17].




Una vez que tengamos establecido la forma de introducir desorden en un sistema cris-
talino y definido con precisién la manera de identificar la presencia de localizacién en
nuestros sistemas, mostraremos algunos de los resultados méas importantes entorno a la
teoria de sistemas desordenados; entre los que destaca la teoria del tinico parametro de es-
cala a partir de la cual se ha podido establecer que para sistemas en una y dos dimensiones
solamente se tiene la presencia de estados localizados independientemente del grado de
desorden, y para el caso en tres dimensiones se pasa de un sistema con estados extendidos
a un sistema con estados localizados al aumentar el grado de desorden, efecto conocido
como transicion metal-aislante. Luego, hacia la parte final del capitulo, definiremos con
precisién, a través de su hamiltoniano, lo que consideramos como un modelo de enlace
fuerte y concluiremos este apartado con un estudio numérico del modelo de Anderson,
caso particular de modelo de enlace fuerte, utilizando una red de tamano infinito y una
de tamano finito para diferentes caracteristicas en los parametros del modelo. Mostrando
a partir del trabajo desarrollado por Izrailev y colaboradores [19] que bajo especificas co-
rrelaciones de los elementos que conforman las energias de sitio del modelo de Anderson
se puede generar una transicion efectiva entre estados localizados y estados extendidos
ain en el caso de una dimensién, efectuandose una transiciéon metal-aislante.

Maés adelante, en el capitulo 4, realizaremos el estudio de sistemas desordenados desde
otra perspectiva; utilizando la teoria de matrices aleatorias, una herramienta importante y
de enorme utilidad al tratar diversos problemas fisicos, entre los que destaca el estudio del
caos cuantico. Estudiaremos los sistemas desordenados a través del producto de matrices
aleatorias mediante el método de matrices de transferencia y haremos uso del teorema de
Furstenberg que, junto con la conjetura de Borland, permite establecer el crecimiento de
los autoestados del modelo de Anderson |22} 27]. Finalmente, terminaremos la descripcién
de las principales aplicaciones de las matrices aleatorias describiendo el fenémeno del caos
cuantico mediante el rotador pateado, un modelo ampliamente estudiado en la literatura
y de gran importancia al tratar de establecer una relacion entre sistemas desordenados
y sistemas cudnticos deterministas. El modelo del rotador pateado es importante por,
ademas de lo ya mencionado, exhibir la presencia de un fenémeno similar a la localizacién
de Anderson conocido como localizacion dindmica, que genera que la difusién de la energia
presente en el andlogo clasico del rotador pateado desaparezca en su version cuantica al
transcurrir el tiempo [28| 29, [30].

En nuestro peniltimo capitulo nos enfocaremos en describir las principales aplicaciones
del colectivo de matrices banda aleatorias, un conjunto particular de matrices aleatorias,
mencionaremos sus principales propiedades estadisticas [33], [36] y la diferentes aplicacio-
nes a sistemas fisicos que de ellas se tiene; como lo son el estudio del rotador pateado y
otros modelos que presentan caos cuantico [30, [37], a través de las cuales podemos mostrar
la transicion entre sistemas completamente cadticos a integrables con la variacion de los
pardmetros presentes en su estructura. Ademads de utilizar el colectivo de matrices banda
aleatorias para describir sistemas cuanticos que presentan caos, destacaremos su conexion
con los sistemas casi unidimensionales en la fisica de estado sélido y la posibilidad de
utilizar las matrices banda aleatorias para extender el estudio de sistemas desordenados
unidimensionales a mas dimensiones [40].




Por tultimo, en el capitulo central de este trabajo, utilizaremos la gran variedad de he-
rramientas desarrolladas a lo largo de cada seccidon para estudiar numéricamente modelos
de enlace fuerte particulares que consistiran en una cadena de atomos de longitud N,
unidimensional, con interacciones entre b vecinos en la red. Para ello haremos uso de la
teoria de matrices aleatorias mediante la representacién del hamiltoniano de enlace fuerte
como matriz tipo banda. A partir de la representaciéon matricial buscaremos determinar
la solucién del problema de autovalores y establecer las propiedades estadisticas tanto del
espectro de energias como de los autoestados del sistema, lo que nos permitird describir
la localizacion presente en nuestros modelos.

Como ya lo hemos mencionado, buscaremos realizar una extension del modelo tridiagonal
con desorden puramente diagonal al agregar desorden a las subdiagonales e interaccion a
b vecinos en la red.

Separaremos el estudio en dos secciones, en la primera se desarrollara un modelo con desor-
den diagonal con correlaciones y desorden no-diagonal sin correlaciones. Mostraremos que,
al aumentar el desorden no-diagonal, se pierde la transicion de localizacién-deslocalizacion
asociada a las correlaciones de las energias de sitio.

Una vez que hayamos identificado el efecto de la presencia de desorden sin correlacio-
nes fuera de la diagonal principal, procederemos a usar elementos correlacionados a lo
largo de todas las diagonales de la matriz banda con el fin de recuperar las ventanas de
localizacién-deslocalizacion que presenta el modelo con desorden puramente diagonal y
con ello permanezca la transicién entre regimenes.

A través de nuestros datos hemos logrado mostrar que, en efecto, la presencia de co-
rrelaciones del desorden en las subdiagonales del modelo con interacciones a b vecinos
en la red nos permite recuperar la transiciéon entre estados extendidos y estados locali-
zados. Sin embargo, la evidencia numérica nos muestra que la pérdida de la transicion
metal-aislante no se detiene por completo, solamente se ve disminuida, por lo que pode-
mos concluir que las correlaciones del desorden que hemos utilizado solo nos permiten
preservar parcialmente las ventanas de localizacion-deslocalizacion.




Capitulo 1

Sistemas cristalinos

Antes de poder abordar el tema central de este trabajo, que se dedica particularmen-
te al andlisis de sistemas desordenados, describiremos las principales propiedades de un
solido cristalino con el objetivo de definir, a partir de él, un sistema ordenado y poder
identificar la presencia de desorden en un sistema fisico.

Definicion 1. Solido Cristalino: Consideramos un solido cristalino como aquel que
esta constituido por un conjunto reqular de unidades idénticas, periodicamente distribui-
das en el espaciol2).

A continuacién, desglosaremos los conceptos mas importantes en el estudio de las estruc-
turas cristalinas, a partir de los cuales podremos desarrollar las propiedades de simetria
que caracterizan a este modelo fisico.

1.1. Red de Bravais

Una red de Bavais se define como un conjunto periédico de puntos en el espacio, todos
ellos conectados por los vectores de traslacion:

tn = n1t1 + n2t2 + n3t3, (111)

donde los vectores ti,ts,t3 son no coplanares y satisfacen la regla de la mano derecha.
A estos vectores se les conoce como vectores primitivos o fundamentales y los niimeros
ni, N9, N3 que los acompanan son cualquier niimero entero.
El paralelepipedo formado por ty, to, t3 es llamado celda primitiva y su volumen esta dado
por:

Q =ty (t2 X t3). (1.1.2)

La posible eleccion de los vectores primitivos y de la celda primitiva no es unica, solamente
el volumen (£2) contenido dentro de la celda se debe mantener invariante.
Para mostrar este hecho podemos observar la Figura [I.1] Donde tenemos una red de
Bravais bidimensional que puede ser generada por los vectores primitivos:

t; = (a,0,0),  t5(0,b,0), (1.1.3)



Capitulo 1. Sistemas cristalinos

Figura 1.1: Red de Bravais bidimensional generada con dos diferentes celdas primitivas

[2].

y a la vez, es descrita de manera equivalente por los vectores fundamentales
t1 = (a,0,0) =t;,  ty=(na,b,0) =nt; +t, (1.1.4)

con n un entero arbitrario. Con ello vemos que para ambas descripciones cambian tanto
los vectores fundamentales como la celda primitiva en la generacién de la red, pero el
volumen €2 = ab permanece constante.

Luego, de la definicién de red de Bravais, es posible describir el conjunto de puntos que
la constituyen usando otro tipo de celda, denominada celda convencional, la cual contiene
un numero entero de celdas primitivas y un cierto nimero extra de puntos de la red. Un
ejemplo de una red de Bravais en dos dimensiones aparece en la Figura [1.2] Donde se
compara la generacién del conjunto de puntos que constituyen la red, por un lado, con
una celda primitiva y por otro con una celda convencional. Para esta red se toma como
ejemplo la celda primitiva generada por los vectores:

t = (a,0,0), ts=(a/2,b/2,0), (1.1.5)

donde el area del paralelogramo formado por estos vectores tiene un valor de ab/2. Ahora,
al describir la red con una celda convencional con forma rectangular, doble area y un
punto extra en el centro del rectangulo; los vectores primitivos son:

' = (a,0,0), t5) = (0,,0), (1.1.6)
con lo que las celdas convencionales generadas por tgc) y téc) contienen dos celdas primi-
tivas.

Aunque para describir las propiedades de una red de Bravais que requieren el uso de todas
las propiedades de simetria presentes en el cristal se debe emplear la red generada a partir

del uso de los vectores y celdas primitivas, las celdas convencionales pueden ser ttiles al
ofrecer una imagen gréfica distinta para analizar algunos cristales.

10



Capitulo 1. Sistemas cristalinos

Figura 1.2: Red de Bravais en dos dimensiones descrita empleando una celda primitiva
(t1,t2)y de manera comparativa utilizando una celda convencional (t§, t5) [2]

1.2. Estructuras cristalinas

Los vectores primitivos permiten describir el aspecto geométrico de un cristal, pero
no son siempre suficientes para especificar la composicion del cristal mismo. Ademés de
la estructura de la red se necesita especificar el tipo de atomos o iones que ocupan una
celda primitiva, descritos a través de una base de vectores di,ds, ..., d,, los cuales estable-
cen su posicion de equilibrio en cada celda del cristal. Es 1til distinguir dos tipos de redes:

Red simple: Un cristal con un solo tipo de atomo en la celda primitiva es denomi-
nado cristal simple o red simple. En este caso la base contiene un solo vector, el cual
puede tomar el valor de cero con una apropiada seleccion del origen de coordenadas en
el cristal. En una red simple la posicién de equilibrio de los atomos R, coincide con el
vector de traslacion t,,, de manera que tenemos:

Rn = Tthl + ngtg + 7’Lgt3 (127)

Red compuesta: Un cristal con dos o mas tipos de atomos o iones en la unidad de celda
primitiva es conocido como cristal compuesto o red compuesta, por lo que la posicion de
equilibrio de los atomos estd determinada por los puntos:

Rg) = d1 + n1t1 + n2t2 + n3t3,

Rg) = d2 + n1t1 + n2t2 -+ n3t3, (1 9 8)

Rg/) = d,/ -+ n1t1 + nztg + n3t3,

Una red compuesta se puede ver como una red conformada por un cierto niimero de redes
simples subyacentes (subredes) iguales al nimero de vectores que conforman la base del
cristal.

11
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1.2.1. Celda Primitiva Wigner-Seitz

Como se dijo anteriormente al describir una red de Bravais, la seleccion de la celda pri-
mitiva para generar el cristal no es tinica. Sin embargo, existe una importante y muy ttil
eleccién de la celda, sugerida por Wigner y Seitz, la cual definimos de la siguiente manera:

Definicion 2. Celda Wigner-Seitz: Una celda de Wigner-Seitz es la region del espa-
cio construida alrededor de un punto de la red; de tal manera que cualquier punto de la
celda primitiva estd mas cerca a este punto que a cualquier otro punto de la red.

Dado un atomo, la celda de Wigner-Seitz puede delimitarse trazando planos que sean
equidistantes entre el 4tomo inicial y los &tomos vecinos y considerando el volumen ence-
rrado mas pequeno entre ellos.

En adicion a esto, si el cristal estd conformado por redes compuestas, definimos la celda
de Wigner-Seitz a partir de las redes de Bravais subyacentes, con la propiedad de que la
celda construida en la red subyacente satisface la definicién descrita anteriormente.

1.2.2. Red reciproca

Ademas del enfoque directo de la red en el espacio ordinario, al estudiar un cristal
podemos considerar, también, la red reciproca en el espacio dual o reciproco. El cual
definimos a partir de los vectores primitivos tq, to, t3 en el espacio directo, a través de la
siguiente relacion:

ti : gj = 271'57;]', (129)

donde los vectores g; son vectores primitivos en el espacio reciproco (y el factor numérico
es introducido cominmente en la literatura para simplificar algunas expresiones derivadas
de esta propiedad). Note que la red reciproca esta relacionada solamente con las propie-
dades traslatorias del cristal y no con la base, por lo que cristales con la misma simetria
traslatoria, y diferente base, tienen la misma red reciproca asociada.

Ahora bien, podemos resolver de manera explicita para determinar los vectores
en el espacio dual a partir de sus correspondientes vectores en el espacio ordinario. Por
ejemplo, g, debe ser ortogonal a t; y to, lo que implica que es paralelo al producto cruz de
ambos vectores, si agregamos la condicién g; - t; = 27 queda definido univocamente; de
manera similar para los otros dos vectores del espacio dual, con lo que podemos concluir

27 27 2
g = —1ty X t3, gy = —1t3 X t17 g3 = —1t X tg, Q= t,- (tg X tg) (1210)

Q Q Q
Es importante destacar que las celdas reciprocas obedecen las mismas propiedades que
las celdas primitivas y que las celdas reciprocas de las celdas reciprocas son las celdas

primitivas del espacio ordinario.

Definicion 3. Zonas de Brillouin: Las zonas de Brillowin son definidas en el es-
pacio dual, de tal manera que: la primera zona de Brillouin de la red reciproca tiene la

12
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Figura 1.3: Primera zona de Brillouin para una red cibica simple [2].

misma definicion que la descrita para una celda de Wigner-Seitz en el espacio directo, es
decir, cumple la propiedad de que cualquier punto de la celda esta mas cerca de un punto
elegido en la red, que de cualquier otro punto en el cristal. Se puede obtener de manera
similar a la celda de Wigner-Seitz, bisectando con planos perpendiculares los segmentos
que unen los primeros vecinos en la red reciproca, luego los sequndos vecinos y asi suce-
sivamente, considerando al final de la biseccion el volumen mds pequeno encerrado.

La seqgunda Zona de Brillowin corresponde al seqgundo volumen mds pequeno encerrado en
la biseccion y asi sucesivamente, se pueden construir el resto de las zonas de Brillouin
asociadas a la red reciproca.

Para ejemplificar la obtencién de la zona de Brillouin considere una red ctibica simple con
vectores primitivos en el espacio directo:

t; =d(1,0,0), t»=4d(0,1,0), t3=4d(0,0,1), (1.2.11)

por lo que los vectores en el espacio reciproco son

g — 27”(1,0,0), g, — %”(o, 1,0), g = 27”(0,0, D, (1.2.12)
de manera que la red reciproca es también un cubo de lado 27”.
Para esta red se muestra en Figura [I.3] la primera zona de Brillouin, resaltando ademads
otros puntos de alta simetria; I' denota el origen de la zona de Brillouin, X el centro, M
el centro de uno de los bordes y R uno de los vértices del cubo, respectivamente.

1.3. Teorema de Bloch

A continuacién enunciaremos, daremos una demostracion, y finalmente, describiremos
las principales consecuencias del teorema de Bloch; el cual esta relacionado con las solu-
ciones de le ecuacién de Schrodinger para el caso de un potencial periddico.

Para empezar, considere un electrén en un potencial que satisface V(r) = V(r + t,)
para todo t, en la red de Bravais. Dicho electron tiene asociada la siguiente ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo

2m

v+ V()| ole) = Bol (1313)
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Capitulo 1. Sistemas cristalinos

Teorema 1.4. Las autofunciones de asociadas al potencial V(r) son el producto
de una onda plana e™*" por una funcion w,x(r) con la periodicidad de la red. Es decir

Oui(T) = eFTunr(T),  Unp(r+ ) = Un(T). (1.4.14)

Donde las funciones u,x(7) y el vector k son conocidas como funciones de Bloch y vector
de Bloch, respectivamente [4]. Note que (1.4.14)) se puede expresar de manera equivalente
en la forma

Ouk(T+ ) = € Pp(r). (1.4.15)

Antes de iniciar con la demostraciéon del teorema anterior debemos destacar un punto
muy importante en la conduccion de los electrones a través de un cristal. Debido a que,
como resultado de la interaccion del electrén de conduccién con los iones del cristal, este
tendra asociados solo ciertos valores de la energia, estos valores se agrupan en niveles que
se distribuyen en las denominadas bandas de energia permitidas, separadas por regiones
de energia para los cuales no existe un autoestado asociado al electrén, por lo que se les
denomina regiones prohibidas o bandas de energia prohibidas. De manera que un cristal se
comporta como aislante si sus bandas de energia permitidas se encuentran todas llenas o
vacias, y por otro lado, se comporta como metal si una o mas bandas estan parcialmente
llenas, y como semimetal o semiconductor para un caso intermedio entre los dos anteriores
(véase Figura [1.4)).

La estructura de bandas presente en los cristales es a menudo tratada analiticamente
a través de una ligera perturbacion por medio de un potencial periddico al modelo de
la particula libre. Ahora bien, desde un punto de vista fisico, el origen de la estructura
de bandas de energia se debe a la denominada reflexion de Bragg, por cada reflexién de
Bragg de un electrén no existe una solucién de la ecuacion de Schrodinger correspondiente
(véase Figura . De esta manera, considerando un electréon en un potencial periddico
unidimensional de periodo a y utilizando la condicién de Bragg (véase [3] para més deta-
lles al respecto): (k + G)? = k2. Entonces por medio de la difraccién de onda del vector
k, en una dimension, tenemos

1
k= i§G =+nr/a (1.4.16)

donde G = 27n/a es un vector en la red reciproca y n cualquier entero. De esta manera la
primera reflexién de Bragg y por lo tanto la primera banda de energia prohibida ocurrira
en k = +7/a, como vemos en la Figura[l.F] La regién comprendida entre —m/a y 7/a en el
espacio k corresponde a la primera zona de Brillouin de la red y tiene asociada la primera
banda de energia permitida. El resto de las bandas de energia prohibidas ocurriran a los
sucesivos valores de n.

Demostracion. Para la demostracion del teorema [1.4.15] considere el operador de trasla-
cién Ty, , tal que al actuar sobre cualquier funcién f(r) tiene como resultado:

Ti, f(r) = f(r +t,) (1.4.17)
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]| T
= | O B

Aislante Metal Semimetal Semiconductor Semiconductor

Figura 1.4: Bandas de energia de un cristal [3]

E E
a) Segunda b)
banda
permitida B 8
Banda prohibida _ 2 _iE\\’.

_ TN T/ A
Primera banda :
permitida \ /
k k

Figura 1.5: Energia E en funcién del vector de onda k para (a) una particula libre, (b)
un electrén en un potencial periédico unidimensional con una red de periodo a[3]

para todo t,, en la red de Bravais. Ademés, dado que el hamiltoniano es periédico, tenemos
Ti,Ho(r) = H(r + t,)o(r + t,) = H(r)o(r +t,) = HT,o(r), (1.4.18)
de manera que se satisface

Otra propiedad que satisface el operador de traslaciéon es que las traslaciones no dependen
del orden en que estas se apliquen, de tal manera que

T4, T 6(x) = T, Th 0(r) = B+, + £, (1.4.20)
por lo que concluimos
TtnTt% — Tt;LTtn — Ttn‘i‘t/n' (1421)

Ahora bien, usando podemos concluir que el operador Ty y H forman un conjunto
de operadores que conmutan y sabemos, de la mecanica cuantica, que esto tiene como
consecuencia que los autoestados de H pueden ser seleccionados de tal manera que son
simultaneamente autoestados de 7, V t,, es decir:

Ho = Ao,

Ti, ¢ = c(t,)o. (1.4.22)

Los autovalores ¢(t,) del operador de traslacién satisfacen, por un lado, la propiedad:

Ty, Ty ¢ = c(ty,) Ty ¢ = c(ty)c(t],) (1.4.23)
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mientras que, a través de este resultado, al usar (1.4.21)), tenemos
lo que nos dice que los autovalores satisfacen

c(tn)e(th) = c(t, +t)). (1.4.25)

n

Esto significa que dado t;, vector primitivo en la red de Bravais, siempre podemos escribir
c(t;) en la forma '
c(t;) = ™, (1.4.26)

para una adecuada selecciéon de x;. De esta expresion podemos concluir que, al aplicar de
manera sucesiva (|1.4.25)) a cualquier vector t,, = nit; + nots + n3ts en la red de Bravais,
este tiene asociados los autovalores

c(tn) = c(t1)" c(t2)"c(ts)"™. (1.4.27)
Expresion equivalente a '
c(t,) = e, (1.4.28)

donde k = z1g; + x285 + 385 v &; son los vectores de la red reciproca, los cuales hemos
expresado que satisfacen t; - g; = d;;.
Por lo tanto, a través de los resultados anteriores, concluimos

Tt 6(r) = d(r + tn) = c(t,)o(r) = e o(r) (1.4.29)

con lo que mostramos que los autoestados ¢ del hamiltoniano satisfacen la identidad

(1.4.15)), v con ello hemos demostrado el teorema .
O

Condiciones de Born-von Karman

Para determinar el valor del vector de onda k podemos imponer las condiciones de
frontera de Born-von Karman (para mas detalles véase [4]), que consideran la periodicidad
de la red

o(r + N;it;) = o(r), (1.4.30)

donde N; son todos enteros del orden N'/3 tales que N = Ny N, N5 es el ntiimero total de

celdas primitivas en el cristal.
Aplicando el teorema de Bloch a (|1.4.30)) tenemos

Onk(r + Nit;) = eiNik'tiCbnk(I') (1.4.31)

lo cual nos dice que ‘
eNikti — 1 (1.4.32)

si k = 218, + 228, + 7385, entonces se satisface

TNt — 1 (1.4.33)
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y en consecuencia
z=—, meL (1.4.34)

3
k= "l m el (1.4.35)

Consecuencias del teorema de Bloch

El teorema anterior tiene dos consecuencias muy importantes:

1. Los estados cristalinos son extendidos. Esta consecuencia se obtiene al analizar la
norma de las funciones de onda, las cuales estan sujetas a la condicién (1.4.30]) que im-
plica que las autofunciones tienen la misma extensién en todos los puntos separados por
un vector de la red de Bravais, o en otras palabras, son estados extendidos.

2. El espectro de energias tiene una estructura de bandas, separadas por zonas de energia
prohibidas. Antes de enunciar el teorema de Bloch mencionamos esta importante carac-
teristica de los sistemas cristalinos, sin embargo, esta consecuencia no es tan inmediata
y nos limitaremos a desarrollar a continuacion un ejemplo que nos permite analizar este
punto en particular en un modelo simple y bastante estudiado en la literatura.

1.4.1. Modelo de Kronig-Penney

Como ejemplo de la aplicacién del teorema de Bloch y para mostrar la estructura de
bandas de energia que describimos anteriormente utilizaremos un modelo unidimensional
por simplicidad en los calculos. Este modelo es conocido como Modelo de Kronig-Penney,
y se basa en una idealizacién fisica de un sistema con potenciales rectangulares peridédicos
que se extienden infinitamente. Es usual y analiticamente més simple, para mostrar la
estructura de bandas, considerar los potenciales de manera deltiforme. Por lo que al final
de nuestros calculos, realizaremos esta aproximaciéon y concluiremos con ella nuestros re-
sultados.

Para empezar, consideremos una secuencia de barreras, como se muestra en la Figura

[1.6] Con un periodo de la red de valor a = w + b.

Considérese la region comprendida entre —w < x < b compuesta por las regiones [ y
IT que se aprecian en la Figura [1.6] para —w < x < 0y 0 < x < b, respectivamente. De
esta manera, las soluciones de la ecuacion ([1.3.13) para energias 0 < E < V; tienen la
forma:

¢r(r) = Ae"® + Be " —w<x <0, ¢(E)=+2mE/h2, (1.4.36)
¢rr(z) = Ce’™ + D, 0 <z <b, B(E)=+/2m(Vy — E)/h? (1.4.37)
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A (( I.)

w 0 b btw z

Figura 1.6: Barreras de potencial rectangulares periddicas [2]

Donde los coeficientes A, B, C, D son determinados por las siguientes condiciones de fron-
tera:
Por un lado, la continuidad de la funcién de onda y su primera derivada nos dicen

dor dorr
— s = 1.4.
mientras que el teorema de Bloch implica que
: dorr ka [ A01
_ Lika - _ ika | 2¥1
¢11(b) = €™ ¢r(—w), < - )z:b e ( . )x:w . (1.4.39)

Por lo que los coeficientes de (1.4.36]) y (1.4.37]) deben satisfacer el siguiente sistema de
ecuaciones:

A+B = C+D,
Aiq — Biq Cp—Dg,
CePb + De=Fb eha[Ae~v + Belv],
Cpe’’ — DBe’ = e*a[Aige="% — Bige'd?).
Este sistema tiene solucién no trivial solo si el determinante de los coeficientes es nulo, es
decir,

(1.4.40)

1 1 -1 -1
iq —iq —p p
=0 (1.4.41)
_ez’ka—iqw _eika—i-iqw eﬂb eﬁb
_Z'qez‘ka—iqw iqeika+iqw Beﬁb _ﬁe,@b

Después del calculo algebraico del determinante y agrupar términos de manera conve-
niente podemos concluir que el sistema debe satisfacer la siguiente identidad:

52 _ q2
298

sinh(8b) sin(quw) + cosh(Bb) cos(qw) = cos(ka). (1.4.42)

18



Capitulo 1. Sistemas cristalinos

Esta expresion nos permite observar la estructura de bandas de energia de la que hablaba-
mos anteriormente y puede ser resuelta mediante métodos numeéricos, sin embargo, como
deciamos al inicio de la seccién para ver esta consecuencia del teorema de Bloch es mu-
cho mas conveniente considerar un caso limite en el cual las barreras son una sucesion
tipo deltas, es decir, considere b — 0,V — oo, manteniendo Vjb constante. Lo cual

simplifica ([1.4.42) de la siguiente manera:

sin(ga) mVoba
a

P 2

+ cos(qa) = cos(ka), P =

. (1.4.43)

En la Figura , podemos observar la grafica generada para el lado izquierdo de (|1.4.43)),
en donde se ha destacado la regién —1 a 1 (eje de las ordenadas), zona que delimita los
valores para los cuales se satisfacen ambos miembros de la expresién . También,
aparecen resaltados en lineas un poco més gruesas los valores de ga (eje de la abscisas)
correspondientes a la misma condicion de compatibilidad dada por , dando origen
a los intervalos de energia permitidos en el modelo. En contraparte, cuando el miembro
izquierdo toma valores fuera de estos intervalos los resultados correspondientes no cumplen
la condicién de compatibilidad entre ambos miembros de la ecuacion del modelo y surgen
las bandas de energia prohibidas.
Ahora, al imponer las condiciones de frontera periddicas k£ toma los valores discretos:

27 N N N
= — n=—-——,——7+1

b= N 27 2 Ty

-1, (1.4.44)
donde N corresponde al niimero de celdas en la red.

Para la primera zona de Brillouin, apreciamos en la Figura [I.8] los datos generados para
E(k), considerando P = 37/2 y a = 1. En esta imagen es clara la estructura de banda de
los valores de la energia, separando bandas de energia permitidas con regiones de energia
prohibidas. Con lo que hemos logrado mostrar esta importante consecuencia del teorema
de Bloch enunciada en la seccién anterior.
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Psinx/x + cosx

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 1.7: Gréfica de la solucién de [1.4.43| en funcién del parametro qa, para P = 37w /2.
Con los valores de qa resaltados en el eje x para los cuales se satisface la condicion de
compatibilidad de ambos miembros en (|1.4.43))
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Figura 1.8: Bandas de energia para el modelo de Kroning-Penny
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Capitulo 2

Sistemas desordenados

Un sistema cristalino u ordenado es, estrictamente hablando, una idealizacion fisica;

debido a que, en la naturaleza, por mas puro que sea un material este siempre contara
con algin tipo o grado de anomalia.
De esta manera, surge la necesidad de clasificar y estudiar sistemas desordenados, lo cual
es nuestra tarea por desarrollar en el presente capitulo. A continuacion, describiremos los
tipos de desorden presentes en un material y detallaremos los aspectos importantes que se
han estudiado a lo largo del tiempo en torno a los sistemas desordenados, poniendo parti-
cular atencién en los modelos unidimensionales, ampliamente estudiados en la literatura y
los cuales representan el objeto de estudio de este trabajo. Con esto buscaremos precisar
los efectos que genera la presencia de desorden en los autoestados del sistema y finalmente,
realizaremos un estudio numérico para ejemplificar las principales caracteristicas de los
modelos con desorden.

2.1. Tipos de desorden

El desorden presente en un sistema cristalino puede mostrarse en diferentes formas
y niveles; desde una ruptura ocasional de la estructura de la red de Bravais debida a la
presencia de alguna impureza o dislocacion, hasta una completa pérdida de las simetrias
del sistema como ocurre en un sélido amorfo. De manera que es posible clasificar a los
sistemas desordenados en dos grandes grupos, de acuerdo con el tipo de desorden presente:

Desorden estructural: Material en el que los atomos ocupan posiciones aleato-
rias en la red.

Desorden compositivo: Cristal con una red de Bravais bien definida, que sin
embargo carece de orden en su composicién, presentando dos o mas tipos de atomos dis-
tribuidos de manera aleatoria en la red.

Ademas de clasificar los sistemas desordenados por el tipo de desorden en su estruc-
tura, también podemos identificarlos en base al grado de desorden en el material, el cual
puede variar de débil a fuerte.

Usualmente clasificaremos el desorden como débil o fuerte con base en las propiedades
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n(E)

Eslados
Localizados Con Desorden

i ———————

mi

Figura 2.1: Densidad de estados n(F) en funcién de la energia E. Para el caso de un
cristal puro y un sistema cristalino con desorden [I1].

estadisticas de los parametros aleatorios presentes en el modelo, los cuales quedan com-
pletamente determinados por su distribucién de probabilidad o bien por sus momentos.

2.2. Localizacion de Anderson

Como lo describimos en el capitulo anterior, los autoestados en un sistema cristalino
son ondas de Bloch y como consecuencia son estados extendidos. Sin embargo, esta pro-
piedad de la funcién de onda se modifica sustancialmente conforme agregamos desorden
a la red.

El estudio del efecto de la presencia de desorden en un material recibié un impulso fun-
damental del trabajo publicado en 1958 por el ganador del premio Novel P. W. Anderson
[M] quien demostré que la libre propagacién de los electrones en un sistema desordenado
no solamente se reduce al aumentar el desorden en la estructura de la red, sino que se
puede llegar a un punto critico donde los electrones se quedan confinados en una region
finita del espacio, dando lugar a lo que hoy conocemos como localizacion de Anderson, en
su honor.

También es bien sabido que, al igual que en otros fenémenos fisicos, la dimensionalidad
del sistema afecta considerablemente las propiedades de la localizacion. Para un sistema
tridimensional el desorden débil tiene un efecto perturbativo de los estados electronicos
generando la localizacion de una fraccion de los autoestados que reduce la conductividad.
Cuando se aumenta el desorden, se llega a un punto critico a partir del cual todos los
estados son localizados, en la regién correspondiente a desorden fuerte.

Para el caso de una y dos dimensiones la situacién es muy diferente debido a que en un
material de talla infinita los estados electrénicos son localizados independientemente del
grado de desorden.

2.2.1. Bordes de movilidad

Una de las caracteristicas de los sistemas tridimensionales es que presentan una transicion;
con un aumento de la fraccion de autoestados localizados paralelo al incremento del grado
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Figura 2.2: Barreras de potencial aleatorias [11].

de desorden. En la Figura [2.1], se aprecian las graficas cualitativas de la densidad de esta-
dos de un material tridimensional. Por un lado, tenemos el caso de un cristal puro cuyos
estados son ondas de Bloch y por el otro, el caso donde el cristal presenta algin tipo y
grado de desorden en su estructura que da origen a la presencia de estados localizados.

En la imagen podemos ver que bajo la presencia de desorden las colas de la curva comien-
zan a presentar una regién de estados localizados, separados de los estados extendidos
en el centro de la banda por los valores F,,; y E,.2, valores conocidos como bordes de
mouilidad. Estos bordes de movilidad se aproximaran conforme el grado de desorden en
el sistema aumente, hasta llegar a un punto tal que todos los estados sean localizados. A
este cambio en las propiedades del transporte se le conoce como transicién metal-aislante.

2.2.2. Definicién de la localizacién

Es bien sabido que el andlisis de una particula cudntica confinada en una regién del
espacio es mucho mas sutil que en el caso clasico. En efecto, si la particula se encuen-
tra atrapada entre barreras de potencial, con energia F; menor que la de las barreras
(véase Figura 7 aun puede escapar del pozo via tunelamiento y hallarse en un estado
extendido; por el contrario, una particula con energia Fy mayor que la de las barreras
de potencial, que clasicamente presentaria estados extendidos, puede convertirse en una
particula localizada via interferencia destructiva.

Por lo tanto, para hablar de localizacion de Anderson necesitamos precisar las caracteristi-
cas de los autoestados que nos permitirdn afirmar si un sistema presenta localizacion o
no.

Comportamiento asintotico de la funcion de onda

El comportamiento asintético de la funciéon de onda para un estado localizado es
usualmente descrito por el decaimiento exponencial:

o(r) = f(r)e_)‘T (2.2.1)

donde X es el ezponente de Liapunov o inverso de la longitud de localizacion (I;,}) y f(r)
es una funcién aleatoria.
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Probabilidad de transmision

Ademas de poder identificar un estado localizado a partir del comportamiento de la
funcién de onda, también es posible analizar si presenta localizacién con ayuda de la
probabilidad de transmisién de un electréon de un sitio r a un sitio ' en la red. Esta
probabilidad esta asociada al cuadrado de la funcién de Green, de tal manera que

tir, s B) = (| < r|G(ET)|r" > |?) (2.2.2)

donde t(r, ', E') es conocida como probabilidad de transmision [10]. A partir de ¢ podemos
definir el exponente de Liapunov de la siguiente manera:

2 , logt(r,r"; F)
— = — lim 2 7
A [r—r!|—o0 ’T — 7”/’

(2.2.3)

Ademas de los indicadores de localizaciéon de Anderson que describimos anteriormente,
existen algunos otros utilizados en la literatura (véase [10] para més detalles).

2.3. Teoria del inico parametro de escala

La teorfa del uinico pardmetro de escala (SPS por sus siglas en inglés) postula que to-
das las propiedades fisicas de un solido desordenado de tamano finito se pueden describir
en términos de la longitud de localizacién para una muestra infinita (/;oc)s y del tamano
de la muestra L [16].

La idea conceptual de esta teoria surge del trabajo de Thouless y colaboradores, quie-
nes analizaron la conductancia de un sistema de volumen L% en d dimensiones en funcién
de la longitud L [9]. Anos més tarde, con ayuda del trabajo de Wegner [21], en adicién de
las ideas de Thouless y colaboradores, fue posible formular la teoria del tinico parametro
de escala de la localizacién, en la cual la conductancia, g(L), toma el lugar de la variable
de escala [20]. Con este resultado la SPS logré dar un paso importante al tratar de en-
tender el fenémeno de la localizacién considerando el comportamiento de la conductancia
como funcién inicamente del tamano de la muestra, confirmando asi las ideas de Thouless
y colaboradores.

Funcién de escala

Para poder describir la conductancia en funcién del tamano de la muestra, g = g(L),
de un hipercubo de volumen L? introducimos la siguiente funcién, conocida como funcién
de escala [10]:

d(lng) Ldg

Blg) = dnl) ~ gdl (2.3.4)

Distinguimos dos zonas para el estudio del fenémeno de la localizacion:
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Feadnig)/dLniL] B

Figura 2.3: Comportamiento de la funcién de escala utilizando la conductancia y el tamano
de la muestra como pardametros de escala, en relacién con la dimensién del sistema [7].

a) Mayor conductancia g > 1

En este régimen es valida la ley de Ohm, es decir, la conductancia esta dada por:
g(L) = oL*?, o — conductividad, (2.3.5)
lo que implica que la forma asintética para la funcion de escala es:

Bg) = d —2. (2.3.6)

b) Menor conductancia g < 1

Para este caso los estados electrénicos son localizados, y la forma asintotica de la funcion
de onda es de la forma descrita en (2.2.1)). En esta region la funcién de escala tiene el
siguiente comportamiento:

B(g) = log(g), (2.3.7)

independientemente de la dimensionalidad del sistema [7].

Con ayuda de estas formas asintéticas se puede construir una curva para analizar el
comportamiento de la funcién de escala en el limite T = 0, para los casos d = 1,2 y 3
como se muestra en la Figura , bajo la suposicién de que (g) es una funcién continua
y monoétona, lo cual es bastante plausible dado que representa la conductancia de un
sistema finito como funcién del tamano de la muestra, sin embargo, existen excepciones
donde no se cumple la condicién de la monotonia (para mas detalles sobre este punto
véase [7]).

a) SPS en 1 y 2 dimensiones:

Uno de los puntos més importantes que predice la teoria del inico parametro de escala
es que para sistemas unidimensionales y bidimensionales solamente es posible obtener
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estados localizados, debido a que 3 siempre es menor que cero.
b) SPS en 3 dimensiones:

A diferencia de los dos casos anteriores, en tres dimensiones se tiene un comportamiento
muy diferente para la conductancia del sistema, siendo posible iniciar desde un valor gq su-
ficientemente grande, de tal manera que §(g) > 0, encontrandonos en el régimen metélico
donde es vilida la ley de Ohm, y para el cual g(L) aumentara con el tamafio de la muestra.
Sin embargo, si iniciamos desde un valor gy suficientemente pequetio, entonces 3(g) < 0,
donde el comportamiento de la funcién de escala corresponde a estados localizados y para
el cual g(L) decrecera conforme L crezca. Destacando con ello el valor g, tal que 5(g.) =0
correspondiente al valor de la conductividad para el cual los bordes de movilidad se unen
(véase Figura y el sistema pasa a tener solo estados localizados; este valor depende,
como se menciond anteriormente, del grado de desorden en el material, si el desorden es
débil entonces el sistema se encontrard en la region de estados extendidos, y si el desorden
es fuerte en la zona asociada a estados localizados. Siendo g. el punto critico que marca
la transiciéon metal-aislante.

2.4. Modelos de enlace fuerte

Hasta este momento, en el presente capitulo, hemos definido el concepto de localizacién
y desarrollado las consecuencias mas importantes derivadas de la existencia de la teoria
SPS. Ademas, comenzamos hablando de la forma de clasificar un sistema desordenado,
estudio que extenderemos ahora para un cierto tipo de modelos en particular, los cuales
son usados para describir sistemas que presentan desorden compositivo y se caracterizan
por considerar los electrones fuertemente atados al ntucleo, de ahi su nombre de “enlace
fuerte” (TBM por sus siglas en inglés). Estos modelos, ademés, pueden ser empleados para
la descripciéon de muestras de tamano finito, algo de especial interés en el presente trabajo,
dado que nos permitira usar andalisis numérico como herramienta de estudio.

2.4.1. Hamiltoniano de enlace fuerte

Los modelos de enlace fuerte pueden ser descritos por el siguiente hamiltoniano (TBH
por sus siglas en inglés):

H= Z In,a > €,q <n,af+ Z N, o> Vi amp <m, ] (2.4.8)

n,a n,a,m,B

Donde n es el indice de sitio en la red de Bravais, mientras que « representa un conjunto
completo de niimeros cudnticos de los orbitales electrénicos.
De la estructura del TBH se derivan las siguientes propiedades que lo caracterizan[5]:

1. La estructura de la red (dimensién del modelo, condiciones de frontera, etcétera).

2. Los valores de las energias de sitio (elementos diagonales €,,).
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3. Las amplitudes de transicién (elementos fuera de la diagonal V,, ,,).

En la seccién mencionabamos que una forma de clasificar los sistemas desordena-
dos era a partir del grado de desorden presente en su estructura, el cual dependia de las
propiedades estadisticas de los pardametros del modelo. En el caso de un modelo de enlace
fuerte en el que tanto las energias de sitio cuanto las amplitudes de salto a sitios cerca-
nos son variables aleatorias, el grado de desorden estard determinado por las propiedades
estadisticas de los elementos €, y V,, .. En la siguiente seccién usaremos la condicién de
desorden débil, que puede ser establecida a través del segundo momento de la distribucion,
< €2 > < 1, para desarrollar algunas de las propiedades de localizacién en un modelo de
enlace fuerte especifico.

2.5. Modelo de Anderson 1D

Un modelo de enlace fuerte del tipo descrito por y ampliamente estudiado en la
literatura, es el modelo de Anderson unidimensional, el cual considera desorden solamente
en las energias de sitio €, e interacciones a primeros vecinos (V,,11), como se muestra en
la Figura[2.4] y es representado por el siguiente hamiltoniano:

H=Y n>e<n[+Y (n+1><n|+n><n+1), (2.5.9)

donde los elementos €, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(véase Apéndice A), con distribucién uniforme

_ ) Po; x € (—x0, o)
plz) = { 0, otro caso, (2.5.10)

y las siguientes propiedades estadisticas

(en) =0, (e2)=0" (2.5.11)

2.5.1. Particula libre

Para empezar con el estudio del modelo de Anderson, consideremos primero la version
mas sencilla de él, la cual consiste en retirar el desorden de su estructura, es decir, consi-
derar los elementos €, = 0 V n. De esta manera, esperamos que las soluciones del sistema
sean estados extendidos.

Ahora, para iniciar con el andlisis, es conveniente reescribir (2.5.9)) en términos de las
funciones de onda, usando la ecuacion de Schrodinger, de la siguiente manera:
Partimos de la ecuacién de eigenvalores

H|¢p >= E|¢p >=<n|H|p >=E < n|p > (2.5.12)
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Figura 2.4: Red unidimensional con interacciones a primeros vecinos [6].

y definimos < n|¢ >= ¢,, para obtener

Pnt1 + Ono1 + €0 = Ey,. (2.5.13)

Posteriormente, retiramos el desorden y establecemos condiciones de frontera usando una
red periddica:

Pnt1 + Pn1 = Edy, (2.5.14)

sujeto a la condicién
OniN = On. (2.5.15)
Finalmente, a partir de la forma de (2.5.14]), proponemos las soluciones

Pn = Ae™". (2.5.16)
Sustituyendo ([2.5.16]) tenemos
E(a) =e*+ e ® =2cosh(a) (2.5.17)

de esta manera, si @ € R, tendriamos tipicamente funciones de onda no normalizables, por
lo que las descartamos como soluciones fisicamente aceptables. Lo que determina o = ip.
Ahora, si imponemos las condiciones de frontera periddicas, entonces p toma los valores

discretos

2
Lo = me m=0,1,...N — 1. (2.5.18)

donde N es el nimero total de celdas primitivas en el cristal. Sustituyendo este valor para

[ en (|2.5.17)) tenemos que la energia del sistema es

2mm

E(k) = 2cos(pm) = 2 cos( N

). (2.5.19)

De esta expresién se observa que el electron, tipicamente, esta restringido a la banda de
energia
—-2< E<2 (2.5.20)
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2.5.2. Mapa hamiltoniano

Para describir las propiedades del modelo de Anderson existen diferentes enfoques que
podemos seguir. Uno de ellos fue propuesto en [18] y consiste en considerar un oscilador
paramétrico sujeto a golpeteos tipo delta de amplitud A,, periédicos, descrito mediante el
hamiltoniano:

H(p,z,t) = % + % - gél(t), Si(t)=— Y Aub(t—n). (2.5.21)

n=—0oo

El cual tiene asociado el siguiente mapa bidimensional en el espacio fase:

Tpi1 = Ty oS — (pn + Apxy,)sin p, (2.5.22)
Pni1 = Tpsinp + (p, + Apxy,) cos . -
A través de este mapa podemos establecer una equivalencia entre el oscilador paramétrico
y el modelo de Anderson unidimensional, al considerar un par de relaciones entre los
parametros de uno y otro sistema, de la siguiente manera:
Primero, eliminamos p,, 1 y p,, de para obtener, con un calculo sencillo, la siguiente
relacion:

Tpi1 + Tpo1 = (Apsin g+ 2 cos p)z, (2.5.23)

por lo tanto, vemos que, si comparamos esta expresion con ([2.5.13]), efectivamente, el
modelo de Anderson y el mapa hamiltoniano (2.5.22]) son equivalentes si se cumplen las

condiciones: .
E=2cosp, A,=-———, (2.5.24)
sin

de esta manera, la tinica restriccién proviene de la identidad del lado derecho, la cual se
cumple en el caso de desorden débil, < €2 >< 1y por su parte, el pardmetro A, nos
permitira introducir el desorden al modelo, de manera que si las energias de sitio son
independientes, también lo seran los elementos A,,.

En este nuevo enfoque, mediante el mapa , los estados localizados del modelo
de Anderson corresponderan a trayectorias no acotadas en el espacio fase (p,x) cuando
n — oo. Mientras que, contrariamente, los estados extendidos son representados por
trayectorias acotadas.

Para el estudio de la evolucién de (2.5.22)) es conveniente introducir las variables de
angulo-accion haciendo el cambio de variable x,, = r, sinf,, y p, = r, cos6,, con lo cual
el mapa toma la forma:

sinf,,1 = D, '[sin(6,, — p) — A, sin 6, sin p],

cos 0,11 = D, cos(0, — p) + A, sin 6, sin p), (2.5.25)
donde .
D, = " — /1 + A, sin(26,) + A2 sin0,. (2.5.26)
T’I’L
Ahora bien, usando ([2.5.25)) podemos desacoplar la variable angular 6,,:
in(0, —pu) — A, sinf, si
tan(f,41) = sin (0 — ) n S0V, 570 4 (2.5.27)

cos(0, —p) + A, sinb, sin p’
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y obtener de manera explicita, en aproximacién a desorden débil,

Opi1 =0, — pu+ A, sin*(0,) + O(A2). (2.5.28)

2.5.3. Longitud de localizacion

Ahora, nuestro principal interés se centra en encontrar la longitud de localizacion, para
ello empleamos la siguiente expresion para el exponente de Liapunov:

A=k = lim Zl Intl (2.5.29)
Sustituyendo x,, en términos de las variables angulo-accién
Tn 1 sm 9n+1
ljpe = Jim log(—* i log 2.5.30
foc e N Z )+ i oo N Z 81119 ( )

Considerando que el segundo sumando del lado derecho de la identidad anterior tiende a
cero, excepto en los bordes y centro de la banda de energia, se estima

loc

loh = Jim_ Zl (fotty, (2.5.31)

dando como resultado
= <1og D), (2.5.32)

loc__

donde <> representan el promedio sobre el “tiempo”n.
Considerando desorden débil, podemos aproximar el logaritmo de la expresion anterior a
segundo orden, con lo cual obtenemos

4 <e > <esin(20,) >

loc —

2.5.33
8 sin® (1) 2sin p ( )
y se reduce el problema del calculo de la longitud de localizacion a la determinacion del
valor del correlador < €,sin(26,) >. Para realizar esta tarea consideremos el siguiente
correlador

Qr = (ene®mt) (2.5.34)

y las variables aleatorias €, sujetas a las propiedades (2.5.11]) y a la siguiente relacion de
correlacion:

(enen_i) = E(k) (2.5.35)

De la expresiéon ([2.5.34) es claro que nuestro interés se centra en calcular el valor de @),
el cual obtenemos de la siguiente ecuacién recursiva que cumplen los elementos @y (véase
detalles del método en [17, 19]):

Q1= e 2Qy —

1< 2.5.
QSIMg(k), <k<oo (2.5.36)
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Multiplicando ambos miembros de (2.5.36) por e~2#(* =1 y sumando sobre todos los va-
lores de k obtenemos

= ek 2.5.37
 2sin [t Sk ( )

Con ello, usando (2.5.37)), la longitud de localizacion esta determinada por

0.2 2

Il =

loc

Sein? i | Tomp L (@) + O, (2.5.38)

donde Z(Q)) representa la parte imaginaria de Q.
Como resultado obtenemos

2
L O} (2.5.39)
8sin”
donde .
W(p)=1+2) &(k)cos(2puk). (2.5.40)
k=1

Esta expresién para la longitud de localizacién fue obtenida por primera vez por Izrailev
y Krokhin en [19], siendo W () la denominada densidad espectral del desorden, y esta
relacionada con las propiedades de transicién localizacion-deslocalizacién efectiva en el
modelo. Note que esta expresion falla en el centro de la banda de energia £/ = 0 y en los
bordes de la misma E = +2, donde el modelo de Anderson presenta peculiares propieda-
des de localizacién (véase por ejemplo [17] para més detalles sobre este punto).

2.5.4. Transicion metal-aislante

Basados en los resultados obtenidos para la teoria SPS, descrita anteriormente, esta-
blecimos que para modelos 1D todos los estados son localizados en una muestra de tamano
infinito sin importar el grado de desorden. Sin embargo, nos dice que si W (pu)
toma el valor cero para algtin intervalo en el espectro de energias, entonces la longitud
de localizacién pasa de ser O(1/0?) a O(1/0*), con ¢ < 1, por lo que se genera una
transicion efectiva, en aproximacion a segundo orden, de localizacién-deslocalizacion, ain
para un modelo 1D.

Consideremos - . Y
_ ] W, e (—m/2,—p1) U (g, m/2
Wik = { 0, otro caso. (2.5.41)
que implica, por expresiéon ([2.5.39)),
oW () B
=4 it BelBLE) (2.5.42)
0, E e (—m/2,—E)) U (Ey,7/2)

Donde FE; corresponde al borde de movilidad que marca el cambio de régimen, como se
describié previamente en la seccion [2.2.1) y cuyo valor estd determinado a partir de la
densidad espectral a través del pardmetro p; por la relacién: Ey = 2 cos(puy).
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Por otro lado, invirtiendo la relacién , podemos determinar la correlaciéon que
deben satisfacer las energias de sitio de nuestro modelo, la cual esta dada por la siguiente
expresion
1 w/2
x(k) = - W () cos(2uk)du. (2.5.43)
—7/2
Ahora hemos podido establecer con precision los elementos necesarios que deben satisfa-
cer todos los parametros del modelo para generar una transicion efectiva de localizacién-

deslocalizacion.

Para terminar, analicemos un ejemplo especifico, considere la densidad espectral:

W) :{ g e (—;rtﬁ,c—aig/i')) U (2m/5,7/2) (2.5.44)

Siendo E; = 2cos(27/5) =~ 0.63, tenemos

a*W(p) _
=] S E € (—0.63,0.63) (2.5.45)
0, E € (—7/2,-0.63) U (0.63,7/2),
y la siguiente funcién de correlacién de los parametros €,, dada por (2.5.43),
(€n€nik) sin(47k/5)
k) = ———— =50 — —————. 2.5.46
() = Y (2.5.46)

Note que la funcién de correlacion decae con ley de potencias de la forma (k) ~ 1/k,
por lo que la transicion metal-aislante se debe a una correlacién de largo alcance en las
energias de sitio del modelo de Anderson.

El algoritmo utilizado en la practica para generar desorden correlacionado es descrito
a continuacion:

1. Generamos un conjunto de variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas, x,, que satisfacen las siguientes propiedades estadisticas

<CL‘n> - 07 <xnxn—k> = 5k,0 (2547)

2. A partir de W (u), procedemos a obtener los elementos

w/2
Br = 1 Va2 W () cos(2uk)d . (2.5.48)

T J—n/2

3. Con estos coeficientes, a su vez, generamos las energias de sitio correlacionadas:

Fn = Bt (2.5.49)
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Por otro lado, para determinar numéricamente la longitud de localizacion del modelo
de Anderson, y comparar con los resultados obtenidos anteriormente, podemos emplear
la ecuacion , pero no de manera directa debido al crecimiento exponencial de los
autoestados, por ello en su lugar iteramos la relacién alternativa [22]:

R~
A = nh_lzlooﬁglogmnu (2.5.50)
donde:
1
Rn+1 =F+ €n + R_ (2551)
én

obtenida de considerar R,, = 5.5 en 2.5.13)), para controlar el crecimiento exponencial.
Ademas, recordemos que los elementos €, satisfacen ([2.5.46), asi como (2.5.11]).

Finalmente, en la Figura , se aprecia la densidad espectral y la correspon-
diente longitud de localizacion inversa o exponente de Liapunov generado a partir de la
féormula , comparando con los datos obtenidos por la expresién recursiva .
En este gréfico la densidad espectral se caracteriza por tener una region donde su valor
es cero, mientras que el resto del espectro se mantiene a un valor constante 2, ambas
partes separadas por el parametro p;, quien también esta relacionado con la posicion de
los bordes de movilidad en la transicién localizacién-deslocalizacién que se observa en el
exponente de Liapunov, sobre el cual encontramos que tanto el valor teérico derivado
de la férmula de “Izrailev y Krokhin“ y el valor numérico obtenido a partir de
coinciden en gran medida, siendo distintas en los bordes de la banda de energia y en el
centro, zonas donde, como dijimos anteriormente, se presentan anomalias y la férmula de
“Izrailev y Krokhin”falla.

2.5.5. Modelo de Anderson de talla finita

Un aspecto importante a destacar de los estudios realizados anteriormente para des-
cribir las propiedades de localizacién del modelo de Anderson, es que tanto y
y los resultados obtenidos mediante el enfoque del mapa hamiltoniano, consideran
un sistema de talla infinita. Sin embargo, podemos extender nuestro andlisis a través de
un estudio numeérico, siendo necesario primero introducir nuevos indicadores de la loca-
lizacién adecuados para un modelo finito. Dos de ellos, frecuentemente utilizados en la
literatura son descritos a continuacion.

Longitud de localizacion entrépica [

La longitud de localizacién entrépica es una de las herramientas que podemos utilizar
para el andlisis de la localizacion a partir de los autoestados en modelos de longitud finita
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Figura 2.5: (a) Densidad espectral W () (2.5.44)). (b) Exponente de Liapunov utilizando
la férmula de Izrailev-Krokhin (A;) y utilizando la férmula recursiva (2.5.50) (A2), ambos
casos considerando o = 0.05.

y estd definida a partir de la siguiente expresion [28]:

N
I = cap(Sk), con Sp=—_ |6 *log|el” |2, (2.5.52)
=1

donde N es el tamano de la red y qzﬁik) el k-ésimo autoestado del sistema con i-ésima
componente.

La razén de participacién inversa P, !

La razén de participacién inversa es una medida de la porcion del espacio donde la
amplitud de la funcién de onda es marcadamente distinta de cero, y estd definida por [10]:

N
P =Y "o (2.5.53)
=1

A pesar de que tanto la longitud de localizacién entrépica, como la razoén de participacion
inversa nos permiten analizar el grado de localizacion de un autovector del sistema, ambos
parametros suelen ser distintos salvo en los casos extremos de un estado completamente
extendido y un estado completamente localizado. Para analizar este comportamiento su-
pongamos que la funcién de onda se esparce de manera uniforme sobre a sitios en la red

de tamano N con igual amplitud \qﬁgk)P = 1/Ny y desaparece en el resto de la red.
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Siendo Ny = 1 para un estado completamente localizado y Ny = N para un estado
extendido, los indicadores de la localizacién nos dicen que:

(2.5.54)

Maés adelante, cuando realicemos el estudio numérico, veremos que estos dos parametros
difieren para los valores de localizacién intermedios, pese a que, como ya obtuvimos,
coinciden en los casos limites.

Autovectores y autovalores del modelo de Anderson

Una vez que hemos establecido las herramientas para describir la localizacién en el
sistema hacemos lo propio con las propiedades del modelo de Anderson de talla finita,
sujeto a condiciones de frontera periédicas.

El hamiltoniano (2.5.9)), en representacién de los sitios y condiciones de frontera periédi-
cas, corresponde al operador matricial

e 1... 01
1 e 1...0
H=|: - . . . (2.5.55)
0... ley, 1
10... 1 e,

Si queremos que el sistema presente una transicion efectiva de localizacion-deslocalizacién
los elementos diagonales €, deben satisfacer las condiciones (2.5.10) y (2.5.11)).

Una vez obtenido el desorden con correlaciones procedemos a resolver el problema de
eigenvalores, diagonalizando (2.5.5%)), y finalmente, con el uso de (2.5.52) y (2.5.53) a
partir de los autovalores y autovectores de H podemos describir las propiedades de loca-
lizacién del sistema.

En la Figura , se aprecian los datos generados a través de la densidad espectral W (u)
dada en . En este grafico aparecen la longitud de localizacion entrépica y la razén
de participacion inversa; las cuales, como ya mostramos, pese a ser iguales en los casos
extremos de estados completamente extendidos y estados completamente localizados, di-
fieren para los resultados de localizacién intermedios de manera apreciable. Sin embargo,
ambos parametros reproducen lo que se espera del modelo de Anderson en base a los
resultados analiticos para una red infinita, por un lado, para el caso sin correlaciones
(imagen (a)) vemos que todos los estados estdn localizados. Mientras que para el caso
con correlaciones de largo alcance (imagen (b)) se aprecia la transiciéon metal-aislante que
predice la férmula de Izrailev y Krokhin y que habiamos logrado obtener anteriormente,
con los bordes de movilidad en +F; = +2cos(u1) &~ £0.63, los cuales coinciden comple-
tamente con los obtenidos para el exponente de Liapunov en la Figura [2.5]

Ademas, si observamos la Figura donde se compara la longitud de localizacion para
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Figura 2.6: Longitud de localizacion entrépica y razéon de participaciéon inversa en funcion
de la energia para el modelo de Anderson sin correlaciones con matrices de tamano 1000 x
1000 y 0% = 0.05.

el modelo de talla finita y el modelo de tamano infinito, vemos que la zona de estados
localizados es muy similar para ambos modelos, por su parte la regiéon de estados ex-
tendidos es diferente dado que al ser el inverso del exponente de Liapunov los estados
extendidos con valor muy cercano a cero presentan una longitud de localizacién que crece
considerablemente, la marcada diferencia en esta region es consecuencia de la talla finita
en la cadena de atomos que consideramos para el problema de autovalores.
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Figura 2.7: Longitud de localizacion entrépica y razon de participaciéon inversa en funcion

de la energia para el modelo de Anderson con correlaciones de los elementos €,, los cuales

son generados a partir de ([2.5.44)) y satisfacen (2.5.11]) con matrices de tamano 1000 x 1000
2

y 0° = 0.05.

800

Ik —=

1 ——
700

600

500 f

400 -

300 &

200 -

100

Figura 2.8: Longitud de localizacién entrépica l;, para una matriz de tamano 1000 x 1000,
y longitud de localizacién [ obtenida como el inverso del exponente de Liapunov dado en
(2.5.50). Ambos valores considerando o2 = 0.05.
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Capitulo 3

Teoria de Matrices Aleatorias

La teorfa de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) se usé inicialmente

para analizar las propiedades estadisticas generales de un sistema cuantico de muchos
cuerpos, donde el hamiltoniano, en principio muy complejo, que se deseaba estudiar era
sustituido por un colectivo de Hamiltonianos aleatorios con caracteristicas especificas de
acuerdo al modelo [22]. Teniendo su primera aparicién como herramienta para modelar un
sistema fisico en 1951, cuando Wigner propuso el uso de esta teoria para describir algunas
propiedades fisicas, tales como el espaciamiento entre niveles, de estados excitados de un
nucleo atomico.
Posteriormente, con el desarrollo de este campo se han logrado extender las aplicaciones
a una gran variedad de areas de estudio y modelos fisicos especificos entre los que se
encuentran el denominado caos cudntico [23] y, de especial interés en el presente trabajo,
el estudio de las propiedades de equilibrio y transporte en sistemas desordenados [24]. Es
este el motivo para desarrollar en el presente capitulo los puntos mas destacados de esta
teoria.

3.0.1. Modelos de colectivos

Dentro de la gran variedad de conjuntos €2 de matrices aleatorias que se pueden formar,
existen algunos con caracteristicas particulares que destacan del resto por sus diversas
aplicaciones en la fisica, entre ellos podemos encontrar los siguientes.

Colectivos Gaussianos

Los colectivos gaussianos son conjuntos cuyos elementos tienen la siguiente distribucion
[26]:
p(H) = cexp™ T (3.0.1)

con a y c constantes y H perteneciente a uno de los siguientes colectivos:

a) Colectivo Gaussiano Ortogonal
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Qo es un Colectivo Gaussiano Ortogonal (GOE) si sus elementos son matrices de ta-
mano N x N, reales, simétricas, e i.i.d. (véase Apéndice A), cuyas entradas son elementos
aleatorios, con 0o invariante ante transformaciones ortogonales, es decir, si A € (g, en-
tonces A’ = OAOT también es elemento de Qp, donde O es cualquier matriz ortogonal.

b) Colectivo Gaussiano Unitario

Decimos que Qp es un Colectivo Gaussiano Unitario (GUE) si sus elementos son ma-
trices de tamano N x N, hermiticas cuyas entradas son elementos aleatorios con parte
real e imaginaria i.i.d. Con )y invariante ante transformaciones unitarias, es decir, de
manera analoga al colectivo GOE, si B € €, entonces B’ = UBU” € Qy, con U cual-
quier matriz unitaria.

c) Colectivo Gaussiano simpléctico

Decimos que §2g es un Colectivo Gaussiano Simpléctico (GSE) si sus elementos son matri-
ces de tamano N x N, hermiticas cuaternionicas. Con {)g invariante ante transformaciones
simplécticas, es decir, al igual que en los colectivos anteriores, si C' € (g, y efectuamos una
transformacién simpléctica en C', la nueva matriz C’ también pertenecera al colectivo g .

Autovalores de los colectivos gaussianos

Como consecuencia de las caracteristicas de sus elementos y de las propiedades de
simetria que satisfacen los colectivos Qp, Qu v (g, sus autovalores presentan algunas
caracteristicas particulares que han sido ampliamente estudiadas en la literatura desde la
década de los cincuenta con el trabajo de Wigner.

Para empezar, se ha demostrado que la distribuciéon de probabilidad de sus autovalores
tiene la siguiente estructura [20], [24]

1...N 1..N N
P(Ey...,Ey)=const | [] |1E; — E2)°| | ][] |EI*| exp (—D ZEE) (3.0.2)
u<v M pu=1

donde los autovalores F; son resultado de la diagonalizacion de los miembros pertene-
cientes a los colectivos gaussianos, con § = 1,2,4 para los colectivos GOE, GUE y GSE,
respectivamente. Ademas, el valor de la constante o también varia de acuerdo a cada
colectivo (véase [26] para los valores correspondientes).

a) Conjetura de Wigner

Una de las consecuencias de la distribucion se ve reflejada en la distribucién del
espaciamiento entre niveles P(s), la cual muestra una repulsién de los eigenvalores de la
energia entre niveles cercanos.

En 1957, Wigner guiado por el caso N = 2 y para el colectivo GOE( = 1), propuso

40



Capitulo 3. Teoria de Matrices Aleatorias

que el espaciamiento de niveles seguia el comportamiento dado por considerando
B = 1. Més tarde se logré obtener este resultado de manera analitica, y ademads, mostrar
que se cumplia, también, para los colectivos GUE y GSE, 8 = 2,4, respectivamente (véase
[24, 25] para mas detalles al respecto). Este fenémeno se ha estudiado, ademas, de manera
experimental al analizar la estructura de algunos nicleos atémicos (véase por ejemplo [31]
y referencias en él).

La forma de la distribucién p(s) pueden ser resumida a través de la denominada con-
jetura de Wigner, expresada mediante la siguiente identidad:

p(s) = AsPe B¢ (3.0.3)

donde A, B son constantes diferentes para cada colectivo (véase [24] 26] para los valores
asociados a cada colectivo), y 5 = 1,2, 4, para los colectivos GOE (distribucién de Wigner-
Dyson), GUE y GSE, respectivamente. Note que el valor 3 = 0 implica p(s) = Aexp~ 5,
cuya distribucién recibe el nombre de Distribucidn de Poisson (véase Figura[3.1).

b) Ley del semicirculo

Otra de las caracteristicas importantes, derivada de las simetrias presentes en los co-
lectivos gaussianos y de la distribucion , es que el valor esperado de la densidad de
estados tiende, cuando N — o0, a la denominada ley del semicirculo (véase Figura ,
dada por la siguiente expresion,

2

)= —VR — (3.0.4)

pE

donde R = \/N/a, y p(E) representa el valor esperado de la densidad de estados en el
sistema y se obtiene a través de la expresion

p(E) = /dEQ...dENP(E, Es, ..., Ex). (3.0.5)

3.1. RMT y sistemas desordenados

Hemos mencionado que se ha logrado establecer una conexién entre la RMT y los
sistemas desordenados, aunque se debe precisar que, en un primer momento, la teoria de
las matrices aleatorias y la localizacion de Anderson se estudiaron de manera paralela, y
con el paso del tiempo, con el desarrollo de las mismas, fue posible encontrar la conexion
entre ambas teorias.

Teorema de Furstenberg

Antes de iniciar con el desarrollo del modelo de Anderson utilizando RMT enunciare-
mos una generalizacién de la ley de los grandes niimeros, la cual nos permitirda crear un
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FIs) L

as [

Figura 3.1: Graficas tipicas del espaciamiento entre niveles de los colectivos gaussianos;

GOE, GUE, GSE para las curvas o, u, s respectivamente. Ademas la distribuciéon de
Poisson en la curva p [26].

0.7 ;

P(E)

Figura 3.2: Diagrama de la densidad de estados aproximandose a la ley del semicirculo,
para una matriz A perteneciente al colectivo GOE, realizando una normalizacién de los
autovalores considerando R = y/N/a, siendo A una matriz de tamano 2000 x 2000.
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puente entre ambas teorias:
Primero, sea P un producto de N matrices aleatorias X(7) independientes e idéntica-
mente distribuidas

Py = HX(@'). (3.1.6)

Supongamos que la secuencia wy = [Xy, ..., Xy]| es estacionaria (es decir, las densidades
de probabilidad de las variables X; no cambian en el tiempo), ergddica y satisface

log™t ||X]| < o0, (3.1.7)

donde log"™z = 0si o < 1y logtz = logx en otro caso, y el promedio en es
tomado sobre la distribucion de probabilidad de X.

Entonces el limite )
Nhi{loo N
existe con probabilidad 1. A\; es llamado mdzimo exponente de Lyapunov caracteristico
y es una cantidad determinista, es decir, no depende de la realizacion de la secuencia
wy. Ademads, agregando algunas consideraciones adicionales a los elementos X(i7) (véase
[22] para mas detalles) podemos establecer que A; > 0 con probabilidad uno, resultado
muy importante al tratar de establecer el comportamiento exponencialmente localizado
del modelo de Anderson a través de la RMT, como veremos a continuacion.

A= log [P x| (3.18)

Matrices de transferencia

Ahora desarrollemos el modelo de Anderson mediante el uso de las propiedades del
producto de matrices aleatorias. Para ello, considere la representaciéon (2.5.13)), la cual es
equivalente a la siguiente identidad generada usando matrices de transferencia:

z(n+1) = A(n)z(n), (3.1.9)

2(n) = ( dfjil ) . An) = ( EIE” _01 ) . (3.1.10)

Para una energfa E fija y una condicién inicial ¢y y ¢1 (2 + ¢3 # 0), la solucién de
(2.5.13)) se puede expresar como

donde

2(n) = A(n — 1)...A(0)2(0) = P,,z(0). (3.1.11)

Si los €, son variables aleatorias independientes con la misma distribucién de probabilidad,
entonces las A(n) son matrices aleatorias simplécticas idénticamente distribuidas [22], y
por lo tanto, podemos aplicar el teorema de Furstenberg, descrito anteriormente, para
concluir

, 1
A = Nh_n}OONlogHPNz(O)H. (3.1.12)

Con este resultado determinamos que el crecimientos de las soluciones de (3.1.10)) es go-
bernado por Aq, sin embargo, para establecer el comportamiento de la funciéon de onda
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Figura 3.3: Dos soluciones de (3.1.10|) para condiciones de frontera de izquierda y de
derecha de la muestra [27].

en la ecuacion ([2.5.13)) necesitamos considerar un detalle adicional, como veremos a con-
tinuacion.

Es importante destacar que este resultado esta sujeto a la condicién de que los elementos
€, son independientes, por lo que no es posible aplicar el mismo razonamiento al caso
correlacionado.

Conjetura de Borland

Identificar el exponente de Liapunov obtenido anteriormente con el inverso de la lon-
gitud de localizaciéon, como hemos hecho en ejemplos anteriores, no es tan sencillo de
realizar, debido a que, en general, si consideramos dos soluciones ¢; y ¢ de la ecuacion
(2.5.13)); una a partir de condiciones de frontera al lado izquierdo de la red y otra a partir
del lado derecho, tendremos que no es posible “embonar“ ambas soluciones (véase Figura
, salvo para ciertos valores de la energia F.

Por tal motivo, es necesario establecer que estas dos soluciones de diferentes extremos de
la muestra “embonaran”solamente para los valores de E correspondientes a los autovalo-
res del hamiltoniano, hecho conocido como la conjetura de Borland [27], la cual conecta el
exponente de Liapunov caracteristico del producto de matrices aleatorias con la localiza-
cién de Anderson, debido a que determina el crecimiento exponencial de los autoestados
y con ello la localizacion presente en el sistema. Pudiendo establecer

Loh =X >0. (3.1.13)

loc

3.2. Caos cuantico

Como establecimos anteriormente, la teoria de matrices aleatorias se ha aplicado al
estudio de diferentes problemas de la fisica, particularmente de la fisica cuantica. Siendo
uno de los mas destacados, el denominado caos cuéantico, el cual desarrollaremos en la
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presente seccién.

Para empezar, cuando hablamos de un sistema cadtico cudntico nos referimos a aquel
cuyo andlogo cldsico es cadtico.

Ahora bien, para introducir la RMT al estudio de estos sistemas cuanticos debemos es-
tablecer una relacién con las matrices aleatorias, la cual no es para nada obvia debido
a que los sistemas cuanticos bajo estudio son deterministas y por lo tanto no contienen
parametros aleatorios en su estructura. Sin embargo, numerosos estudios numéricos han
mostrado que la teoria de matrices aleatorias puede ser utilizada para describir propieda-
des estadisticas del espectro de energias [28], 29).

Es de mencionarse que el estudio del caos cuantico enfrenta algunas complicaciones, entre
las que destacan la determinacion de las propiedades especificas para distinguir si un sis-
tema presenta o no caos, dado que, desde un punto de vista clésico, la definicion estandar
de un sistema cadtico contempla la divergencia de las trayectorias inicialmente cercanas en
el espacio fase, algo que no es posible realizar en los modelos cuanticos. Por lo que ha sido
necesario el desarrollo de otros indicadores de caos, siendo la RMT fundamental en este
sentido, proveyendo una herramienta muy 1til para estudiar las propiedades estadisticas
de dichos modelos.

Uno de los indicadores mas usados para distinguir entre sistemas integrables y sistemas
cadticos, es el comportamiento de la distribucion del espaciamiento entre niveles cercanos.
En la Figura tomada de [24], podemos apreciar una curva tipica de la comparacién
de datos numéricos obtenidos para la distribucion de niveles comparados con los datos
generados a partir de la RMT, mostrando una concordancia significativa en la prediccion
de resultados cuando se usa un colectivo GOE, cuya distribucion del espaciamiento entre
niveles es asociada en la literatura como caracteristica de sistemas que presentan caos
cudntico, y cuya funcién de distribucién especifica fue descrita en [3.0.1 Ademds, en la
imagen aparece la distribucion de Poisson, asociada al otro extremo, correspondiente a
sistemas integrables.

La conexién entre sistemas desordenados y caos cuantico no se limita al hecho de que
las matrices aleatorias desempenan un papel importante en la descripciéon de ambas cla-
ses de sistemas. En efecto, un fenémeno analogo a la localizacion de Anderson, conocido
como localizacion dindmica [24], se produce y ha sido ampliamente estudiado, en el ro-
tador pateado, mismo que juega un papel central en el estudio del caos cuantico. En la
siguiente seccion describiremos més a detalle ambos puntos de este modelo cudntico.

3.2.1. Rotador pateado

El rotador pateado (KR por sus siglas en inglés) es un modelo clave en la descrip-
cion del caos cuantico, la localizacion en sistemas desordenados y la relacién entre ambas
teorias y la RMT, a través de las matrices aleatorias con estructura de banda. Ademas,
es uno de los sistemas mas estudiados en este sentido, siendo esencial para demostrar
como a partir de la variacion de algunos de sus parametros se puede pasar de un sistema
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integrable a un sistema cadtico, atravesando una regién intermedia entre ambas distribu-
ciones de los niveles [28], 29] [30]. También, permite observar el fenémeno de la localizacién
dindmica, un comportamiento inesperado presente en este paradigmatico modelo, y del
que hablabamos anteriormente.

El rotador pateado es descrito por el siguiente hamiltoniano dependiente del tiempo:

2 I +oo
H(t) = 129—] +ezcost Y 3t —n), (3.2.14)

Para empezar, dada la naturaleza periédica del movimiento del rotador pateado es conve-
niente utilizar el operador de Floquet [31] para determinar la evolucién del sistema, este
operador esta dado por la expresion

F — o—iel/Th)cosb ,—iTp?/2Ih (3.2.15)

De manera que la funcién de onda, entre dos patadas sucesivas satisface

Ut +1) = Fy(t), (3.2.16)

o de manera equivalente, podemos expresar la evolucién del rotador mediante el mapa
T (t+1)) = Flt(t)), conT=1,1t=0,1,2,.. (3.2.17)

Sin embargo, para describir la evolucién de ¥+ podemos iniciar el estudio del KR entre
el instante ¢ — 1 antes de la rotacién libre, donde la funcién de onda corresponde a ¥+ y
el instante posterior a la rotacion libre, pero antes de la patada donde la funcién de onda
es denotada como ¥~
2
() = e M- 1)) Ho= - (3.2.18)

Ahora bien, es conveniente analizar la rotacion libre entre las patadas en la base del

momento angular p,
pln) =nhln), n=0,£1+2 .. (3.2.19)

Ya que el hamiltoniano Hj es diagonal en esta representacion podemos concluir

2

h
Holn) = ﬁn2|n) (3.2.20)

Desarrollando la funcién de onda en esta base

() =Y dn(®)ln) (3.2.21)

de manera que la rotacion libre es descrita por

D (t+ 1) = e~ @Dy (3.2.22)
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Por su parte, cada patada puede ser representada por medio de la identidad
(0, 1) = e sy (6, 1). (3.2.23)

Ahora, combinando ambos resultados, en la base del momento angular tenemos el mapeo

+00
Y1) = ) e MDY E(1), (3.2.24)

n=—oo
donde las funciones J,,_,, son funciones de Bessel:

1 T -
Jn(k) = — / dfe™°s? cos(nf). (3.2.25)
™" Jo
De manera que hemos determinado mediante ([3.2.24)) la evolucién de la funciéon de onda
en el sistema.

Localizaciéon dinamica

Para observar la localizacion en el rotador pateado cudntico nos centramos en la con-
dicion K = er > 1, con kK = ¢/h y 7 = hT/I. Para esta condicién sobre K es bien
sabido que el equivalente clésico de (4.1.13]) presenta un movimiento fuertemente caoti-
co. Ahora, de acuerdo con datos numéricos (véase por ejemplo [28, 29]), si ademéds de
la condicién de caos fuerte, el KR satisface k > 1, entonces el modelo cuantico imitara
el comportamiento de su analogo clasico, presentando propiedades estadisticas similares;
como la difusién de la energia en el tiempo y la relajacién de la funcion de distribucion en
el espacio de momentos. Sin embargo, esto ocurre solo durante cierto periodo de tiempo
t < t*, después del cual los efectos de interferencia cudntica comienzan a ser mas y mas
importantes, teniendo como resultado que para t 2 t* la difusion clasica sea suprimida y
eventualmente se detenga. Demostrando con ello la presencia del fenémeno de localizacion
dindmica. El valor de este tiempo caracteristico t* es estimado en [28] con un valor ¢* ~ k2.

En la Figura [3.4] se muestra el comportamiento tipico de la difusion de la energia para
el rotador pateado. En la linea continua se muestra el valor “teérico”, perteneciente a la
difusién clésica y en la linea discontinua el valor obtenido numéricamente para el modelo
en su versién cuantica. Como podemos observar las dos curvas son muy similares en un
primer intervalo de tiempo, sin embargo, a partir del ya mencionado t ~ t* la curva co-
rrespondiente a los datos numéricos comienza a presentar un comportamiento totalmente
diferente, frenando su crecimiento hasta detener la difusién.

Modelo de Anderson y KR

Para establecer la conexién entre el KR y el modelo de Anderson consideramos el
problema de autovalores para el operador de Floquet descrito en ((3.2.15)),

Flu™) = e “u™) (3.2.26)
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Figura 3.4: Dependencia de la energfa normalizada en funcién del tiempo discreto t =t /T,
para k = 20; 7 = 0.25; K = KT = 5; tyaee = 2000. La linea recta corresponde a la difusién
clésica, con E = k2t/4, por su cuenta, la linea discontinua pertenece a los datos del estudio
numérico [30].

el cual, en la representacion del momento angular implica,

+o00
Z Jmne @Dy — =it (3.2.27)

n=—0oo

Mientras que, por otro lado, de manera similar al mapeo para la funcién de onda realizado
anteriormente, podemos expresar la siguiente identidad para el movimiento del rotador
pateado antes y después de la patada,

u” () = e fyT(9), (3.2.28)
utilizando las dos relaciones anteriores tenemos
u(0) = TNyt () =y = O 2yt (3.2.29)

Por otro lado, utilizando el siguiente operador Hermitiano W [31],

. 14W KV
—ikcosO __ _ v
e =T W = —tan( 5 ) (3.2.30)
y definiendo el vector
1 _
u) = 5([u™) + ™)), (3.2.31)
junto con (3.2.28)), tenemos
_ T(O) = [1+iW(0)]u(9)
+(0 0 ut( )
u(@) = — O o) (3.2.32)

T1HiW(0)  1—iW(0) u () = [1 —iW(0)]u().

Finalmente, considerando esta expresion y (3.2.29)) encontramos la siguiente ecuacién para
u(f)
[1— W ()] u(f) = =T/ [1 W (0)] u(8), (3.2.33)
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de manera que,

[1— @ Ho/MT] 4y — (1 + @ Ho/MyPy = 0. (3.2.34)
Reescribiendo términos
. 1 I ei((b*HO/h)

Expresion que en la base del momento angular toma la forma

Tt + Y Wottinr = By, (3.2.36)
r(£0)

donde £ = —Wj y

1 — eile=hm?/2) ¢ — hm?/2
T, =1 [ o) = tan <T) , (3.2.37)
m gird K cos B
= — df t ) 2.
W, /0 5 tan ( 5 ) (3.2.38)

Analizando la estructura de la identidad vemos que esta es muy similar a la ecua-
cién (2.5.13)) que corresponde al modelo de Anderson unidimensional, sin embargo hay
dos puntos importantes que debemos destacar en torno a la relacion entre ambos modelos;
primero, W, corresponde a las amplitudes de salto, pero en el caso de ([3.2.36) tenemos en
principio una interaccion hasta r vecinos en la red donde r — oo, y aun considerando
que el estudio de (3.2.38]) nos dice que W, decae exponencialmente cuando el valor de
r crece, r es mas grande de 1, que corresponde a los saltos entre primeros vecinos del
modelo de Anderson, por lo que no podemos establecer una relacién directa entre W, y
V.41 en el modelo de Anderson unidimensional. Segundo, los elementos 7,,, corresponden
al potencial en el sitio m de la red, sin embargo, hemos visto que para el modelo de An-
derson estos elementos son aleatorios, y de la ecuacién vemos, analizando la fase
de la tangente, que estos elementos son pseudoaleatorios debido a la rapida fluctuacion
de la fase para grandes valores de m, pero no son realmente aleatorios, como lo son los
valores €, en las energfas de sitio de [2.5.9] (véase [31] para mds detalles).

Ahora bien, aunque la conexién entre ambos modelos no ha sido demostrada por com-
pleto a nivel analitico, diversos estudios numéricos han mostrado la equivalencia entre el
modelo de Anderson y el rotador pateado.

Espaciamiento entre niveles: transiciéon de estadisticas

Como mencionamos al inicio de la seccion, el rotador pateado, ademas de servir como
ejemplo para mostrar la localizacion dinamica, también sirve para ejemplificar la transicion
entre un sistema integrable a uno cadtico a través de la variacién de sus pardametros.
Para describir este fenémeno se han desarrollado diversos trabajos a través del estudio
de la repulsién entre niveles, utilizando los colectivos gaussianos como modelos teoricos,
ademas de las matrices aleatorias con estructura de banda, para estas ultimas en el si-
guiente capitulo desarrollaremos a detalle su relacién con el caos cuantico y el rotador
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pateado, siendo también utilizadas en la descripcion de niveles intermedios de sistemas
caodticos e integrables.

Para empezar, en la seccién [3.0.1] establecimos que los colectivos gaussianos presentan
una forma particular en la distribucién del espaciamiento entre niveles de la energia dada
por la ecuacién (3.0.3), dando como resultado una repulsién entre niveles cercanos (véase

Figura .

Ahora bien, con ayuda de resultados numéricos, ha sido posible establecer que cuando
el KR es fuertemente cadtico entonces la distribucién del espaciamiento entre niveles p(s)
corresponde a la distribucion de Wigner-Dyson, mientras que en el otro caso, al tratarse
de un sistema completamente integrable se tiene la forma asintética de la distribucion
p(s) ~ e~% muy cercana a la distribucién de Poisson. Por lo tanto, la estadistica interme-
dia para medir el grado de caos en un sistema cudntico, en particular el rotador pateado,
tendra en su estructura la suma de estos dos tipos de distribucién dependiendo de la
region a la que pertenezca su movimiento.

Para poder analizar algunos de estos resultados numéricos nos basaremos en el desarrollo
realizado en [30], donde se utiliza la representaciéon matricial de (3.2.24)) de la siguiente
manera

Vot +T) = Z Unim (K, T)¥m (1), (3.2.39)

donde la matriz U, determina la evolucion de cualquier vector N-dimensional del sistema,
y de la cual daremos mas detalles al considerar la representacion del KR como matriz con
estructura de banda en el siguiente capitulo, por ahora nos limitaremos a mostrar las
propiedades de localizacién de los autovectores del sistema.

Ademas de considerar la representacién matricial de la evolucion del rotador pateado, en
[30], Izrailev introduce el siguiente parametro

d= () (3.2.40)

donde i es la longitud de localizacién entrdépica definida en (2.5.52)) y (-) representa el
promedio sobre todos los autoestados de U,,,.

Este pardmetro se relaciona con la distribucién de los niveles cercanos a partir de 5 = d/N,
al considerar la combinacion de las distribuciones GOE y Poisson, a través de la siguiente

identidad: ,
p(s) = As’ exp {—%82 - <C’0 - g) gs} (3.2.41)

En el articulo [30] se realiza un estudio numérico minucioso para analizar el comporta-

miento del KR usando (3.2.41]) con 3 el intervalo 0 < § < 1.

En la Figura |3.5 observamos tres curvas tipicas del espaciamiento entre niveles para
el rotador pateado variando el grado de caos en el sistema a partir de k. De los resultados
obtenidos podemos concluir que a medida que el parametro [ se acerca a 1 la grafica tiende
a la distribucién GOE, mientras que si f§ — 0 la distribucién p(s) tiende a la distribucién
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Figura 3.5: Tres ejemplos de la estadistica intermedia para p(s) con el pardmetro K = 5,
N = 398 y d = (l;). Las curvas suaves corresponden a los datos generados usando
(3.2.41), con f = d/N, mientras que los histogramas pertenecen a los datos generados
numéricamente a partir de U,,,(k). (a) k = 39.8, 5 ~ 0.76, (b) k = 21.1, § =~ 0.48, (c)
k~9.1, 5~ 0.22[30].

de Poisson (véase también Figura; ambos resultados en correspondencia a los sistemas
completamente cadticos y completamente integrables, respectivamente. Ademas, podemos
apreciar que los datos generados usando y los resultados numéricos generados al
diagonalizar U, coinciden en gran medida para los tres casos.
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Capitulo 4

Matrices Banda Aleatorias

En el presente capitulo desarrollaremos las principales caracteristicas de otro de los co-
lectivos que destacan dentro de la teoria de matrices aleatorias, conocido como Colectivo
de Matrices Banda Aleatorias (BRM por sus siglas en inglés). Comenzaremos establecien-
do las principales caracteristicas estadisticas de este particular colectivo, con resultados
obtenidos de manera numérica y sustentados analiticamente. Luego describiremos las prin-
cipales aplicaciones del colectivo de matrices banda aleatorias, para el cual mostraremos,
mediante un ejemplo, la conexién con el caos cudntico [37], y a su vez al rotado pateado
[28, 130]. Finalmente, desglosaremos los puntos mas destacados en el vinculo de las BRM
con el estudio de sistemas casi unidimensionales en la fisica de materia condensada [40)].

Comencemos destacando que la conexion de las RBM con los sistemas desordenados surge
debido a la localizacion de sus autovectores, propiedad que contrasta con las caracteristi-
cas de los colectivos ortogonales (GOE), unitarios(GUE) y simplécticos(GSE), descritos
en [3.0.1] y que usualmente se estudian en la RMT.

Esta importante cualidad en la estructura de los autovectores se ve reflejada de igual mane-
ra en las propiedades estadisticas de los eigenvalores permitiendo observar una transicion
del espaciamiento entre niveles de los casos extremos de las distribuciones de Poisson y
Wigner-Dyson, dependiendo tinicamente, de manera anéloga a la teoria SPS (como vere-
mos un poco mas adelante), de algunos pardmetros de escala [33].

Siendo este comportamiento de los niveles energéticos el que ha permitido utilizar las
matrices aleatorias con estructura de banda como una herramienta mas para describir
las propiedades estadisticas de sistemas Hamiltonianos en los niveles intermedios en la
transicion del régimen completamente integrable (correspondiente a estadistica de Pois-
son ) y completamente cadtico (caracteristico de la estadistica de Wigner-Dyson) en el
estudio del caos cudntico [36].

4.0.1. Colectivo de Matrices Banda

El Colectivo de Matrices Banda Aleatorias, es el conjunto {2gpy, de matrices reales y
simétricas de tamano N x N cuyos elementos, A € Qrp, satisfacen:
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donde b es la anchura de la semibanda, b = 1 para una matriz tridiagonal, b = 2 para una
matriz pentadiagonal, etcétera. Notese que si b = N — 1 entonces A pertenece al colectivo
GOE. Ademés, los elementos A; ; son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, con media nula. A tiene asociada la densidad de probabilidad dada por [30]:

p(A) _ —arI‘rA2 H —aA? H 72aA2 > 0. (402)

1<J

De esta identidad podemos observar que el colectivo es caracterizado por los parametros
a, N y b, donde el primero de ellos no afecta las propiedades estadisticas del espectro de
energias y de los autoestados ya que tinicamente cambia la escala de todos los autovalores
y autovectores.

4.0.2. Propiedades estadisticas de las BRM

Como primer punto a desarrollar en la teoria de las matrices banda aleatorias tenemos
la descripcion de algunas de las propiedades estadisticas de sus autovalores y autovectores.

Ley del semicirculo

Una de las caracteristicas que destacamos para los colectivos gaussianos, es que sus autova-
lores estan distribuidos mediante la denominada ley del semicirculo, siendo relativamente
sencillo mostrar este hecho analiticamente debido a las simetrias rotacionales de los co-
lectivos. Sin embargo, para el caso de las BRM esta importante cualidad se ha perdido y
no es posible obtener por el mismo camino un resultado analogo, por lo que es bastante
complicado tratar el problema a nivel analitico. Diversos autores, por métodos diferentes
(véase [34] y referencias ahi), han demostrado que para N grande y b tal que b/N — 0,
las BRM satisfacen la ley del semicirculo para la distribucién de sus autovalores, con un

radio R = \/b/a.

Propiedades de localizacion de las BRM

Ahora describiremos la localizacién presente en los autoestados del colectivo BRM. Hecho
para el cual existen una gran cantidad de estudios numéricos, como el que describiremos
a continuacién, desarrollado en [33], y también, algunos estudios analiticos (véase por
ejemplo [30]), en los cuales se trata de caracterizar la forma de los autovectores con la
intencion de identificar el surgimiento de estados localizados o estados extendidos en el
sistema, ademas de aportar evidencia tanto numérica como tedrica de que las propiedades
de localizacién de los autoestados del colectivo BRM satisfacen una relacion similar a la
teoria del tinico parametro de escala para los sistemas desordenados que estudiamos en
capitulos anteriores.

Para empezar, considere A una matriz aleatoria con estructura de banda, pertenecien-
te al colectivo Qpgas, ademés, definamos el pardmetro x = b?/N. Para este conjunto de
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Figura 4.1: (a) Componentes de un autovector normalizado al tamano de la muestra N =
400 en escala logaritmica |log(u,,)| versus la componente n del vector. (b) Componentes
de un autovector |u,| versus la componente n del vector [33].

matrices se presentan, en la Figura[d.1] dos autovectores tipicos para dos miembros de este
colectivo. En la imagen vemos que su estructura es totalmente diferente, siendo el vector
(a) el correspondiente al caso para el cual z < 1, mostrando un decaimiento exponencial;
mientras que las componentes del vector en (b), correspondientes a los valores b y N tales
que x > 1. Este segundo autovector muestra una aparente aleatoriedad en el tamano de
sus componentes (que podria asociarse a caos en el sistema), ademés, es de destacar que
el vector cuenta con casi todas sus entradas distintas de cero, por lo que es posible intuir
que el primero corresponde a un estado localizado dado su decaimiento exponencial y el
segundo a un estado extendido, pese a la aleatoriedad de sus entradas.

En [35], donde se busca describir la transicién entre estados localizados y estados exten-
didos, podemos encontrar evidencia adicional que sustenta esta idea intuitiva, como lo
muestra la Figura donde aparecen dos autovectores. Para estos autovectores es muy
claro que su comportamiento pertenece a un estado localizado (a) o a un estado extendido
(b). Siendo este tltimo muy similar a la imagen (b) presentada en la Figura [4.1]

Por otro lado, como adelantamos al inicio del capitulo, se ha logrado establecer, por medio
de estudios numéricos [33] y también mediante resultados tedricos [44], que el colectivo
RBM esta sujeto a una ley de escalamiento, donde la variable de escala de la localizacion
es

x =b*/N, (4.0.3)

relacionada tinicamente con la anchura de la semibanda y el tamano del sistema.

A través del estudio numérico del comportamiento de x para diferentes tamanos de la
muestra N es definida de manera empirica en [33], por Izrailev y colaboradores, la fun-
cién de escala denominada longitud de localizacion de escala, misma que fue corroborada
analiticamente en [44] y es descrita por la identidad:

Bx) = , yY~14 (4.0.4)
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Figura 4.2: Componentes de dos autovectores 1; en funcién de la componente i para
N =800 [35].

relacionada a través de = con la anchura de la semibanda y el tamano de la BRM.

Esta ley empirica de escalamiento es comparada con [ a través de la longitud de locali-
zacién de los autoestados del sistema, de manera similar a , mediante el siguiente
razonamiento.

Primero definimos la “longitud de localizacién”

ZH = Nexp(H — HGOE) = le exp(—HGOE) (405)

donde [, es la longitud de localizacién entrépica definida en (2.5.50)) y

Heon = \If(%N +1) - xp(;) (4.0.6)

con ¥ la funcién “digamma”. Luego introducimos el siguiente parametro:
d= Nexp({H) — Hgor) (4.0.7)

donde (-) representa el promedio sobre todos los autoestados, y finalmente establecemos
la relacion

B=d/N (4.0.8)

para relacionar “la longitud de localizacién” definida en (4.0.5)) con la longitud de locali-
zacion de escala.

En la Figura [4.3] se graficaron los datos obtenidos numéricamente para la longitud de
localizacién de escala, 3, con ayuda de los autoestados de las BRM a través de ;
mientras que por otro lado se grafica § de la ley empirica en funcién de z, datos que
corresponde a la curva de ajuste punteada, para la cual se utilizé v = 1.4.

Como podemos observar en la Figura los datos correspondientes a diferentes ma-
trices banda aleatorias son muy similares al analizar la longitud de localizacién de sus
autoestados en relacion a la anchura de la semibanda y al tamano de la muestra, pu-
diendo observarse ademas que la curva punteada correspondiente a la ley empirica
reproduce de muy buena manera los datos obtenidos, confirmando que la longitud de
localizaciéon de los autovectores de las matrices banda aleatorias satisfacen una propiedad
de escalamiento, con x = b*/N como variable de escala.
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Figura 4.3: Longitud de localizacién de escala 3 en funcién de z = 0?/N para N =
200 (o), N = 400(A), N = 800 (M), N = 1000(c) y 8 dada por (4.0.4) en la linea
punteada [33].

4.1. BRM en el caos cuantico

Al desarrollar la teoria de matrices aleatorias como herramienta para estudiar los
sistemas cuanticos caoticos y principalmente al momento de trabajar el rotador pateado,
hemos mencionado que existe una importante conexion entre los sistemas que presentan
caos y la teoria de matrices banda. A continuacion, mostraremos con base en unos ejemplos
esta relacion.

4.1.1. Osciladores acoplados

El modelo de los osciladores acoplados ha sido uno de los sistemas que se han estudiado
para mostrar la transiciéon entre un sistema cadtico y uno integrable. Para los cuales
desde inicios de la década de los setentas, con Percival [38] se determiné que en el limite
semiclasico, el espectro de energia de los osciladores presentaba dos regiones, una regular
y otra irregular, como reflejo de ambos tipos de movimiento en el sistema. En estudios
posteriores [39] realizados numéricamente a través del hamiltoniano:

1

H:H1+H2+4/{Z.T%I§, HZ_E

(p? +27),i=1,2, (4.1.9)
representando dos osciladores acoplados con una interaccion de cuarto orden, se logro
encontrar evidencia de que los niveles de energia, F, (k), permitian caracterizar el movi-
miento cadtico en el sistema siendo analizados mediante la variacion del parametro k con
ayuda de la expresion

conocida por ser una medida de las correlaciones de largo alcance en el espectro de
energias.
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Anos mas tarde, Seligman y colaboradores [37], utilizaron un modelo similar, con una es-
tructura mas compleja, brindando una importante contribucion al estudio de la transicion
entre estadisticas de los niveles de energia relacionada al grado de caos del sistema. A con-
tinuacion, desarrollaremos los principales puntos de este trabajo y buscaremos mostrar la
conexién de esta teoria con las BRM.

Los autores del estudio [37] consideraron dos particulas que se movian a través de pozos
de potencial unidimensionales e interactuaban mediante un potencial local, expresando
formalmente este sistema por medio del siguiente hamiltoniano:

H = = (pT+13) + Vi(21) + Va() + Vig(a1 — 3) (4.1.11)

N | —

La dinamica del sistema estd determinada por la forma especifica de los potenciales V;,
mediante los cuales se busca mostrar la transicién entre regimenes. Seligman y sus cola-
boradores encontraron que la eleccién

Vi(r) = Ui(%’l’z + Bzt + %’906), (4.1.12)

permitia, mediante la variacién de los parametros v;, oy, B; y ;, observar la transicion
entre un sistema determinista y uno cadtico, de manera similar al rotador pateado que
estudiamos anteriormente.

El estudio esta basado en dos indicadores, por un lado utilizando la distribuciéon del
espaciamiento entre niveles p(s), y por el otro A2 de la expresién , la cual men-
cionabamos que también permite identificar si un sistema presenta caos.

Por su parte, el estudio del modelo se realiza a través del hamiltoniano (4.1.11), el cual es
expandido en la base del oscilador arménico y posteriormente diagonalizado, realizando
un truncado en la representaciéon matricial.

Ademas del estudio hecho a partir del hamiltoniano, Seligman y colaboradores, proponen
como modelo para reproducir los resultados obtenidos una matriz cuyas entradas A;; son
de la forma descrita para el colectivo GOE multiplicadas por exp[—(i — 7)?/0?], lo que
convierte a la matriz A en una matriz aleatoria con estructura de banda. Donde o juega el
papel del parametro b en y se varia para interpolar entre la distribucién de Poisson
(0 =0) y una GOE (0 — 00), siendo posible vincular los dos modelos y establecer una
relacion entre las BRM y la transicién de regimenes cadticos a integrables.

En la Figura[l.4] tomada de [37], se muestran los datos generados a partir de (4.1.11]) y se
aprecia el espaciamiento entre niveles p(s), figura de la derecha, siendo claro el cambio de
la estadistica de Poisson a la de Wigner-Dyson, en la transiciéon de un sistema integrable
a uno caotico, con una zona intermedia entre regimenes, donde el uso de las matrices
aleatorias banda reproduce con gran precisién los datos obtenidos. Ademds, aparece A?
dada por , la cual corresponde en gran medida con los datos obtenidos mediante
las BRM para la regién donde el sistema es cadtico.
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Figura 4.4: A la derecha distribucién del espaciamiento entre niveles cercanos p(s) usando
(4.1.11) (histogramas), en comparacién, la prediccién de la distribucién usando BRM
(curvas continuas). A la izquierda A2 en la linea punteada, en comparacion, la prediccién
de la distribucién usando BRM (curvas continuas) [37].

4.1.2. Descripcion del KR usando BRM

En la seccién determinamos la evoluciéon en el tiempo de la funcién de onda del
KR, expresando la solucién en la base del momento angular. Ademéas de simplificar los
calculos analiticos, utilizar esta base nos permite encontrar una conexién entre el rotador
pateado y las matrices banda aleatorias.

Consideremos el hamiltoniano del KR mediante la identidad:
h? 92

H= ~37 962 + ecos 8o (t), Z o(t —mT). (4.1.13)

m=—00

Entonces, la evolucién del sistema en un periodo T entre dos patadas puede describirse
con ayuda del siguiente mapeo:

iTh 0? € iTh 0?
(O, t+T) = exp ( N 662) exp <_Zﬁ cos 9> exp (ﬂﬁ) ¥(6,1), (4.1.14)

donde 9 representa la funcién de onda del rotador pateado.

De esta manera, en la base del momento angular, la funcién de onda satisface

Up(t+T) = ZUnm Koy T) U (1), (4.1.15)

donde la matriz U, determina la evolucion de cualquier vector N-dimensional del sistema,

y tiene la forma simétrica:
Unm = Gnn’Bn’m’Gm’m (4116)
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Figura 4.5: Longitud de localizacién de escala 3 en funcién de k?/N para N = 400 (0O),
N =600 (A) y N = 800 (x). En el recuadro se magnifica la regién correspondiente a
r < 1, donde existe una fuerte localizacién [30].

donde la matriz diagonal Gy describe a la rotacion libre sobre medio periodo 7'/2:
Gu(1/2) = exp(i(T/4)1*0y) (4.1.17)
y la matriz B, representa el efecto de la patada:
Bo () = 0" 7™ Jor s (), (4.1.18)

con J, (k) una funcién de Bessel.

Dado que las funciones de Bessel, presentes en U,,,, decrecen muy rapidamente con el
incremento de la diferencia entre el indice y su argumento (|n —m| > k), la matriz U,,,
toma la forma de una matriz banda con elementos de valor despreciable fuera de la banda
de tamano = 2k estableciendo una relacion directa entre el parametro x del KR y la
anchura de la semibanda b. Si ademaés los elementos U,,, satisfacen la condicién de caos
fuerte clasico (K > 1), entonces las entradas de U,,, se vuelven pseudoaleatorias, debido
a la rapida fluctuacién de los factores de fase presentes en G,,,,/. Lo que nos permite con-
cluir que las propiedades de localizacién del KR, pueden ser descritas a partir del colectivo
BRM siempre que el parametro b no sea muy grande (b < N/2).

En la Figura [4.5 se muestra la grafica de la longitud de localizacién de escala utilizando

k en lugar de b en la expresién (4.0.4), reescrita de la siguiente manera:

I} _b2 K2

SN § (4.1.19)

Como podemos observar, los datos generan curvas con el mismo comportamiento que al
usar la semibanda b, como lo muestra la Figura [4.3]

Por otro lado, en la seccién mostramos la Figura[3.5] donde se aprecian tres diferentes
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graficos, que corresponden a la distribucién del espaciamiento entre niveles cercanos del
KR, en los cuales se ha usado la representacién de U,,, como matriz con estructura de
banda. Cuando hablamos del rotador pateado mencionamos que estos datos numéricos
concuerdan de muy buena manera con la expresion (3.2.41f), mostrando lo valiosas que
pueden ser las matrices banda para describir sistemas cuanticos cadticos.

4.2. Sistemas casi 1D y el formalismo supersimétrico

La conexion entre matrices banda aleatorias y el estudio de sistemas casi unidimen-
sionales no es para nada trivial y ha sido objeto de gran interés en las tltimas décadas
debido a su importante aplicacion en modelos de la fisica de materia condensada.

En particular, para nuestros propdsitos, poder aplicar la BRM a sistemas casi unidimen-
sionales es de destacada importancia en el estudio del modelo de Anderson y la descripcién
de sistemas desordenados, debido a que, como establecimos con la SPS, las propiedades del
transporte dependen fuertemente de la dimensionalidad del sistema que se esté tratando
y extender el desarrollo analitico de los modelos de una a més dimensiones ha enfrentado
grandes complicaciones, principalmente a nivel tedrico. Lo que convierte a las BRM en
un objeto interesante que podria ser clave ayudando a acrecentar los resultados obtenidos.

Para empezar, hemos destacado que el estudio de las RMT se ha concentrado principal-
mente en los colectivos gaussianos; GOE, GUE y GSE, los cuales gracias a sus diferentes
propiedades de simetria han permitido la obtencién de diferentes resultados analiticos.
Por esta misma razén la implementacion del formalismo supersimétrico a estos colectivos
se ha logrado con éxito y es utilizada para determinar algunas propiedades estadisticas
de los colectivos [42]. A pesar de que los elementos del colectivo BRM no satisfacen estas
importantes caracteristicas de simetria ha sido posible extender a esta clase de matrices
el uso del formalismo supersimétrico. Se ha logrado asi obtener de manera analitica ex-
presiones para la longitud de localizacién, a través de la razén de participacion inversa, y
estudiar la transicion localizacién-deslocalizacion de los autoestados de las BRM [35), 36].
Estos resultados han permitido corroborar que en efecto las matrices banda estan suje-
tas a la ley de escalamiento z = b?/N, tal como lo establecimos a través de resultados
numéricos en secciones anteriores.

La implementacién del formalismo supersimétrico consiste en mapear las BRM al deno-
minado modelo o-no lineal [43], y a partir de él desarrollar el problema para la obtencién
de las propiedades de transporte. Es posible, por otra parte, mapear de manera anélo-
ga los sistemas casi unidimensionales al modelo o-no lineal, teniendo como resultado la
existencia de una equivalencia entre las matrices banda aleatorias y los sistemas casi uni-
dimensionales. Esta conexién es estudiada a nivel analitico en [40] por Fiodorov y Mirlin,
quienes lograron con éxito mapear ambos sistemas al modelo o-no lineal y mostrar el
vinculo entre ambas teorias.

Resultado de destacada importancia debido a que permite conectar las BRM a sistemas
casi unidimensionales, hecho que podria ser la clave para desarrollar la teoria de sistemas
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desordenados cuya Hamiltoniana es una matriz con estructura de banda y poder extender
los resultados, hasta ahora obtenidos para sistemas desordenados en una dimensién, a
sistemas casi unidimensionales.

Para concluir este capitulo, debemos recalcar que, si bien es cierto que las matrices alea-
torias con estructura de banda han tenido gran relevancia en las tultimas décadas, son
aun objetos poco conocidos a nivel analitico. Los estudios que se tienen a nivel tedrico de
este particular colectivo de matrices aleatorias son limitados, y mucho mas nutridos los
resultados numéricos que se han desarrollado al respecto.
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Modelos de enlace fuerte con
desorden fuera de la diagonal

En la seccion estudiamos las principales caracteristicas del modelo de Anderson
unidimensional, un caso particular de modelo de enlace fuerte. Ahora nuestro objetivo
consiste en estudiar una generalizacion de este modelo al agregar desorden fuera de la
diagonal principal y un mayor niimero de subdiagonales de tal manera que los elementos
Vim de (2.5.9)) sean variables aleatorias. Este analisis lo realizaremos de manera numérica
con ayuda de la representacion del modelo como matriz con estructura de banda y uti-
lizando la longitud de localizacion entropica y la razén de participacion inversa
(2.5.53) como indicadores de la localizacién-deslocalizacién del sistema.

Centraremos nuestro estudio en identificar el efecto que tiene en las propiedades de lo-
calizacion la aleatoriedad de los elementos V,,,,, con un especial interés en el caso con
correlaciones de largo alcance tanto en los elementos diagonales como en el resto de las
subdiagonales, dado que las correlaciones generan una transicién efectiva de estados lo-
calizados a estados extendidos en el modelo de Anderson (véase Figura [5.2)).

5.1. Definiciéon del modelo

Hemos establecido que el hamiltoniano de los modelos de enlace fuerte estd dado por
la expresion:

H=> |n)en(n|+ > [n)Vyum(m| (5.1.1)

donde los €, corresponden a los elementos dentro de la diagonal principal y los V,,,,, a los
elementos fuera de la diagonal en la representacion de como matriz con estructura
de banda. Los primeros estan relacionados con los potenciales de sitio y los segundos con
las amplitudes de salto entre atomos de la red.

Ahora bien, cuando habldbamos de sistemas desordenados mencionamos que la forma
de introducir desorden en el modelo era precisamente a través de los elementos €, vy V.,
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los cuales eran determinados por sus propiedades estadisticas. Entonces, consideremos a
los elementos €, como variables aleatorias idénticamente distribuidas con las propiedades

(en) =0, (1) =0’ (5.1.2)
y distribucién uniforme

LW, xe (=W/2,W/2)
px) = (5.1.3)
0, otro caso

donde, W = \/ﬁae.

Ademas, estos elementos son independientes en el caso del modelo de Anderson sin co-
rrelaciones, y en el resto de las variantes del modelo de enlace fuerte los consideraremos
como variables correlacionadas a través del algoritmo descrito en la seccion [2.5] con la
ayuda de la densidad espectral

5, e (—m/2,—2mw/5)U (2n/5,7/2)

Win) = { 0, otro caso. (5.1.4)
Por lo tanto, usando la expresién ([2.5.43)), tienen asociado el correlador binario
(€n€ntk) sin(4rk/5)
k)= ——— =50y — ————=. 5.1.5
X( ) <E%> 0,k 7'(']{3/5 ( )

Por su parte los elementos V,,,,, son variables aleatorias i.i.d, con distribucién uniforme al
igual que los elementos diagonales, de tal manera que

| 14+ Dy m=nEl,
Vam = { . m£n+ 1. (5.1.6)
Donde
(hpm) =0, (h2,.) =0 (5.1.7)

Ahora bien, al agregar desorden en los elementos fuera de la diagonal se presentan dos
variantes importantes a considerar para estudiar las propiedades del modelo:

a) Efecto del aumento de la intensidad del desorden fuera de la diagonal:
Para analizar las consecuencias de la variacion del desorden consideraremos tinicamente
la matriz tridiagonal con V,, ,4+1 = 1 + hy, »4+1 para dos casos distintos, por un lado, donde
los elementos h,, ,+1 son variables aleatorias independientes; y por el otro, considerdndolos
como elementos correlacionados a partir de , donde los h,, 41 satisfacen, en ambos
casos, las propiedades . Ademas, manipularemos el grado de desorden en los ele-
mentos fuera de la diagonal a través del segundo momento de la distribucion (U,Qy).

b) Efecto del aumento de subdiagonales: Buscaremos analizar el efecto de las
interacciones a b vecinos en la red, con b > 1, manteniendo fijo el grado de desorden en los
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elementos de la matriz banda (03 = 02/2). Donde el pardmetro b corresponde de manera
directa a la anchura de la semibanda de la BRM. Consideraremos los casos donde los
elementos h,, , son i.i.d. y donde h, ,, tienen especificas correlaciones del desorden.

5.2. Métodos numéricos

En secciones anteriores hemos desarrollado el modelo de Anderson de talla finita uti-
lizando andlisis numérico a través de la razén de participacion inversa y la longitud de
localizacién entrdpica. Sin embargo, hemos omitido los detalles sobre las herramientas
computacionales que se han empleado, por lo que a continuacion enunciaremos las princi-
pales subrutinas involucradas en el estudio de las propiedades de los autovalores y autovec-
tores de los diferentes modelos de enlace fuerte que analizamos, las cuales son programadas
en el lenguaje “Fortran 90” (Para ver detalles sobre las diferentes subrutinas véase [45]).

Para empezar, para la construccion de los elementos de matriz independientes idénti-
camente distribuidos de la matriz hamiltoniana utilizamos una subrutina denominada
ran2 que nos permite generar una secuencia de nimeros aleatorios con distribucién uni-
forme en el intervalo (0, 1), los cuales manipulamos de tal manera que se convierten en
una sucesion de variables aleatorias con media nula y una varianza especifica. Una vez
que generamos las variables aleatorias procedemos, de ser el caso, a correlacionarlos me-
diante el algoritmo descrito en utilizando la densidad espectral del desorden deseada,
en nuestro caso hemos utilizado (5.1.4)).

Para determinar autovalores y autovectores de las matrices banda de nuestro interés
hemos seguido el procedimiento y usado las subrutinas que se presentan en [45] para
matrices reales y simétricas. El método consiste en llevar preliminarmente la matriz de
interés a una forma tridiagonal por medio del algoritmo Householder, que reduce una
matriz simétrica N x N a una matriz tridiagonal A por medio de N — 2 transforma-
ciones ortogonales. Posteriormente se pueden determinar autovalores y autovectores de
la matriz tridiagonal A por medio de un algoritmo )L, que descompone la matriz en el
producto A = Q- L donde () es una matriz ortogonal y L es una matriz triangular inferior.

Finalmente, ya con los estados del sistema completamente identificados procedemos a
aplicar (2.5.52) y (2.5.53)), leyendo entrada por entrada de la matriz que contiene los
autoestados para construir las graficas que hemos presentado hasta ahora y las que se
muestran a continuacion.

5.3. Modelo tridiagonal

Al hablar del modelo tridiagonal, nos referimos al caso en el cual consideramos la
matriz H € Qpgrys tal que b = 1, que es en esencia el modelo de Anderson unidimensional
que se muestra en la matriz H4 de (5.3.9) al que le agregamos desorden en las interacciones
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a primeros vecinos, de manera que V11 = 1 + hy, 41, donde los elementos h,, 11 tienen
las propiedades descritas en (5.1.7) y en consecuencia la matriz Hamiltoniana toma la
forma de H dada en (5.3.9),

e 1... 00
1 e 1... 0
Hi=|: ot ], (5.3.8)
0 16N_11
00 1 en
€1 1+h1,2... 0 0

1+h172 €9 1+h273... 0
. . . . . (5.3.9)

0... 1 + hN—2,N—1 EN—_1 1 +hN—1,N
00... 1+hn_iN EN

Primero, para mostrar el cambio en las propiedades de la localizacién entre el modelo
tridiagonal H dado en que presenta desorden fuera de la diagonal principal, y el
ya estudiado modelo de Anderson, resolvemos el problema de autovalores para la matriz
H 4 dada en (j5.3.8)), considerando los elementos diagonales correlacionados a partir de la

densidad espectral W (i) dada en ((5.1.4)) y las propiedades
(en) =0, (e2)y=02=0.1 (5.3.10)

En las Figuras [5.1] y [5.2] se muestran la longitud de localizacién entrépica y la razén de
participacién inversa para el modelo de Anderson sin correlaciones en los elementos dia-
gonales y el caso con correlaciones en las energias de sitio, respectivamente.

5.3.1. Modelo tridiagonal con variacion del grado de desorden

Como ya lo hemos mencionado, al estudiar el modelo con desorden fuera de la diagonal
principal nos hemos planteado analizar el efecto que genera en los autoestados del sistema
el considerar varios grados de desorden no-diagonal.

Para analizar el sistema ([5.3.9)), con este cambio en particular, consideremos dos casos;

uno tal que o7 = 0.1 y en el otro 62 = 0.2, al tiempo que variamos ¢2 de manera que
0?/ = %2, %2, 322 y 02 en cada caso; para el desorden dentro y fuera de la diagonal
principal de H, respectivamente. Destacando que los elementos ¢, son variables correla-
cionadas a partir de la densidad espectral .

Con estas caracteristicas en los elementos de la BRM resolvemos el problema de auto-
valores y autovectores de H para obtener los datos que se presentan en las Figuras |5.3

y para 02 = 0.1 y las Figuras y [p.6] para 02 = 0.2 . En las curvas podemos

€ €

apreciar, tanto para la razén de participacion inversa como para la longitud de localiza-
cién entropica, que a medida que el desorden en las subdiagonales aumenta también lo
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700 T T T T T T T T T

600 -

500

400

300

200

100 -

Figura 5.1: Razén de participacion inversa y Longitud de localizaciéon entrépica para el
modelo de Anderson sin correlaciones en los elementos diagonales. Considerando o2 = 0.1,
H 4 de tamano 1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.

900 T T T T T T T T T

800 -

700

600 -

500

400

300

200

100 -

-2.5

Figura 5.2: Razon de participacién inversa y Longitud de localizacién entrépica para
el modelo de Anderson con correlaciones del desorden. Considerando o2 = 0.1, H4 de
tamano 1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.
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hace la localizacion en el sistema y esto tiene como consecuencia que la transiciéon entre
estados extendidos en los extremos de la banda de energia y los estados localizados en el
centro de la misma se vuelva menos evidente. Por lo que podemos concluir que el aumento
de desorden en las subdiagonales del modelo tridiagonal genera una pérdida de la
transicién metal-aislante. Sin embargo, también debemos destacar, al comparar las curvas
para 02 = 0.1 y 0 = 0.2 ya sea para la razén de participacién inversa o para la longitud
de localizacién entrépica, que el aumento en la localizacién y la pérdida de las ventanas
de transicion entre estados localizados y extendidos parece no depender tinicamente de la
proporcion entre el desorden diagonal y fuera de la diagonal, sino también, de la intensi-
dad del desorden de las energias de sitio.

Por otro lado, comparando la extensién de los autoestados en el modelo de Anderson
que se muestran en la Figura [5.2] con las curvas obtenidas al agregar desorden en las in-
teracciones a primeros vecinos, las cuales se muestran en las Figuras v [5.5] generadas
con el mismo desorden diagonal o2 = (.1, vemos que la presencia de los elementos sub-
diagonales desordenados genera que los estados sean mas localizados aunque el desorden
de los elementos h,, ,, sea débil y este efecto aumenta a medida que el desorden aumenta,
generando que la transicion efectiva de localizacién-deslocalizacion se reduzca de manera
considerable.

Ley del semicirculo para el modelo tridiagonal

Al desarrollar la teorfa del colectivo BRM, en el capitulo ] mencionamos, entre otras
cosas, que este colectivo seguia la distribucion para sus eigenvalores conocida como ley
del semicirculo, siempre que se cumpliera la condicién b/N < 1y N — oo. De manera
que para el caso tridiagonal b = 1 y N suficientemente grande deberiamos poder apreciar
la distribucién antes mencionada.

En la Figura[5.7]se aprecian los datos obtenidos para la distribucion de los autovalores
de una matriz tridiagonal con o2 = (0.1 y variando ag de manera proporcional a la varianza
diagonal, mientras que en la Figura , se muestran los datos para el caso 0% = 0.2 con
la misma variaciéon proporcional para la varianza de las subdiagonales. En ambos casos
hemos considerado H de tamano N x N con N = 2000. En la grafica podemos apreciar
que el espectro de energia sigue la distribucién de la ley del semicirculo como se esperaba
y que ademas, los autovalores satisfacen la ley de escalamiento R = \/E, dado que al
usar esta normalizacion todas las curvas tienen el mismo radio sin importar la variacion
del desorden.

5.3.2. Modelo tridiagonal con correlaciones fuera de la diagonal
principal

Al considerar el modelo tridiagonal ([5.3.9)) con desorden fuera de la diagonal principal
tenemos la posibilidad de agregar correlaciones entre sus elementos, tal como lo hicimos
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800 T T T T

ov2=b.025 e
0,2=0.050 —s—
0,2=0.075 —=— |
0,2=0.100

700 -

600 -

500 -

¢ 400 |-

300

100 -

Figura 5.3: Longitud de localizacién entrépica para el modelo tridiagonal ((5.3.9)), consi-
derando o7 = 0.1 y variando proporcionalmente o2 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces o7 . Para H
de tamano 1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.

450 T T T T

T
0,=0.05 ——
400 | CVZO.I —
0,=0.15 ——
0,=0.2

350

300

Figura 5.4: Longitud de localizacién entrépica para el modelo tridiagonal ((5.3.9)) , consi-
derando o7 = 0.2 y variando proporcionalmente o2 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces o7 . Para H
de tamano 1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.
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T
0,2=0.025 ——
0,2=0.050 —+—
0,2=0.075 —=—

2
0,=0.100
500 - v N

600 -

400

200

100

Figura 5.5: Razén de participacion inversa para el modelo tridiagonal con correlaciones,
considerando 02 = 0.1y o2 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces 07 . Para H de tamano 1000 x 1000
y 100 realizaciones del desorden.

350 T T T T

T
0,=0.05 ——
ov:O.l —
300 0y=0.15 —— 7
0,=0.2

250 1

100 -

Figura 5.6: Razén de participacién inversa para el modelo tridiagonal (5.3.9) con corre-

laciones, considerando 7 = 0.2 y 0 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces 07 . Para H de tamano

1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.
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0.7 T T T T T T T T 2 T
0,%=0.025
0,2=0.050 —o—
0,2=0.075 —v—
0.6 0,2=0.100 —o—

0.5

0.4

P(E)

0.3

0.2

0.1

Figura 5.7: Distribucién del espectro de energias siguiendo la ley del semicirculo para
o>=01y 03 en 1/4,1/2,3/4, 1 veces o2. Con H de tamano 2000 x 2000, realizando una

normalizacién de los autovalores considerando R = /02b.

0.7 T T T T T T T

'0,2=0.05
0,°=0.10 —o—

P(E)

Figura 5.8: Distribucién del espectro de energias siguiendo la ley del semicirculo para
02=02y 03 en 1/4,1/2,3/4, 1 veces o2. Con H de tamano 2000 x 2000, realizando una

normalizacion de los autovalores considerando R = +/o2b.
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para las energias de sitio en el modelo de Anderson, para las cuales en la seccién
describimos el procedimiento para generar una secuencia de elementos correlacionados,
en particular mediante correlaciones de largo alcance. Y estudiamos el efecto en las pro-
piedades de localizacion al agregar este tipo de correlacion en los elementos diagonales
del modelo de Anderson, encontrando que especificas correlaciones del desorden generan
una transicién efectiva de localizacién-deslocalizacién de los autoestados en un modelo
unidimensional. Ahora bien, al considerar los elementos fuera de la diagonal como alea-
torios surge la posibilidad de agregar correlaciones a estos elementos y estudiar el cambio
en las propiedades de localizaciéon comparandolas con el modelo tridiagonal sin
correlaciones en las subdiagonales.

En las Figuras[5.9y podemos apreciar las gréficas generadas al resolver el problema
de autovalores para la matriz H considerando a sus elementos como correlacionados en
cada diagonal a partir de y el algoritmo descrito en .

En las graficas se muestra el promedio de los datos obtenidos para la longitud de loca-
lizacién entrépica y la razén de participacién inversa, considerando o = 0.1 y variando

o 2 2 352
02 de la siguiente manera: 02 = %=, %, ==, 07; para el desorden dentro y fuera de la

diagonal principal de H, respectivamente.

Si analizamos a detalle la extensién de los autoestados en las Figuras y en
comparacion con los que se muestran en las Figuras y podemos apreciar que
las correlaciones de los elementos subdiagonales preservan la transicion de localizacién-
deslocalizacién generada por las correlaciones del desorden en las energias de sitio. Sin
embargo, al aumentar el desorden los estados se localizan més y mas y la transicién metal-
aislante se ve disminuida nuevamente.

En las Figuras - y se muestra el promedio de la razén de participacién inversa

para los casos a = % y 02 = 0.1, comparando la extensién de los autoestados en

Y
el caso con correlaciofles (hnea rOJa) y el caso sin correlaciones en los elementos de las
subdiagonales (linea azul). En estos graficos se aprecian ambos efectos de manera mas
concreta, por un lado, el hecho de que las correlaciones preservan la transiciéon localiza-
cién-deslocalizacién y por el otro, que a pesar de aumentar la extension de los estados
en los extremos de la banda de energia el efecto de deslocalizacion sigue disminuyendo al

aumentar el grado de desorden.

Ley del semicirculo para el modelo tridiagonal con correlaciones

Un punto més que podemos estudiar al agregar correlaciones en las subdiagonales del
modelo tridiagonal es el efecto que estas correlaciones tiene en los autovalores del
sistema, principalmente en su distribucién de probabilidad a través de la ley del semicircu-
lo dada en la expresién . Mediante la cual obtenemos los datos que aparecen en la
Figura |5.15] para los cuales, podemos apreciar que se mantiene la distribucién mediante
la ley del semicirculo.
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ov2=b.025 ——
0,2=0.050 —s—
0,2=0.075 —+— |
0,2=0.100

Figura 5.9: Longitud de localizacién entrépica para el modelo tridiagonal (5.3.9) con
correlaciones, considerando o7 = 0.1y 02 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces 0 . Para H de tamafio

1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.

800 . .

600 -

500 -

< 400 -
—_—

100 -

T
0,=0.05 —*—
0,=0.10 ——
0,=0.15 —=—
0,=0.20

Figura 5.10: Longitud de localizacién entrépica para el modelo tridiagonal (5.3.9) con
correlaciones, considerando 07 = 0.2y 02 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces 0 . Para H de tamafio

1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.
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ov2=b.025 ——
0,2=0.050 —+—
0,2=0.075 —=—
0,2=0.100

800
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600
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100

Figura 5.11: Razén de participacién inversa para el modelo tridiagonal (5.3.9)) con corre-
laciones, considerando 7 = 0.1 y o2 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces o7 . Para H de tamafo
1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.

600 T T T T

T
0,=0.05 ——
OV:O.IO —
0,=0.15 —— |
0,=0.20

500

400
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Figura 5.12: Razén de participacién inversa para el modelo tridiagonal (5.3.9)) con corre-

laciones, considerando 7 = 0.2 y 0 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces 07 . Para H de tamano

1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.
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700
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Figura 5.13: Razén de participacién inversa para el modelo tridiagonal (5.3.9), b = 1,
sin correlaciones en las subdiagonales (linea azul) y con correlaciones (linea roja), con-

siderando 0? = 0.1 y 02 = %g. Para H de tamano 1000 x 1000 y 100 realizaciones del
desorden.
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< 300 |-
f-»
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Figura 5.14: Razén de participacién inversa para el modelo tridiagonal (5.3.9) , b =
1, sin correlaciones en las subdiagonales (linea azul) y con correlaciones (linea roja),
considerando 02 = 0.1 y ai = § Para H de tamano 1000 x 1000 y 100 realizaciones del
desorden.
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0.7 T T T T T T T T > T
0,2=0.025
0,2=0.050 —o—
0,2=0.075 ——
0.6 0,2=0.100 —o—
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Figura 5.15: Distribucion del espectro de energias siguiendo la ley del semicirculo para
02=01y 03 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces 02 para una matriz tridiagonal con correlaciones
en todas las diagonales, siendo H de tamano 2000 x 2000, realizando una normalizacion
de los autovalores considerando R = /02b.

0.7 T T T T T T T

'0,2=0.05
0,2=0.10 —o—

P(E)

Figura 5.16: Distribucion del espectro de energias siguiendo la ley del semicirculo para
02=02y 03 en 1/4, 1/2, 3/4, 1 veces 02 para una matriz tridiagonal con correlaciones
en todas las diagonales, siendo H de tamano 2000 x 2000, realizando una normalizacion
de los autovalores considerando R = /02b.
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5.4. Modelo multidiagonal

Para terminar el analisis de los modelos de enlace fuerte que hemos trabajado a lo largo
de los diferentes capitulos consideraremos el modelo multidiagonal, con b > 1. Sistema que
podemos interpretar fisicamente como un modelo unidimensional con saltos a b vecinos
en la red. De esta manera, la representacién matricial de toma la forma general

€1 1—|—h172 h173... hl,b 0... 00
1—|—h172 €9 1—|—h2’3 h2,b0--' 0

h173 1 + h273 €9 1 -+ h,374 Ce hg,b 0...

H=|" R : (5.4.11)
hl,b e 1 + hbfl,b €p 1 + hb’bJrl e hb,2b 0...0
0... hy—on-1 14+hn_on-1 ev-1 1+hyoan
00... hN_27N 1+hN—1,N €n

5.4.1. Papel clave del término laplaciano

Para analizar el modelo (5.4.11)) sin el término laplaciano, veamos la matriz descrita
en (5.4.11) como la suma de dos matrices, H = H + L, donde L contiene las entradas
correspondientes al termino laplaciano dadas por la siguiente expresion:

(n| L|m) = dpm—1 + Onmi (5.4.12)

Estos elementos, como veremos a continuacion, juegan un papel muy importante en la
transicion de estados extendidos y estados localizados.

Para empezar, consideremos Hj tal que los elementos €, tienen media nula y varian-
za 02 y son correlacionados utilizando la densidad espectral (5.1.4]), mientras que los
elementos de las subdiagonales, h,,,,, son variables aleatorias idénticamente distribuidas

que satisfacen las propiedades (5.1.7)).

Bajo estas condiciones de los elementos en las diagonales de la matriz banda y consi-
derando ¢? = 0.1, 03 = (.05 para el desorden en la diagonal principal y el resto de las
subdiagonales, ademéas de no considerar el término correspondiente al laplaciano, obtene-
mos H en la forma:

€1 h172 h173 Ce hl,b 0... 00
hLQ €9 h273 e h/2,b 0... 0
his h2z €3
H=|" 5 5.4.13
hl,b Ce hb—l,b €p hb,b+1 SN hb,2b 0...0 ( )
0... hN—3,N—1 hN—Q,N—l EN-1 hN—l,N
00... hN—2,N hN—l,N €n
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300 T T T T T
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Figura 5.17: Longitud de localizacion entrépica para el modelo (5.4.13]) sin término lapla-
ciano con g,y 1.i.d. Considerando o7 = 0.1y 2 = 0.05. Ademéds, H de tamano 1000 x 1000
y 100 realizaciones del desorden.

Realizando el estudio para dos casos particulares, por un lado, para los elementos h,, ,
i.i.d. y por el otro, correlacionados con ayuda de la densidad espectral dada en ,
al tiempo que la anchura de la semibanda toma los valores b = 10, b = 30 y b = 50
subdiagonales; tenemos los siguientes resultados:

Como podemos apreciar en las curvas de la Figura todos los estados son locali-
zados para el caso sin correlaciones en las subdiagonales y de igual manera para el caso
con correlaciones en todas las diagonales, que se muestra en la Figura|[5.18, Basados en los
datos de las graficas podemos ver que las correlaciones generan un incremento tanto del
espectro energia y un aumento en la extension de los estados de , sin ser posible
apreciar una transicion localizacién-deslocalizacion de los estados electronicos, lo que nos
dice que el término laplaciano es fundamental para obtener la transicién metal-aislante en
el modelo unidimensional, para cualquier niimero de interacciones entre vecinos, es decir,
para cualquier nimero de subdiagonales (b > 1) con o sin correlaciones, como lo mues-
tran los datos presentados que corresponden a 10, 30 y 50 subdiagonales (véase también

la Figura |5.22]).
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400 T T T T T
b=10 ——
b=20 ——

350 b=30 —a B
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4 200 |-
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Figura 5.18: Longitud de localizacion entrépica para el modelo ([5.4.13)) sin término lapla-
ciano con elementos h,,,, correlacionados, considerando o2 = 0.1 y O',QY = 0.05. Ademass,
H de tamano 1000 x 1000 y 100 realizaciones del desorden.

5.5. Modelo multidiagonal con desorden

Ahora, agregamos el término laplaciano al modelo multidiagonal ((5.4.11]) descrito al
inicio de esta seccion, es decir, tal que las entradas de la matriz tienen las propiedades
estadisticas:

(ea) =0, (e2)=02=0. (5.5.14)

para las energias de sitio, las cuales son correlacionadas a partir de la densidad espectral

del desorden dada en (5.1.4)), mientras que
(hnm) =0, <hi7m> = Ui =0.05 (5.5.15)

son elementos aleatorios independientes e idénticamente distribuidos que corresponden a
las entradas fuera de la diagonal principal.

Veremos que las propiedades de localizacién del sistema se modifican de manera im-
portante, por un lado logramos recuperar la transicion entre estados localizados y estados
extendidos con claros bordes de movilidad; como lo muestran las Figuras y b:21]
donde aparece el promedio de la longitud de localizacién entrépica y de la razén de par-
ticipacién inversa. En ambas figuras podemos apreciar que, de manera similar al caso
tridiagonal cuando aumentdbamos el grado de desorden, conforme b crece la diferencia
entre la extension espacial de los autoestados mas localizados y de los més “extendidos”se
reduce y la transicion metal-aislante presente en el modelo de Anderson tiende a des-
aparecer, aun con la presencia del término laplaciano. Este hecho es mucho mas evidente
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b=1IO ——
b=20 —— |
b=30

b=40

b=50

400

300 B

250 B

Iy

Figura 5.19: Longitud de localizacién entrépica para el modelo multidiagonal (5.4.11])
considerando H de tamaiio 1000 x 1000, 0% = 0.1 y 03 = 0.05 y correlaciones solamente
en las energias de sitio.

cuando analizamos los casos de 10 y 50 subdiagonales por separado, de los cuales mos-
tramos el promedio de la razén de participacién inversa en la Figura [5.20] Con ayuda
de las curvas podemos observar que para 10 subdiagonales los estados mas localizados
tienen una extension de alrededor de 15 sitios, mientras que los més extendidos cerca de
25, lo que nos da una diferencia en extension de casi el doble entre unos y otros, con
un cociente de la longitud entre los estados extendidos y los localizados de 1.5. Por su
parte, para el caso de 50 subdiagonales los estados mas localizados tienen una extension
de alrededor de 150 sitios en la red, mientras que los estados mas extendidos de 200 sitios,
lo que representa un cociente de 1.33, marcando una reduccién en la diferencia relativa
de la transicién metal-aislante al aumentar el nimero de subdiagonales.

Ademas, en la Figura se muestra el modelo el cual incluye el término lapla-
ciano y es comparado con el sistema que no contiene este término; como podemos
apreciar la diferencia en las propiedades de localizacién es muy notoria debido a que para
el caso sin laplaciano no es posible obtener una transicién entre regimenes, la cual si esta
presente en el caso con el laplaciano.

Ley del semicirculo para el modelo multidiagonal

De igual manera que hicimos para la matriz tridiagonal ([5.3.9), podemos analizar la
distribucién de los autovalores para el modelo multidiagonal (5.4.11)), en la Figura
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30 T T T T

25 - s A B

20 -
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 5.20: Razén de participacién inversa para b = 10 y b = 50 considerando H de
tamafio 1000 x 1000, 07 = 0.1 y 02 = 0.05 y correlaciones solamente en las energias de
sitio.
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300 T T T T T T T
b=10 ——
b=20 ——
b=30
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Figura 5.21: Razén de participacién inversa para el modelo multidiagonal (5.4.11]) consi-
derando H de tamaiio 1000 x 1000, 2 = 0.1y 03 = 0.05 y correlaciones solamente en las
energias de sitio.

se muestran los datos obtenidos mediante el uso de para los autovalores de H
obtenido del modelo multidiagonal . Estos resultados muestran que el espectro de
energias se distribuye siguiendo la ley del semicirculo, como lo esperdbamos de acuerdo a
las caracteristicas del colectivo BRM.

5.5.1. Modelo multidiagonal con correlaciones

A continuacién analizaremos el efecto que tiene en las propiedades de localizacién el
agregar correlaciones de largo alcance en los elementos de las subdiagonales, es decir, con-
siderando h,, ,,, con media nula, varianza ag = 0.05 y correlacionados a lo largo de cada
subdiagonal a partir de la densidad espectral del desorden dada en . La intencién
es ver si con la ayuda de estos nuevos elementos correlacionados podemos recuperar la
transicién localizacion-deslocalizacion que se pierde al aumentar la anchura de la banda.
Por su parte las energias de sitio seran correlacionadas con la misma densidad espectral
, tendrdn media nula y varianza o? = 0.1. Nétese que consideramos correlaciones
entre elementos de una misma diagonal, pero no entre elementos de diagonales distintas.

En las Figuras N podemos apreciar el promedio de la longitud de localizacién
entropica y la razén de participacién inversa obtenidos a partir de los autoestados del
sistema para H dada en de tamano 1000 x 1000, cuyas entradas satisfacen las
propiedades estadisticas antes descritas.

A partir de la extension de los autoestados, en especial en la zona de transicién de esta-
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350

(a)

Figura 5.22: Longitud de localizacién entrépica para los modelos (a) Sin término laplaciano
(5.4.13) (b) Con término laplaciano (5.4.11)), en el caso correspondiente a b = 30, H de

tamainio 1000 x 1000, 62 = 0.1 y o2 = 0.05
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0.7 T T T T T T T T T
b=10
b=30 ——

b=50 —v—

p(E)

Figura 5.23: Distribucion del espectro de energias siguiendo la ley del semicirculo para
0? = 0.1 y 02 = 0.05 para las matrices tales que b = 10, b = 30 y b = 50, siendo H
de tamano 2000 x 2000, realizando una normalizaciéon de los autovalores considerando

R = ./0?b.

dos localizados y estados extendidos, podemos apreciar que para el aumento sucesivo de
la anchura de la semibanda b la transicién metal-aislante se logra mantener con mucha
mayor claridad que para las gréficas mostradas en y B:21] Sin embargo, debemos
destacar que las correlaciones no son suficientes para detener por completo la pérdida de
la transicién efectiva en el sistema. Hemos logrado mostrar que prolongan la presencia
del fenémeno de transicién entre estados localizados y extendidos, tanto para el modelo
tridiagonal con aumento sucesivo del desorden subdiagonal como para el modelo
(5.4.11) con un aumento sucesivo del numero de subdiagonales, pero no son suficientes
para preservar totalmente la transicion.

La diferencia en la extensién de los autoestados en la zona de transicion entre estados
localizados y estados extendidos al agregar las correlaciones se logra apreciar con mucha
mayor claridad en la Figura[5.27, donde se muestra la comparacién entre el caso sin corre-
laciones fuera de la diagonal principal en el modelo y con correlaciones en todas
las subdiagonales en el mismo, para b = 30 (Figura[5.27) (a)) y b = 50 (Figura (b)).
Para ambos valores de b es evidente que la transicién metal-aislante es mas notoria en
el caso con correlaciones a lo largo de todas las subdiagonales, sin embargo, también es
apreciable la pérdida de la transicién entre estados extendidos y localizados al crecer b.

En adicion a esto, para identificar la diferencia de extension relativa al aumentar el niime-
ro de subdiagonales podemos analizar los casos de 10 subdiagonales y 50 subdiagonales
con correlaciones en los elementos de matriz. Las graficas correspondientes a estos casos
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b=10 —o—
00 = b=20 —— 1
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Figura 5.24: Longitud de localizacién entrépica para el modelo multidiagonal (5.4.11)
considerando H de tamafio 1000 x 1000, 02 = 0.1 y 0,27 = 0.05 y correlaciones en todas
las subdiagonales, variando la anchura de la semibanda b.

se muestran en la Figura donde tenemos que para el caso de 10 subdiagonales el
cociente de la extensién entre los estados extendidos y los estados localizados es de 2.5
mucho mayor que en el caso sin correlaciones que lo estimamos como 1.66, ademas, para
el caso de 50 subdiagonales si hay una reduccién de la distancia relativa a un valor de
1.56 para el caso correlacionado, pero sigue siendo mayor a la aproximada para el caso
sin correlaciones y b = 50 cuyo valor fue de 1.33. Entonces, podemos concluir que las co-
rrelaciones espaciales permiten preservar la transicion entre estados localizados y estados
extendidos, pero que ain con esta mejora parcial, la pérdida de la transicién es clara al
agregar un mayor nimero de subdiagonales.

Ademas del efecto de preservar las ventanas de transicién efectiva entre regimenes, pode-
mos destacar que al igual que mencionamos para el modelo sin término laplaciano ,
la presencia de correlaciones del desorden en las subdiagonales aumenta tanto la anchura
de la banda de energia como la extensién de los autoestados.

Ley del semicirculo para el modelo multidiagonal con correlaciones

De nueva cuenta podemos analizar si las correlaciones en los elementos de las subdia-
gonales generan una modificacién en las propiedades estadisticas de los autovalores a
través de la ley del semicirculo. Para ello, consideremos H como en de tamano
2000 x 2000, o7 = 0.1 y 02 = 0.05, ademds de la relacién (3.0.4)) para la distribucién del
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T
b=10 ——
b=20 ——
300 - b=30 —=— 7
b=40

b=50
250 - B

200 1

100 -

50 -

Figura 5.25: Razon de participacion inversa para el modelo multidiagonal ([5.4.11f) con-
siderando H de tamano 1000 x 1000, 2 = 0.1 y O',QY = 0.05 y correlaciones en todas las
subdiagonales, variando la anchura de la semibanda b.

espectro de energias del sistema.

En la Figura [5.28] se muestran los resultados obtenidos para el ancho de la semibanda
b=10,b = 30 y b = 50. Mediante la curva podemos apreciar que, al igual que en los
casos anteriores, la distribucion de probabilidad sigue siendo la misma, es decir, sigue la
ley del semicirculo.
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m o |

300 T T T T

Figura 5.26: Razon de participacion inveza para b = 10 y b = 50 considerando H de
tamano 1000 x 1000, 0? = 0.1 y ag = 0.05 y correlaciones en todas las subdiagonales.
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Figura 5.27: Razén de participacién inversa para el modelo multidiagonal (5.4.11)) (a)
b = 10, la linea azul corresponde al caso sin correlaciones, mientras que la roja al caso
correlacionado (b) b = 50, la linea azul corresponde al caso sin correlaciones, mientras

que la roja al caso correlacionado. Considerando H de tamafio 1000 x 1000, 02 = 0.1 y
0% =0.05 .
g
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0.7 T T T T T T T

b=10 ——
b=30 —e—
b=50 —v—

0.6 [~ 4

0.5 4

0.4 —
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03 -
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Figura 5.28: Distribucion del espectro de energias siguiendo la ley del semicirculo para
02 =01y 03 = (.05 para las matrices con elementos correlacionados, tales que b = 10,
b =30y b= 50, siendo H de tamano 2000 x 2000, realizando una normalizacién de los
autovalores considerando R = /o2b.
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Capitulo 6

Conclusiones

Nuestro principal objetivo en este trabajo consistié en estudiar numéricamente mode-
los de enlace fuerte con desorden dentro y fuera de la diagonal principal. Los resultados
numeéricos obtenidos nos permiten concluir lo siguiente:

a) Se corrobord la informacion tedrica existente referente al modelo con desorden pu-
ramente diagonal e interacciones a primeros vecinos en la red, conocido como modelo de
Anderson, es decir, se logré observar que el sistema presenta solamente estados localiza-
dos si las energias de sitio son variables aleatorias independientes y que es posible lograr
una transicién efectiva de localizacién-deslocalizacién si el desorden presenta especificas
correlaciones de largo alcance.

b) Se mostré que el desorden no-diagonal sin correlaciones tiende a eliminar la transicion
efectiva debida a las correlaciones de las energias de sitio. La reduccién del efecto de
deslocalizacion es tanto mayor cuanto mas fuerte el desorden no-diagonal. El desorden
no-diagonal puede fortalecerse tanto aumentando la varianza de los elementos de matriz
correspondientes cuanto incrementando la anchura de la banda.

c) Se mostré que, si la intensidad del desorden no-diagonal es moderada, cuando las
amplitudes aleatorias de salto presentan las mismas correlaciones de largo alcance de las
energias de sitio a lo largo de cada subdiagonal, se preserva parcialmente una transicion
efectiva de localizacion-deslocalizacion. Es necesario anadir que, cuando la intensidad del
desorden no-diagonal crece demasiado, las correlaciones no impiden que la transicién se
atente hasta perderse. Adicionalmente, se encontrd que las correlaciones no solo permiten
preservar las ventanas de localizacion-deslocalizacion en los modelos de enlace fuerte, sino
que también generan un aumento de la banda de energia y un incremento de la extension
de los estados, tanto de la zona de localizacion como en la regién correspondiente a estados
extendidos.
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d) Se mostré que en todas las variantes de los modelos de enlace fuerte estudiados, con
y sin correlaciones y con cualquier niimero de subdiagonales, se satisface la denominada ley
del semicirculo para la distribucién del espectro de energias de la matriz banda aleatoria.

6.1. Trabajo a futuro

Dentro del analisis que nos resta por hacer debemos incluir la extension del estudio
numérico mediante la implementacién de subrutinas especificas para tratar matrices con
estructura de banda, lo cual nos permitira analizar el comportamiento de los autovalores
y autovectores para un sistema de talla mucho mayor a los considerados en el estudio ex-
puesto en esta tesis. Ademads de extender el estudio del problema de autovalores podemos
analizar, también de manera numérica, el comportamiento de la difusién de un paquete
de onda y la forma en que se localiza al transcurrir el tiempo, de igual manera con la fina-
lidad de determinar las propiedades de localizacion y transporte en los diferentes modelos.

En adicién a esto, dado que el trabajo realizado en esta tesis se basa uUnicamente en
un estudio numérico y que no existen los resultados tedricos necesarios para explicar con
precisién los fenémenos descritos aqui, a continuaciéon surge la necesidad de buscar la
manera de estudiar analiticamente los modelos de enlace fuerte antes mencionados, con
la finalidad de corroborar la informacién que hemos presentado. Como destacamos ante-
riormente esta no parece ser una tarea facil, sin embargo, hay varios caminos mediante
los cuales podemos abordar el problema, por un lado, existe la posibilidad de generalizar
el método del mapa hamiltoniano utilizado para el modelo con desorden puramente dia-
gonal, tratando ahora el sistema con interacciones a b vecinos en la red como un conjunto
de osciladores paramétricos acoplados y aplicar un estudio similar para determinar las
propiedades de localizacién de los modelos con desorden correlacionado. Otra posibilidad
surge del trabajo de Flores descrito en [§] quien ha desarrollado un método para reducir
un problema con desorden dentro y fuera de la diagonal a un problema con desorden
unicamente en la diagonal principal, y una tercera opcién a considerar es el método de
Lanczos que establece que cualquier problema de la mecanica cuantica puede reducirse
a una cadena semi-infinita representada por una matriz tridiagonal (véase [2] para mas
detalles), de manera que podemos reducir nuestras matrices multidiagonales a una matriz
banda tridiagonal, lo que simplificaria el problema a tratar de manera considerable.
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Apéndice A

7.0.1. Teoria de Probabilidad

Para desarrollar de manera adecuada las caracteristicas de la RMT, debemos primero
precisar algunas definiciones y conceptos importantes de la teoria de probabilidad, las
cuales enunciamos a continuacion.

Definicion 4: Espacio de probabilidad. Es un espacio Q0 (conjunto no vacio con
elementos w € Q, llamados eventos) que tiene asociada una o—algebra A y una medida
P.

Donde A es un conjunto de subconjuntos de €2 que satisface las siguientes propiedades:
a) A es no vacia.
b)SiAe A= A€ A.

c) Si {A,} es una sucesién finita o numerable de elementos de A entonces U, A,, €

A

Y con P una funcién tal que a todo suceso A € A le corresponde un nimero real P(A),
llamado la probabilidad de A, de manera que:

a) VA€ A= P(A) > 0.
b) P(0)) = 0.
a) Sea {A,} N — Atal que A;NA; =0V i j= P(U,A,) =, P(A,).
d) P(Q) = 1

Definicion 5: Variable aleatoria. Considere un espacio de probabilidad {2, A, P},
entonces, una variable aleatoria X es una funcion:
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X :Q — R tal que si z € R, entonces {w: w € Q, X(w) <z} € A.

Ademas, decimos que dos Variables aleatorias X y Y son independientes si para todo
a < b,c<deR se verifica:

Pla<X<bec<Y<d)=Pla<X<bhHP(c<X <d). (7.0.1)

Definicion 6: Distribucion de probabilidad. Una distribucion de probabilidad p(x)
de la variable aleatoria X estd asociada a una distribucién cumulativa P(x) de tal manera
que:

Px)=PX<z) = /I p(y)dy. (7.0.2)

De esta manera podemos hablar de un conjunto de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas (i.i.d por sus siglas en inglés) como aquellas variables aleatorias
independientes con la misma distribucién de probabilidad asociada.
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