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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

INTRODUCCION.

Si tenemos una viga con gje longitudinal recto y ésta se ve sometida a fuerzas en
su plano, el gje longitudinal se deforma tomando la forma de una curva; a esta curva
se le denomina o se le conoce como “curva elastica”.

Para calcular las deflexiones que experimentan las estructuras se han desarrollado
procedimientos como el método de la doble integracion, el método de la viga
conjugada, el método del area de momentos (Teoremas de Mohr) y el método de
la carga ficticia (Trabajo virtual) los cuales se estudiaran en el transcurso de este
trabajo. El calculo de éstas es una parte importante del andlisis y disefio
estructural; por ejemplo, la determinacion de deflexiones es muy Util para plantear
ecuvaciones de deformacién en el andlisis de estructuras estaticamente
indeterminadas.

Se caleulan las deflexiones para comprobar que ellas estén dentro de limites
tolerables; por ejemplo, las especificaciones para el disefio de edificios suelen fijar
limites permisibles de las deflexiones maximas. Las deflexiones grandes en edificios
dan mal aspecto y generan insequridad en los ocupantes y pueden causar
agrietamientos en elementos estructurales y no estructurales.

Las deflexiones también son importantes en el analisis dindmico, como cuando se
Investigan las respuestas de edificios a sismos. En el disefio de maguinas y aviones,
las especificaciones pueden Imitar las deflexiones para evitar vibraciones
Indeseables.
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@ TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

El objetivo de este trabajo es presentar el desarrollo tedrico de los
diferentes métodos para calcular deflexiones arriba sefalados, vy
mostrar su aplicacion en la solucion de problemas particulares que
enfrenta el ingeniero civil en analisis de estructuras.
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

CAPITULO |I.
ECUACION DIFERENCIAL DE LA ELASTICA.

DEFINICION DE DEFLEXION

’ ,
~——ELASTICA

Figura |.1

y =f(x) es la ordenada de la elastica en “x”. Se le llama deflexiéon o flecha en “x”.

Para desarrollar la teorfa de las deflexiones en wvigas, se debe considerar la
geometria o la cinematica de la deformacion de un elemento de viga. La hipdtesis
cinematica fundamental de qgue las secciones planas permanecen planas después de
la deformacion proporciona la base de la teoria. Este tratamento desprecia la
deformacion por corte de una viga. Ademas resulta conveniente comentar que las
deflexiones son por lo general muy pequeias.
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DEFORMACIONES DE o (centro de curvatura)

p \
UNA VIGA EN FLEXION
PURA p=radio de curvatura

M M

~—Superficie
neutra

Figura |.2

De la figural .2 tenemos:

dH:%:E:k:d—e
p P dx
Donde:

k = Curvatura
P = Radio de curvatura

La longitud total de la fibra a-b es (p + y)d0=(1+ %)dx. Como la longitud original
era dx su alargamiento total sera yd% y la deformacion unitania vale:

& =1=ky

X
Yo
Para una viga de matenial elastico lineal se tiene gue:
o=Eg Ley de Hooke
Donde: o = Esfuerzo axial.
E = Md&dulo de elasticidad del material.
& = Deformaciéon unitaria axial.

Con lo gue podemos desarrollar la siguiente ecuacién:

o,=kKEYy

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 4



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

DISTRIBUCION DE ESFUERZOS EN UNA VIGA

v

Y N

a). Vista Longitudinal b). Secciéon Transversal

Figura |.3

En la figura |.3 la fuerza en dA vale o,dA. Como N=0 en la seccién transversal,
debe cumplirse gue:

[o,dA=[kEydA=0
Como “k™ y “E” son constantes se puede concluir que:
[yda=o0

La ecuvacion anterior establece que el momento estatico del area de la seccion
transversal con respecto a su gje neutro (€je z) es 1gual a cero. Por lo tanto el ¢je
neutro pasa por el centroide de la seccion; los ejes “y” y “z" son centroidales y
principales.

El momento de la fuerza elemental o,dA con respecto al ee neutro (EN) es
o, YAJA. La integral en toda el area debe ser igual al momento interno “M” que

actia en la seccién, de modo gue:
M =[o, ydA=kE[y*dA=KkELI,

La ecuacion dada también se puede escribir de la siguiente manera:

el Ecvacion |

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 5
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Figura | .4

En la figura | .4 se tiene que tgf = pendiente en Azgy =Yy (Interpretacion
X

geométrica de la derivada).
Por lo tanto @=arctgy’
Derivando con respecto a “x™:

T T Ecuvaciéon 2

B
ds
dy
A dx
Figura 1.5

De la figura |.5: ds® =dx’® +dy?

Dividiendo entre dx2 se tiene:
(ds)z —1+(dyj2 —1+(y )
dx dx

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 6
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S;S(: b+(y’)2 ]1/2 ................................ Ecuaciéon 3

Dividiendo la ecuacion 2 entre la ecuacion 3:

do y
dx _ 1+(y)’

/12
&S he(yf
dx

Pero se sabe que ds = pd@

d—ezd—gzlzkz% ............................... Ecvacion 4
ds  pdo p i+ (y)?]
lgualando la ecuacién | con la ecuacion 4:

M = y T2 e Ecuacion 5
El, [1_,_( )2]

Debido a que las elasticas son curvas “suaves”, se puede considerar que:

or-(2) -

Por lo que la ecuacion 5 se reduce a:

e A Ecuvacion 6

Que es la ecuvacion diferencial de la elastica.

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 7
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS

CAPITULO II.
METODO DE LA DOBLE INTEGRACION.

El método de la doble integraciéon consiste en la solucion de la ecuacion diferencial

de la elastica.

M d?y
El - dx?
La cual se puede escribir como:
e19Y _m =M
dx?

El d(dy] =M (x) dx
dx

Integrando:

dy)_
jElol(dxj_jlvl(x)o|x+cl
El dl:jlvl(x)dxm
dx '

dy:pendienteze(x) Angulo de inclinaciéon de la

Para deformaciones pequefias
tangente.

El ((jy =Elfg(x) = I MX)dX+C, .eerennnne. Ecuvacién de pendientes
X

La ecuacion anterior se puede escribir como:
El dy = |[ M (x)dx + C, [ox
Integrado nuevamente:

[Erdy = [[[M)dx+C, Jox

Ely= ” M(x)dxdx+C,;x+C, .............. Ecuacion de deflexiones

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H.
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CAPITULO II1.

EOREMAS DE MOHR.

En muchas aplicaciones de ingenieria en que se deben determinar deflexiones de
vigas, las cargas son complejas, y la seccion transversal de la viga puede variar.
Esto es usual en gjes de maguinas, donde se tienen variaciones graduales o por
pasos en el diametro de los ejes para poder montar rotores, collarines, cojnetes,
retenes, etc. Asimismo se suelen emplear vigas ahusadas en estructuras
aeronduvticas y de puentes. Interpretando semigraficamente las operaciones
matematicas para resolver la ecuvaciéon diferencial que riya, se ha obtenido un
procedimiento efectivo para obtener deflexiones en casos complicados. Si se utiliza
este procedimiento se halla que problemas con discontinuidades de carga y
variaciones arbitrarias en las caracteristicas de inercia del area transversal de una
viga no tienen mayores complicaciones y requieren solo algo mas de trabajo
aritmético para su resolucion. En este capitulo, el cual es acerca de los teoremas
de Mohr, el objetivo sera la resolucion de tales problemas.

El método que se va a presentar, desarrollado por Mohr, se suele emplear para
obtener el desplazamento y la rotacién en un solo punto de un elemento
estructural. Se puede utilizar para determinar la ecuacidon de la curva elastica, pero
no se obtiene ninguna ventaja en relacion con la resolucion directa de la ecuacion
diferencial. Sin embargo, con frecuencia es la deflexion 6 la desviacion angular de la
curva elastica en un punto particular de una viga, o bien ambas cantidades, lo que
es de mayor interés en la resolucion de problemas practicos.

Este método es un procedmiento alternativo para resolver el problema de la
deflexion. Tiene las mismas IImitaciones y aproximaciones en relacion con la solucion
de la ecuacion diferencial de la elastica. Mediante su aplicacion se determina sélo la
deflexon debida a la flexéon de una wviga, y se desprecia la deflexidon
correspondiente a la fuerza cortante.

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 9
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Los teoremas anteriores también se conocen como “Método del Area de
Momentos™; el Método fue introducido por Sant-Venant y desarrollado mas
cabalmente por Mohr y Greene.

En la figura 3. 1:
0, = Angulo que forma la tangente en B con la tangente en A.

BTA = Distancia vertical medida desde la tangente en A hasta B.
A esta a la 1zquierda de B.

Demostracion del teorema |.

La ecuacion diferencial de la elastica establece que

B1SY M)
d’y _ y- M (x)
dx? El

ddy_d MK
dx dx dx El
d 0(x) = MO g
El

Integrando la ecuacion anterior entre las secciones A y B:

0(B)— O(A) = T M%) 4

Pero: O(B)—0(A) = 0,,, = Angulo que forma la tangente en B con la tangente en A.

0y, =Angulo externo del tridngulo = suma de los angulos internos no adyacentes
Og/n =0p =0,

Por otro lado tenemos gue:

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 11
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Figura 3.2

B
La integral IM(X)

A

A hasta B, por lo gue:

dx representa la suma de los elementos diferenciales dA” desde

M (X)

dx = APas

> —y
m

Sustituyendo:
Og;p =05 —0, =A°ae  Teorema | Demostrado

Demostracién del teorema Il Sea:

K// //, Elastica

dv\=d®(><) Xe

A
tgenx — [~ - / i
s
pd L ) ~tgenA
tg en x+dx [~ 9

Figura 3.3

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 12
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De la figura 3.3: dv=d@(x)X;.
En las paginas | | y |2 se habia obtenido que:

M (x)
El

do(x) = dx = dA®

Sustituyendo:

dv=dA® X, = Momento estatico de dA” con respecto a B = dQ”
B B
. BTA=[dv=[dQ” =Q s
A A

BTA=QPae Teorema Il Demostrado

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H.
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

CAPITULO IV.
\VIGA CONJUGADA.

Considere la siguiente figura:

=BA=AL*b

Figura 4. |

De la figura 4.1 : 9A=é|‘_5 y 6, zﬁ

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 14



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

A°rs b A°rs a
Es decir: 6, = — y 0 = A8 2 de acuerdo con el teorema ll.

L L

Si se aplica a una viga imaginaria (viga conjugada), una “carga elastica” con la forma
del diagrama M / El y se calculan las reacciones:

VIGA CONJUGADA

M/EI
(Carga eléstica)

Figura 4.2

> Mgy =0
R,L-A%a5b=0

APae b

L

> M, =0
~R,L+APxea=0
_ADAfsa

L

R, =

Rg

Por simple inspeccion se nota que las pendientes en los extremos (apoyos), de la
viga real son 1guales a la reacciones de la viga conjugada.

HAZRA y GBZRB

En ambos extremos de la viga conjugada la fuerza cortante es 1gual a la reaccién, e
Igual a la pendiente en la viga real. Por lo anterior se tiene el teorema |:

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 15



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Teorema |: La pendiente en cualquier seccién de una viga cargada, relativa al eje
original de la misma, es igual al cortante en la viga conjugada para la seccion
correspondiente.

CONSIDERE NUEVAMENTE LA VIGA CONJUGADA Y LA VIGA REAL:

<«

- ELASTICA

Figura 4.3

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 16



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

De la figura 4.3 se tiene:

de = df —ef
Pero: df =x6,
ef =A%ac X¢

Sustituyendo los valores de df vy ef :
de=x6, — A®ac X;

Como 0,es la reaccion izquierda de la viga conjugada, la expresion anterior para la

deflexion “de” de la viga real es el momento interno en “c” de la viga conjugada,
por lo gue:

Teorema II: La deflexiéon de una viga cargada con relacion a su posiciéon inicial es
Igual al momento flexionante para la seccién correspondiente de la viga conjugada.

Resumiendo:

‘9REAL ZVCONJUGADA

fREAL = MCONJUGADA

Convencién de signos:

VIGA CONJUGADA VIGA REAL

Figura 4.4

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 17
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Limitaciones de método:
El método se desarrolld para las vigas simplemente apoyadas; en esta forma no
sirve para resolver vigas en voladizo, con extremos empotrados o vigas continuas.

Para la generalizacion del método, es necesario emplear vigas conjugadas que
tengan los apoyos modificados, de modo que se obtengan las relaciones
correctas:

eREAL = VCONJUGADA

fREAL = MCONJUGADA

VIGA REAL VIGA CONJUGADA

Q

A
- ; Articulacion—

O

A
. . . Articulacion—/

Figura 4.5

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 18
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CAPITULO V.
RABAJO VIRTUAL.

El método del Trabajo Virtual 6 método de la Carga Unitaria Ficticia permite calcular
deflexiones en armaduras, vigas y marcos. El método se desarrolla partir de la “Ley

de la conservacion de la energia”.

Ley de la conservacion de la energia:

Trabajo hecho por un grupo = Energia elastica interna
de cargas externas almacenada en la estructura

Consideraciones:
a) Las fuerzas internas y externas estan en equilibrio.

b) El limte elastico del material no se excede.
c) Los apoyos, en principio, no tienen movimento.

DEFLEXIONES EN ARMADURAS.

P P2 Ps
Cargas aplicadas lentamente

Figura 4.6

Las cargas P, a P5 producen fuerzas en la barras.

Como consecuencia, cada barra se acorta o se alarga.

Estas deformaciones internas causan deflexiones externas y cada una
de las cargas se desplaza una pequena distancia.

El principio de conservacion de la energia para la armadura:

& %

&

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 19
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El trabajo externo efectuado por las cargas P, a P, al moverse éstas través de
sus respectivos desplazamentos es 1gual al trabajo interno efectuado por las
fuerzas en las barras al desplazarse sobre sus respectivos cambios de longitud.

& | 5 deformacion total en una barra de una armadura:

_FL
EA

AL

Figura 4.7

#® Para calcular la deflexiéon en un nudo de armadura de la figura 4.6:

Se quitan Pi, P2y Pay se
coloca una fuerza unitaria en
el nudo de interés: Se vuelven a colocar P, P2y Pa:

X7

w=Fuerzas en las barras producidas por la carga unitaria (originan
pequefas deformaciones en las barras y deformaciones externas en
la armadura).

Figura 4.6

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 20
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#® Cuando las cargas externas regresan a la armadura, la fuerza en

cada una de las barras cambia de acuverdo a la fuerza “F” y la
deformacion de cada barra cambia de acuverdo a FL / EA. La
armadura se deflecta y la carga unitaria se translada una distancia o .
El trabajo externo que realiza la carga unitana cuando las cargas externas regresan

a la estructura es:
We=1-¢

Internamente, La fuerza u en cada barra se desplaza una distancia AL = FL EA" El

trabajo interno efectuado por todas las fuerzas u al moverse esta distancia es:

FL
W, =Zﬂa

lgualando los trabajos externo e interno:

Ful
T

DEFLEXIONES EN VIGAS Y MARCOS.

Considere la siguiente viga:

SECCION
TRANSVERSAL

Figura 4.9

#® |25 cargas P, a P, producen fuerzas en las fibras longitudinales de |a
viga.
® Como consecuencia, cada fibra se acorta o se alarga.

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 21
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# FEstas deformaciones internas causan deflexiones externas y cada
carga se desplaza una pequefia distancia.

# Fl principio de conservacion de la energia para la viga:
La suma del trabajo interno efectuado = Trabajo externo

por la fuerza en cada una de las fibras  desarrollado por las cargas

#® Para calcular la deflexiéon en A de la figura 4.9:

Se producen incrementos en las fuerzas y en las
deformaciones y la carga unitania se desplaza una
cantidad adicional 6.

Se producen pequefias fuerzas y deformaciones
en las fibras y aparece una pequeria deflexion en A

Figura 4.10

Por lo tanto el trabajo interno desarrollado por las fuerzas producidas por la carga
unitaria, al desplazarse segin las deformaciones adicionales de las fibras, es 1gual al
trabajo externo realizado por la carga unitaria al desplazarse ésta la distancia

adicional ¢ .
m
#® Esfuerzo en dA =I—y; “m” es el momento originado por la carga
unitaria.
& m
® Fuerza en dA :TydA

Al gdrea “dA” corresponde una longitud diferencial “dx” que se deforma una
cantidad ¢dx cuando las cargas se reintroducen en la viga:

dx

dx+edx

Figura 4.1 |

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 22
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M 13 2
® FEsfuerzo debido a las cargas externas o :Ty ; "M” es el

i

.-é';;

momento originado por cargas externas.

Deformacion en “dx” =edx = %dx = II;/II y dx

F.I.C.

La fuerza en "dA” debida a la carga unitaria (rlnydA] se desplaza

segin esa deformacion, y el trabajo que realiza es:

2
Trabajo en dA = (mlydAj[l\gly dsz METZy dAdx

El trabajo total en toda la seccion transversal:

Y
Trabajo = IM m

¥r

2 Ye
Y dadx="11 T y2aadx = MM gy
El eI’ El

El trabajo interno en toda la viga:

L
W, =.[N||5|mdx Trabajo interno producido por la carga virtual
0

#® FEl trabajo externo: We=1-5
#® Igualando los trabajos externo e interno We = Wi:
fMm
& === dx
o El
ARTURO GALVAN CHAVEZ UM.S.N.H.
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS 1.C.

CAPITULO VI.
PROBLEMAS RESUELTOS PARA LA APLICACION DE LOS METODOS.

Problema | .

extremo de libre de:

F.I.C

Usando el método de la doble integracién, calcule la deflexion en el

Solucién:
N 7
& Cilculo de reacciones:

@

ARTURO GALVAN CHAVEZ

Y Fv=0 T+

R, =P

> M, =0 J;)

M, =PL

Ecuaciéon diferencial de la elastica.

OSXSL

2
Ely"(x) = M (X)
Ely (x) =—-Px
Integrando:

OéxéL
2

Px?

Ely (x) = EIO(X) = - 5 +C,

3

Ely(x) = —P;(-i- Cx+C,

U.M.S.N.H.

LSXSL
2
2Ely" (x) = M (x)

- Px
Ely"(x) =——

y"(x) 5
ESXSL
2
2

Ely (x) = EIH(x)z—P: ic,

3

Ely(x) = _Pl); +C;x+C,

24



@ TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS

@& Determinacién de la constantes:

Por apoyo derecho:

O(L) =0 y(L) =0

EIO(L) =—Z|_2 +C,=0

Ely(L) =—1F; L*+C,L+C, =0

B PL?
4

2
—PL3+[PL }L+C4 =0
4

- C,

12
PL®

C4 = —T

Por continuidad de pendiente en x=L/2:

2 2
_BL+C1:_EL7+C3
2 4 4 4
PL? PL? PL?
- +C, =- +
8 16 4
cl=3PL2
16

Por continuidad de deflexién en x=L1/2:

3 3
—Z(;J +C1I£+C2 :—lpz(;] +C3|£+C4

3 3 2 3
PL +(5pLz]L+C2:_PL {PL JL_PL

48 |16 2 96 4 )2 6
PL® 5PL® PL® PL® PL®
-— + +C,=— +—
48 32 96 8 6
.-.CZ=—3PL3

16
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

@ |Las ecuvaciones resultan:

0< xgL Ls x<L

2 2

2 2 2 2

H(X)=L—PX +2PL e(x)=i _Pxt PL

El 2 16 El 4 4

1 Px® 5PL’x 3PL® 1 Px® PL’x PL®
y(x)=—-| - + - y(x)=—=| - _

El 6 16 16 El 12 4 6

@ Deflexién en el extremo libre:

1 P(0)® 5PL*(0) 3PL°
Joy- L[ PO’ 5PLO)
El 6 16 16
3PL
0)=-
y©) 16El

3PL°

Yextr. LiBre = _ﬁ

Problema 2. Para la viga mostrada, empleando el método de la viga conjugada
calcule las reacciones y trace los diagramas de cortante (V) y de momento (M).
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

, 20cm |, 20cm |, 20cm |,
/ 7 7 7
\

a

20

AV

Secciones transversales

E = 500 000 kg/em®

Seccién |:

(20)(40)°
12

=106666.667 cm*

I, =

Seccién 2:

—_ (20)(20)(10) + (20)(60)(30)

) =25¢cm
(20)(20) + (20)(60)
y, =25cm
I, = (601(30)3 +(60)(40)(20 - 25)* — 2{21024 +(20)(20)(10 - 25)2} =173333.333 cm*

|, =173333.333cm*

El, = (500000)106666.667) = 5.333x10" kg —cm?

El, =5333.333T —m?

El, = (500000)(173333.333) = 8.666 x10" kg —cm?

El, =8666.666 T —m?

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 27



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Por superposicion:

Vigas reales.

> Fv=0 T+
R;, =9T

M, =135T -m

Y Fv=0 T+
R;, =R

ZM2=O+D

M; =6R,,

ly

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 28



DIAGRAMAS DE LA VIGA |

9

M (T-m)

13.5

MYEI

I 3.5/El2

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H.
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

DIAGRAMAS DE LA VIGA 2

M (T-m)

3RIVEI 3RJy/E|2

- GRI/El2

M/EI

DIAGRAMAS DE LA VIGA 3

i

9

M /El2

M I/El

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 30



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

En la superposicion se debe cumplir que:

Los teoremas de la viga conjugada:

QREAL = VCONJUGADA

yREAL =M CONJUGADA

Vigas conjugadas.

3.5 JElz

> Fv=0 T+
13.5
Riy = El

ZMlng:)

_ 1855 o)

M/
2

~70.875
El,

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 31



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

GR.I,/El2
SRWEL S Bl @

D Fv=0 T+
4.5 135

Ri’y = ?h Rly +E7I2 Rly
> M,; =0 Q
" (4.5R1y(2)j (13.5R1y(4.666)]

. N

' El, El,

. 9R,, , B3R,

El, El,

MI/EL
M /El2

D Fv=0T+

g M My
i _3{EI1+ Elj
ZM1=OJ:>

v —g LSM. | 45M,
El, El,
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@ TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Sustituyendo los valores de El, y El,.
Viga conjugada.

R;, =1.558 x10°°

M: =8178x10°

Rj, =2.401x107° R,
M =8957 x10° R,,
R;, =9.087 x10™*M,

M =2.401x107°M,

Sustituyendo los valores en las ecuaciones | y 2, pagina 3 1.

0, =-1.558x10"° +2.401x10°° R,, —9.087 x10*M, =0
y, =-8.178x107° +8.957x10°° Ry, - 2.401x107°M, =0

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtuvieron los siguientes valores:

R, =1.554T
M, =2392T -m
R,, =Ry, +Ry,
R,, =9-1.554=7.446T
M,=M,+M;+M,
M, =13.5-6(1.554) +2.392=6.568 T —m

Por lo tanto las reacciones son:

R, =1554T T
M, =2.392T-m (
R,, =7.446T T
M, =6568T -m )

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 33



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

=y
2

|
N

x 6.568 T-m

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 34



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Problema 3. Empleando los teoremas de Mohr resuelva la viga mostrada y trace
los diagramas de cortante (V) y de momento (M).

DIAGRAMAS DE MOVENTOS
(T-m)

Il

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 35



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

DIAGRAMAS DE ME

5 RW

M
&

Los Teoremas de Mohr:

‘92/1 = AﬂEZ =0
1r2=Q7, =0

RO LA N ANCA CIE T E Y
El \2 El El J\2) EI 2Bl (EI\2

12.5R,, +9.75R,, —6.5M, —45=0

22.25R,, ~6.5M, =45

8R,, +2.5R,,
4Ry, +25R,,

J] ~(5M, X2.5)-(1.5M, )6.5)-(45)5+2)=0

1T2=QP, = (12.5R,, )3.333)+ (9.75R,, {5 +(

106.1667R,, —22.25M, -315=0
106.1667R,, —22.25M, =315

Por lo tanto tenemos dos ecuaciones con dos incognitas:

22.25R;, —B.5M =45 o Ecvacion |
106.1667R,, —22.25M; =315 ..ot Ecuvacion 2

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtuvieron los siguientes valores:
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

R, =5.3648T
M, =11.4411T —m

|'1.441 |
T-m

53645 T

D Fv=0T+

R,, —20+5.3648 =0

R,, =14.6352T

2 M. =09
—(14.6352)(8)+(20)(5)-11.4411+ M, =0
M, =28.5227T —m

Resumiendo, las reacciones son:

R, =5.3648T T

M, =11.4411T -m (
R,, =14.6352T T

M, =28.5227T -m )
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

DIAGRAMAS

D)
(%

“ N
14411 7 N 28.5227

T-m T-m

5.36486 T ,14‘6352T
7

14.6352

15.3629

I1.4411

26.5227
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Problema 4. Aplicando el principio de la carga virtual unitaria. Calcule la deflexiéon
en el extremo libre de:

D Fv=0 T+
~-3-6+R,, =0

R, =9T

>M, =0 Q
—(3)4)-(6)2)+M, =0
M,=24T -m

Las reacciones son:

R, =9T T
M, =24T -m )

La ecuacion gue permite calcular la deflexion esta dada por:
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Las ecuaciones de momento flexionante estan dadas por:

0<x<?2 2<x<4
M (x) = -3x M (x) = -3x —6(x - 2)
M (x) = -9x +12

La ecuacién de “m” debida a la carga unitaria virtual esta dada por:

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 40



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

El ) 2El
L o Hox?
5=EOSX dx+2E_!.(9x —12x)1|x
5_El|[ 3]§+2;[3x3—6x2:
1 1 ) Y
=l o) 6(ay)-fo2®)- 62
8 48
= 4+
El  El
s=20
El
5 56

EXTR.LIBRE —
El

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H. 41



TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Problema 5. La cuerda superior, las diagonales y los montantes de la armadura
mostrada se calientan 30° C por arriba de la temperatura de la cuerda inferior que
esta protegida del sol. Empleando el método del trabajo virtval (método de la
carga ficticia) calcule el desplazamiento vertical del nudo “e”.

| 20 cm | 20 cm

A. cuerdas = 20 cnt
A. diagonales = 10 e’
A. montantes = 15 cm®

Carga virtual en la armadura:
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS 1.C.

NODO "pb"
® Fb-d

bec

NODO "c"
l:cfd

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H.

F.I.C
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.
> Fv=0T+
5Y90)
6 )\ 150

1
Fc—d = E (C )

> Fh=0->+

— [SJ(]-ZOJ + Fc—e — O
6 A\ 150

NODO "d"

Fab= 2/3

> Fh=0->+

2 (212
3 6 A\ 150

4
Fd—f :5 (C)
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En resumen, las fuerzas en las barras producidas por la carga unitaria son:

La ecuacion que permite calcular el desplazamiento de un nudo es:

FL
5:Z/UE7A:ZIUAL

BARRA LONG. AL (mm) M AL

(mm) (At | a) (mm)

a-b 900 0.297 - 1/2 -0.149
b-d 1 200 0.396 -2/3 -0.264
d-c 900 0.297 -1/2 -0.149
b-c I 500 0.495 5/6 0.413
d-f 1 200 0.396 -1 1/3 -0.528
d-e I 500 0.495 5/6 0.413
e 900 0.297 @) 0.000
f-h 1 200 0.396 —|3 -0.528
e-h I 500 0.495 5/6 0.413
h-g 900 0.297 - 1/2 -0.149
h- 1 200 0.396 -2/3 -0.264
g~ I 500 0.495 5/6 0.413
J- 900 0.297 -1/2 -0.149

> =-0.528

8, =Y puAL=-0.528 mm

5,=0528mm T
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Problema 6. Para el marco mostrado calcule la flecha horizontal del nudo 2,
haciendo uso del principio del trabajo virtual. Las secciones transversales de las
tres barras son de 10 x 40 cm y el médulo de elasticidad del material es de

250,000 kg Jcm®.

=53333.333cm”

El = (250000)(53333.333) =1.333 x 10" kg — cm?
El =1333.333T -m?

D Fh=0 —>+

R,=10T

> M,; =0 +D

(10)2)-8R,, =0

R, =25T

R, =25T

Resumiendo, las reacciones son:

R,=10T «
R, =25T {
R, =25T T
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Carga Real:

Las ecuaciones de Momento flexionante:

0<x<2 0<x<8
M (x)=10x M (x)=-2.5 x+(10)2)
M (x)=-2.5x+20

Carga Virtual:
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

D> Fh=0 -+
r, =10

2 M, =0 4)

~1+8r1,, =0

Resumiendo, las reacciones son:

Las ecuaciones de momento flexionante debidas a la carga virtual:
0<x<2 0<x<8

m(x)=x m(x)=§x+2

X

El

2 8
jxd I( 0.3125 x> _25X+40de

0

2
B ‘mM B R el

i 8 25X+20)(8+2j
Sy = j ! d

T El El El
5 _ 26667 53333 80 320 _ 213333
2 El El El El El
; 213.333 _o46m
1333333
0,, =160 mm
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

Problema 7. Empleando el método del trabajo wvirtual y considerando sélo
deformaciones por flexién en el plano, calcule la flecha al centro del claro para el
arco circular de madera, mostrado en la figura.

Q\:fi
\ﬁ?:j
Seccién transversal
E = 50,000 kg/cm

4000

1y —

R,, = 2000 kg

R = 2000 kg

o/

\
\
LT

)

/

7/
2000 kg 2507 250 cos O q
(1 -cos0)
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0<0<90°
M (€)= 2000(250)(1 - cos &)
M (@) = 500000(1 - cos &)

Carga Virtual:

\
.
LT
)

0.5 7 2501 250 cos O ﬂ
(I-cos0)

0<6<90°
m(6) = 0.5(250)(1- cosd)
m(6)=125(1- cos &)

La flecha se calcula con: o =I
Como ds=rd@:

l'[/2

CL_Z_[—rdH

1% (500000(1 - cos 9))125(1 - cos #))
CL - 2 j El

250d6

10 TI1/2
5CL=3'125E’|‘10 [(@-coso)do
0

ARTURO GALVAN CHAVEZ U.M.S.N.H.
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TESINA: PROPEDEUTICO DE LA MAESTRIA EN ESTRUCTURAS F.I.C.

10(50)°

| = =104166.667 cm*

El = (50000)(104166.667) = 5208333333.33 kg — cm?

10 I1/2
o _ 3125 X 10 J‘(l_cose)zde
5208333333.33

0
/2

So =6 [(1-coso)do
0

/2

5o =6 [(1-2c0s0+ cos? 0)do
0

[11/2 /2 /2
So =6 Jde—chosed¢9+ Icoszede}
Lo 0 0

e we [1, 1 e
5o =6|[0],"% - 2[send])"* + 50+, sen20

0

_7Z' T
5CL :6_2_2+4:|

0 =2.137cm

O¢. =21.372 mm
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CONCLUSIONES.

En conclusion, el ingeniero civil debe tener conocimento de cémo calcular las
deformaciones en estructuras ya que es de suma importancia conocer el valor de
éstas para no exceder los valores maximos permisibles establecidos en los
reglamentos de construcciones, pues de lo contrario podria causar sensacion de
Inseguridad a los ocupantes y ademas con estos valores permisibles se busca
siempre no dafar los elementos que se apoyen sobre la estructura y conociendo el
valor de las deformaciones podremos saber si estamos dentro o no de la tolerancia
establecida por los reglamentos.

Ademas de lo anterior, se puede conclur que por medio de los métodos
presentados en este trabajo se pueden resolver estructuras que implican cierta
complejidad, las cuales con solo las ecuaciones de la estatica es imposible resolver
(igas hiperestaticas), ya que con estos métodos se plantean ecuaciones
adicionales de deformacién necesarias para la solucion de las mismas. Ademés, se
lograron resolver vigas con cambio de su seccién transversal, una armadura sujeta a
cambio de temperatura y un arco.
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