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Introduccion

En el estudio de licenciaturas en ingenierias es muy comun la resolucion de una variedad muy
grande de problemas de diversas ramas como mecanica de suelos, pavimentos, topografia,
hidraulica, mecanica de materiales, estructuras, quimica, fisica, matematicas, electricidad, etc.
Muchos de estos problemas por lo general no tenemos manera de saber si la solucion a la que
hemos llegado es la correcta 0 no, es por esto la necesidad de que cada vez se vayan
desarrollando mas tipos de software didacticos que nos permitan encontrar solucién a los
problemas planteados.

En este trabajo se han tocado cuatro temas particulares de la mecanica, y se han disefiado
cuatro aplicaciones que nos permitirdn darle solucion a una infinidad de casos para cada uno
de estos temas.

El primero de estos es el ANALISIS DE VIGAS SIMPLEMENTE APOYADAS, en este tema la
aplicacion se desarrollo para realizar el analisis de vigas simplemente apoyadas y sometidas a
los tipos de cargas mas comunes (carga puntual, carga distribuida, carga linealmente variable).
La aplicaciéon calcula las reacciones en los apoyos, el momento maximo y su distancia de
aplicacion, el momento y la deflexién al centro del claro.

La segunda aplicacion es enfocada a LAS PROPIEDADES GEOMETRICAS DE CUERPOS
PLANOS, estd aplicacion es una herramienta muy 0til para cualquiera que se encuentre
relacionado con el area de mecanica, asi sean alumnos o profesores. Su utilidad radica en el
rapido célculo de las propiedades geométricas mas comunes de cuerpos planos, que
realizadas paso a paso nos consumiria una cantidad importante de tiempo. Estas propiedades
son area, centroide, segundo momento de area 0 momento de inercia con respecto al eje
centroidal, y los segundos momentos de area principales asi como el angulo de los ejes
principales.

La aplicacion namero tres corresponde al calculo de los COEFICIENTES DE RIGIDEZ Y DE
TRANSPORTE. En el disefio de estructuras para puentes o para aquellas que soportaran los
techos en bodegas y naves industriales es comdn el uso de vigas de seccion transversal
variable, esto para ahorrarse material que se traduce en un ahorro econémico significativo.
En este tipo de vigas es necesario conocer los coeficientes de rigidez y de transporte para el
calculo de los elementos mecanicos.

Por ultimo pero no el menos importante se disefio una aplicacion para el ANALISIS
ESTRUCTURAL DE UN GRUPO DE PILOTES. Esta es una aplicacibn que nos permite
conocer la carga que se transmite a cada pilote en un grupo de estos sometido a una o varias
cargas puntuales.
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1. Ambiente del Programa Visual Basic

En nuestra época el disefio de aplicaciones se ha ido transformando rapidamente, desde tener
una programacion secuencial hasta llegar a una programacion estructurada.

A partir de la programacion estructurada los esfuerzos se han basado en explotar la
reutilizacion del cédigo llevandonos a tener un tipo de programacion orientada a objetos.
Aunque los estilos de programacion van evolucionando no se ha podido desechar los
anteriores.

Un estilo de programacion es un método que nos permite elaborar de una manera especifica
las aplicaciones que deseamos, y cada estilo se ha preocupado por optimizar este trabajo.

Algunas caracteristicas basicas de un buen programa son las siguientes: el programa debe
correr y cumplir la funcién para la que fue disefiado; no debe tener dificultades para casos
particulares; contar con una buena documentacion del mismo, es decir que el programa
contenga referencias sobre lo que se esta plasmando en el cédigo y/o en la pantalla de interfaz
con el usuario y por ultimo la eficiencia del programa a la hora de comprenderlo. Estas dos
Ultimas son muy importantes a la hora de darle mantenimiento al mismo.

1.1 Programacion estructurada
Una programacion estructurada esta basada en los siguientes dos puntos

1. Disefio del programa de lo general a lo particular: Es decir, encontrar la solucién de un
problema mediante la descomposicién del mismo en problemas mas particulares y
simples.

2. Teorema de estructura: Los programas son disefiados usando las estructuras basicas
en la programacion;

e Secuencial: Realizar acciones deseadas escritas una a continuacion de otra.

e Alternativa: Uso de estructuras de decision, es decir, se evalla una expresion y
dependiendo del resultado se elige la siguiente accion.

e Repetitiva: Uso de estructuras que nos permiten realizar una misma acciéon un
namero determinado o indeterminado de veces.

1.2 Programacion orientada a objetos

La Programacion orientada a objetos es un estilo de programacion que utiliza objetos ligados
entre si mediante mensajes para darle solucién a los problemas que uno se plantea.

Este estilo de programacion tiene cuatro mecanismos bdasicos de programacion, objetos,
mensajes, clases y métodos.
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Los objetos son la Gnica parte de la que esta conformado un programa tradicional. Podriamos
definirlos como un conjunto definido de datos y los procedimientos particulares para
manejarlos.

La comunicacién entre los objetos se hace mediante mensajes. Es decir cuando un objeto
recibe un mensaje, éste realiza un procedimiento de acuerdo al tipo de mensaje recibido. A
este procedimiento se le llama método.

Los métodos se asocian a clases de objetos y son los que determinan el comportamiento del
objeto con la presencia de un mensaje. Durante le ejecucién de un método este podra enviar
mensajes a otros objetos para transmitir informacion.

Cuando nos referimos a las clases, nos referimos a un tipo de objetos definidos por el usuario.
Es decir un objeto de una determinada clase se crea en el momento en que se declara una
variable de dicha clase.

1.3 Visual Basic

Es un lenguaje de programacion que nos permite la creacidon de aplicaciones usando la
Programacion Orientada Objetos descrita brevemente en los parrafos anteriores.

Asi pues dentro del programa de Visual Basic se tienen diversas clases predefinidas que nos
permitiran la creacion de objetos que nos ayudaran a resolver problemas de una manera mas
sencilla y con una interfaz mas amigable para el usuario.

Los objetos de Visual Basic contienen propiedades, métodos y eventos. Las propiedades son
los datos que describen un objeto, los eventos son los hechos probables que pueden ocurrir en
un objeto y los métodos son la agrupacion del codigo que se ejecuta al ocurrir un evento.
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2. Andlisis Estructural de Vigas Simplemente Apoyadas

Para realizar correctamente un andlisis estructural es necesario idealizar los elementos
estructurales que se estudiaran, para esto es necesario crear un modelo que represente de la
manera mas precisa las condiciones reales de la estructura. Este modelo debe ser tan simple
gue permita un calculo matematico muy sencillo, pero tan complejo que describa con gran
exactitud el comportamiento de la estructura.

Es necesario tener en cuenta que los modelos son s6lo una aproximacion a la realidad y por
tanto en estos se llegan a despreciar factores que no son de gran importancia, por ejemplo; un
apoyo simple siempre tendra una ligera friccion en su comportamiento y un apoyo empotrado
siempre tendra una ligera rotacion.

La clasificacidn de las vigas esta en funcién de los tipos de apoyo que estas tienen, por ejemplo
una viga simplemente apoyada o viga simple es aquella que en uno de sus extremos tiene
un soporte de pasador y en el otro un soporte de rodillo. Un soporte de pasador es aquel que
permite la rotacién del elemento mas no asi su desplazamiento horizontal o vertical, en cambio
el soporte de rodillo permite la rotacion y el desplazamiento en algun sentido.

La viga que se muestra a continuacion esta sujeta a diversos tipos de cargas. En el extremo A

de la viga el soporte de pasador impide el movimiento vertical y horizontal mas no asi la
rotacién, por lo tanto se generaran dos reacciones (Hay Ra); En el extremo B el soporte de
rodillo solo restringe el desplazamiento vertical, pero queda libre el horizontal y la rotacion, por
lo tanto solo existira una reaccion (Rg). Las reacciones verticales y horizontales pueden tener
cualquier sentido, esto dependera de la direccion, sentido y magnitud de las cargas que se
apliquen en las vigas.

P, P: q

Ha A B

Fig. 2-1 Viga simplemente apoyada con diversos tipos de carga.
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2.1 Tipos de cargas

Existen diversos tipos de cargas, algunas de las mas comunes aplicadas a vigas se presentan
en la figura 2-1.

Una carga puntual puede ser en realidad una fuerza concentrada sobre un area de aplicacion
muy pequefia sobre la viga. En la figura 2-1 el ejemplo es la carga Pl y P2
Existen cargas repartidas a lo largo de una distancia sobre el eje de la viga, éstas pueden
idealizarse como cargas distribuidas o cargas uniformemente distribuidas, tales como la
carga  en la figura 2-1. Este tipo de cargas se miden por la intensidad de carga sobre unidad
de longitud, es decir t/m, Kg/m, etc. Los tipos de cargas que varian su intensidad a lo largo de
la distancia de desarrollo de la misma pueden ser idealizadas como una carga linealmente
variable, tal como la carga aplicada en la viga en cantiliver de la figura 2-2 que comienza con
la carga gl y termina en g2.

Ps

Fig. 2-2 Viga en cantiliver con diversos tipos de carga.

2.2 Reacciones

En la mayoria de los casos, el primer paso para el andlisis de una viga consiste en el calculo de
sus reacciones. Si la viga esta apoyada de una manera estaticamente determinada, sus
reacciones podran obtenerse mediante el uso de diagramas de cuerpo libre y ecuaciones de
equilibrio.

A partir del célculo de reacciones pueden encontrarse las fuerzas cortantes, los momentos
flexionantes y las deflexiones en cada punto de la viga.
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2.3 Momento flexionante

En las vigas cargadas con fuerzas o pares, se presentaran esfuerzos y deformaciones unitarias
en el interior de la viga, los cuales para su determinacién es necesario primero encontrar las
fuerzas internas y los pares internos que actian sobre las secciones transversales de la viga.

Consideremos una viga en cargada sobre su extremo izquierdo y empotrada en el extremo
derecho, ahora cortemos a través de la viga a una distancia X y aislemos la parte izquierda,
esta parte izquierda se convierte ahora en nuestro cuerpo libre el cual permanece en equilibrio
debido a la fuerza P y a los esfuerzos generados por la parte derecha de la viga, los cuales son
los actuantes en la seccion transversal cortada. Hasta este punto ain no se conoce la
distribucién de esfuerzos sobre esta seccion, solo se sabe que la sumatoria de estos, es tal que
nos permita mantener el cuerpo libre en equilibrio.

De la estatica sabemos que la resultante de los esfuerzos que actian sobre la seccidn
transversal pueden reducirse a una fuerza cortante Vy a un momento flexionante M.

Las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes, son las resultantes de los esfuerzos
distribuidos sobre la seccién transversal; por tanto, estas cantidades se conocen en forma
genérica como resultantes de esfuerzo.

En todos los elementos estructurales es necesario conocer las resultantes de esfuerzo
maximas. En nuestro caso nos enfocaremos a conocer el momento maximo a lo largo de la
viga, asi como su posicion.

2.4 Deflexion en la viga

No podriamos dejar sin mencionar el calculo de las deflexiones en las vigas, debido a que
estas son una parte importante del andlisis y disefio estructural; por ejemplo en una viga
estaticamente indeterminada es un aspecto esencial para el calculo de sus reacciones, las
deflexiones también son importantes en el andlisis dinamico como cuando se investigan las
respuestas de edificios a sismos.

A veces, se calculan las deflexiones para comprobar que estén dentro de limites tolerables; por
ejemplo, las especificaciones para el disefio de edificios suelen fijar limites superiores a las
deflexiones. Las deflexiones grandes en edificios dan mal aspecto (e incluso ponen nerviosos a
los ocupantes) y pueden causar agrietamientos en techos y paredes.

2.5 Ejemplo

A continuacion se mostrara la solucion paso a paso de una viga simplemente apoyada bajo una
configuracion de cargas que conjuga los cuatro tipos diferentes de cargas que el programa
permite usar.
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— —| ¥ Tonfm [‘— “—ﬂr-__.__|_ .

La manera de resolver el problema sera mediante el método de superposicion.

Carga Puntual

B Ton

ZMA:O

8x(4)—Rg=*(9)=0

32 = 9R,
R —32T0N R, =8 32—40T0N
P79 477 979
Carga Distribuida
7 Tonfm
N
| | | | |
' 4 i 4 i
I I
A

4 I 2w
1
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ZMA:O

(7*4)*<2+%*4)—RB*(9)=0

28%(4) —Rg*(9) =0

112 = 9Rg
R 112TON R, = (7%4) 11z 140TON
= — = * —_——_——
B709 A 9 9
Carga triangular izquierda — derecha
. - ,_Fl——F "'|?Tﬂn.'m
R S} P
| |
Frrr7 !.’?‘7?‘:;’
I 4 | Tn |
| 1 1
z MA = 0
(57)(5-4)-ro- =0
* | —* — * =
2 3 B

14*@)—123*(9):0

12 _ o,
3 - B
R — 112 TON R, — (7 * 4) 112 266T0N
BT 27 A7\ 2 27 ~ 27
Carga triangular derecha-izquierda
e —
7 Tonfml i 1—\ - I. ——
| |
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Como puede observarse la viga con esta carga es muy similar a la anterior, sélo que la carga
se aplica en sentido opuesto y comienza por el extremo derecho de la viga. Por lo tanto el valor
de las reacciones se intercambian.

266 112

Ry = —TON R, = —TON
B 7 47 27

Sumando los valores de las reacciones de cada viga se obtiene que:

o (32 N 112 N 112 N 266) — 307TON
B~ \9 9 27 27)°

+—) =34TON

_(40+140+266 112
A7\9 "9 " 27 " 27

Por inspeccion puede saberse que el valor maximo del momento se encuentra entre 2 < x < 4
por lo tanto se procedera a plantear la ecuacién de momentos para ese tramo.

(X-0) 1 7
*§(X—O)—§*(X—2)2

7
My = 34X — 2 (X — 0) »

M, = 34X 7 (X — 0)3 7 (X — 2)2
= —— (X - — =% —
X 24 2

Aplicando el teorema de maximos y minimos

dMy) (34K — 5 (X — 0 = (X — 2)?)
dx dx

34-3 7(X 0)2 -2 7 (X-2)=0
— Kk — - —_ k — % —_ =
24 2
34 21()()2 7x{(X—-2)=0
—_— — /% — =
24

34 21X2 7X+14=0
24 N

7
—§X2—7X+48=0

Dando solucién a la ecuacion cuadratica se tiene que:

¥ —4 ++217
14/8

X, =44176 X, = —124176
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Puede observarse que ambos valores salen del intervalo de aplicacion de la férmula por lo
tanto la solucion no es ninguno de estos. Se procedera a tabular los valores del momento en
este rango para localizar el valor maximo.

X M

2 65.66667
2.5 80.44271
3 90.625
3.5 98.61979
4 103.3333

De lo anterior se obtiene que el valor maximo del momento es 103.333Ton en X=4m.

El valor del momento al centro de la viga se obtendra haciendo suma de momentos hasta ese
punto.

MX=4,5=34*4.5—<7;4) ((4)+05)—(7*25) (1*25) 8+0.5

2435
My=45 = —7—=101.4587sp_m
' 24
El calculo de las deflexiones se hara trabajando cada una de las cargas de manera
independiente y encontrando las deflexiones al centro de la viga mediante formulas que por lo
general se encuentran en la mayoria de los libros de mecanica de materiales y posteriormente
haciendo la suma de éstas para encontrar la deflexion total de la viga.

a) Carga puntual

p
I I
A

/ S
| A | B "

= - .l

1 [PI?
Upuntual = _E_ [_ (L A) + _(L A)3 - _(L A) <A
1 [(8)(9)? (8 )( )?

Upuntual = — El 48 9-5+ E(g - 5)3 (Ch 5)] <A
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2 2
quntual:_% %(9_5)'{'%(9_5)3_%(9_5) B<A
358
Vpuntual = 3E]
b) Carga distribuida
W Tonsn
N e N

Y v v v ¥

7T 2 0]
| £ | :

Esta configuracion de viga-carga deberd ser modificada por otra configuracion
equivalente que arroje el mismo resultado pero que podamos resolverla mediante
férmulas. A continuacién se presenta la configuracion propuesta.

W Torm
r 19— T °rT— 7T T+ - — 71

R S S S S S SRR
1 I N

ST W Tonim YW Ton/m
_

Esta viga se divide en tres vigas independientes y el resultado de las deflexiones se
suma o resta dependiendo el caso para obtener la deflexion total de la carga
linealmente repartida.

W Tonsm

r 1 T 1 7T 1 T I 71

I SIS SENE NS SN BENE SENE SN SN |




Uy, =
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B SwlL*
V1= 382E]
_5(D(9)*
V1= T384E]
76545
V1= 128E1
& Y F
WYY Tonfrn -
a .
5 |
|
%
- I
¢+ %
frrrrsy W Tonfm
L — - 12271
a
' i
| L |
! |
2 =W—az(—a2L+4L2x+a2x—6Lx2+2x3) a<x<L
23 T 24LEl <x<
(7)(2)2 9 9 9 2 9 3
(e sa0r )+ @ () -ew () +2(3)) asxss
(7)(3)2 9 9 9 2 9 3
24(9)EI (‘(3)2(9) +4(9)* (5) +(3)? (5) - 6(9) (E) +2 (E) ) a<x<lL

1645 4725
V2 = 24E] V3 T 32E]
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Vcarga distribuida — V1 — (vy +v3)

76545 1645 4725
Vcarga distribuida = 128E] (24-E1 + 32E1>
381.8098958
Vcarga distribuida = T
c) Carga linealmente variable
=
. T | W=7 Tenim
T
I G S B |
AN
ST o mmem
| 4m | 5m |

El calculo de la deflexion para este tipo de cargas se hara dividiendo la carga en cuatro
cargas, una triangular y tres trapeciales, y tomando cada una de estas cargas como una
carga puntual, esto debido a la complejidad de obtener una funcién que nos describa las
deflexiones a lo largo de la viga.

47
T '\W=7 Tan
//r |W3 =7 Tonfm
~qw
|
I EErE f[,} f)j
|1m|1m|1m|1m| 1A
I 1 1 1 |
Wl__()_Z
7
sz—(2)=§
S
W3 = ()—4

=
Il
|
o)
N
—/
Il
~
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Célculo de las cargas concentradas.

Wp_1+ W
Wr, = n12 " Ax

O+Z 7
wr, = T4(1) = §Ton

7 7

z2t> 21
Wr, = 42—2(1) = ?TOTI.

7 21

7t G .35
wT2=2 24(1)=§T0n

21

—-—+7 49
Wry = 42 (1)=?Ton

Las cargas seran aplicadas en el centroide de cada una de ellas para lo cual sera
necesario conocer la ubicacion de éste. La formula para el centroide de un trapecio es

la siguiente:

[0+ )
xl‘(i) 0+l | 73"
tg
7 21
. _(1) s+2+(g) Lol
27 \3 21 T 12

14
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n(E+2 (@), , e
5= (5)| Bt |+ 2= ym
3 21,35 24
8 8
35 49
! g+2*(§) 3_127
"4-(5) T35,49 "7
8 8

A continuacion se presenta la viga idealizada con estas cargas.

49
8 Ton

P —— "
s !

-l

La deflexion total de la viga se obtendra empleando el método de superposicion, y
tratando cada viga independientemente.

La deflexion en el centro de la viga puede obtenerse como se mostré anteriormente o
mediante la siguiente férmula.

_ Pb(3L? — 4b?)
B 48E]

v b<a

Para poder aplicar esta férmula en nuestras vigas es necesario llamarle a la longitud
mayor y b a la menor.

Vidn «

- %n=h ——— a
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DO 4@ _sonisnsz

48E] El
2
(%)) (3 <9 =4(p) > 20.17272497
v2 = 48E] T EH
2
(%) (z2) <3 +9* = 4(z) ) 50.30772645
3= 48E1 T H
2
(%) (35) <3 -9~ 4(5g) > 86.97936068
= 48E] T H

Vcearga linealmente variable = V1 + V2 T V3 + Uy

160.3913322

Ucarga linealmente variable I-D = El

Anélogamente se hace el mismo procedimiento para la segunda carga triangular, pero por
inspeccién se puede ver que llegariamos al mismo valor, por lo tanto:

160.3913322

vcarga linealmente variable D—1 — El

La deflexion total se obtiene de sumar todas las deflexiones anteriores.

_ 358 3818098958 1603913322 1603913322 8219258
Vtotal = 35y El El El T E

Ahora se procedera a solucionar el problema mediante el programa de computadora.

A continuacion se muestra la pantalla principal, justo como aparece al iniciar el programa,
puede observarse que las instrucciones de uso estan en la parte inferior.
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@ Programa de anslisis para una viga simplemente apoyada

@ Activadas (7 Desactivadas

[#] Momento maximo

[F] Deflexion al centrn del claro

INSTRUCCIONES DE USO

| ¥

[
L]

1. Ingrese los valores comespondientes al Médulo de elasticidad, Inercia de la seccidén y Longitud de la viga
{Es necesano ser congruente en las unidades)
2. Active o desactive las UNIDADES, si las unidades son activadas es necesano que seleccione alguna unidad para Longitud v otra

{si son activadas y no hace seleccidn alguna puede generar un efmar) I
1 CSelercinne 23l mennes iin tinn de ~ama o loe tinne niie 2ean neceeanne a2 fomn |z cantidad de camize Asl miemn tinn arlicadas =1

| 1 | r

=<

UNIDADES
Inercia de la seccion 1 Longitud i
transversal
Longitud de viga 1 Rt =i
Cargas
Mo. de Cargas W (Total) A 5 = 2
2] A = Presione aqui
[T Distribuida = [i 1 | T ]
|| Trangularizq-der i1 _ 11 | 1 -_ 1
|| Trangular derizq 1 1 ] 'I | 1
Analisis

Calcular

Sera necesario activar las casillas de las cargas que se utilizaran, llenar los valores segun las

instrucciones y marcar los tipos de analisis.

5

APOYD IZQUIERDO = 34

APOYD.DERECHD = 30

MOMENTO MAXIMO = 103.333 -

POSICION DEL MOMENTO MAXIMG = 4
MOMENTO ALCENTRO DE LAVIGA = 101.458 -
DEFLEXON ALCENTRO DE LA VIGA = 815.41

@ Programa de analizis para una viga ;mpiemeﬁt'eapqyaiia || B
= @ Activadas ) Desactivadas
Médulo de clasticidad | NbADES _ o Cwim
Inercia de la seccidn 1 Lomgitud v -
transversal
Longitud de viga 3 ficis =
Cargas
Mo.de Cargas. W (Total) A C [
g 2 I\
7] Purtual [ 3 4 RA 24 L Re
: : L—a J
[¥] Distribuida 28 2 4
[#] Trangularizgder 14 ] 4 Carge Distribuida
[#] Triangular derizq 14 5 4 W (Total)
Analisis |
[@] Momerto méxima RA AT 7\ RB
Dieflexion &l centro del claro A c .

"]

g

Puede observarse que el valor de la deflexién varia ligeramente con respecto al calculado
anteriormente, esto es debido a que en nuestro calculo las cargas linealmente variables solo se
dividieron en cuatro cargas a diferencia del programa que lo divide en 5000, por lo tanto nos

permite una exactitud mucho mayor.

‘17
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3. Propiedades Geométricas de Cuerpos Planos

La fuerza de gravedad de la tierra ejerce una fuerza de atraccion sobre un cuerpo rigido, esta
fuerza podria representarse por una fuerza W. Esta es el resultante de la sumatoria de todas
las fuerzas generadas en cada una de las particulas que componen al cuerpo y que debe ser
aplicada en el centro de gravedad del cuerpo.

3.1 Centroide de un area

Considérese un cuerpo plano con geometria irregular figura 3-1. Divida el cuerpo en n
pequefios cada uno representado por coordenadas X, Yy Y, y una fuerza AW, generada por la
fuerza de gravedad. Estas AW, son representadas como fuerzas paralelas y la suma de sus
magnitudes nos da como resultado el peso del cuerpo.

z

z

AW

Fig. 3-1 Viga en cantiliver con diversos tipos de carga.

W = AWl +AW2 + "'+AW—,—L

Para la obtencién de las coordenadas xy y del punto G, donde es aplicable la resultante W
debe hacerse suma de momentos con respecto a los ejes x e y para cada uno de los elementos
del cuerpo y por estatica se obtiene que la suma debe ser igual al peso del cuerpo por la
coordenada del centroide, es decir:

Z M,: W = x, AW, + x,AW, + - + x, AW,

Z M, YW =y AW, + y, AW, + -+ y, AW,
Las ecuaciones anteriores podrian ser expresadas de la siguiente manera

J?W=fxdW 37W=fydW
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Las ecuaciones anteriores definen el centro de gravedad G de una placa plana.
Para una placa homogénea bastaria con hacer las siguientes sustituciones:
AW =yt AA

Donde: AW = peso especifico (peso por unidad de volumen) del material.
t = espesor de la placa.
AA = area del elemento.

En forma similar se puede expresar la magnitud del peso de toda la placa como:
W=ytA
Donde A es el area total de la placa.

Si sustituimos este valor de W en las ecuaciones de momento y se divide todo entre yt, se
obtiene

Z M,: XA = x,0A; + x,AA, + - + x,0A,

Z Mx: }_/A = ylAAl + yZAAZ + -+ ynAAn

Las cuales quedarian expresadas en forma de integral de la siguiente manera.

J?A=fdi )7A=fydA

Estas son las ecuaciones que definen el centro de gravedad de un cuerpo plano con densidad
homogénea. Al punto representado por las coordenadas xy ¥y también se conocen como el
centroide (C) del area (A). Si el cuerpo plano no fuera homogéneo estas ecuaciones no
podrias ser utilizadas para determinar el centro de gravedad, sin embargo seguirian
describiendo el centroide del &rea.

3.2 Segundo momento o momento de inercia de un area

Una viga con seccion transversal uniforme y sometida a dos pares iguales y opuestos aplicados
en cada uno de los extremos de la viga, se conoce como una viga en flexion pura que con la
ayuda de la mecénica de materiales se puede demostrar que las fuerzas internas en cualquier
seccion de la viga son fuerzas distribuidas cuyas magnitudes AF = ky AA varian linealmente
con la distancia Y que existen entre el elemento y el eje que pasa a través del centroide de
dicha seccién. Este eje representado por el eje x en la figura 3-2, es conocido como eje neutro
de la seccion. Las fuerzas que se generan en un lado del eje neutro seran fuerzas de
compresion y las que se generan en el otro lado seran las de tension, como es de imaginarse

19



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo | 20
Facultad de Ingenieria Civil

conforme las fuerzas estén mas cerca del eje neutro éstas tenderan a cero. La magnitud de la
resultante R de las fuerzas elementales AF que actlan sobre toda la seccion es

R=fkydA=kfydA

Esta integral es conocida como el y
primer momento Qy de la seccion

con respecto al eje x; puede notarse

gue la sumatoria algebraica de estos

elementos y*dA dara como

resultado cero puesto que el

centroide de la seccion esta ubicado

en el eje x. Por consiguiente, el

sistema de fuerzas AF se reduce a AF=kyAA
un par (momento flector) cuya
magnitud debe ser igual a la suma de §< X
los momentos AM, = y AF = ky? N

generados por las fuerzas
elementales. Integrando esta
ecuacion sobre toda la seccién se Q\
tiene que:

M= [ky*dA=k[y*dA

Fig. 3-2 Viga sometida a flexion pura debido a dos pares iguales.

Esta integral es conocida como el segundo momento o0 momento de inercia de la seccion de la
viga con respecto al eje x y es representado con lx. Como puede observarse este valor siempre
sera positivo o cero sin importar la ubicaciéon del elemento dA.

De lo anterior se deduce que para un area plana el momento de inercia queda expresado
como:

Ix=fy2dA Iy=fx2dA

Estas integrales son conocidas como los momentos rectangulares de inercia del area A.
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3.3 Teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner

Fig. 3-3 Area de un cuerpo irregular.

El momento de inercia | de un area A con respecto a un eje AA’y representando con y a la
distancia que existe entre un elemento dA y el eje AA’ tal como se muestra en la figura 3-3, es
expresado con la siguiente integral.

I=fy2dA

Se traza un nuevo eje BB’ que cruce al centroide C del area y paralelo al eje AA’, el cual
llamaremos eje centroidal. A la distancia que hay entre el elemento dA y el eje BB’ la

llamaremos y.
Ahora hien, podria escribirse y=y+d donde d es la distancia que hay entre los ejes AA’y BB".

Sustituyendo esa igualdad en la integral anterior se obtiene
I=f(y’+d)2dA =fy’2dA+2dfy’dA+d2fdA

Donde la primer integral es el segundo momento de inercia I con respecto al eje centroidal del
area, la segunda integral es igual al primer momento del area con respecto al eje centroidal BB’
por lo tanto es igual a cero, la tercer integral es igual al &rea de la figura.

Por lo anteriormente mencionado, el segundo momento de 4rea o momento de inercia con
respecto a cualquier eje AA’ es igual al momento de inercia del area con respecto al eje
centroidal BB’ mas el producto del area por el cuadrado de la distancia que existe entre los ejes
AA’y BB’, es decir

[ =1+ Ad?
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Esta férmula expresa que el momento de inercia | de un area con respecto a cualquier eje dado
AA’ es igual al momento de inercia I del area con respecto a un eje centroidal BB’ que es
paralelo a AA’mas el producto del area A y el cuadrado de la distancia d entre los dos ejes.

3.4 Producto de inercia

El producto de inercia es conocido como la sumatoria del producto entre las coordenadas de un
par de puntos por su diferencial de area, es decir:

AdA

Fig. 3-4 Seccién simétrica en ambos ejes.

IXY = fxydA

Como puede observarse el producto de inercia puede
ser positivo 0 negativo o cero si uno o0 ambos de sus
ejes son de simetria. Esto puede verse mas claramente
si se considera una seccion canal mostrada en la figura
3-4. Como esta seccion es simétrica con respecto al eje
X puede asociarse para cada elemento dA con
coordenadas x,y un elemento dA' con coordenadas X,-y.
Asi pues al evaluar la integral en sus limites
correspondientes, la contribucion de este par de
elementos se cancela y por tanto lyy se reduce a cero.

Para los productos de inercia se puede derivar un
teorema de ejes paralelos similar al establecido para
momentos de inercia. El producto de inercia I, de un
area A con respecto a un sistema de coordenadas
rectangulares y representando con Xx,y a las
coordenadas que un elemento dA tiene con respecto a
dicho sistema es expresado con la integral anterior.
Se traza un nuevo sistema de coordenadas
rectangulares que cruce al centroide C del area, cuyas
coordenadas son Xy y, el cual ser4 paralelo al sistema

original y denotando con x’,y’ las coordenadas que tiene un elemento dA con respecto al nuevo

sistema.

Ahora bien, podria escribirse x =x"+x y y =y’ + ¥ tal como nos muestra la figura 3-5.
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Fig. 3-5 Area de un cuerpo irregular.

Al sustituir las relaciones anteriores en la integral principal de estudio se obtiene la siguiente
expresion para el producto de inercia e Iy :

IXY=fxydA=f(x’+3_c)(y’+)7)dA=jx’y’dA+37fx’dA+9_cfy’dA+5c37fdA

Done la primera integral es el producto de inercia del area con respecto al eje centroidal de la
misma, la segunda y tercera integral son el primer momento del area con respecto a los ejes
centroidales, por lo tanto estas se reducen a cero, quedando asi la tercer integral, la cual es
equivalente al area total A. Por lo tanto se tiene que el producto de inercia de un area con
respecto a cualquier sistema coordenado rectangular es igual al producto de inercia con
respecto al sistema coordenado rectangular centroidal mas el producto de las coordenadas del
centroide por su area, es decir

Ly = I_x’y’ + XyA

3.5 Ejes principales y momentos principales de inercia

Considere el area Ay los ejes coordenados x y y figura 3-6. Suponiendo que los momentos y el
producto de inercia del area A son conocidos, se desea determinar los momentos y el producto
de inercia I, Iy, e I, de A con respecto a nuevos ejes x’'y y' que se obtienen rotando los

ejes originales alrededor del origen a través de un angulo 6.

L= [y%dA I, = [x*dA Iyy = [xy dA (1)
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Fig. 3-6 Proyeccion de coordenadas del sistema de ejes principales sobre un sistema de coordenadas.

Primero se deben sefialar las siguientes relaciones entre las coordenadas x',y’ y x,y de un
elemento de area dA:

x' =xcosf +ysinf y' = ycosf —xsinf

Sustituyendo y' en la expresion I, para encontrar I,r, se escribe

I, = f(y’)z dA = f(y cos @ — xsin6)?dA

= (cos 9)? f y?dA —2sinf cos 8 f xydA + (sin )2 j x2dA

Relacionando con las expresiones en (1), se tiene
Ly, = I (cos 0)* — 21, sin 6 cos 6 + I,,(sin B)? (2)
Analogamente se deducen las expresiones para I, € I,
L, = I,,(cos 6)? + 21, sin 6 cos 6 + L, (sin 6)? (3)
Lyyr = (Iy — 1)) sin @ cos 6 + Ly, ((cos 8)% — (sin 6)?) 4)
Usando las relaciones trigonométricas siguientes

sin26 = 2sin6 cos @ sin 260 = 2sin6 cos 6

1+ cos 26 1 —cos?26

2 _ 02 —
(cos )= = > (sin8) >
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Las ecuaciones 2, 3y 4 se expresan de la siguiente manera:

Lty | L=l .
I, = — t—cos 260 — Iy, sin 26

_ Letly Il .
L, = — — 5 cos 20 + Iy, sin 26

Ly = U";—I")sin 20 + I, cos 20

Sumando la ecuacion (5) y la (6), puede observase que

Ly +1y =1L+,

©®)

(6)

(7

(8)

Como puede observarse las ecuaciones (5) y (6) tienen la forma de las ecuaciones
paramétricas de un circulo, lo anterior nos indica que al seleccionar un par de ejes
rectangulares y graficando un punto M con abscisa I,/ y ordenada I,,» para cualquier valor de
0, los puntos que se obtengan de la misma manera se localizardn sobre una circunferencia.
Para poder establecer esta propiedad es necesario eliminar 6 de las ecuaciones (5) y (6); lo

anterior se lleva a cabo transponiendo el término (I, +1,)/2 en

la ecuacion (5), elevando al

cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (5) y (6) y sumando las expresiones obtenidas.

Asi se escribe

(Ix’ - Ix;r]y)z + Iﬁ’y’ - (Iley)z + 19%3/

Estableciendo

L+ I—1,\2
Ipr0m= x2y y R = (—x y) +I§y

Se escribe la identidad (9) de la siguiente forma:

(Ix' - Iprom)z + I;'y' = R?

(9)

(10)

La anterior ecuacién es de un circulo de radio R con centro en C y cuyas coordenadas X, y son

(Iprom , 0), respectivamente.
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= I >

»
i 2

Fig. 3-7 Circulo de coordenadas (Ix,IX’y’) con centro en (lprom,0) y radio R.

Los puntos Ay B que son la interseccion con el eje de las abscisas tienen un especial interés;
El maximo valor de inercia I, corresponde al punto de interseccion A, mientras que el minimo
valor corresponde al punto de interseccion en B y ambos valores tienen un valor de cero para el
producto de inercia I,s,s. Asi pues los valores 6, del parametro 6 correspondientes a ambos

puntos A, B se podran obtener tomando I, = 0 en la ecuacion (7), obteniendo

tan 26,, = — 121";’ (11)
x~ly

La ecuacion anterior nos arroja dos valores de 26,, que se encuentran separados 180° 6 dos
valores 6, separados 90°. Uno de estos valores corresponde al punto A en la figura 3-7 y a un
eje a través de O en la figura 3-6 con respecto al cual el momento de inercia del area dada es
méaximo, el otro valor corresponde al punto B y a un eje a través de O con respecto al cual el
momento de inercia del area es minimo. Los dos ejes definidos de esta forma son
perpendiculares entre si, se conocen como los ejes principales del area con respecto a O y los
valores correspondientes I, € I,in del momento de inercia se llaman momentos principales
de inercia del area con respecto a O.

Debido a los dos valores de 6,, definidos en la ecuacion anterior se obtuvieron con I,/,» = 0

para la ecuacion (7) entonces el producto de inercia de un area con respecto a sus ejes
principales es igual a cero.

De la figura 3-7 se observa que

Inax = Iprom +R Imin = Iprom - R (12
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Reescribiendo las formulas anteriores en una misma mediante la ayuda de lo establecido en las
férmulas (10), se obtiene

L+ Le—I,\ 2
Iméx,min = xz Y+ (%) + IJ%y (13)

3.6 Ejemplo

Calcular las propiedades geométricas anteriormente descritas para la seccién hueca irregular
y mostrada a continuacion.

| Se procedera a dividir la seccion en 6 figuras

geomeétricas elementales y se obtendra el area

@ y centroide de cada una de ellas
7
@ referenciandolo con los ejes de coordenadas
6 . .
mostrados en la imagen. Posteriormente se
51 @ . p . .
sumaran las éreas y se calculara el centroide de
4 .z .
® la seccion hueca irregular.
3 ®
2
14 ®
Of--q9--p-"r-- T R A i iy

1)

_©@
A==
1
X = 5(6) =2u

I O
y=/rgle =g
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2)
y
104
o
= N
7 : !
e e @ - - = - — - — >
6 ‘
} |
5- |
3)
A=(2)(4) =8u?
1
X = 5(2) =1u
1
y=2+ 5(4) =4u
4)
A‘Y/
|
|
e
| X
|
5)

A= (7)(2) = 14u?

F=242(7) ==
X = 2 —Zu

1
y=2+5(2)=3u

A= (6)(1) = 6u?

F=2(6)=3
X—E =ou

= 6+2(1) ==
y=omp e

A=(2)(2) = 4u?
X=4+%(2) = 5u

1
37=4+E(2)=5u




Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo | 29
Facultad de Ingenieria Civil

6)
y

4 A=(2)(2) = 42
| I S
| x—4+§(2)—5u

— = = — - > )7=%(2)=1u
| X

3 4 5 6 7

Area y centroide de la seccién hueca irregular

(6)2) + ()3) + ®)(1) + (B + (14) (5) + ()(S) 155

x= 42 "
23 13
_ OF)+6(F)+ @@ + @G+ AHE) + WD) 183
y= 42 a2
y
A
4
@ 5
1
| @
=T 77\777\777T701777\777T 77\777\777T777>;
-5 -4 -3 -2 =t © T 2 S % 5 6
® T
. ®
2

SN U S I
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Traslado de las coordenadas al sistema de ejes centroidales

Es necesario ubicar la figura con los nuevos ejes de coordenadas, que se pondran en el
centroide la figura. Lo mas importante es ubicar los centroides de las figuras geométricas
elementales con las nuevas coordenadas, para esto sélo basta restar las coordenadas del
centroide principal a las de los centroides de cada una de las figuras geométricas elementales.

Figura 1
y
A
| B 155 71
5! =) - =
| M1 42~ a2t
4-
o | _ 23 183 139
% NT3 T T
2
1
T777\7’7\7’7T70%777\7’7T777\777\777T’7—\>X
4 3 2 1 1 2 3 4 5 6
-+
Figura 2
y
A
., 155_ 29 5
=Ty T Tt 4
13 183 15 3+
Vo=—F——>5="7U ;
2 42 7 @
1+
T777\777\777Tfoﬂ‘***\***T**T***r**T T’X
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
-1

Figura 3
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oa
| ) 155 113
=l =g
4’} o, 18 _ 5
3 V3= R Ty T T 1
2
1
T 77\777\777T70ﬂ‘777\777T777\777\777T777>;
4 3 =2 0 1 2 3 4 5 6
® 3
2
3
y
A
Figura 4 &7
5-
4—
g 15555 .
Y=o Ty Tt |
=
o _._183_ 9 .
TP T T 14 @
O T P
-1 Q T 2 3 4 5 6
-+
Figura 5
y
64
-~ 11 155 38
17 ST T Tt
R s A iy S S S S e g - 183 19
3 2=t ¢ —t —2 3 4 5] 6 y5—3—E——ﬁu
-
| ®
-2
y Figura 6
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) 155 55

Yo =0Ty T
183 47
Yo = 1Ty T T 14

Célculo de los momentos de inercia con respecto al eje centroidal de la figura principal

1) Figural

Ecuacion de las rectas que

forman el triangulo de la
s - . o
SN figura 1. Para facilitar su
N\‘ calculo se obtendrdn los
puntos donde las rectas
| 85 a7 ", i) a3 , 1) cruzan con el eje d las
43, 4 14, 2! 14
| ' v ordenadas.
1
i K
\ 1=
! \
A--tr-----r-—-t1-04---r--1--"---r--1--Px
4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6
|
[ | -1_:
: :
| -2
| 1
| 1
| -3
| 1
| ]
. -+
L e > x
1
| 3,60 '5_: 231 |
-6

Por tridngulos semejantes.
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155
b_ v _155
ho 2 Ay Y =126

( _65) (A —155>—(b1—215)
Y =14 Y= 126) "\ T 63

y=mx+b Ecuacion de la recta
37_65 87_37
B v v S _ _TA"14 _
™97 —155 3 M2=97 —is5 "
42 42 42 42
= ! +215 =-3 +215 E ] del tal
V= 3x 3 x; = —3y 1 cuaciones de la recta
37 >
y, = T Ecuacion de la recta 2

Inercia con respecto al eje X
I_xl = fysz

Ly = fyz(x*dy)

- 6571
I,; = 116.1666038 — 49.11558335 = Wu‘*

Con respecto al eje Y
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I_y1 = fxsz

= [ 2 e )

97

Poo[® (1, 25 37y,
ﬂ‘fl_ss" (‘5“5‘@ X
42

97

P (" (L1, 9T o)y,
’ﬂ‘f_@(‘?‘ + e ) dx
42

- 8569

I,; = 0.7902914341 — (—28.35596707) = mu“

Ahora se obtendran las mismas inercias mediante el teorema de los ejes paralelos.

T O _T 2
le — IxTriangulo + Aldl

Donde:  Iyirrignguio = Inercia de la figura con respecto al centroide de la misma
A; = Area de la figura
d, = diferencia entre el eje centroidal de la seccién hueca principal
y el eje centroidal de la figura geométrica elemental

- bh3

IxTriangulo = 36

7 6x2° 4 23 183 139
haranguo =357 =3 W3 H =0y
T _4+ . (139)2
=3+ 0%

6571,
fa =g ¥

-_— _ -_— ’ 2
Iyl — lyTriangulo + Aldl



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo | 35
Facultad de Ingenieria Civil

- hb3

IyTriangulo = %
- 2%6° , 155 71
IyTriangulo = ? =12 d1 =2 E = _E

I,y = 12 + (6) (— %)

_ 8569

4
by =gt

Puede observarse que por ambos métodos se obtiene el mismo resultado asi que por facilidad
se utilizara el método de los ejes paralelos.

2) Figura 2
I_x2 = I_xRectangulo + A2d22

- bh3
IxRectangulo = H

_ 6*13

1
IxRectanguio 12 7 275 o Z

-1 15\
=3+ 0(3)
_ 2749

he = —gg '

u

= )2
IyZ - IyRectangulo + Azdz

. _ hb?

I R
YRectangulo 12

- 1%6% 155 29

IyRectanguto = 12 18 dy=3———=——

2

I, =18+ (6) (— %)

_ 6133

- 4
bz = g4

3) Figura 3

T . =17 2
Ix3 - IxRectangulo + A3d3
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- bh3
IxRectangulo = E
- 2%43 32 183 5
IxRectangulo = T = ? d; =4 — E = _ﬁ
=2l
x3 — 3 ( ) 12
- 1718 4
e =37¢
_ _ -
ly3 = Iygectanguto + Azd3
- hb3
IyRectangulo = E
1 4x2° 8 , 155 113
Iyrectangulo = EVE = 3 d; =1- e = -
roo8. ( 113)2
3 =3+t@ (-7
- 26714 4
Y37 441

4) Figura 4

Lea = Ixcuadrado + A4d42
- bh3
Ixcuadrado = E

7 2x2° 4 183 9
Lycuadrado =T=§ d, = S_Hzﬁ

BN
x4 =3 4) T
439,
x4 = a7t
_ _ o
lys = Lycuadarado + Asds
- hb3
IyCuadrado = E
- 2%x23 4 ,
lycuadrado = EVE = 3 dy=5-—
o2t (55>2
y4 — 3 ( ) 47
3613,

bya =7t

155 55
42 42

5) Figura 5
I_x5 = I_xRectangulo + A5d52
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_ bh3
IxRectangulo = E
_ 7 %23 _ 14 183 19

IxRectangulo = T 3 5 42 _ﬁ

_ 14 19)°
1x5 = ? + (14) (- E)
_ 1279 4
les =—5—u
I_y5 = I_yRectangulo + ASdIS2
- hb3

I =—
YRectangulo 12

i 273 343 , 11 155 38

I =— ———
yRectangulo 12 6 5

2 42 21
;o33 (38)2
_ 12979 ,

I.=
¥s T 6 ¢

6) Figura 6

T T 2
Iy = Ixcuadrado + Aede
_ bh3
Lycuadrado = E

_ 2x2% 4 183 47
Lycuadrado = T = § de=1——=

42~ 14
Lo=t+ (-2
x6_3 () 14
6823 ,

147 ©
Iy6 = IyCuadrado + Agdg
_ hb3
IyCuadrado = E

_ 2%23 4 ,
IyCuadrado = T = § de =

Le=tr ()
y6_3 () 42
3613
6 = a1 %

Ie

155 55
42 42

4

La inercia total de la seccion hueca irregular con respecto a los ejes centroidales es obtenida
mediante la suma de las inercias de cada una de las figuras geométricas elementales.
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6
[_x = Z I_xN
N=1

1__6571 2749 1718 439 1279 6823

*=9g tYog T a7 Tart a2 T 1a7

_ 2613 ,

[ = 8569 N 6133 N 26714 4 3613 N 12979 + 3613
Y294 294 441 441 126 441

- 9659
ly=—F= 229.9761905m?

42
El producto de inercia de la seccién hueca irregular con respecto a los ejes centroidales se
obtendr4 mediante un procedimiento similar al anterior. Primero se obtendra el producto de
inercia de cada figura geométrica elemental con respecto a los ejes centroidales de la seccion

hueca irregular y posteriormente se sumaran para encontrar el producto de inercia de la
seccion hueca irregular.

Para la primera figura geométrica elemental el producto de inercia se obtendrd mediante
integracion y posteriormente mediante un teorema similar al de ejes paralelos, esto debido a su
rapidez.

Producto de inercia del triangulo

Iy = ] xy * dA
Donde: dA = Diferencial de area
X = Xelemento diferencial

Y = Yelemento diferencial

Ixy = ]J_Celemetoyelemento * (y)(dx)

) B 37 1
Xelemento = X Yelemento = E + Ey
1 97
y = §x+m
7y 37 1, 1 97 1 97
fn = f/ w23 e el o
“ha 37 1, 1 97 1 97
o = f_lss/“x 203 1) [ 3 e
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a2 /1 215
ky1::f (——x3—-———x24—2330908289x)dx

155/, 18 189
97
Lo =X 215 a1 165454145 2] e
1 == — ——=X . X
1772 567 _1ss)
42
10457
T
Producto de inercia de un rectangulo
_ _ 1
Ixy = XelemetoYelemento * (y)(dx) = ,2p2
Lz15 x“h
4 ~by
_ _ 1 2
Xelemento = X Yelemento = 5Y 2 2
2 _ —n2|(b _(_Db
h —h Loy = 20 [( /2) ( /2)]
= —— — = h
Y=377

o= [ )]0

I L h?d
xryr — Ej_b/zx X

Usando un teorema similar al de ejes paralelos
0

—t— _
Izy2 = Ly + %2524,

1;?372 = X2¥24;

29\ /15

2= (-3) (7) ©®
435

@2 ="y

Ieys = X3Y343

= () () ®
1130

3= Ta7

19?376 = XeVeAo

o= () (- 3) @
2585

6= "4y

Igys = X5Ys545

5= (37) (- 33) 09

722
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6
lIzy = z Lzyn
n=1

lz; = —85.35714286

Los momentos principales estan dados por las férmulas

L+, +j(1x ~1,)°

I =
max,min 2 4

2

+ Iy

Inax = 296.3736271 Lnin = 120.2454206

El angulo de giro de los ejes principales con respecto a los ejes centroidales es:

2Ly
tan 26,, = 6,, = 37.8785°
L—1,
y
cA
3 5
4 4
@ 3
@ o @,
: @
N &
[ ”\”’\”’T’ej“”’\”’T ”\”’\”’T”—P;
-4 -3 -2 T U T 2 ) =3 1] 6
® 1
| ®
-2
3
| ®
+
5]

Ahora se procedera a solucionar el mismo problema mediante la ayuda del programa.

La primera imagen que se muestra a continuacién es la ventana principal, tal como aparece

cuando se inicia la aplicacion.



' @ PROPIEDADES GEOMETRICAS

Tipo de seccion
i@ Salida

) Hueca

MNo. de vetices
MNo.de seccidn  No de vértices
intena

Seccifn extema
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g
=N SR )

y re
4 | 3
4 1 I‘, 3
S&;oé:ien
- —interna | X
5 |
B 1 1 2
7 | Mumeracian
| 8 senlids
Secoibn | antiorario
Extama
t—2
o X

INTRUCCIONES DE U5S0

1. En &l cuadro Tipo de seccién’ seleccione sila seccidn es sdlida o huecz| -r—'=|
2. En el cuadro ‘No. de vertices’ s necesano ingresar la cantidad de vertic

&) 5ila seccidn es hueca primeno debe ingresar el nimero de vertices de
&5 decir la seccidn exterior y posteriommente pars cada seccidn intema
el numero de vertices de ésta e ir presionando el botdn INGRESAR'.

3. Bl botén BORRAR tiere fa funcion de limpiar toda la informacicn ingresac _

fai nte pe nresinnadn esrd necerann OUe inorees nuevamente todns lne @

1 | 1]

b

-

[ Caleular H

Salir

Las instrucciones de se encuentran en la parte inferior de la ventana. Seleccionando el tipo de
seccidn que se va a analizar e ingresando los datos correctamente nos arroja el siguiente

resultado.

e e
® PROPIEDADES GEOMETRICAS
Tipo de seccion
) Sélida
@ Hueca

No. de vertices
No.de seccion No de verices

imtenia
Seccidn extemna
o [7
Seccion intema 2 B
Bomar JFEsE

Coordenadas

) Seccién Edema @ Seccion Intema

Coordenadas

Seccién X ¥

Verice

"]
= [l 5

" Y
4 | 3
Seg:oé:iﬁn
= —interma— | 7
§ |
& 1 1 2
7 ! Humeragidn
| 8 sentids
Seccion | M
Extama
L et
Q 3

PROPIEDADES DE SECCION
frea = 42.00

Coordenadas del centroide (3,65 , 4.36)

2do Momento de Zrea & Momento de irercia centroidal
I = 1.866429E-002
lapy = 2. 295762E+002
lagy = -B.535T14E+001

Zdos Momertos de Area Principales

»

m

LirnpiarPantaHa] [ Mostrar ] £ Caleular ;[

Salir
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8 @

PROPIEDADES GEOMETRIS
Tipo de seccidn
() Solida
@ Hueca
No. de vertices
No. de seccion Mo de vértices
intema
Seccion extema
Seccidn intema .z_El'
Bomar

Coordenadas
(7} Seccion BExtema @ Seccién Intema

Coordenadas

Seccidn

Wertice

y Y=
4 | 3
4 | 3
Saccidn
— 1+ Intema- |— o
5 i
6 1 ! 2
1 Mumeracidn
| 8 senlide
Seccion | SEmiCNE
Externa
2
o X

2do Momiento de drea 6 Momerto de inercia centroidal
l2oc = 1.866425E-002
|4y = 2.2997R2E=D02
|2y = -B 535714E-001

m

[y = 2.983736E+002
[vw = 1.202454E <002 —!
Angulo de jes principales = 37.82 grados

2dos Momentos de frea Principalss ‘

1

Umpiar Pantala | | Moser | [ Caledar || Sair |
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4. Rigidez y Coeficientes de Transporte

A menudo es comUn usar vigas con secciones transversales variadas sobre vigas y/o puentes
de grandes claros con la finalidad de ahorrar material.

En general el analisis de vigas y marcos compuestos con este tipo de elementos es muy
similar a los que se realizan para vigas con seccion transversal variable.

La diferencia esencial esta en que para este tipo de elementos es necesario calcular los
momentos de empotramiento, factores de rigidez y de transporte para cada extremo del
elemento. Estos valores dependen de la seccion geométrica de las vigas.

En este capitulo desarrollaremos los coeficientes para una viga con seccién transversal no
prismatica mediante el método de la viga conjugada.

La aplicacién del método puede ser tediosa y por eso se propone la realizaciéon de un programa
de célculo.

A continuacioén se presentan las definiciones de los coeficientes:

Factor de rigidez (K): Magnitud del momento que debe aplicarse al extremo de una viga para
que éste gire un angulo 6=1rad. El momento se aplica en el soporte de pasador de la viga,
mientras el otro se supone empotrado tal como se muestra a continuacion.

o(irad) =/

Fig. 4-1 Viga con apoyo simple en A y empotramiento en B sometida a un giro de 1rad en A.

Factor de transporte (COF): Fracciéon numérica (C) del momento que se “transporta” del
extremo soportado por pasador al empotramiento, figura 4-2.

" ) e

B

A

Fig. 4-2 Viga con apoyo simple en A y empotramiento en B sometida a un momento flexionante en A.

S
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4.1 Ejemplo

Calcular los coeficientes de rigidez y de transporte de la siguiente viga de seccion variable. La
viga tiene un 1m de ancho con un modulo de elasticidad igual a 2.1 x 101°K g/m?.

0,3m

3m 3m 2m

Inercias

_bh3_1*23_2
T2 T T12 3™

0<x<3m L 4

_bR® 1x03% 9

o - 4
=73 12 2000 "

3<x<6m

bR 113 1

o _ = 4
T2 T 12 T 12™

6<x<8m I

Por definiciébn de coeficiente de rigidez, es necesario que un extremo de la viga quede con
apoyo simple y se proporcione un giro unitario, por lo tanto la idealizacién de la viga:

| drag /

|

Ma |
(y

Para la obtencién de los diagramas de momentos se recurrira al método de superposicion,
dividiendo la viga en dos vigas simplemente apoyadas y cada una soportando un momento
flexionante.
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Ma

+ | ‘ CaBMa
\
<
Tm i CasMa T CasMa
8 8 8

Diagrama de cuerpo libre

<Y

E

CasMa

»
X

El
Diagrama de momentos

<Y

12CasBMa
500CaeMA E
3E

1000CaMA
3E

9 /

Diagrama de momentos entre El

Estos diagramas de momentos se usaran como las cargas sobre la viga conjugada, teniendo
en cuenta que el valor de la reaccion en el apoyo es igual a la unidad, esto debido al giro

unitario generado en el mismo.
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Cantiliver

3CasMa
E

250CABMA
E

ZF L 2TMa A5My  250M, 1000M, 3Ms 27CisMa _500CasMa _ 250CusM,
y:— J— J— J—

Y3 T e T E T3 TE 32E E E
18C,pM,  3CapMy 0
E E

56639M, 24699C,5M,
ZFy——1+ 96 328 ©

27M 45My (3 250M 1000M, (9 3M 2 27C M,
3 =D () 100 B, e

16E \2 E 3E 2 E 3 32E
500C45 M4 (9 250C, 5 My 18C4g My 3C,p M, 4
P ()T @k )+ (645) =0
40401M, 58395C, M,
ZMA__ 6E T 168
. . M,
Dividiendo la ecuacion entre —
ZM _ 40401+5839SCAB_0 5
A7 16 16

40401 N 58395C,p 0
16 16

C4p = 0.691857179  sustituyendo en la ecuacién nimero 1y E = 2.1x101° Kg/m?

M, = K, = 375,107,549.8Kg
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Analogamente se hace lo mismo para el otro coeficiente

\ el L

v

AR

‘ Ms
N

Por lo tanto

250CasMa
E

A
3CasMa

Cantiliver E

A

56639Cy, Mz 24699Mjy

2Fy_1+ 9%F 325 0 TT T T T TTTToTooo 3
_ 27CpaMy 45Cp Mg (13) 250C5,Mp 1000Cz, Mg (7) 3CpaMp (4)
Z B~ 32F (7 + 16f \2)7 E ) + 3E )t 3
27Mjp 500Mp /7\ 250Mjg 18Mj, 3Mj /2
© 32E ©)-—% (E>_ p - W-% (5)_0
105353C5,Mp  40239M,

ZMB_ 48E TTeg 0T T T T T T 4
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Cpa = 1.145833531  sustituyendo en la ecuacién nimero 3 y E = 2.1x10'° Kg/m?

Mg = Kg, = 219,174,874.1Kg

Dando solucién al problema mediante la aplicacion desarrollada.

En esta ventana se muestra la pantalla principal de la aplicacion, como en los casos anteriores
las instrucciones son mostradas en la pantalla principal pero en esta ocasion se localizan en la
parte media de la ventana.

@) RIGIDEZ ANGULAR ¥ COEFICIENTES DE TRANSPORTE PARA VIGAS DE SECCION VARIABLE | = | @ |[n25e]

Descripcion de la seccion longitudinal de la viga Seccign longitudinal

Longitud } } Modulo de

de viga e Longtud 2 elasticidad @ Configuracidn prismatica
| 1 (™) Configuracian recta
EEET Peralte 1 Peralte 7

centro de viga ) Corfiguracién parabdlica

INSTRUCCIONES DE USD

[l »

1. Uene los campos requeridos en el cuadro ‘Descripcidn de la seccidn longitudinal de |a viga®
a) La LONGITUD 1 es la distancia del inicio de la viga a donde termina la primer cartela
b} Peralte 1 s &l peralte al inicio de [a viga
c) La LONGITUD 2 es la distancia del final de la seccién regular de la viga al final de ésta

PRESIONE AQUI

[ Salir ][ Limpiar ]’ Mostrar l[ Calcular ]

1

Seleccionando el tipo de seccion longitudinal e ingresando los valores correspondientes en las
celdas la aplicacion nos arroja los siguientes resultados.
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" ® RIGIDEZ ANGULAR Y COEFICIENTES DE TRANSPORTE PARA VIGAS DE SECCION VARIABLE | — | =) (]

Descripcion de la seccidn longtudinal de la viga Seccion longitudinal
Longitud : e Modulo de z
de viga Longtud 1 Longitud 2 elasticidad @ Corfiguracion prismatica
A : : 21000000000 (71 Configuracion recta ‘

Peralte al
centro de viga

Peratte 1 Peralte 2 ) Corfiguracidn parabdlica
0.3 2 1

Rigider angular K-ARB = 375115072 00
Rigidez angular K-BA = 225586858 .41
Factor de transporte C-AB = §.518576E-001
Factor de transporte C-BA = 1.150445E+000

el Peralte al centro e
o ¥ 2
A - g
Configuracion Prismatica |a

- — — —————

Long. 1 Longitud Long. 2 :

l Salir H Limpiar H Mostrar ]| Calcular

Como puede verse en este ejemplo los valores que arroja el programa son valores muy
similares a los obtenidos en el desarrollo analitico del mismo. Los errores que se obtienen van
desde —8.67x107°% para el coeficiente de transporte C-AB hasta —0.402x1075% para el
coeficiente de transporte C-BA y —2.005x1073% para la rigidez angular K-AB hasta —2.93%.
Estos valores tienen una muy buena aproximacion por tanto pueden ser usados en el analisis
estructural.

‘49
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5. Andlisis Estructural de un Grupo de Pilas

Cuando se tienen terrenos de cimentacion con poca capacidad de carga, es frecuente utilizar
pilotes que penetren hasta estratos resistentes del suelo. Normalmente en la parte superior de
los pilotes se encuentra una losa rigida que transfiere la carga de las columnas de la estructura
hacia la cimentacién. El siguiente programa determina la carga que se produce en cada pilote
de una cimentacion, con la suposicion de que esta se transfiere a través de una losa rigida.

5.1 Ejemplo

Obtener la carga vertical que recibe cada pilote en la siguiente placa cargada despreciando el
peso de la misma.

11m-=F—
®
S0
OEm S l \@
am =
1001
B —f— l
1501
Am —F— @ l
T0T
2 — (:’D l
m=F— GD
Om —=5—
N P PR P P L | L |
a7 1 T 17 T
° £ 5 585 55 5 5
o3 W

w
Pn=N+Ayn+an

4 W (exly, — eylyy)
- 2

I L, — I,

5 - W eyl — exlyy)
L, — I;)°

Donde: W = Carga total sobre la placa.
N = Numero de pilotes.
ex, ey, = Excentricidad de la carga total con respecto al centroide

del grupo de pilotes.
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Iy, I, = Segundo momento de area del grupo de pilotes.
Iy, = Producto del momento de area del grupo de pilotes.

Para la obtencion de los segundos momentos de inercia es necesario obtener primero el
centroide del grupo de pilotes, por lo tanto:

XX _=Z%
n y n

X =

Donde: x;,y; = Coordenadas individuales de cada pilote
n = numero de pilotes
X,y = Coordenadas del centroide del grupo de pilas

 2435+44+55+8 23  2485+4+1+10 51
= 5 5 Y= 5 =10

Segundo momento de inercia para el grupo de pilas.

I = Zynz Iy = zxnz Ixy = zxn:Vn

Donde: x,=x —X
Yn=Yi—y

I

, 51)2 (17 SV L 5 L (25 L (40 51)2 316
( 10 + 2 10) +< 10) +< 10) +( 10/ 5
; (2 23)2 N (7 23)2 N (4 23)2 N (11 23)2 N (8 23)2 207
y 5 2 5 5 2 5 5/ 10

; _(2 23)(2 49)+(7 23 (17 49)+(4 23)(4 49)+(11 23)(1 49)
Xy 5 10 2 2 10 5 10 2 5 10

La resultante vertical de las cargas es

W =50+ 100 + 70 + 150 = 3707,y
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La excentricidad de las cargas con respecto a los ejes centroidales esta dada por:

_Iwyy _Iwx
ey = ey = X
X w; zw;

(50%8)+ (100 6) + (70 1) + (150 %4) 51 217
x = 370 10 370

_ (50%1) +(100%3) + (70 4) + (150 6) 23 86
ey = 370 5 185

Célculo de los coeficientes Ay B

|- (-3
(5 (5 - (—09)

5 370|(~ 185)(316) (

@ -G )

Carga vertical sobre cada pila

155) ()] _

—1.424388018

( )] = —7.074021018

370 23
Py =+ (-1424388018) (2 - —) + (—7.074021018) (2 —~ ?) = 96.8170n

370
P, =+ (~1.424388018)

Nl:

7 23
) + (—7.074021018) (E - ?) = 76.9%41on

S |

370 23
P; = = + (—1.424388018) (4 ) + (—7.074021018) (4 - ?) = 79.817,,

370 11 23
P, = =—+ (—1.424388018) (1 — ) + (=7.074021018) (7 - —) = 7347 7on

5 5

370 51 23
Ps =~z + (~1.424388018) (10 - E) + (=7.074021018) (8 - ?) =42.9770n

Para comprobar que la carga se reparta entre las cinco pilas bastara con que la suma de las

cargas recibidas por cada una de estas nos de el valor de W = 3707,,

W =96.81+ 7694+ 79.81 + 73.47 + 42.97 = 3707,y

Ahora se mostraran los resultados obtenidos mediante la ayuda de la aplicacion creada.

La pantalla mostrada es tal como inicia la aplicacion a la hora de ejecutarla.
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No. de Fila
5

@ Andlisis de grupo dé’pﬁ&s‘

Informacidn de Pilas

Coordenadas
X o

Bamar Ingresar

¥
500}
=
0] 100KN a2
300 /
50 KN
00| T
(17880 , 367 30)
|
w— ) |+
00,100 e
o i I
om 100 00 300 400 200 B0

INSTRUCCIONES DE USO

1. Bl cuadro Informacidn de pilas’ pemite ingresar las coordenadas de cada una.
ajlngrese las coordenadas (X.Y) de cada pilz y presione el botén INGRESAR. |

biEl botdn BORRAR elimina toda |a informacidn ingresada previamente.

2. En &l cuadro ‘Informacidn de cargas’ se ingresan la descripcion de las cangas actuantes.

a)5eleccions el numero de cargs poringresar.
bilngrese las coordenadas X v Y en sus casillas comespondientes.
Filrmrese lm maanind As = cams wnesione &l hotdn INGEESAR

[»

m

P

4 |

| »

La aplicacién es muy sencilla, solo basta con ingresar las coordenadas de las pilas o pilotes y

posteriormente hacer lo mismo con las cargas que se aplicaran en la placa asi como su

magnitud.

Los resultados obtenidos mediante la aplicacion son:
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6. Conclusiones

En este trabajo se elaboraron cuatro programas en ambiente Visual Basic con la finalidad de
gue sirvan como una herramienta auxiliar para el desarrollo de varios temas de la ingenieria
estructural. Estos programas pueden ser utilizados por estudiantes y profesores que cursen o
impartan materias del Departamento de Estructuras.

Los programas permiten de una manera sencilla y gréfica abordar ciertos temas de los cursos
de resistencia de materiales y andlisis estructural. Su interface gréfica permite que el usuario
utilice los programas sin que requiera conocimientos del area de programacion.

Toda la informacién de entrada y de salida se proporciona en pantalla permitiendo de esta
manera obtener de inmediato los resultados de los analisis realizados, haciendo mas versatil su
utilizacion.



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo | 55
Facultad de Ingenieria Civil

7. Bibliografia

VI.

VII.

VIII.

BEER, F.P.; JOHNSTON, E.R.; EISENBERG, E.R. (2005), “MECANICA VECTORIAL
PARA INGENIEROS” (TRADUCCION), 7MA. EDICION, MC GRAW HILL, MEXICO D.F.

GERE, J.M. (2006), “MECANICA DE MATERIALES” (TRADUCCION), 6TA. EDICION,
THOMSON, CIUDAD DE MEXICO D.F.

MERRITT, F.S.; LOFTIN, M.K;; RICKETTS, J.T. (2008), “MANUAL DEL INGENIERO
CIVIL TOMO I” (TRADUCCION), 3RA. EDICION, MC GRAW HILL, MEXICO D.F.

CHAPRA, S.C.; CANALE, S.R. (2003),"METODOS NUMERICOS PARA INGENIEROS”
(TRADUCCION), 4TA. EDICION, MC GRAW HILL, MEXICO D.F.

FRANK AYRES, JR; ELLIOT MENDELSON (1991), “CALCULO DIFERENCIAL E
INTEGRAL” (TRADUCCION), 3RA. EDICION, SERIE SCHAUM, MC GRAW HILL,
MEXICO D.F.

CEBALLOS, F.J. (2005),”VISUAL BASIC 6: CURSO DE PROGRAMACION”, 1RA.
EDICION, ALFAOMEGA, MEXICO D.F.

KASSIMALI, ASLAM (2001), “ANALISIS ESTRUCTURAL” (TRADUCCION), 2DA.
EDICION, THOMSON LEARNING, MEXICO D.F.

EVJEN, B.; BERES, J.; OTROS (2002), “EL LIBRO DE VISUAL BASIC .NET”
(TRADUCCION), ANAYA MULTIMEDIA, MADRID ESPANA.



