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"Desafortunadamente, los suelos son fabricados por la naturaleza y no por el
hombre, y los productos de la naturaleza son siempre complejos ... Tan pronto
como se pasa del acero y el concreto al suelo, la omnipotencia de la teoria deja de
existir. El suelo natural nunca es uniforme. Sus propiedades cambian de punto a
punto, mientras que nuestro conocimiento de sus propiedades se limita a los
pocos sitios en que las muestras han sido recogidas. En la mecénica de suelos la
exactitud de los resultados calculados nunca supera a la de una estimacion
aproximada, y la funcion principal de la teoria consiste en que nos ensefia qué y

cémo observar en el campo."”

Dr. Karl Von Terzagui
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RESUMEN

En este presente trabajo de tesis se aborda el célculo de las deformaciones y
disipacion de las presiones intersticiales durante el proceso de consolidacion
Unidimensional, Bidimensional y Tridimensional en suelos saturados. El modelo
matematico para describir la deformacion en los suelos saturados se basa en las
teorias de Terzagui y Biot. En las cuales sus bases son la teoria de la elasticidad y
para la fase del agua, la ley de Darcy y la ley de la conservacién de la masa del
fluido. Se comienza a tratar los problemas referidos a la consolidacion de suelos
de manera sencilla, es decir con varias simplificaciones y suposiciones para poder
resolver con mas facilidad las ecuaciones involucradas, para después llevar mas a
la realidad el fendmeno de la consolidacion de los suelos de manera bidimensional
y tridimensional, lo cual involucra que los problemas se hagan mas complejos y
por lo tanto mas dificil de resolver. Para modelar las deformaciones en los suelos
debido a un cambio en los esfuerzos a los que estan sometidos y aun cambio en
sus condiciones se utilizara la Teoria de consolidacién de Terzagui. Por otro lado,
se tendran en cuenta programas computacionales para el modelados de los
resultados en ambas teorias anteriormente dichas, ademéas se graficaran los
resultados para un mejor entendimiento de los problemas referidos a la mecanica
de suelos. En el caso unidimensional, ya que es lo mas sencillo para después
analizar el problema de la consolidacién de suelos de forma Bidimensional y
Tridimensional. Lo cual involucra cada vez un grado de complejidad mucho mayor
en los célculos. Los modelos matematicos aqui utilizados se presentan de una
manera diferencial y discreta, lo cual nos lleva a un problema de valores de
contorno lleva a una solucion aproximada de las ecuaciones diferenciales dadas
en cada teoria antes mencionada por el Método De Los Elementos Finitos. El
desarrollo de la formulacién hecha por el Dr. Karl Von Terzagui y la teoria de
Maurice Anthony Biot para describir el proceso de la consolidacién del suelo en
forma Unidimensional, Bidimensional y Tridimensional se explica de manera

detallada.

PALABRAS CLAVE: consolidacion, presiones, Terzagui, deformaciones, Biot.



ABSTRACT

This thesis deals with the calculation of the deformation and dissipation of the
interstitial pressures or neutral during the process of one-dimensional, two
dimensional and three dimensional consolidation in saturated soils. The
mathematical model to describe the deformation in the saturated soil is based on
the theories of Terzagui and Biot, which their bases are the theory of elasticity and
to the water phase the law of Darcy and the law of conservation of mass of the
fluid. It begins to deal with the problems relating to the consolidation of soil in a
simple manner, i.e. with several simplifications and assumptions in order to be able
to solve with the equations involved, and then bring more to the reality the
phenomenon of the consolidation of the soil two- and three-dimensional, which
involves the problems become more complex and therefore more difficult to
resolve. To model the deformations in the soil due to a change in the stress to
which they are subjected and even change in their conditions will be used the
theory of DR. Karl von Terzagui better known as the theory of consolidation of
Terzagui. On the other hand will be taken into account for the computational
programs modeled on the results of both theories above these, in addition the
results were graphed over to a better understanding of the problems in soil
mechanics. In the unidimensional case, because that is the easiest analyze the
problem of soil consolidation then the two- and three-dimensional form were
analyzed. Which involves each time a degree of much greater complexity in the
calculations. The mathematical models used here are presented in a manner and
discrete differential, which brings us to a problem of boundary conditions whose
solution take us to approximate solution of the differential equations given in each
theory mentioned above with the method of finite elements. The development of
the formulation given by Dr. Karl von Terzagui and the theory of Maurice Anthony
Biot to describe the process of consolidation of the soil in the form one-
dimensional, two dimensional and three dimensional were explained in a detailed

manner.

KEY WORDS: Consolidation, pressures, Terzagui, deformations, Biot.
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CAPITULO 1: INTRODUCCION AL FENOMENO DE CONSOLIDACION
EN UN SUELO ARCILLOSO COMPLETAMENTE SATURADO.

% 1.1- OBJETIVO GENERAL.

El objetivo de este presente trabajo de tesis es analizar y comparar los resultados
obtenidos sobre la descripcién que ofrece la teoria de la consolidacion de un suelo
saturado bajo la aplicacion de una carga externa, asi como su modelacion
numerica en un programa computacional en base a los resultados obtenidos. Con
el fin de demostrar la importancia del estudio de los suelos saturados, ya que
desde un punto de vista de un comportamiento mecanico, es uno de los casos
mas desfavorables que pueda haber ya que en un suelo saturado se presentan
las presiones intersticiales o presiones de poro mas altas, excesivas
deformaciones en el suelo, asi como hinchamientos que pueden llegar a ser muy

grandes y provocar disminucion de la resistencia.

% 1.2 EL FENOMENO DE CONSOLIDACION EN UN SUELO ARCILLOSO.

Es sabido que el estudio del proceso de la consolidacion en suelos es de suma
importancia en la ingenieria civil, mas aun en el caso de los suelos saturados ya
gue estos son los que mas se presentan en la vida real con mas ocurrencia en la
practica de la ingenieria civil, los suelos se caracterizan por estar formados por un
sistema trifasico, es decir: la Fase solida; compuesta por particulas materiales, la
Fase liquida; que es el agua y por ultimo la Fase gaseosa el aire o0 gas.

El tema sobre la consolidacion de suelos fue tratado de manera analitica a partir
de la década de los 40’ abordandose problemas muy sencillos los cuales estaban
fuera de la realidad debido a la suposiciones y simplificaciones para poder resolver
los problemas, no fue hasta la década de los 70’ que se empezaron a abordar
problemas mas reales y por lo tanto un grado de complejidad mayor. Con el
tiempo gracias a la aparicion de los ordenadores se han podido resolver de
manera satisfactoria problemas sobre la consolidacion de suelos muy complejos
gue representan un problema real sobre la consolidacion de los suelos sujetos a

cargas aplicadas externamente.

EDUARDO REYES NEGRETE
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Es de suma importancia en ingenieria civil conocer las propiedades mecénicas de
los suelos para saber si es adecuado la zona en donde se desplantaran los
cimientos de la construccion y si no para mejorar el suelo con los métodos mas

adecuados. Ademas de que es necesario predecir:

€ El asentamiento total que sufrira la estructura

€ La velocidad y tiempo a la cual le toma producirse el dicho asentamiento total

El proceso de consolidacién se aplica a todos los suelos, pero es de mucha
importancia en aquellos suelos en que la permeabilidad es muy baja, de esta
manera se aplicaran la teoria de Terzagui para poder describir la consolidacion
en las masas de suelos cuando estas estan sometidos a un incremento de
esfuerzos, y poder predecir los asentamientos de manera mas real, es decir con
una mayor precision las velocidades y tiempos de asentamientos a largo plazo,
aplicando ademas los principios fundamentales de la mecénica de suelos.

La mecanica de suelos es la rama de la ciencia que estudia las propiedades
fisicas de las masas de suelos cuando estas son sometidas a varios tipos de
fuerzas ya sea de manera en que cada fuerza actué por si sola en un Unico
momento dado o debido a la combinacion de todas estas. La consolidacion es un
proceso que se produce en los suelos y consiste en la reduccién del volumen total
del suelo provocado por la aplicacion de una carga externa sobre él, o por el

drenaje del terreno.

Cuando el suelo se somete a una sobrecarga los esfuerzos totales se incrementan
en las misma cuantia y el suelo gana resistencia conforma el exceso de presiéon de
poro disminuya y los esfuerzos efectivos aumenten. Todos los materiales
experimentan deformaciones cuando se les sujeta a un cambio en las condiciones
de los esfuerzos, las caracteristicas esfuerzo-deformacioén de un suelo estaran en
funcién de la forma en que es cargado, del tipo de suelo, de las condiciones
anteriores antes del cambio en las condiciones de esfuerzos, de la granulometria

de la estructura intergranular del suelo, etc.

EDUARDO REYES NEGRETE
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De tal manera que la estructura intergranular del suelo sufrirhd deformaciones, las
cuales no siempre ocurren de manera instantanea ante la aplicacion de la carga,
sino que ocurre a lo largo del tiempo. Esto quiere decir que cuando un suelo se
consolida ante una carga que esté actuando de manera externa sobre él, se
generara un incremento de esfuerzos efectivos lo cual implica un aumento de

resistencia en el suelo y a la vez provoca una disminucién de la relacion de vacios.

En los suelos arcillosos la permeabilidad es muy baja por lo cual el exceso de
presion de poro se disipa muy lentamente a través del tiempo y los esfuerzos
efectivos aumentan muy lentamente y en consecuencia puede seguir
deformandose varios afios mas, ya después de finalizada la construccién. En los
suelo granulares la permeabilidad es muy alta, caso contrario al de los suelos
arcillosos, esto implica que el exceso de presion de poro se disipe de una manera
muy rapida, teniendo como consecuencia que el asentamiento termine al final de
la construccién, en donde los esfuerzos totales son equivalentes a los esfuerzos

efectivos, lo cual nos dice que el suelo a ganado resistencia.

EDUARDO REYES NEGRETE
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% 1.3 HISTORIA DEL DR. KARL VON TERZAGUI.

Figura 1.31. Karl Von Terzagui, (Terzagui y la mecanica de suelos).

Karl Von Terzaghi nacié en Praga en 1883, hijo de un oficial de caballeria
austriaca. En 1904 se gradud en la Technische Hochschule (Escuela Técnica
Superior o Universidad Técnica) en Graz, Austria, con un titulo en ingenieria
mecanica. Karl Von Terzagui, ingeniero reconocido como el padre de la mecéanica
de suelos y de la ingenieria geotécnica, desde el comienzo de su carrera dedico
todos sus esfuerzos en la bausqueda de un método racional para poder resolver los
diferentes problemas relacionados con la ingenieria de suelos y las cimentaciones.
La coronacion de sus esfuerzos se dio en el afio de 1925 con la publicacién del
Dr. Karl Terzaghi denominada  "Erdbaumechanik auf bodenphysikalischer
Grundlage" traduciendo: (Principios Fundamentales de Mecanica del Terreno)
considerada hoy en dia como punto de partida de la mecanica de suelos en todo

el mundo.

EDUARDO REYES NEGRETE
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Figura 1.32. Edicién autografiada por Karl Von Terzaghi. (Terzagui y la mecanica

de suelos).

En el afio de 1925 Terzagui propuso la primera teoria para considerar la velocidad
de consolidacién unidimensional en los suelos saturados arcillosos, es decir
cuando se sobrecargan ciertos terrenos poco permeables y totalmente saturados
de agua, inicialmente puede observarse una pequefia compresion en el elemento
de suelo. Sin embargo al final de un tiempo considerable la subsidencia puede ser
considerable, esto es lo que denomino Terzagui como consolidacion de los suelos.
Terzagui demostré en su laboratorio que la consolidacion de un suelo ocurre por la
disipacién lenta y gradual del agua intersticial contenida en el suelo, el cual se
considera que esta constituido por una fase solida (particulas del suelo) y una fase
liquida (agua).

EDUARDO REYES NEGRETE
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Figura 1.33. Laboratorio del Dr. Karl Von Terzaghi, cortesia de Vienna Technical

University, 1935, (Terzagui y la mecéanica de suelos).

A partir de estos sencillos experimentos Karl Von Terzaghi concluy6
acertadamente que la compresibilidad y la permeabilidad eran factores
determinantes en el asentamiento de las arcillas y que estos pueden variar

considerablemente, incluso en suelos con idéntico tamafio de grano.

En el afio de 1923 Karl Von Terzaghi publicé la ecuacion diferencial fundamental
para el proceso de consolidacion, para la que también establecié su analogia
matematica con la transferencia del calor. La ecuacion diferencial que gobierna el
proceso de consolidaciéon relaciona la derivada espacial de la presion intersticial
con la derivada temporal de esta variable a través de un coeficiente de
consolidacion, el cual depende de las propiedades de ambas fases. A pesar de las
simplificaciones que tiene, el modelo explica de forma convincente el fenémeno de

consolidacién de un suelo saturado arcilloso.

El mecanismo de la consolidacion supone que si una carga esta actuando de
manera externa sobre el suelo, esta serd soportada en la fase solida por los

EDUARDO REYES NEGRETE [@]
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esfuerzos efectivos y en la fase liquida por el exceso de presion de poro de agua

o también conocida como presion intersticial o neutra.

Por efecto de este aumento de la presion aparecera un escurrimiento transitorio,
entonces habrd un aumento progresivo de los esfuerzos efectivos y una
disminucién progresiva del exceso de presion de poro y por lo tanto hay
subsidencia. Terzagui llam6é a los esfuerzos efectivos a aquellos que son
transmitidos directamente de grano a grano por lo tanto solo tienen efecto en la

fase solida contrariamente al exceso de presion de poro de agua.

Durante la deformacion los granos del suelo de desplazan y se deslizan esto
implica que el proceso de deformacion es gobernado por lo que sucede en los
puntos de contacto localizados, en donde los esfuerzos normales y de corte
concentrados son transmitidos de grano a grano, sin ser afectados por cambios en
el exceso de presion de poro de agua.

EDUARDO REYES NEGRETE
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* 1.4 METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS.

(J.N. Reddy, 1985). ElI empleo de métodos de discretizado espacial y temporal
ademas de la aproximacion numérica para encontrar soluciones a problemas de
ingenieria es conocido desde hace mucho tiempo. Como por ejemplo los egipcios
empleaban métodos de discretizado para determinar el volumen de las pirdmides
que construian. Arquimedes empleaba el mismo método de discretizacion para
calcular el volumen de todo tipo de solidos o areas superficiales, asi como el
matematico de origen chino de nombre Lui Hui empleaba un poligono regular de
3072 lados para de esta manera calcular longitudes de circunferencias con lo que
podia calcular de manera aproximada el valor de . Ya que las limitaciones de la
mente humana no pueden captar en su todo en comportamiento de los fendbmenos
tan complejos que ocurren a diario a nuestro alrededor, por tal motivo se utiliza la
discretizacion del sistema para analizarlo por partes o elementos, para después

reconstruir el sistema original y analizarlo a partir de dichos elementos.

El método de los elementos finitos es un método numérico que ha adquirido una
gran importancia en la solucion de problemas de ingenieria y de la fisica-
matematica, ya que permite resolver casos que hasta hace muy poco tiempo eran
imposibles o extremadamente dificiles de resolver por medio de procedimientos
matematicos tradicionales. Esto incluye analisis estructurales, problemas de
transferencia de calor, conductividad eléctrica, flujos electromagnéticos, flujo de

masas, etc.

El método de los elementos finitos es relativamente nuevo como formulacion
matematica aunque su estructura basica ya era conocida desde hace mucho
tiempo. Para los problemas relacionados con geometrias complicadas, ademés de
las propiedades de los materiales y los diferentes tipos de cargas, en la gran
mayoria de casos no es posible obtener soluciones analiticas mateméticas, en
donde estas soluciones analiticas son dadas por una expresion matematica que
da los valores de las cantidades desconocidas en cualquier punto ubicado en un

cuerpo en analisis y en cualquier tiempo si es que asi se requiere.

EDUARDO REYES NEGRETE
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Estas expresiones matematicas analiticas requieren generalmente la solucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, las cuales son muy complejas y
dificilmente se puede encontrar su solucién analitica por lo tanto debemos confiar
en los métodos numeéricos, como el método de los elementos finitos para obtener

soluciones aproximadas y aceptables.

En donde este método numérico da valores aproximados de las incognitas en
nameros discretizados de puntos (nodos) dispuestos en el medio continuo, es
decir este método mencionado anteriormente en vez de resolver el problema en
una sola operacién se comienza con la formulacibn matematica para cada
elemento finito para después combinarlos y obtener la solucién a todo el cuerpo en
andlisis. De esta forma se consigue pasar de un sistema continuo con infinitos
grados de libertad que es representado por una ecuacién diferencial o un sistema
de ecuaciones diferenciales, a un sistema con un numero finito de grados de
libertad cuyo comportamiento se puede modelar con un sistema de ecuaciones

diferenciales lineales o no lineales.

De manera mateméatica el método de los elementos finitos para solucionar el
problema realizar una divisibn del dominio (discretizacion) en subdominios
denominados elementos. En el caso unidimensional el dominio se divide en
puntos, para el caso bidimensional el dominio de divide en lineas y finalmente para
el caso tridimensional el dominio de divide en superficies. De tal manera que el
dominio total o espacio total en donde se analizara el sistema se aproxime

mediante el conjunto de elementos en el que se subdivide.

Para fines de resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales que describen
el fenomeno de subsidencia y deformaciones provocadas por una carga externa
en un estrato de arcilla totalmente saturado y debido a la complejidad de obtener
una modelacidon dado que las ecuaciones diferenciales parciales presentan
dominios acoplados se utilizara en el presente trabajo de tesis el programa de
simulacion numérica denominado WOLFRAM MATHEMATICA 10.0.
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% 1.5 BREVE HISTORIA DEL PROGRAMA WOLFRAM MATHEMATICA 10.0.

Mathematica es considerado el sistema de computacion global mas poderoso del
mundo, fue creado por el cientifico y tecndlogo inglés Stephen Wolfram, su
desarrollo parte en realidad de la década de los 70s, conocido como SMP. El cual
fue lanzado en el afio de 1988 al mercado como MATHEMATICA. Marcando el
inicio de la computaciéon técnica moderna. En la década de los 60s ya existian
paquetes computacionales individuales que podian realizar graficos especificos,
algebraicos y algunos métodos numéricos. El concepto visionario del programa
antes mencionado es el de tener la capacidad de manejar todos los diferentes
aspectos de la computacién técnica de una manera adecuada y unificada, es decir
tener la capacidad de resolver problemas ingenieriles, matematicos y fisicos en

cualquier disciplina con facilidad. (Wolfram Research, The Mathematica Book).

El avance intelectual clave fue la invencion de un nuevo lenguaje simbdlico de
computacion que tuviera la capacidad de manipular un gran nimero de objetos
necesarios para lograr una generalidad requerida en la computacion técnica. Hoy

en dia es utilizado en todas las ciencias fisicas, bioldgicas, sociales, entre otras.

Mathematica es considerado una verdadera hazafa de la ingenieria del software,
ya que es un programa de innovacién unica en el mundo, ademas de poseer una
gran variedad de nuevos algoritmos e importantes innovaciones. Ademas de que
emplea el método de los elementos finitos para la solucion aproximada y
modelacién de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales con una facilidad de
programacion sorprendente, con la obtencién de excelentes graficos para el mejor

entendimiento de la representacion fisica de dichas ecuaciones diferenciales.

Mathematica consta de 2 partes, el Front-End y el Kernel. El Front-End es el editor
en donde uno escribe comandos y en donde uno puede ver los resultados,

mientras que el Kernel es el cerebro matematico.
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+ 1.6 TEORIA DE LA ELASTICIDAD.

La teoria de la elasticidad se ha formado como una rama importante de la fisica
matematica en la primera mitad del siglo XIX. Hasta ese entonces los cientificos
de los siglos XVII y XVIII, Galileo, Mariotte, Hooke, Bernoulli, Euler, Coulomb y
otros habian elaborado con bastante detalle la teoria de la flexion de las barras
elasticas delgadas. A principios del siglo XIX Lagrange y Sophie Germain dieron
una solucion al problema de la flexion y de las oscilaciones de las placas elasticas
delgadas. Algunas particularidades de los cuerpos elasticos delgados permitieron
simplificar considerablemente el planteo y la resolucién misma de los problemas
de la deformacion producida por la accién de las fuerzas exteriores, sin ahondar

demasiado en la esencia de los fendmenos que se desarrollan en el material.

El comienzo del siglo XIX fue sefialado por grandes progresos del analisis
matematico, debidos, en parte, a los numerosos e importantes problemas que se
plantearon en la fisica y que exigieron la aplicacion de un complejo aparato
matematico y su ulterior desarrollo, lo cual sirvi6 como punto de partida para la
formacion de una orientacion particular en la fisica, denominada fisica matematica.
Entre los muchos problemas planteados ante esa joven disciplina, debemos
sefalar la necesidad de una investigacion profunda de las propiedades de los
materiales elasticos y de la estructuracion de una teoria matematica que
permitiera estudiar, lo mas exhaustivamente posible, las fuerzas internas que se
originan en un cuerpo elastico bajo la accion de las fuerzas exteriores, como,

asimismo, la deformacién de los cuerpos, es decir, la modificaciéon de su forma.

La genialidad en la creacion de los principios de la teoria de la elasticidad
corresponde a los matematicos y mecanicos franceses Cauchy, Navier, y Poisson,
gue hallaron las ecuaciones diferenciales fundamentales de esa teoria. No
podemos dejar de sefalar que en su elaboracion surgié una gran dificultad de
fondo y era que el analisis matematico de aquella época estaba estructurado
sobre el concepto del espacio geométrico continuo, en el cual se pueden
considerar segmentos infinitamente pequefos y, sobre esta base, introducir los

procesos de diferenciacion e integracion. Sin embargo, la teoria molecular
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newtoniana de la estructura de los cuerpos, cominmente admitida, los presentaba
como medios discretos, que constaban de particulas separadas, ligadas entre si
por fuerzas de atraccion y repulsidon mutua; resultdé sumamente dificil fundamentar
la aplicabilidad a estos medios del aparato de analisis matematico, vinculado
esencialmente con el concepto de funciones continuas, capaces de recibir
incrementos tan pequefios como se quiera (es decir infinitamente pequefos), y
con la posibilidad de pasar al limite al efectuar su suma, o sea, al integrarlos.
(TIMOSHENKO- GOODIER, 1972).

Durante los ultimos afios la teoria de la elasticidad ha sido aplicada a numerosos
problemas ingenieriles proporcionando resultados satisfactorios, todos los
materiales presentan deformaciones cuando son sometidos a cargas. Es decir
cambian de forma y volumen, cuando un cuerpo no se encuentra deformado, la
distribucion de las moléculas corresponde a su estado de equilibrio térmico. Por lo
tanto todas las partes del cuerpo permanecen en equilibrio mecéanico, lo cual
quiere decir que si cortamos una porcién del cuerpo, la resultante de las fuerzas

es igual a cero.

Pero si un cuerpo comienza a deformarse debido a la aplicacion de una carga, las
moléculas cambian su distribucién, y por lo tanto el cuerpo deja de encontrarse en
el equilibrio original en el que se encontraba antes de que comenzara la
deformacion en el cuerpo. Entonces es el momento en donde aparecen fuerzas
internas denominados esfuerzos internos que tienden a llevar de nuevo al cuerpo
al equilibrio en el que anteriormente se encontraba. Por lo tanto podemos afirmar

gue si no se presenta deformacion en el cuerpo solido no hay fuerzas internas.

Estas fuerzas internas se deben a las fuerzas moleculares, un hecho importante
para la teoria de la elasticidad es que estas fuerzas internas tienen un radio de
accion muy corto, debido a que su efecto se extiende solamente a las cercanias
de la molécula que la ejerce, mientras que la teoria de la elasticidad es una teoria
macroscopica por lo tanto solo considera distancias grandes comparadas con las

distancias intermoleculares.
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En el sentido estricto la densidad de un cuerpo solido cambia al deformarse, pero
dado que para las pequefias deformaciones, los términos o cantidades pequefias
de orden superior no tienen importancia a la hora de los resultados totales. Las
ecuaciones fundamentales de la teoria de la elasticidad fueron establecidas por

Cauchy y Poisson en el afio de 1820.

Robert Hooke, Fisico inglés, Nacié en 1635 y Murié en 1693, fue el fisico que
introdujo el pensamiento cientifico sobre la nocion de la elasticidad al enunciar su

célebre frase:

"ASI COMO SE SOLICITA ASi SE DEFORMA"

En la realidad hay numerosos fenomenos en los cuales se involucran cuerpos
sélidos en los cuales se observa que se presenta un cambio de forma debido a
gue un sistema de fuerza o una sola fuerza actla sobre estos cuerpos solidos.
Estas deformaciones pueden ser debido a la presencia de:

€ campos gravitatorios, es decir debido a las fuerzas gravitatorias

€ campos de aceleraciones, es decir debido a las fuerzas inerciales

€ campos electromagnéticos, es decir debido a fuerzas electromagnéticas

€ presion de ligquidos

€ desplazamientos impuestos

€ variaciones en la temperatura

4

etc.

En la teoria de la elasticidad existen 15 incognitas las cuales son las siguientes:

€ 6 incognitas que describen las deformaciones:

€ ay: €2 YXy :sz: Yzx (161)

€ 6 incognitas que describen los esfuerzos:

Ox» Oy, Oz Txy »Tyz Tx (1.62)
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€ 3 incognitas que describen los desplazamientos en las 3 dimensiones:
u,v,w (1.63)

€ Para que se cumpla el equilibrio en el cuerpo sélido, empleamos el teorema de
Augustin Louis Cauchy el cual se expresa de la siguiente manera:

Txy = Tyx
Tyz = Tgy (1.64)
Tzx = Txz

v
X

v

/ dx

Figura 1.61. Elemento infinitesimal de suelo sometido a esfuerzo cortante puro.

Z

Y

» X

Figura 1.62. Representacion del teorema de Cauchy para esfuerzos cortantes.
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El cual nos dice que los subindices de los esfuerzos cortantes son conmutativos,
es decir su orden puede intercambiarse y por lo tanto la matriz es simétrica para
que se cumpla el equilibrio del cuerpo solido en analisis. El hecho de que los
subindices sean conmutativos significa que los esfuerzos cortantes sobre planos
mutuamente perpendiculares de un elemento infinitesimal son numéricamente
iguales.

€ Ley de Hooke

Esta Ley afirma que la deformacion eléstica que sufre un cuerpo es directamente
proporcional a la fuerza que produce dicha deformacion, siempre y cuando no se
sobrepase el limite de elasticidad. Expresandolo de manera matematica:

o = Ee (1.65)
Donde:

o: Es la fuerza aplicada sobre el cuerpo sélido.

E: Es la constante de proporcionalidad conocida como modulo de Young.
e: Es la deformacién producida al cuerpo sélido debido a la fuerza actuante.

Y
Oy
A
{*‘ -
| Ox
PR— Txy
GX
P > X
4—
g |
- v
Z dx ¢

y

Figura 1.63. Elemento infinitesimal sometido a esfuerzos.

€ Ley de Hooke Generalizada para un estrato de suelo arcilloso.
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Ex 1 v —v 0 0 0 1 /0x
/sy\ -v 1 —v 0 0 0 /oy\

& | _1|l-v —v 1 0 0 0 0y

voo |TE[0 0 0 200+v) 0 0 Tuy | (1.66)
\yyz 0 0 0 0 200+v) 0 Tys

Vzx [ 0 0 0 0 0 2(1 + V) 1 2k
Donde:

E y v son las constantes de elasticidad para un suelo arcilloso homogéneo e
isotropico.

E= mddulo de Young.

v = coeficiente de Poisson.

¢ = Deformaciones.

o = Esfuerzos actuando en el estrato arcilloso totalmente saturado.

k = Matriz de las propiedades del estrato de suelo arcilloso.

Expresando la ecuacion (1.66) en forma vectorial:

{e} = {k} {0} (1.67)
Despejando de la ecuacion (1.67) los esfuerzos:

{0} = {k}{e} (1.68)

Por lo tanto podemos expresar la ecuacion (1.68) en forma matricial:

r2(1-v) 2v 2v 0 0 0-
Oy 1-2v 1-2v 1-2v Eyx
(o.y\l 2v 2(1-v) 2v 00 0 / gy \
Oz E 1;51/ 1;51/ Zl(Izz) 2 1.69
Txy |_ 21| 12y 1-2v 1-2v 0 00 Vxy ( . )
Ty / 0 0 0 1 0 0|\n
Tzx 0 0 0 0 1 Of \Vax
0 0 0 0 0 1
G = —— = Modulo de corte 0 médulo de elasticidad tangencial.

2(1+v)
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CAPITULO 2: SISTEMA TRIFASICO DE UN SUELO SATURADO.

El libro de Terzaghi-Peck (Mecénica de suelos en la Ingenieria Préctica) define el
suelo diciendo que es un conglomerado de particulas unidas por fuerzas
cohesivas de poca potencia, y plantea después el interrogante sobre cuales son
las fuerzas cohesivas de poca potencia, llamando fuerzas cohesivas de poca
potencia a aquellas que pueden contrarrestarse por una accién mecanica poco
intensa, como ser agitacion en agua. De manera que el limite de separacion entre

uno y otro elemento que forman la corteza no es simple.

El suelo es producido por el intemperismo, es decir por el rompimiento y fracturas
de los diferentes tipos de rocas existentes en la superficie terrestre debido a
procesos tanto fisicos como quimicos. Un suelo se encuentra formado por tres

fases, particulas sélidas, agua y aire.

A A A
va AIRE
Vv s
vm Vw oL W Wm
M M 1
Vs Ws
v v v v v

Figura 2.1. Sistema trifasico de un suelo arcilloso totalmente saturado.

De la Figura 2.1. (Dr.Carlos Chavez Negrete, UMSNH, Facultad de Ingenieria
Civil, 2009). Podemos obtener las siguientes relaciones gravimétricas vy

volumétricas, las cuales son las siguientes:
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Vv

€ Relacién de vacios: e = — (2.1)
Vs
@ Grado de saturacion:  Sr = - (2.2)
Vv
€ Volumen especifico: : v=1+e (2.3)
€ Densidad relativa de los sélidos: : Ss = Gs = Vzvj (2.4)
€ Contenido de humedad: : w = % (2.5)
€ Peso volumétrico total: : vy, = % (2.6)
€ Peso volumétrico seco: yq = % (2.7)

(Dr. Carlos Chavez Negrete. Apuntes de Mecanica de suelos). Las arcillas se
definen como particulas muy diminutas del orden de 0.002 milimetros como
mMAaximo, por consecuencias son particulas submicrocopicas las cuales pueden ser
minerales arcillosos como la caolinita, montmorillonita, gibbsita, entre otros
minerales. Una de las propiedades por las que se caracterizan las arcillas y se
debe de tener mucho cuidado a la hora de construir en este tipo de suelo es que
las arcillas desarrollan plasticidad cuando son mezcladas o entran en contacto con
el agua. La clasificacion de los suelos finos se basa en la plasticidad, la cual se

representa en la figura 2.2.

Volumen del suelo Estados de consistencia

y N

indice pléastico

Contenido
de agua

Sdlido Semi-solido Plastico Liquido
Limite de contraccién | jmite plastico Limite liquido

1
1
1
1
1
1
! 1
[P
Y 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
L L
! 1
! 1
! 1
1

Figura 2.2. Clasificacion de los suelos finos basado en su plasticidad.
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Figura 2.3. Carta de plasticidad.

Los minerales arcillosos los podemos definir como complejos silicatos de aluminio
los cuales se encuentran constituidos por una o dos unidades basicas las cuales

son las siguientes:

€ Tetraedro de silice.
€ Octaedro de alimina.

Comenzamos por definir la primera unidad basica la cual esta denominada como
Tetraedro de silice, la cual consiste en 4 atomos de oxigeno los cuales se
encuentran rodeando un atomo de silice, en donde puede ocurrir una combinacién
de tetraedros de silice los cuales comparten los atomos de oxigeno en sus

respectivas bases de cada tetraedro.
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La segunda unidad basica denominada octaedro de alimina consiste en 6
hidroxilos los cuales rodean un &tomo de silice, si se presenta la combinacién de
dos 0 mas unidades octaédricas se tendra como resultado una lamina octaédrica
llamad gibbsita. Dado que en el presente trabajo de tesis se analiza un estrato de
suelo completamente arcilloso definiremos y representaremos algunos de los

principales grupos de arcilla mas comunes los cuales son los siguientes:
€ La caolinita.

La cual consiste en varias capas repetidas de ldminas de silice-gibbsita, en donde
cada capa tiene aproximadamente un espesor de 7 Angstrom las cuales se

mantienen unidas entre si por enlaces hidrogénicos. Las particulas de caolinita
. , . . . . m2
tiene un area superficial por masa unitaria de aproximadamente 15 5 en donde al

area por masa unitaria también se le conoce como superficie especifica.

7.2 Angstrom

| Ya . s

Figura 2.4. Estructura de la caolinita.

& Laillita.

Consiste en una lamina de gibbsita intercalada entre 2 laminas de silice, en
ocasiones se le denomina mica arcillosa, sus capas se encuentran enlazadas
entre si por iones de potasio en donde la carga negativa para lograr establecer un

balance de iones de potasio proviene de la sustitucion de aluminio por silicio en las
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laminas tetraédricas. La superficie especifica de la illita es de aproximadamente

go ™
i

Lamina de silice

ﬂk

— lones de potasio

10 Angstrém

Lamina de silice

Figura 2.5. Estructura de la illita.

€ La montmorillonita.

Consiste en una estructura muy similar a la de la illita, pero es este tipo de arcilla
se presenta sustitucién isomorfa de magnesio y hierro por aluminio en las laminas
octaédricas, por lo tanto los iones de potasio no se encuentran presentes como es
el caso del tipo de arcilla denominado illita, ademas de que una enorme cantidad

de agua es atraida hacia los espacios entre sus capas, en este tipo de arcilla la

- . . 2
superficie especifica es de aproximadamente 800 % .
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Lamina de silice

9.6 Angstrém

L | Lamina de gibbsita

. A A
Lamina de silice

Figura 2.6. Estructura de la montmorillonita.

El fenomeno de la consolidacién de un suelo arcilloso totalmente saturado se
origina cuando se le aplica una carga externa, en un tiempo inicial el agua
absorbera parte de dicha carga, ya que se considera el agua contenida dentro

suelo totalmente saturado como incompresible.

Con el transcurso del tiempo el agua se dispara absorbiendo la carga
paulatinamente. La aplicacion de la carga sobre el suelo actia de manera

diferente en cada fase del suelo provocando interacciones entre ellas.

La compresion que existe debido a la aplicacion de la carga externa sobre cada
una de las diferentes fases que forman un suelo, generalmente tiene efectos muy
pequefios en la deformacion del suelo, las mayores deformaciones se originan por
la disminucién en la relacién de vacios provocada por la disipacion de agua y aire

a través de los poros del suelo.
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A la eliminacion de una parte del contenido total de aire presente en el suelo
debido a la aplicacién de una carga externa sobre el suelo se le conoce como
compactacion. La forma de las laminas de las particulas de arcilla hace que las
mismas presenten una gran cantidad de cargas eléctricas tanto negativas como
positivas. En donde estas cargas eléctricas disminuyen en su cantidad a medida
que el diametro de las particulas de arcilla aumenta y ademas experimentan un
cambio de forma y por lo tanto ocasiona que la superficie expuesta de cada

particula de arcilla disminuya, lo cual implica una menor carga eléctrica.

Cargas positivas Cargas
_ positivas
Cargas negativas
| ‘\ fi"sM.f 3 ; ':f < —t

]
]
-
¥
|

N & X : =
N ‘;t}:.g —
Cargas negativas

Figura 2.7. Particula de arcilla con cargas eléctricas.

Por lo tanto el agua adsorbida junto con el agua absorbida por la particula de
arcilla forman lo que se denomina como una doble capa difusa, la cual tiene una

concentracion de iones y moléculas de agua dipolar.

La cual es muy grande cerca de la lamina pero decrece cuanto mas se aleje de la
lamina de arcilla hasta una distancia aproximada de 400 angstrom. Lo cual
significa que a medida que la particula de arcilla absorbe agua del exterior esta se
aloja en las caras de los cristales y por lo tanto comienza a hidratar a los cationes,
lo cual provoca que estos experimenten un incremento de su didmetro y por
consecuencia la distancia entre las particulas se incrementa. Lo cual quiere decir
gue la cantidad de moléculas de agua que ingresen a la lamina de arcilla
dependera de la cantidad de cargas negativas disponibles que contenga cada
particula de arcilla.
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La eliminacion de parte del contenido total de aire presente en un suelo ocurre
casi de manera instantanea, ya que en suelos granulares o poco cohesivos se
caracterizan por tener una alta permeabilidad del aire a través de su estructura
intergranulares, la disipacion de agua en suelos arcillosos debido a efectos por
aplicacion de la carga externa sobre el suelo suele tener retrasos en el transcurso
del tiempo de consolidacion debido a la poca o tiende a nula permeabilidad que

estos suelos arcillosos poseen.

A este proceso en el que la disipacion del agua se retrasa en el tiempo se le
conoce como consolidacion primaria, por consecuencia si la carga externa
aplicada sobre el suelo se mantiene de manera constante en un tiempo infinito el
total de contenido de agua se disipara dando lugar a deformaciones del suelo por
efectos reologicos del mismo, como puede ser el reacomodo de las particulas del
suelo, en donde a este proceso se le conoce como consolidacion secundaria, esto
es debido a un reajuste plastico en la estructura intergranulares del suelo en

donde al final el suelo habra ganado resistencia.
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CAPITULO 3: DEDUCCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE LA
TEORIA DE TERZAGUI.

% 3.1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE TERZAGUI.

Braja, M. D. (2001). La derivacibn matematica considera las siguientes
suposiciones o hipotesis para una mayor simplicidad en la formulacion matematica
sobre la ecuacion diferencial que describe el fenomeno de subsidencia en un

suelo totalmente saturado:

€ El sistema arcilla-agua es homogéneo completamente.

€ El suelo esta completamente saturado.

€ Las particulas del suelo son incompresibles.

€ Las particulas del agua son incompresibles.

€ La compresion es unidimensional.

€ Drenaje de agua vertical.

€ Esvalida la ley de Darcy.

€ las particulas del suelo se pueden reacomodar.

€ La permeabilidad es constante durante todo el proceso de consolidacion.

€ Deformaciones solo en direccion vertical.

€ Existe una relaciéon lineal entre el esfuerzo de compresion efectivo y la

disminucién de volumen del elemento de suelo.
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Terzagui(1943) considera un depoésito de suelo completamente homogéneo,
totalmente saturado, el cual tendra una longitud lateral infinita y esta sometido a
una carga uniformemente aplicada en toda su area superficial, el suelo arcilloso
esta reposando sobre una base de arena y drena de manera libremente en su
parte superior (ver Figura 31).

La disipacién del exceso de presién de poro o presion intersticial en cualquier
punto solo se llevara a cabo mediante el flujo de agua intersticial de manera
vertical, ya que el gradiente hidraulico esta en sentido vertical, esto implica que se
produciran deformaciones solo en el sentido vertical, por lo tanto cuando mas se
disipe el exceso de presion de poro, los esfuerzos efectivos aumentan, ganando
resistencia el suelo, ya que el agua no trasmite esfuerzos solo la estructura
intergranular del suelo, por lo tanto la consolidacion es un problema de flujo de

agua no establecido en un medio poroso.

7 Ao

Figura 3.11. Esquema del suelo para la derivacion de la ecuacion
diferencial (Braja, 2001).
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% 3.2 FORMULACION MATEMATICA DE LA TEORIA DE TERZAGUI.

Braja, M. D. (2001). Formulacion matematica de la teoria unidimensional de
Terzagui se realizara a partir del principio de continuidad para flujos de agua a
través de medios porosos. A partir del principio de continuidad para flujos de agua
a través de medios porosos, el cual se basa en el principio de conservacion de
masa, que en mecanica de los fluidos recibe el nombre de “Ley de continuidad”
considérese un volumen de control homogéneo e isotropico en un medio poroso
como el de la Figura 3.11

dz

dx

v, dxdy

Figura 3.21. Flujo en un medio poroso en direccion vertical.

En los cuales la formulacion de la teoria se puede hacer de 2 maneras, en las
cuales se llega al mismo resultado, si lo deducimos por series de Taylor se

tendran que eliminar los términos de segundo orden y de orden superior ya que

EDUARDO REYES NEGRETE
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son no significativos y la otra alternativa es mediante la figura que se muestra
anteriormente y aplicando el principio de continuidad de flujos de agua en medios

porosos.
av,
(v, + Edz)dxdy
A
+ 2% 4 dzd
(vy + =~ dx)dzdy
dz Mg ——————» 2
vydzdy
A
v dy
dx
v, dxdy

Figura 3.22. Ecuacion de continuidad de Pierre-Simon Laplace en 2 dimensiones.

Con el principio de continuidad de Laplace mostrado en la Figura 3.22; tenemos

que:
Velocidad de salida - velocidad de entrada =  velocidad del cambio
Del agua del agua del volumen (3.21)

De manera matematica si aplicamos el teorema de Taylor tenemos:

v, 1 9%v, 1 93v, 3 1 0%,
v,+dz=v,+— d+2|azd +3'a3d 4"34d + 4

(3.22)
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Pero dado que dz es muy pequefio, se puede suponer que los términos de
segundo orden y de orden superior son insignificantes y por lo tanto se tiene:

v, +dz=v, +22dz (3.23)

Por otro lado, aplicamos el principio de continuidad del volumen y obtenemos la

siguiente expresion matematica:

(v, +22dz) dxdy — v,dxdy =% (3.24)

Simplificando la expresién (3.24) se obtiene lo siguiente:

v, _ 6_V

—Zdzdxdy = — (3.25)
Donde:

V= volumen total del elemento del suelo completamente saturado

Vz= la direccién del flujo en la correspondiente coordenada z

€ Aplicando la ley de Darcy la cual nos dice:

Velocidad
4 Flujo Turbulento

Flujo laminar

Gradiente
. hidraulico

Figura 3.23. Representacion de las zonas de comportamiento de un flujo de

agua.
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Braja, M. D. (2001). La magnitud de la velocidad de un flujo de agua que circula a
través de un suelo poroso completamente saturado es directamente proporcional a

su gradiente hidraulico.

v (3.26)

Expresandolo de manera matematica se obtiene lo siguiente:
dh
v=—-K= (3.27)

Donde k se le conoce como conductividad hidraulica, la cual se define como la
capacidad que tiene un suelo para que un fluido pueda atravesar a través de él.
Entonces para la componente del flujo en la direccion z las ecuaciones de Darcy

guedan de la manera siguiente:

— _ki= kI _kdu
v, = —ki = kaz_ywaz (3.28)

Donde u es el exceso de presion de poro de agua causada por el incremento del

esfuerzo.

k 02u _ 1
Yw 02z dxdydz

(3.29)

La expresidbn matematica anterior nos describe que la razon de cambio en el
volumen del elemento del suelo completamente saturado es igual al cambio en el

volumen de vacios, por lo tanto:

OV _ dvy _ 0(vstevs) _ 0vs

de
at at ot ot tVs at

dvg
te—> (3.30)
Donde:
v,= volumen de sélidos del suelo

v,,= volumen de vacios

Dado que por hip6tesis se considera que el volumen de los soélidos es

incompresible se obtiene lo siguiente:
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dvg

s =0 (3.31)

Y por lo tanto la ecuacion (3.30) es igual:

ov de
E = Vg E (332)
Sabemos que:

_ v _ dxdydz
Vs = Theo  1teg (333)
Sustituyendo en la ecuacion (3.33) en la ecuacion (3.32) obtenemos:
6_V — dxdydz@ (334)

ot 1+eq Ot

Definiendo el coeficiente de compresibilidad, que se considera constante para un

rango estrecho del incremento en la presion de poro o presion neutra:

e _ oo

a, = Py E (335)
Despejando a,de la ecuacion (3.35) obtenemos:
de = —Ju x av (3.36)

Donde e, = relacion de vacios inicial, por lo tanto si combinamos las ecuaciones

(3.29), (3.34) y (3.36) tendremos la siguiente expresion:

k 92u 1 —duxav
C Yw 9%z 1+ey Ot (3.37)
Simplificando la ecuacion (3.37) obtenemos:
k 0%u a, ou
Vo3 ~ Teegot (3.38)
Recordando que:
m, = -2 (3.39)

o 1+eo
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Donde:
m,, Es el coeficiente de compresibilidad volumétrica.

Combinando las ecuaciones (3.38) y (3.39) obtenemos la siguiente expresion

matematica:
k 9%u ou
Ordenando la ecuacion (3.40)
k_u _ du (3.41)

Y My 022 at

El coeficiente de consolidacion se expresa en la siguiente férmula matematica:

€, =——=EFExL (3.42)

Yw*my, Yw

Simplificando la ecuacién (3.41);

0%u _ ou
Vazz ot

(3.43)

La expresion anterior nos dice que el cambio en la relacién de vacios esta dado
por un incremento en los esfuerzos efectivos, lo cual implica un decremento en
exceso de las presiones de poro de agua. Por lo tanto tenemos la ecuacién
diferencial de Terzagui que describe el fenébmeno de la consolidacion de un suelo

totalmente saturado en una dimension:

ou _ 9%u
at ~ Vozz

(3.44)

Para resolver la ecuacion diferencial (3.44) Terzagui propuso las siguientes

condiciones de frontera:
Z=0, U=0
Z=2H,,, U=0

T=0, U=U,

EDUARDO REYES NEGRETE
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Dando como solucién aproximada:

sen[M(1 — % Je"M*Ty (3.45)

Y la solucion exacta:
u(z,t) = u* e X% x sen(2 * ¢, * k?, * t — k, * z) (3.46)
Donde:

Hgyr: representa la longitud méxima del recorrido del agua.

Ty: es un factor adimensional denominado: factor de tiempo vertical que es igual a

la siguiente expresion:

eyt

Ty, =
v Hgr

(3.47)

u.: representa el exceso de presion intersticial en el elemento de suelo
u,: representa el exceso de presion intersticial inicial en el elemento de suelo

Conm=1,2,3,4,56,........... [o%)

M=Z(2m + 1) (3.48)

T

De manera mas simplificada tenemos:

2110

o M,
U= ZHIF [GrsenGE

Har

Y]e M Tv (3.49)

Dado que el fendmeno de consolidacion progresa conforme el exceso de presion
de poro de agua disminuye, es decir que se disipa el agua, el grado de

consolidacion a una distancia z en un tiempo t es igual a la siguiente expresion:

U, =Sl q Y (3.50)

Up Up
Dénde:

u,: representa el exceso de presion de poro de agua en el tiempo t.
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Si se combina las ecuaciones (3.47) y (3.48) se obtiene el grado de consolidaciéon
a cualquier profundidad (z). Se define un grado de consolidacién vertical de un

elemento de suelo con la siguiente expresion matematica:

U, = ;—_‘:f (3.51)
Donde:

U,: Grado de consolidacion vertical.

e: representa la relacion de vacios en el volumen del elemento de suelo.

eo- representa la relacion de vacios inicial en el volumen del elemento del suelo.
ef. representa la relacion de vacios final en el volumen del elemento del suelo.
Ahora si se considera la existencia de una relacion lineal:

e — Oy (3.52)
Se tiene la siguiente expresion:

coe _ oy=oho

€o—€f  Ohe—0Ouo (3.53)
Simplificando tenemos:

0'(1—0'(10
U, = p (3.54)
Dénde:

oy representa el esfuerzo vertical efectivo en direccién vertical en el elemento de

suelo

0y, . representa el esfuerzo vertical efectivo inicial en direccion vertical en el

elemento de suelo
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!

oy¢. representa el esfuerzo vertical efectivo final en direccion vertical en el

elemento de suelo

Braja, M. D. (2001). De manera sencilla el grado de consolidacion de un suelo
para una profundidad (z) y para un tiempo (t) se puede definir como una relacion
entre la consolidacion que ya ha tenido en ese lugar y la consolidacion total que se
ha de producir bajo el incremento de carga que se estda aplicando sobre el
volumen del suelo. Utilizando el concepto de los esfuerzos efectivos o esfuerzos
intergranulares, los cuales fueron introducidos por Terzagui en 1925. Terzagui los
defini6 como los esfuerzos transmitidos directamente de grano a grano de suelo,
los esfuerzos efectivos solo tiene efecto en la fase solida del suelo, de manera
contraria al exceso de presion de poro de agua o también conocida como presion
intersticial ya que no trasmite esfuerzos cortantes. Los esfuerzos aplicados al
sistema bifasico solido-liquido se descomponen en los esfuerzos efectivos y las
presiones neutras o intersticiales, en un material solamente el cual estd sometido
a compresion por fuerzas externas. De manera matematica se expresa de la

siguiente manera:

c=0+u (3.55)
Donde:

o: representa el esfuerzo total.

o': representa el esfuerzo vertical.

u: representa el exceso de presion de poro o presion intersticial.

Tomando como modelo un elemento de suelo arcilloso completamente saturado y
utilizando el concepto de los esfuerzos efectivos de Terzagui, ademas de
representar en la Figura 3.25, la permeabilidad de un suelo arcilloso totalmente
saturado homogénea en todas las direcciones, lo que implica que el coeficiente de

consolidacién es el mismo en ambas direcciones.
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Carga

’

Zapaté de concreto .

Figura 3.24. Carga externa actuando sobre un elemento de suelo arcilloso

completamente saturado.

En la Figura 3.24, Se representa una zapata la cual esta transmitiendo al
elemento de suelo arcilloso totalmente saturado una carga, la cual ocasionara que
se generen deformaciones y desplazamientos debido a la disipacién del exceso de
presion de poro de agua respecto al tiempo.
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Carga

Z ' ’

Zapata de concreto -

Figura 3.25. Representacion de la disipacion homogénea del exceso de
presiobn de poro de agua debido a la aplicacion de una carga externa

actuando sobre el elemento de suelo completamente saturado.

€ De la Figura 3.25, se puede deducir lo siguiente:

Cuando una carga externa actla sobre el elemento de un suelo completamente
saturado para un tiempo (t=0) los esfuerzos efectivos seran los que se tenian
antes de la aplicacién de la carga y todo el esfuerzo debido a la carga externa lo
tendra el exceso de presion de poro total.

Pero para un tiempo (t=t;), los esfuerzos efectivos verticales se incrementaran, el
exceso de presion total disminuird progresivamente aumentando los esfuerzos

efectivos y por lo tanto el suelo ganara mas resistencia.
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Finalmente para un tiempo (t=w), el agua se habra disipado totalmente del
elemento del suelo, por lo que el exceso de presion total serd nulo, lo cual implica
que el incremento de los esfuerzos efectivos seran iguales al incremento de
esfuerzos totales (carga externa). El grado de consolidacion promedio en un

elemento de suelo es:

U=1-22=g-%-q T2 (3.56)

Donde:

U: es el grado promedio de la consolidacion

S: Asentamiento ultimo del estrato por consolidacion primaria
S¢: Asentamiento del estrato en el tiempo t

Ahora sustituyendo la expresion para la presion de poro de agua en exceso u,, la

cual esta dada por la expresion (3.49) y (3.55) se obtiene la siguiente expresion

matematica:
U=1-Ym=ptoe M (3.57)

El coeficiente de consolidacién disminuye cuando el limite liquido del elemento del
suelo aumenta por lo tanto el rango de la variacion del coeficiente de
consolidacion es bastante amplio. Ademas los valores del factor tiempo y sus
grados de consolidacion promedio correspondientes se pueden aproximar con las
siguientes relaciones matematicas de manera simple:

@ Para U% a un 60%, Ty= —

4

(U—%)2 (3.58)

100

@ Para U% > 60%, Ty= 1.781 — 0.9331og(100 — U%) (3.59)
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CAPITULO 4: DEDUCCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL A
PARTIR LA TEORIA DE TERZAGUI QUE DESCRIBE LAS
DEFORMACIONES EN UN SUELO ARCILLOSO COMPLETAMENTE
SATURADO EN 1D.

Terzaghi (1943).Partiendo la ecuacion fundamental de la mecanica de suelos
moderna, la cual utilizaremos para deducir la ecuacion diferencial que describira
las deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en una dimension, deduciremos la ecuacion diferencial parcial que describe
las deformaciones producidas por la disipacién del exceso de presién de poro de
agua, las cuales son causadas por la aplicacibn de cargas externas sobre el

estrato de suelo arcilloso completamente saturado.

g =0—-u (4.2)
Donde:

o: Es el esfuerzo normal.

o': Es el esfuerzo intergranular o efectivo.

u: Es el exceso de presion de poro de agua.

({3t [}

Derivando la ecuacién (4.1) en las direcciones “X” y “z”, respecto al tiempo, ya que
el fenémeno de consolidacion esta en funcién del tiempo y considerando la Ley de
Hooke la cual nos dice que el esfuerzo es igual al producto de la constante de
elasticidad (E) por las deformaciones (g), lo cual para este caso se supone igual al
esfuerzo efectivo, por lo tanto llegamos en términos de esfuerzos y deformaciones

en 2 dimensiones a la siguiente ecuacion matematica:

00y do'ly ou EN u
at | _ | ot Y _[oat]_ E (1 -V % ) at | [ ac 4.2)
o, a1y ou | -2+ \ v 1-v/| 2% ou '
ot ot at at at
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Suponiendo que la variacién de los esfuerzos totales son nulos:

deq u

_ E 1-v % ot | [ o
0= (1—2v)(1+v)( v 1-— v) dgy du (4.3)

ot ot

Simplificando la ecuacion (4.3); obtenemos:

deq 1 1 u
at | _ @-2V)a+V)[ 1—v v ot
95, | = & 11 || ou (4.4)
at v 1-v/ \at

Dado que las deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion de

poro de agua, la ecuacion (4.4) se simplifica de la siguiente manera:

e, 1-2V)A+V)  A-2V)A+V)\  /ou
ot | _ 1 (1-v) v ot
dg, | T E\ @—2V)(a+V)  (1-2V)(a+V) | | ou (4.5)
at v (1-v) at

La ecuacion (4.5) la simplificamos a 1 dimensioén:

deq _1 (1-2v)(1+v) a_u

(?) - E( (1-v) ) (at) (4.6)
La ecuacion (4.6) describe las deformaciones en un suelo arcilloso totalmente
saturado generadas por la disipacion del exceso de presién de poro de agua

respecto al tiempo, simplificando la ecuacion anteriormente mencionada

obtenemos:

&) _ (f’_u)

(6t =W at (4.7)
Ademas supondremos que por légica la suma de las deformaciones ocasionadas
por la disipacion del exceso de presion de poro de agua en el estrato de suelo
arcilloso totalmente saturado sera igual a los desplazamientos (m) que ocurriran

en dicho estrato de suelo arcilloso, por lo cual se representara matematicamente

como una integral de las deformaciones.
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f%dz = Desplazamientos causados por las deformaciones debido a la disipacion

del exceso de presion de poro de agua. (4.8)

Las ecuaciones diferenciales (4.7) y (4.8) se solucionaran junto a la ecuacion

diferencial (3.44) en el programa Wolfram Mathematica.
Donde:

W = i((l—Zv)(1+v)

- ) ) ; €S una constante implicada en la ecuacion diferencial (4.7)

gue describe las deformaciones en 1 dimension para un suelo arcilloso totalmente

saturado respecto al tiempo.

Definiendo el médulo de elasticidad:
F= (4.8)

En las ecuaciones anteriores:

o' Es el esfuerzo efectivo.

E: Es el modulo de Young.

m,,: Representa el coeficiente de compresibilidad volumétrica.

e: Representa los vacios presentes en el estrato arcilloso.

de: Representa el incremento en las deformaciones del estrato arcilloso.

v : Representa el coeficiente de Poisson.
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CAPITULO 5: MODELACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES QUE DESCRIBEN EL FENOMENO DE CONSOLIDACION
EN UNA DIMENSION.

Las ecuaciones diferenciales que se modelaran para describir el fenomeno de
consolidacion en 1 dimension respecto al tiempo en un estrato de arcilla

totalmente saturado son las siguientes:

0%u _ du
Voz2 At

G)=w- ()

ad . . . .. .
f%dz = Desplazamientos causados por las deformaciones debido a la disipacion

(5.1)

del exceso de presion de poro de agua.

Dénde:

=)

E: Es el médulo de elasticidad.
v: Es el coeficiente de Poisson.

El sistema de ecuaciones diferenciales (5.1) se solucionara simultaneamente. Para
realizar satisfactoriamente la modelacion del sistema de ecuaciones diferenciales
anteriormente mencionado, se obtuvieron datos del cuaderno técnico numero 1,
publicado por la UMSNH, Facultad de Ingenieria Civil: "el subsuelo de la ciudad de

Morelia”. Los cuales son:
PCA-1

eprom = 0.875

av =0.005 (m?/ton).

k = 0.02592 (m/mes).
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mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).

E= 375.0094 (ton/m2).

yw= 1 (ton/m3).

Cv = 9.720243 (m?/mes).

v = 0.35 (arcillas normalmente consolidadas); coeficiente de Poisson.

W =0.0129521 (m?/ton); constante para la EDP que describe las deformaciones.

Se utilizaran los datos anteriores junto con tiempos diferentes para observar de la
mejor manera el fenébmeno de subsidencia en un suelo arcilloso completamente

saturado. Ademas las modelaciones se realizaran el Wolfram Mathematica.
€ Para un tiempo igual a 1 mes:

Cdédigo en Wolfram Mathematica:

Au=2;
CV =9.720243
Wl =0.0016615;
sol = NDSolve[{D[u[t, z], t] ==CV=*D[u[t, z], z, z], D[el[t, z], t] ==W1lD[u[t, z], t],
uf[0, z] == au, u(t, 0] =0, u[t, 10] =0, 1[0, z] =0, el[t, 0] =0}, {u, €1}, {t, 0, 1}, {=z, O, 10}];
Plot3D[u[t, z] /. sel, {t, 0, 1}, {z, 0, 10}, PlotRange - All]
ContourPlot[u[t, z] /. sel, {t, 0, 1}, {z, 0, 10}, PlotLegends —+ All, ColorFunction » "TemperatureMap",
ContourLabels » All]
DensityPlot[u[t, z] /. sol, {t, 0, 1}, {z, 0, 10}, PlotLegends » All, Mesh -» 10,
ColorFunction » "TemperatureMap"]
Plot3D[el[t, z] /. sol, {t, 0, 1}, {z, 0, 10}, PlotRange - All]
ContourPlot[el[t, z] /. sel, {t, 0, 1}, {z, 0, 10}, PlotLegends -+ All, ColorFunction » "TemperatureMap",
ContourLabels » All]

Descripcion del cédigo en Mathematica:

El cédigo anterior representa la solucibn numérica del sistema de ecuaciones
diferenciales (5.1). Las cuales representan el fenbmeno de consolidaciéon en un
suelo arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga
externa. Para lograr dicha solucibn numérica del sistema de ecuaciones
diferenciales antes mencionado es necesario plantear las condiciones de Dirichlet
para representar la region en donde se graficara la solucion de dichas ecuaciones

diferenciales anteriormente mencionadas.
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Dénde:

Au: Representa el exceso de presion de poro de agua, el cual decrecera con el

transcurso del tiempo.

Z: Representa la profundidad en metros de la region rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

¢ : Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 1D.

u: Representa el exceso de presién de poro de agua.

Cv: Representa el coeficiente de consolidacion.

Tiempo (mes)

Grafica 5.11. Disipacion del exceso de presion de poro en un suelo arcilloso

totalmente saturado parat=1mesy z = 10 metros.

En la Grafica 5.11, se puede observar como se disipa el exceso de presion de
poro de agua en un estrato de arcilla de un espesor de 10 metros cuando
transcurre un mes, dando lugar a que se ocurra una mayor disipacion de la
presion de poro al final del mes, esto debido a que el fenbmeno de consolidacion

es transitorio, es decir esta en funcién del tiempo.
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Gréafica 5.12. Disipacion del exceso de presion de poro en un suelo arcilloso

totalmente saturado parat=1 mesy z = 10 metros.
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Gréafica 5.13. Disipacion del exceso de presion de poro en un suelo arcilloso

totalmente saturado parat =1 mesy z = 10 metros.
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En las Gréaficas 5.12 y 5.13, se puede observar como se disipa el exceso de
presion de poro de agua en un estrato de arcilla de un espesor de 10 metros
cuando transcurre un mes, dando lugar a que se ocurra una mayor disipacion de
la presion de poro al final del mes, esto debido a que el fenomeno de
consolidacion es transitorio, es decir estd en funcién del tiempo. El color rojo
representa Au = 2 que es el valor dado como comienzo para la presion de poro de
agua, el color amarillo representa el decremento de la presion de poro de agua
respecto al transcurso del tiempo dado y por ultimo el color azul representa el
exceso de presion de poro de agua que ha quedado al final del mes, habiendo
mas presion de poro de agua a una profundidad media del estrato de suelo
arcilloso totalmente saturado.
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Gréfica 5.14. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t=1 mesy z=10

metros.
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En la Gréafica 5.14. Se observan las deformaciones generadas en el estrato de
suelo arcilloso totalmente saturado debido a la disipacion del exceso de presion de
poro de agua en funcién del tiempo dado, las deformaciones mayores se dan
aproximadamente en los 2 metros de profundidad y a los 8 metros de profundidad,
dandose menores deformaciones a una profundidad media. Ademas se puede
apreciar que las deformaciones son muy pequeiias al inicio del mes y en algunos

puntos a profundidad media llegan a ser nulas.
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Gréfica 5.15. Deformaciones generadas por la disipacién del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t=1 mesy z=10

metros.

En la Gréfica 5.15. Se observan las deformaciones generadas en el estrato de
suelo arcilloso totalmente saturado debido a la disipacion del exceso de presion de
poro de agua en funcién del tiempo dado, las deformaciones mayores se dan
aproximadamente en los 2 metros de profundidad y a los 8 metros de profundidad,
dandose menores deformaciones a una profundidad media. El color rojo indica
nula deformacion, el color amarillo un incremento en las deformaciones vy el color

azul representa las deformaciones finales o mayores.
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Gréfica 5.16. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t =1 mesy z =10

metros.

En la Gréafica 5.16. Se observa como las deformaciones son mayores
aproximadamente en los primeros 2 metros de profundidad decreciendo a medida
gue se incrementa la profundidad a tal punto que al llegar a una profundidad
media en el estrato de suelo arcilloso totalmente saturado se generan las
deformaciones mas pequefias volviéndose a incrementar las deformaciones

conforme aumenta la profundidad y el tiempo (1 mes).
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Gréafica 5.17. Asentamientos generados debido a la disipacion del exceso de
presion de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t=1 mes y

z= 10 metros.

En la Gréfica 5.17. Se observa como los desplazamientos son mayores
aproximadamente en los primeros 2 metros de profundidad decreciendo a medida
gue se incrementa la profundidad a tal punto que al llegar a una profundidad
media en el estrato de suelo arcilloso totalmente saturado se generan los
desplazamientos mas pequefios volviéndose a incrementar los desplazamientos
conforme aumenta la profundidad y el tiempo (1 mes). Ademas se aprecia que el
asentamiento mayor generado por la disipacién del exceso de presion de poro de
agua en el estrato arcilloso totalmente saturado es de aproximadamente de 1

milimetro.
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4 Paraun tiempo igual a 3 meses:

Cddigo en Wolfram Mathematica:

Au=2;
CV =9.720243
W1l=0.0016615;
sol = NDSolve[{D[u[t, z], t] ==CV=*D[u[t, z], z, z], D[el[t, z], t] ==W1DJ[u[t, =], t],
u[0, z] == Au, u[t, 0] =0, u[t, 10] =0, 1[0, z] ==0, €l1[t, 0] ==0}, {u, 1}, {t, 0, 3}, {z, 0, 10}];
Plot3D[u[t, z] /. sol, {t, 0, 3}, {z, 0, 10}, PlotRange » All]
ContourPlot[u[t, z] /. sol, {t, 0, 3}, {z, 0, 10}, PlotLegends » All, ColorFunction » "TemperatureMap",
ContourLabels - All]
DensityPlot[u[t, z] /. sel, {t, 0, 3}, {z, 0, 10}, PlotLegends » All, Mesh - 10,
ColorFunction » "TemperatureMap"]
Plot3D[el[t, z] /. sol, {t, 0, 3}, {z, 0, 10}, PlotRange — All]
ContourPlot[el[t, z] /. sol, {t, 0, 3}, {z, 0, 10}, PlotLegends - All, ColorFunction » "TemperatureMap",
ContourLabels - All]

Descripcién del codigo en Mathematica:

El cddigo anterior representa la solucion numérica del sistema de ecuaciones
diferenciales (5.1). Las cuales representan el fendbmeno de consolidacion en un
suelo arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga
externa. Para lograr dicha solucion numérica del sistema de ecuaciones
diferenciales antes mencionado es necesario plantear las condiciones de Dirichlet
para representar la region en donde se graficara la solucion de dichas ecuaciones

diferenciales anteriormente mencionadas.
Dénde:

Au: Representa el exceso de presion de poro de agua, el cual decrecera con el

transcurso del tiempo.

Z: Representa la profundidad en metros de la region rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

¢ . Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 1D.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Cv: Representa el coeficiente de consolidacion.
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Gréfica 5.18. Disipacion del exceso de presion de poro en un suelo arcilloso

totalmente saturado parat =3 meses y z = 10 metros.

En la Grafica 5.18, se puede observar como se disipa el exceso de presion de
poro de agua en un estrato de arcilla de un espesor de 10 metros cuando
transcurre un tiempo de 3 meses, dando lugar a que ocurra una mayor disipacion
de la presion de poro de agua al final de los 3 meses, lo cual implica que exista al
final del tiempo dado (3 meses) menor presion de poro de agua respecto a la
presién de poro de agua en funcién de un tiempo de 1 mes. Se aprecia que al
inicio del tiempo dado la disipacién del exceso de presién de poro de agua es muy
pequefia en comparacion al final del tiempo dado.
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Gréafica 5.19. Disipacion del exceso de presion de poro de agua en un suelo
arcilloso totalmente saturado parat = 3 meses y z = 10 metros.
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Grafica 5.20. Disminucion del exceso de presion de poro de agua en un suelo

arcilloso totalmente saturado parat = 3 meses y z = 10 metros.
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En las Gréficas 5.19 y 5.20. Se puede observar como se disipa el exceso de
presion de poro de agua en un estrato de arcilla de un espesor de 10 metros
cuando transcurren 3 meses, dando lugar a que se ocurra una mayor disipacion
de la presion de poro al final de los 3 meses, esto debido a que el fenémeno de
consolidacion es transitorio, es decir estd en funcién del tiempo. El color rojo
representa Au = 2 que es el valor dado como comienzo para la presion de poro de
agua, el color amarillo representa el decremento de la presion de poro de agua
respecto al transcurso del tiempo dado y por ultimo el color azul representa el
exceso de presion de poro de agua que ha quedado al final de los 3 meses,
habiendo mas presion de poro de agua a una profundidad media del estrato de
suelo arcilloso totalmente saturado. Lo cual implica que existe una menor presion
de poro de agua al final de los 3 meses respecto a la presion de poro de agua

para un tiempo de 1 mes.
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Gréfica 5.21. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t= 3 mesesy z=10

metros.
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En la Gréafica 5.21. Se observan las deformaciones generadas en el estrato de
suelo arcilloso totalmente saturado debido a la disipacion del exceso de presion de
poro de agua en funcién del tiempo dado, las deformaciones mayores se dan
aproximadamente en los 2 metros de profundidad y a los 8 metros de profundidad,
dandose menores deformaciones a una profundidad media. Ademas se puede
apreciar que las deformaciones son muy pequefias al inicio del tiempo dado (3
meses) y mayores al final del tiempo dado (3 meses), lo cual implica que para un
tiempo de 3 meses las deformaciones son mayores en el estrato de suelo arcilloso

totalmente saturado respecto a un tiempo de 1 mes.
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Gréfica 5.22. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t= 3 mesesy z=10

metros.

En la Grafica 5.22. Se observan las deformaciones generadas en el estrato de
suelo arcilloso totalmente saturado debido a la disipacion del exceso de presion de
poro de agua en funcién del tiempo dado, las deformaciones mayores se dan
aproximadamente en los 2 metros de profundidad y a los 8 metros de profundidad,
dandose menores deformaciones a una profundidad media. El color rojo indica
nula deformacion, el color amarillo un incremento en las deformaciones y el color

azul representa las deformaciones finales o mayores.
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Gréfica 5.23. Deformaciones generadas por la disipacién del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t= 3 mesesy z=10

metros.

En la Grafica 5.23. Se observa como las deformaciones son mayores
aproximadamente en los primeros 2 metros de profundidad decreciendo a medida
que se incrementa la profundidad a tal punto que al llegar a una profundidad
media en el estrato de suelo arcilloso totalmente saturado se generan las
deformaciones mas pequefias volviéendose a incrementar las deformaciones
conforme aumenta la profundidad y el tiempo (3 meses). Lo cual implica que las
deformaciones son mayores para un tiempo de 3 meses respecto a un tiempo de 1

mes, por lo tanto los desplazamientos seran mayores respectivamente.
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Gréafica 5.24. Asentamientos generados debido a la disipacion del exceso de
presion de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t=3 meses

y z= 10 metros.

En la Gréafica 5.24. Se observa como los desplazamientos son mayores
aproximadamente en los primeros 2 metros de profundidad decreciendo a medida
que se incrementa la profundidad a tal punto que al llegar a una profundidad
media en el estrato de suelo arcilloso totalmente saturado se generan los
desplazamientos mas pequefios volviéndose a incrementar los desplazamientos
conforme aumenta la profundidad y el tiempo (3 meses). Ademas se aprecia que
el asentamiento mayor generado por la disipacion del exceso de presion de poro
de agua en el estrato arcilloso totalmente saturado es de aproximadamente de 6.5

milimetros.
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4 Paraun tiempo igual a 6 meses:

Cddigo en Wolfram Mathematica:

Au=2;
CV =9.720243
Wl-0.0016615;
sol = NDSolve[{D[u[t, z], t] =CV=+D[u[t, 2], z, 2], D[el[t, 2], t] =W1D[u[t, z], t],
u[0, z] == Au, u[t, 0] ==0, u[t, 10] =0, 1[0, z] ==0, el[t, 0] == 0}, {u, el}, {t, O, 6}, {z, 0, 10}];
Plot3D[u[t, z] /. sol, {t, 0, 6}, {z, 0, 10}, PlotRange —» All]
ContourPlot[u[t, z] /. sol, {t, 0, 6}, {z, 0, 10}, PlotLegends + All, ColorFunction » "TemperatureMap",
ContourLabels - Al1]
DensityPlot[u[t, z] /. sol, {t, 0, 6}, {z, 0, 10}, PlotLegends + All, Mesh -+ 10,
ColorFunction » "TemperatureMap"]
Plot3D([el[t, 2] /. s0l, {t, 0, 6}, {z, 0, 10}, PletRange - All]
ContourPlot[el[t, z] /. sol, {t, 0, 6}, {z, 0, 10}, PlotLegends » All, ColorFunction » "TemperatureMap",
ContourLabels -» A11]

Descripcion del cédigo en Mathematica:

El cédigo anterior representa la solucibn numérica del sistema de ecuaciones
diferenciales (5.1). Las cuales representan el fendbmeno de consolidacion en un
suelo arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga
externa. Para lograr dicha solucion numérica del sistema de ecuaciones
diferenciales antes mencionado es necesario plantear las condiciones de Dirichlet
para representar la region en donde se graficara la solucion de dichas ecuaciones

diferenciales anteriormente mencionadas.
Doénde:

Au: Representa el exceso de presion de poro de agua, el cual decrecera con el

transcurso del tiempo.

Z: Representa la profundidad en metros de la region rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

¢ . Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 1D.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Cv: Representa el coeficiente de consolidacion.
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Gréfica 5.25. Disipacion del exceso de presion de poro respecto al tiempo en un
suelo arcilloso totalmente saturado para t = 6 meses y z=10 metros.

En la Grafica 5.25, se puede observar como se disipa el exceso de presion de
poro de agua en un estrato de arcilla de un espesor de 10 metros cuando
transcurre un tiempo de 6 meses, dando lugar a que ocurra una mayor disipacion
de la presion de poro de agua al final de los 6 meses, lo cual implica que exista al
final del tiempo dado (6 meses) menor presién de poro de agua respecto a la
presion de poro de agua en funcion de un tiempo de 1 mes y 3 meses. Se aprecia
gue al inicio del tiempo dado la disipacion del exceso de presién de poro de agua
es muy pequefia en comparacion al final del tiempo dado. Ademas de que el
exceso de presion de poro de agua ha disminuido drasticamente a partir de 2

meses en adelante.
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5.26. Disipacion del exceso de presion de poro de agua en un suelo arcilloso
totalmente saturado parat =6 mesesy z = 10 metros.
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Grafica 5.27. Disminucion del exceso de presion de poro de agua en un suelo
arcilloso totalmente saturado parat =6 mesesy z = 10 metros.
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En las Gréficas 5.26 y 5.27. Se puede observar como se disipa el exceso de
presion de poro de agua en un estrato de arcilla de un espesor de 10 metros
cuando transcurren 6 meses, dando lugar a que se ocurra una mayor disipacion
de la presion de poro al final de los 6 meses, esto debido a que el fenémeno de
consolidacion es transitorio, es decir estd en funcién del tiempo. El color rojo
representa Au = 2, que es el valor dado como comienzo para la presion de poro de
agua, el color amarillo representa el decremento de la presion de poro de agua
respecto al transcurso del tiempo dado y por ultimo el color azul representa el
exceso de presion de poro de agua que ha quedado al final de los 6 meses,
llegando a ser nula al final del tiempo dado (6 meses). Se observa como el exceso
de presion de poro de agua es mucho mayor en los primeros 1.5 meses y luego
comienza a decrecer rapidamente hasta el punto de ser nula al final de los 6
meses. Lo cual es diferente en comparacion con los tiempos de 1 mes y 3 meses

anteriormente descritos y modelados.
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Gréfica 5.28. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t= 6 mesesy z=10

metros.
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En la Gréfica 5.28. Se observan las deformaciones generadas en el estrato de
suelo arcilloso totalmente saturado debido a la disipacion del exceso de presion de
poro de agua en funcién del tiempo dado, las deformaciones mayores se dan
aproximadamente en los 2 metros de profundidad y a los 8 metros de profundidad,
dandose menores deformaciones a una profundidad media. Ademas se puede
apreciar que las deformaciones son muy pequefias al inicio del tiempo dado (6
meses) y luego se incrementan a lo largo del tiempo dado (6 meses) y la
profundidad del estrato arcilloso, lo cual implica que para un tiempo de 6 meses
las deformaciones son mayores en el estrato de suelo arcilloso totalmente

saturado respecto a un tiempo de 1 mes y 3 meses.
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Gréfica 5.29. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t= 6 mesesy z=10
metros.
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En la Gréafica 5.29. Se observan las deformaciones generadas en el estrato de
suelo arcilloso totalmente saturado debido a la disipacion del exceso de presion de
poro de agua en funcién del tiempo dado, las deformaciones mayores se dan
aproximadamente en los 2 metros de profundidad y a los 8 metros de profundidad,
dandose menores deformaciones a una profundidad inicial. El color rojo indica
nula deformacion, el color amarillo un incremento en las deformaciones y el color
azul representa las deformaciones finales o mayores presentes en el estrato de

suelo arcilloso totalmente saturado.
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Gréfica 5.30. Deformaciones generadas por la disipacién del exceso de presion
de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado para t= 6 mesesy z=10

metros.

En la Gréafica 5.30. Se observa como las deformaciones son mayores que en los
anteriores casos con tiempos de 1 y 3 meses, ademas se puede observar que la
deformacion mayor ocurre a una profundidad inicial (2 metros aproximadamente) y
luego decrecen un poco y vuelven a aumentar permaneciendo casi constantes a lo

largo de los 8 metros de profundidad restantes.
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Gréfica 5.31. Asentamientos generados debido a la disipacién del exceso de
presién de poro de agua en un suelo arcilloso totalmente saturado parat = 6

meses y z= 10 metros.

En la Gréafica 5.31. Se observa como los desplazamientos son mayores
aproximadamente en los primeros 2 metros de profundidad decreciendo a medida
que se incrementa la profundidad a tal punto que al llegar a una profundidad
media en el estrato de suelo arcilloso totalmente saturado en el cual se generan
los desplazamientos mas pequefios volviéendose a incrementar los
desplazamientos conforme aumenta la profundidad y el tiempo dado (6 meses).
Ademas se aprecia que el asentamiento mayor generado por la disipacion del
exceso de presion de poro de agua en el estrato arcilloso totalmente saturado es

de aproximadamente de 16 milimetros.

Como se puede apreciar en los 3 diferentes tiempos de modelacién del sistema de
ecuaciones diferenciales (5.1), las deformaciones se incrementaron ocasionando
que los desplazamientos sean mayores, esto debido a la disipacion del exceso de

presiéon de poro de agua en el estrato de suelo arcilloso totalmente saturado.
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CAPITULO 6: DEDUCCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE LA
TEORIA DE TERZAGUI EN 2 DIMENSIONES.

% 6.1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE TERZAGUI EN 2D.

(Romolo Di Francesco, Exact Solution of Terzaghi’s Consolidation Equation and
Extension to Two). En varias regiones a nivel mundial se construyen estructuras
en capas de suelo las cuales llegan a ser muy complejas, ya que tienen flujo
vertical y horizontal de agua a través de los poros presentes en el suelo.
Recordemos que los suelos constituyen un sistema trifasico formado por particulas
sélidas, agua y aire, y que estas dos Ultimas fases se encuentran en proporcion
variable en los poros del material. Supongamos un caso en el cudl el estrato de
suelo arcilloso se encuentre completamente saturado, y en el cuél el agua que se
encuentra en sus poros no drena de forma inmediata de tal forma se genera un
gradiente en el seno del estrato arcilloso denominado proceso de consolidacion, lo
cual eleva el grado de complejidad comparando la teoria unidimensional de
Terzagui, en la cual solo se considera el movimiento del flujo de agua en direccion

vertical.

Como se dio a conocer anteriormente una de las limitaciones que tiene la Teoria
de Terzagui Unidimensional es que solo considera el flujo del agua a través del
elemento del suelo en una direccion, la vertical, ademas de considerar las
propiedades del material constantes durante todo el proceso de la consolidacion
del suelo. Sin embargo, se sabe que la presencia de residuos blandos presenta
cambios significativos en la relacion de vacios durante los cambios en el estado de
esfuerzos en respuesta a la carga que esta actuando de manera externa sobre el
elemento del suelo y por lo tanto hay un cambio en la permeabilidad. Los modelos
unidimensionales son muy exitosos para el modelado del proceso de
consolidacion en donde el flujo de agua se considera vertical, pero, sin embargo
en los casos donde el flujo de agua en sentido horizontal tenga un efecto muy
importante en el proceso de consolidacion, dichos célculos deben considerarse

con seriedad.
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Figura 6.1. Esquema del suelo para la derivacion de la ecuacion diferencial
(Braja, 2001).

En la Figura 6.1. Se representa el sistema trifasico de un suelo, en donde se
simula que actla una carga, las cual esta transfiriendo al estrato de suelo arcilloso
totalmente saturado por medio de una zapata en la realidad, solo que para este
caso se permitiran deformaciones en el lado del eje de las abscisas, es decir, no
hay alguna restriccion en el elemento de suelo en sus laterales, lo cual conduce a
la aparicién de los coeficientes de Poisson, ya que el exceso de presion de poro

de agua ocurre en las direcciones ‘X" y “z

Por lo tanto procederemos a deducir las ecuaciones diferenciales que describen el
fenbmeno de consolidacion de un suelo arcilloso totalmente saturado en 2

dimensiones.
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% 6.2 DEDUCCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE TERZAGUI EN 2D.

La derivacibn matematica considera las siguientes suposiciones para una mayor
simplicidad en la formulacion matematica sobre la ecuacion diferencial que
describe el fendbmeno de subsidencia en 2 dimensiones en un suelo arcilloso

totalmente saturado:

€ Elsistema arcilla-agua es homogéneo completamente.

€ El suelo estd completamente saturado.

€ Las particulas del suelo son incompresibles.

€ Las particulas del agua son incompresibles.

€ Deformaciones en direccion horizontal y vertical.

€ Drenaje de agua horizontal y vertical.

€ Esvalida la ley de Darcy.

€ Las particulas del suelo se pueden reacomodar.

€ Existe una relacién lineal entre el esfuerzo de compresion efectivo y la

disminucién de volumen del elemento de suelo.

Supongamos un caso en el cual el suelo se encuentre saturado, y en el cual el
agua que se encuentra en sus poros no drena de forma inmediata si se genera un

gradiente en el suelo arcilloso completamente saturado.
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Particula 1

FIGURA 6.2. Representacion fisica de los esfuerzos efectivos generados por el

contacto de 2 particulas de arcilla.

Donde:

F: Es la fuerza que actla sobre el estrato de suelo arcilloso saturado.

u: Es el exceso de presion de poro de agua.

Fi: Es la fuerza normal intergranulares.

D: Es el area del elemento de suelo.

d: Es el area de contacto entre las particulas 1 y2.

Por lo tanto podemos escribir la siguiente relacion:

F=Fi+u(D-d) (6.21)

Planteandola en forma de la ley de los esfuerzos efectivos de Terzagui,

obtenemos:
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o =oci+uD-d) (6.22)
Simplificando la ecuacion (6.22); obtenemos:
o =oi+u(l-— %) (6.23)

Dado que con los suelos y presiones normalmente considerados en casos
practicos, la razén d/D suele ser muy pequefia, con lo cual y a efectos practicos, la

expresion (6.23) se reduce a:

o =o0i+tu (6.24)
Despejando los esfuerzos efectivos de la ecuacion (6.24);

oi = o—u (6.25)

Por lo tanto se ha llegado a la ecuacion fundamental de la mecanica de suelos
moderna, la cual utilizaremos para deducir la ecuacion diferencial que describira el
fenbmeno de subsidencia en dos dimensiones en un suelo completamente
saturado, pero en un suelo tipo isotropico, es decir las deformaciones horizontales
y verticales son iguales, dando lugar a 3 casos a resolver y comparar resultados.

Doénde:

o: Es el esfuerzo normal.

oi: Es el esfuerzo intergranulares o efectivo.
u: Es el exceso de presion de poro de agua.

€ Caso 1: Coeficientes de consolidacion iguales en ambas direcciones.
€ Caso 2: Coeficiente de consolidacion a partir de la soluciéon exacta de la
ecuacioén diferencial parcial que describe el fenébmeno de subsidencia en 2D.

€ Caso 3: Coeficientes de consolidacion diferentes en ambas direcciones.
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Se deducird la ecuacion diferencial parcial que describa el fendmeno de
subsidencia en 2 dimensiones para cada caso, ademas se deducira la ecuacién
diferencial parcial que describa las deformaciones resultado de la disipacion del

exceso de presion de poro de agua para un estrato arcilloso totalmente saturado.

+ 6.3 FORMULACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL QUE DESCRIBE EL
FENOMENO DE CONSOLIDACION EN 2D PARA EL CASO 1.

kh > kv (6.31)

Braja, M. D. (2001). La consolidacion de un suelo totalmente saturado debe ser
necesariamente dependiente de esta condicidn, que puede ser extendido también
para el caso tridimensional y es mas consistente con el comportamiento hidraulico
y mecanico real de los suelos. Partiendo de este supuesto, se comienza con la

ecuacion diferencial parcial en dos dimensiones.

+ % 42)dxd
(v, + 52 dz)dxdy

i
!

av,
(v + T dx)dzdy
dz
——
——
vydzdy
l A
dy
dx

v, dxdy

Figura 6.3. Ecuacion de continuidad de Pierre-Simon Laplace en 2 dimensiones.
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De la FIGURA 6.3. Formulamos la ecuacién que describe el fenbmeno de

consolidacién en 2 dimensiones:

(vx + 22 dx)dzdy — vedady + (v, + 52 dz)dxdy — v,dxdy = 5 (6.32)

Simplificando la ecuacién (6.32); obtenemos:

ovy , 0vy 6_u
wt3 =5 (6.33)

Aplicando la ley de Darcy la cual nos dice: La magnitud de la velocidad de un flujo
de agua que circula a través de un suelo poroso completamente saturado es

directamente proporcional a su gradiente hidraulico.

v (6.34)

Expresandolo de manera matematica se obtiene lo siguiente:
dh
V= _kﬁ (6.35)

€ Donde k se le conoce como conductividad hidraulica, la cual se define como la
capacidad que tiene un suelo para que un fluido pueda atravesar a través de
él. (Aparicio Mijares, 1989).

Velocidad
4 Flujo Turbulento

Flujo laminar

Gradiente
> hidraulico

Figura 6.4. Representacion de las zonas de comportamiento de un flujo de agua.
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Combinando las ecuaciones (6.33) y (6.35) y siguiendo el mismo procedimiento
que se utilizé para la deduccion de la ecuacion diferencial de Terzagui en una
dimensién llegamos a la ecuacion diferencial parcial que describe el fenébmeno de

subsidencia en 2 dimensiones.

0%u 0%u  du

ez + o0 = 5 (6.36)
Expresando el coeficiente de consolidacion en la direccion horizontal:

cp = —2& (6.37)

x Yw«Mp,,
Expresando el coeficiente de consolidacion en la direccion vertical:
c, = = (6.38)
Ywmy

Dado que para este caso los coeficientes de consolidacion son iguales en ambas
direcciones, la ecuacion diferencial parcial (6.36) queda de la siguiente forma:

6 (Ta+ il =2 (6.39)

ax? ' 9z2) T ot

La ecuacion diferencial (6.39) describe la disipacién del exceso de presién de poro
de agua en 2 dimensiones, la cual se combinara con la ecuacion diferencial parcial

gue describe las deformaciones, la cual se deducird mas adelante.

EDUARDO REYES NEGRETE



UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE HIDALGO FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL

+* 6.4 FORMULACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL QUE DESCRIBE EL
FENOMENO DE CONSOLIDACION EN 2D PARA EL CASO 2.

Dado que la ecuacién diferencial que describe la disipacion del exceso de presion
de poro de agua respecto al tiempo ya fue deducida y el caso 2 implica la
deduccién de una constante que relacione el coeficiente de consolidacion en
direccidon vertical con el coeficiente de consolidacion en direccion horizontal a
partir de la solucion exacta de la ecuacién diferencial (6.36); partiremos de la
siguiente expresion matematica:

L Pu 0o
hxgxz 7 "V 922 T ot

(6.41)

(Romolo Di Francesco. Exact Solution of Terzaghi’s Consolidation Equation and
Extension to Two). Partiendo de la solucion exacta de la ecuacion diferencial de

Terzagui, podemos escribir la siguiente solucion:
Au(x, z,t) = Au * (e M) x (e 7M@) x cos(w x t — ku(x) *x —ku(z) *z) (6.42)

Si de la ecuacién (6.42) se calcula las derivadas parciales respecto a su variable
correspondiente y se sustituye en la ecuacion diferencial parcial (6.41);

obtenemos:

=2 % cp, * kP — 2k y ) ¥ 0y = —w (6.43)
Simplificando la ecuacion (6.43)

Cny * ki) + KPu * 6 = 5 (6.44)

Suponiendo las siguientes relaciones de permeabilidad y despejando, obtenemos:

ku(x) _
ku(z) o

m «~ ku(x) = m * ku(z) (6.45)

Dado que los coeficientes de consolidacion estan en funcion de las permeabilidades,

planteamos la siguiente relacion matematica y despejamos convenientemente.

Ccﬂ =m & Cp, =Mm*Cv (6.46)
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Sustituyendo en la ecuacion (6.44) las ecuaciones (6.45) y (6.46); obtenemos:

’ W
kU(Z) = m (647)

Sustituyendo en la ecuacion (6.47) la relacion: w = (2m)/t y sustituyéndola en la

ecuacion (6.45); obtenemos:

ku(x) =m * ku(z) =m* /m (648)

Planteando la siguiente condicion:
= m=1

Y sustituyendo el resultado en el coeficiente de consolidacion de la ecuacion
diferencial parcial de segundo orden (6.41) y expresando en forma vectorial
llegamos a la ecuacion diferencial parcial que describe la disipacion del exceso de

presion de poro de agua en 2 dimensiones.

k 0° k 0° d
u(X)E* 1;+ u(z)E* Z:_u

E i 0’u E s 0%u  ou
— % * —— + — % ¥ — = —
Yw |2c,xt 0x% vy, |2c,xt 0z? Ot
E i 0%u 0%u\ OJu
— % * + [
Yw _|2¢c,xt \9dx? 0z2 at

* Vus = —

* u
Yw |2C,*t Jat
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. E
Si N= = x / " - obtenemos:
Yw 2epxt

2 _0u
N * Vu® = o (6.49)

Dénde:

N: Es la constante deducida a partir de la solucion exacta de la ecuacion
diferencial (6.41).

La ecuacion diferencial (6.49) describe la disipacion del exceso de presion de poro
de agua en 2 dimensiones en un estrato de arcilla completamente saturado, la
cual se combinara con la ecuacion diferencial parcial que describe las

deformaciones que mas adelante se deducira.
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+* 6.5 FORMULACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL QUE DESCRIBE EL
FENOMENO DE CONSOLIDACION EN 2D PARA EL CASO 3.

En este caso los coeficientes de consolidacién son diferentes en ambas
direcciones, por lo tanto partiremos del principio de continuidad para flujos de agua

a través de los suelos:

+ % 40dxd
(v, + 2% dz)axdy

av,
(v + T dx)dzdy
dz
———» 2
——
vydzdy
l A
dy
dx

v, dxdy

Figura 6.5. Ecuacion de continuidad de Pierre-Simon Laplace en 2 dimensiones.

De la Figura 6.5. Formulamos la ecuacion que describe el fendmeno de

subsidencia en 2 dimensiones:

av, a
a‘; dz)dxdy — v,dxdy = a—‘: (6.51)

(vg + %dx)dzdy — vydzdy + (v, +

Simplificando la ecuacién (6.51); obtenemos:

ovy , 0vy 6_u
wt o =% (6.52)
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Aplicando la ley de Darcy la cual nos dice: La magnitud de la velocidad de un flujo
de agua que circula a través de un suelo poroso completamente saturado es

directamente proporcional a su gradiente hidraulico.

v (6.53)

Expresandolo de manera matematica se obtiene lo siguiente:
dh
v=—k= (6.54)

Donde k se le conoce como conductividad hidraulica, la cual se define como la
capacidad que tiene un suelo para que un fluido pueda atravesar a través de él.
Combinando las ecuaciones (6.52) y (6.54) vy siguiendo el mismo procedimiento
gue se utilizé para la deduccién de la ecuacion diferencial de Terzagui en una
dimensién llegamos a la ecuacion diferencial parcial que describe el fenémeno de

subsidencia en 2 dimensiones.

ky 0%u k;, 0%u _ ou

YwsMp, 0x2  yyymy, 022 ~ ot (6'55)
Expresando el coeficiente de consolidacion en la direccion horizontal:
cp = —& (6.56)
x Yw«Mp,,
Expresando el coeficiente de consolidacién en la direccion vertical:
c, = —= (6.57)
Ywmy

Dado que para este caso los coeficientes de consolidacion son diferentes en

ambas direcciones, la ecuacion diferencial parcial (6.55) queda de la siguiente

forma:
0%u 0%u  ou
* —— *— = —
Chy * 53 +c, 557 = % (6.58)

La ecuacion diferencial (6.58) describe la disipacion del exceso de presion de poro

de agua en 2D en funcidn del tiempo para un suelo arcilloso totalmente saturado.
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CAPITULO 7: DEDUCCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL A
PARTIR LA TEORIA DE TERZAGUI QUE DESCRIBE LAS
DEFORMACIONES EN UN SUELO ARCILLOSO COMPLETAMENTE
SATURADO EN 2D.

+ 7.1 INTRODUCCION.

(Braja, M. D. 2001). La ecuacion fundamental de la mecanica de suelos moderna,
la cual utilizaremos para deducir la ecuacion diferencial que describira las
deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presién de poro de agua

en dos dimensiones en un suelo completamente saturado, es la siguiente:

oi = o—u (7.1)
Donde:

o: Es el esfuerzo normal.

oi: Es el esfuerzo intergranulares o efectivo.

u: Es el exceso de presion de poro de agua.

% 7.2 FORMULACION MATEMATICA DE LA ECUACION DIFERENCIAL.

Extendiendo la ecuacién (7.1) a dos dimensiones y utilizando las formulas
fundamentales de la teoria de la elasticidad llegamos a la ecuacion de equilibrio
para esfuerzos efectivos en 2 dimensiones en un suelo arcilloso completamente

saturado, planteamos la siguiente ecuacion:

00y do'y ou ogq ou
ot ot ot E 1—v \Y, ot at
at | _ as _lot)_ ( ) at | _ | at (7.21)
9o, do’, du 1-2Va+vy \ v 1—v/\ 9% du
at ot at at at

En la ecuacion (7.21) dado que los esfuerzos intergranulares en: t=0, son nulos,

por lo tanto podemos escribir la siguiente relacion matematica:
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dgq du

__E  (1-=v v ot | (et _

(1—2v)(1+v)( v 1_\,) s, au =0 (7.22)
at at

Simplificando la ecuacion (7.22)

dgq du

__E (1=v v ot | _ [ ot

(1—2v)(1+v)( v 1 —v) 9g, | T | ou (7.23)
at at

Despejando las deformaciones de la ecuacion (7.23); obtenemos:

deq 1 1 u
ot | _ A—2v)(+v) [ 1—v v ot
682 - E l L ou (7.24)
at v 1-v at

De la ecuacién (7.24) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

% _ (-2v)(1+v) " a_u (1-2v)(1+v) " 6_u

at E(1-v) at Ev at (7'25)

& _ (1-2v)(1+v) " a_u (1-2v)(1+v) " 6_u
ot Ev ot E(1-v) ot
El sistema de ecuaciones diferenciales (7.25) describe las deformaciones
generadas debido a la disipacion del exceso de presion de poro de agua en un
suelo arcilloso completamente saturado, se puede observar que el sistema de
ecuaciones diferenciales anteriormente mencionado se puede simplificar, de tal

manera que se puede expresar en una sola ecuacion diferencial.

@ __0g; _ 0gy _ 6_u((1—2v)(1+v) (1—2v)(1+v)) _ 6_u((1—2v)(1+v) + (1—2U)(1+U)) (7.26)

at ot ot ot \ E(1-v) Ev Y: Ev E(1-v)

En la ecuacién (7.26) se observa que las deformaciones en ambas direcciones

son iguales, por lo tanto simplificando llegamos a la siguiente ecuacion diferencial:

o _ (1—v)(—1+2v)] ou (7.27)

ot L Ev(-1+v) ot

Planteando la siguiente relacion:
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_ [-v)(—1+2v)
W= [ Ev(—1+4v) (7.28)
Por lo tanto la ecuacién (7.27) queda de la siguiente manera:
de du
=W (7.29)
Donde:

W: Es una constante de rigidez que presenta el suelo arcilloso.
E: Es el médulo de Young.
v: Es un coeficiente de Poisson.

La ecuacion diferencial (7.29) describe las deformaciones respecto al tiempo
generado por la disipacion del exceso de presion de poro de agua en 2
dimensiones en el estrato de arcilla completamente saturado, dicha ecuacion
diferencial se combinara con los diferentes casos en los que se dedujo las
diferentes ecuaciones diferenciales que describen la disipacion del exceso de
presién de poro de agua respecto al tiempo en 2 dimensiones, llegando a un
sistema de ecuaciones diferenciales que describen el fenémeno de subsidencia en
2D.

En el siguiente capitulo se modelaran las ecuaciones diferenciales que describen
el fendbmeno de subsidencia en un suelo arcilloso completamente saturado para
los mismos tiempos en los diferentes casos, ya que los tiempos representan de
una mejor manera el fenomeno de subsidencia respecto al tiempo. Por lo cual se
puede observar con mayor claridad los cambios generados en cada caso

anteriormente descrito para la modelacion en 2D.
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CAPITULO 8: MODELACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES QUE DESCRIBEN EL FENOMENO DE CONSOLIDACION
EN 2 DIMENSIONES.

+» 8.1 INTRODUCCION A LOS DIFERENTES CASOS A MODELAR EN 3D.
En este capitulo se modelaran los sistemas de ecuaciones diferenciales para los

diferentes casos, los cuales son:

€ Caso 1: Coeficientes de consolidacion iguales en ambas direcciones.

e (La+ 2y =2 (8.11)

ax2 | 9z2) ot

e ou
ZwZ (8.12)
Doénde:

W = [(1—v)(—1+2v)
Ev(—1+v)
W Es una constante de rigidez que presenta el suelo arcilloso.

€ Caso 2: Coeficiente de consolidacion a partir de la soluciéon exacta de la
ecuacion diferencial parcial que describe el fenébmeno de subsidencia en 2D.

ou

2, —

N*Veu = ” (8.13)
Oe du
% _ o 2 (8.14)
Donde:

_ [a-v)(-1+2v)
W= [ Ev(—1+4v)
N= £ « T

Yw 2ept

W Es una constante de rigidez que presenta el suelo arcilloso.
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N: Es la constante deducida a partir de la solucion exacta de la ecuacion
diferencial (6.41).

€ Caso 3: Coeficientes de consolidacion diferentes en ambas direcciones.

0%u 0%u _ ou

Chx*ﬁ-l_cv*ﬁ_a (815)
de ou
Dénde:
_ [a-v)(-1+2v)
W= [ Ev(—1+v)

W Es una constante de rigidez que presenta el suelo arcilloso.

cn,: Es el coeficiente de consolidacion horizontal.

¢, . Es el coeficiente de consolidacion vertical.

Para realizar satisfactoriamente la modelacion del sistema de ecuaciones
diferenciales para los 3 casos mencionados anteriormente, se obtuvieron datos del
cuaderno técnico numero 1, publicado por la UMSNH, Facultad de Ingenieria Civil:

"el subsuelo de la ciudad de Morelia”. Los cuales son:

PCA-1

€prom = 0.875

av =0.005 (m?/ton).

k =0.02592 (m/mes).

mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).
E= 375.0094 (ton/m?).

yw= 1 (ton/m3).

Cv = 9.720243 (m?/mes).
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Chx = 19.440486 (m?/mes).
v = 0.35 (arcillas normalmente consolidadas); coeficiente de Poisson.

W =0.0129521 (m?/ton); constante para la EDP que describe las deformaciones.

Para todos los casos anteriormente mencionados y descritos se utilizaran los
datos anteriores junto con tiempos iguales (1 mes y 2 meses) para observar de la
mejor manera el fenomeno de consolidacién en un suelo arcilloso completamente

saturado. Ademas las modelaciones se realizaran el Wolfram Mathematica.

+* 8.2 MODELACION EN MATHEMATICA PARA EL CASO NUMERO 1.

e (Ta+ih) =2 (8.21)

axz ' 9z2) ot

de ou
—_—— k —
ot at

(8.22)

Dénde:

_ [a-v)(—1+2v)
W= [ Ev(—1+v)
W: Es una constante de rigidez que presenta el suelo arcilloso.

Se programaron en conjunto las ecuaciones diferenciales (8.21) y (8.22).

@ Para un tiempo igual a 1 mes:
Datos:

eprom = 0.875
av = 0.005 (m?/ton).

k = 0.02592 (m/mes).

mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).
E= 375.0094 (ton/m?).

yw= 1 (ton/m3).
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Cv = 9.720243 (m?/mes).
v = 0.35 (arcillas normalmente consolidadas); coeficiente de Poisson.

W =0.0129521 (m?/ton); constante para la EDP que describe las deformaciones.

Cédigo en Mathematica:

{ui, €1} :NDSolveValue[{cv*Vz(,’:‘ul[t, x, 2] =D[ul[t, x, 2], t],
D[el[t, x, 2], t] =WisD[ul(t, x, 2], t],
DirichletCondition[ul[t, x, 2] =2, z2==10&&5 < x=£15],
DirichletCondition[el[t, x, 2] =0, z==0&&0< x<21],
DirichletCondition[el[t, x, 2] =0, 0% z< 10&& x==0],
DirichletCondition[el[t, x, 2] =0, 0< z< 10&& x==21],
ulf0, x, z] =0, €1[0, x, z] = 0}, {ul, €1}, {t, 0, 2}, {x, z} €
Rectangle[{0, 0}, {21, 10)]]:
Figura3 = ContourPlot[uni(, 2x, 2], {x, z} € Rectangle({0, 0}, {21, 10}], Framelabel -» {{"Profundidad {m)", "(au)"}, {"Longitud (m)", ""}},
PlotLegends -» All, ColorFunction -+ "TemperatureMap", Contours - 12, AspectRatio - Automatic, ContourLabels - All] // Quiet

ContourPlot[el[1, x, z], {x, z} € Rectangle[{0, 0}, {21, 10}], PlotLegends » All, ColorFunction + "TemperatureMap", Contours - 20,
AspectRatio + Automatic, ContourLabels + ALL] // Quiet

Descripcién del codigo en Mathematica:

El codigo anterior representa la solucion numérica de las ecuaciones diferenciales
(8.21) y (8.22), Las cuales representan el fenbmeno de consolidacion en un suelo
arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga
externa. Para lograr dicha solucion numérica de las ecuaciones diferenciales antes
mencionadas es necesario plantear las condiciones de Dirichlet para representar
la regiébn en donde se graficara la solucion de dichas ecuaciones diferenciales

anteriormente mencionadas.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region rectangular.

Z: Representa la profundidad en metros de la region rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

¢ . Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 2D.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.
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Grafica 8.21. Disipacion del exceso de presion de poro de agua en 2D en un

estrato arcilloso completamente saturado para: t= 1 mes y z=10 metros.

En la Gréfica 8.21. Se observa la disipacién del exceso de presion de poro de
agua en funcion de 1 mes, en un estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el
color rojo representa la mayor presion de poro de agua, el color amarillo
representa el decremento de la presién de poro de agua y finalmente el color azul
representa la menor presion de poro de agua a tal grado que a una profundidad
aproximada de 8.5 metros es nula, dandose la mayor presion de poro de agua a

una profundidad inicial, es decir a los 2 metros aproximadamente.
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Gréfica 8.22. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion

de poro de agua en 2D para: t= 1 mes y z=10 metros.

En la Grafica 8.22. Se puede apreciar el comportamiento de las deformaciones en
funcién del tiempo y de la disipacion del exceso de presidon de poro de agua en el
estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el color rojo representa las mayores
deformaciones, el color amarillo representa un decremento en las deformaciones y
finalmente el color azul representa las deformaciones mas pequefas, por lo cual
observamos claramente qué las deformaciones mayores se generan a una
profundidad inicial (2 metros aproximadamente) y las deformaciones mas
pequefias se localizan entre 4 y 6 metros de profundidad, dando lugar a que las
deformaciones sean nulas a una profundidad entre 7 y 10 metros y en algunas

regiones del contorno (inicio y final de la longitud).
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@ Para un tiempo igual 2 meses:
Datos:

eprom = 0.875

av = 0.005 (m?/ton).

k = 0.02592 (m/mes).

mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).

E= 375.0094 (ton/m2).

yw= 1 (ton/m3).

Cv =9.720243 (m?/mes).

v = 0.35 (arcillas normalmente consolidadas); coeficiente de Poisson.

W =0.0129521 (m?/ton); constante para la EDP que describe las deformaciones.

Cdédigo en Mathematica:

W1=0.0129521;
{ul, £1) = NDSolveValue[{cv+ ¥}, ,ul[t, x, 2] =D[ul[t, x, z], t],
Dlel[t, x, 2], t] =WL1#D[ul(t, x, 2], t],
DirichletCondition[ul[t, x, 2] =2, 2=10&&5 ¢ x £ 15],
DirichletCondition(el[t, x, 2] =0, 2=0&&0< x$21],
DirichletCondition[el[t, x, z] =0, 0¢ z¢ 10&& x==0],
DirichletCondition[el[t, x, 2] =0, 0¢ z¢ 10&& x==21],
ul[0, x, 2] =0, €1[0, x, z] ::0}, {ul, €1}, {t, 0, 2}, {x, z} €
Rectangle({0, 0}, {21, 10)]]:
Figura3 =
ContourPlot(ul(2, x, z], {x, 2} € Rectangle({0, 0}, {21, 10}], FrameLabel » {{"Profundidad (m)", "Presion de poro de agua (an)"}, {"Longitud (m)", ""}},
PlotLegends - All, ColorFunction » "TemperatureMap", Contours - 15, AspectRatio » Automatic, ContourLabels - All] // Quiet

Figura$ = ContourPlot[el(2, x, z], {X, z} € Rectangle({0, 0}, {21, 10}], FrameLabel - {{"Profundidad (m)", "Deformaciones (e)"}, {"Longitud (m}", ""}},
PlotLegends - All, ColorFunction - "TemperatureMap", Contours - 10, AspectRatio - Automatic, ContourLabels - All] // Quiet

Descripcién del codigo en Mathematica:

El codigo anterior representa la solucion numérica de las ecuaciones diferenciales
(8.21) y (8.22), Las cuales representan el fendmeno de consolidacion en un suelo
arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga

externa. Para lograr dicha solucion numérica de las ecuaciones diferenciales antes
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mencionadas es necesario plantear las condiciones de Dirichlet para representar
la region en donde se graficard la solucion de dichas ecuaciones diferenciales

anteriormente mencionadas.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region rectangular.

Z: Representa la profundidad en metros de la region rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

¢ : Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 2D.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.
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Gréfica 8.23. Disipacion del exceso de presion de poro de agua en 2D en un

estrato arcilloso completamente saturado para: t= 2 meses y z=10 metros.
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En la Gréfica 8.23. Se observa la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en funcion de 2 meses, en un estrato de suelo arcilloso totalmente saturado,
el color rojo representa la mayor presion de poro de agua, el color amarillo
representa el decremento de la presion de poro de agua y finalmente el color azul
representa la menor presion de poro de agua, dandose la mayor presion de poro
de agua a una profundidad inicial, es decir a los 2 metros aproximadamente.
Ademas de puede observar que en comparacion con la Gréafica 8.21, existe
presion de poro de agua a una profundidad de 8.5 metros, ademas de que se
observa una mayor magnitud en el exceso de presion de poro de agua a una
profundidad inicial, por lo tanto las mayor presion de poro de agua se da a
profundidades iniciales (2 metros aproximadamente) decreciendo a mayor

profundidad y al transcurso de tiempo dado (2 meses).
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Gréfica 8.24. Deformaciones generadas por la disipacién del exceso de presion
de poro de agua en 2D para: t = 2 meses y z=10 metros.

EDUARDO REYES NEGRETE

0
00



UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE HIDALGO FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL

En la Gréfica 8.24. Se puede apreciar el comportamiento de las deformaciones en
funcion del tiempo y de la disipacion del exceso de presion de poro de agua en el
estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el color rojo representa las mayores
deformaciones, el color amarillo representa un decremento en las deformaciones y
finalmente el color azul representa las deformaciones mas pequefias, por lo cual
observamos claramente qué las deformaciones mayores se generan a una
profundidad inicial (2 metros aproximadamente) y las deformaciones mas
pequefias comienzan se localizan entre 4 y 6 metros de profundidad, dando lugar
a que las deformaciones sean muy pequefias a una profundidad entre 7 y 10
metros y en algunas regiones del contorno (inicio y final de la longitud), en

comparacion con la Grafica 8.22 en la cual las deformaciones son nulas.

Se modelo el sistema de ecuaciones diferenciales para el caso nimero 1, para un
tiempo igual a 1 mes y 2 meses, dado que se observa con mayor claridad el
decremento del exceso de presion de poro y las deformaciones respecto al tiempo
en el estrato de arcilla totalmente saturado, dado que la presion de poro de agua

(Aw) tiene un valor de 2.
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+ 8.3 MODELACION EN MATHEMATICA PARA EL CASO NUMERO 2.

N« V2y = Z—': (8.31)
Z=wZ (8.32)
Dénde:

-

N= Z*Z*t

W: Es una constante de rigidez que presenta el suelo arcilloso.

N: Es la constante deducida a partir de la solucion exacta de la ecuacion
diferencial (6.41)

Se programaron en conjunto las ecuaciones diferenciales (8.31) y (8.32).
@ Para un tiempo igual a 1 mes:

Para el tiempo de 1 mes tendremos que calcular la constante N:

N = 372009% / i =150.752155
1 2%(9.720243)(1)

Datos:

eprom = 0.875
av = 0.005 (m?/ton).

E= 375.0094 (ton/m?).

Cv =9.720243 (m?/mes).

v = 0.35 (arcillas normalmente consolidadas); coeficiente de Poisson.

W =0.0129521 (m?/ton); constante para la EDP que describe las deformaciones.
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Codigo en Mathematica:

N2 = 150.752;
W2 =0.0129521;

{2, €2} :NDSolveValue[{M*\Tz,v:}n?{:, x, z] =D[u2[t, x, 2], t],
Dle2(t, x, 2], £] =W24D[u2(t, x, 2], t],
DirichletCondition[u2(t, x, 2] =2, z=10&&5 < x$15],
DirichletCondition[e2{t, x, 2] =0, 2=0640< x5 21],
DirichletCondition[e2[t, X, 2] =0, 0¢ z¢ 104k x==0],
DirichletCondition[e2(t, x, 2] =0, 0¢ z¢ 10&k x==21],
w(0, x, 2] =0, €2(0, x, 2] =0}, {u2, €2}, {t, 0, 1}, {x, z} ¢
Rectangle[{0, 0}, {21, 10)]]:
ContourPlot[u2[1, x, z], {X, z} € Rectangle[{0, 0}, {21, 10}], PlotLegends -+ All, ColorFanction+ "TemperatureMap", Contours - 20,
AspectRatio -+ Automatic, Contourlabels » All] // Quiet

ContourPlot[e1(1, x, 2], {x, 2} & Rectangle((0, 0}, {21, 10}], Plotlegends + ALL, ColorFanction "Temperatareliap”, Contours 4 20,
AspectRatio + Antonatic, Contourlabels ALl // Quiet

Descripcion del cédigo en Mathematica:

El cédigo anterior representa la soluciébn numérica de las ecuaciones diferenciales
(8.31) y (8.32), Las cuales representan el fenbmeno de consolidacion en un suelo
arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga
externa. Para lograr dicha solucion numeérica de las ecuaciones diferenciales antes
mencionadas es necesario plantear las condiciones de Dirichlet para representar
la regiébn en donde se graficara la solucion de dichas ecuaciones diferenciales

anteriormente mencionadas.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region rectangular.

Z: Representa la profundidad en metros de la regién rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

€ : Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 2D.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.
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Grafica 8.31. Comportamiento de la constante “N” en funcion del tiempo (1 mes).
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Gréfica 8.32. Disipacion del exceso de presion de poro de agua en 2D en un

estrato arcilloso completamente saturado para: t=1 mesy z=10 metros.
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En la Gréafica 8.32. Se observa la disipacién del exceso de presion de poro de
agua en funcion de 1 mes, en un estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el
color rojo representa la mayor presidon de poro de agua, el color amarillo
representa el decremento de la presion de poro de agua y finalmente el color azul
representa la menor presion de poro de agua, por lo tanto la mayor presion de
poro de agua se encuentra en una profundidad inicial del estrato arcilloso
totalmente saturado (2 metros aproximadamente) generandose un decremento
conforme aumenta la profundidad llegando a ser nula en lo méas profundo y al final
de su longitud. Si la comparamos con la Grafica 8.22, se observa claramente que
a una profundidad de 7 — 10 metros la presion de poro de agua es nula.

0.15x 107"

1.x1072
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5.x10~°2

Longitud (m)

Gréfica 8.33. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion
de poro de agua en 2D para: t= 1 mes y z=10 metros.
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En la Grafica 8.33. Se puede apreciar el comportamiento de las deformaciones en
funcion del tiempo y de la disipacion del exceso de presion de poro de agua en el
estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el color rojo representa las mayores
deformaciones, el color amarillo representa un decremento en las deformaciones y
finalmente el color azul representa las deformaciones mas pequefias, por lo cual
observamos claramente qué las deformaciones mayores se generan a una
profundidad inicial (2 metros aproximadamente), por lo que comienzan a decrecer
conforme aumenta la profundidad, en comparacion con la Grafica 8.22, las
deformaciones son mayores dado a que el tiempo es mayor y por lo tanto el

estrato de suelo arcilloso totalmente saturado sufrira una mayor deformacion.

@ Para un tiempo igual 2 meses:

Para el tiempo de 2 meses tendremos que calcular la constante N:

N = 373009, f i =106.5978716.
1 2%(9.720243)(2)

Datos:

€prom = 0.875

av =0.005 (m?/ton).

E= 375.0094 (ton/m?).

Cv = 9.720243 (m?/mes).

v = 0.35 (arcillas normalmente consolidadas); coeficiente de Poisson.

W = 0.0129521 (m?/ton); constante para la EDP que describe las deformaciones.
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Codigo en Mathematica:

N1 =106.5978716;
W1=0.0129521;

{n2, €2} :NDSolveValue[{Nl:Vi,‘,'u2[t, x, z] =D[u2[t, x, 2], t],
Dfe2(t, x, 2], t] =WisD[u2(t, x, 2}, t],
DirichletCondition[u2{t, x, z] =2, z==10&&5=< x<15],
DirichletCondition(e2{t, x, 2] =0, 2= 0&&0s x521],
DirichletCondition[e2[t, x, 2] =0, 0< z< 10&& x==0],
DirichletCondition(e2(t, x, 2] =0, 0< z< 10&& x==21],
u2[0, x, z] =0, €2(0, x, z] :0}, {u2, €2}, {t, 0, 2}, {x, z} €
Rectangle[{0, 0}, {21, 10}1];
Figura7 = ContourPlot[u2({2, x, 2], {x, z) € Rectangle[{0, 0}, {21, 10}], FrameLabel - {{"Profundidad (m)", " (au)"}, {"Longitud (m)", ""}},
PlotLegends - All, ColorFunction » "TemperatureMap", Contours - 15, AspectRatio - Automatic, ContourlLabels - All] // Quiet

Pigura8 = ContourPlot(e2(2, x, 2], {X, z} € Rectangle[{0, 0}, {21, 10}], Framelabel - {{"Profundidad (m)", "Deformaciones (£}"}, {"Longitud (m}", ""}},
PlotLegends - All, ColorFunction - "TemperatureMap", Contours -+ 15, AspectRatio - Automatic, Contourlabels - All] // Quiet

Descripcién del codigo en Mathematica:

El cédigo anterior representa la soluciébn numérica de las ecuaciones diferenciales
(8.31) y (8.32), Las cuales representan el fenbmeno de consolidacion en un suelo
arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga
externa. Para lograr dicha solucion numeérica de las ecuaciones diferenciales antes
mencionadas es necesario plantear las condiciones de Dirichlet para representar
la regiébn en donde se graficara la solucion de dichas ecuaciones diferenciales

anteriormente mencionadas.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region rectangular.

Z: Representa la profundidad en metros de la region rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

€ : Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 2D.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.
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Grafica 8.34. Comportamiento de la constante “N” en funcién del tiempo (2

meses).
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Grafica 8.35. Disipacion del exceso de presion de poro de agua en 2D en un
estrato arcilloso completamente saturado para: t= 2 meses y z=10 metros.
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En la Grafica 8.35. Se observa la disipacién del exceso de presion de poro de
agua en funcion de 1 mes, en un estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el
color rojo representa la mayor presidon de poro de agua, el color amarillo
representa el decremento de la presion de poro de agua y finalmente el color azul
representa la menor presion de poro de agua, por lo tanto la mayor presion de
poro de agua se encuentra en una profundidad inicial del estrato arcilloso
totalmente saturado (2 metros aproximadamente) generandose un decremento
conforme aumenta la profundidad llegando a ser nula en lo mas profundo y al final
de su longitud. Si la comparamos con la Grafica 8.32, observamos que el
decremento de la presion de poro se comporta de una manera muy peculiar

conforme aumenta la profundidad.
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Gréfica 8.36. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion

de poro de agua en 2D para:t =2 meses y z = 10 metros.
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En la Grafica 8.36. Se puede apreciar el comportamiento de las deformaciones en
funcion del tiempo y de la disipacion del exceso de presion de poro de agua en el
estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el color rojo representa las mayores
deformaciones, el color amarillo representa un decremento en las deformaciones y
finalmente el color azul representa las deformaciones mas pequefias, por lo cual
observamos claramente qué las deformaciones se comportan de manera casi
similar conforma aumenta la profundidad, siendo las menores deformaciones a
una profundidad de entre 8 — 10 metros, en comparacion con la Grafica 8.22, las
deformaciones son mayores dado a que el tiempo es mayor y por lo tanto el

estrato de suelo arcilloso totalmente saturado sufrira una mayor deformacion.

Se modelo el sistema de ecuaciones diferenciales para el caso numero 2, para un
tiempo igual a 1 mes y 2 meses, dado que se observa con mayor claridad el
decremento del exceso de presion de poro y las deformaciones respecto al tiempo
en el estrato de arcilla totalmente saturado, dado que la presion de poro de agua

(Aw) tiene un valor de 2.
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* 8.4 MODELACION EN MATHEMATICA PARA EL CASO NUMERO 3.

?u %u du
Che * 5z + €0 * 57 = 5 (8.41)
de du
N (8.42)
Dénde:
_ [@-v)(—1+2v)
W= [ Ev(-1+v)

W: Es una constante de rigidez que presenta el suelo arcilloso.

cn,: Representa el coeficiente de consolidacion horizontal.

¢,: Representa el coeficiente de consolidacion vertical.

Se programaron en conjunto las ecuaciones diferenciales (8.41) y (8.42).
@ Para un tiempo igual a 1 mes:

Datos:

E= 375.0094 (ton/m?).

Cv =9.720243 (m?/mes).

Chx = 19.440486 (m?/mes).

v = 0.35 (arcillas normalmente consolidadas); coeficiente de Poisson.

W =0.0129521 (m?/ton); constante para la EDP que describe las deformaciones.
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Cdodigo en Mathematica:

Wl=0.0129521;
{ul, €1} = NDSolveValue[{19.440486#0, ,ul[t, x, z] +9.720243%0, ,ul(t, x, 2] =D[ul(t, x, 2], t],
D[el[t, x, 2], t] =Wi1s«D[ul[t, x, 2], t],
DirichletConditionful(t, x, 2] =2, z==10&&5< x<15],
DirichletCondition[el[t, x, 2] =0, z==0&&0< x<21],
DirichletConditionfel[t, x, 2] =0, 0¢ z< 10&& x==0],
DirichletCondition[el[t, x, 2] =0, 0< z< 10&& x==21],
ulf0, x, 2] =0, €1[0, x, z] =0}, {ul, €1}, {t, 0, 1}, {x, 2} €
Rectangle[{0, 0}, {21, 10}]]1;
Figural = ContourPlot[ul[l, x, z], {X, z} € Rectangle[{0, 0}, {21, 10}], FrameLabel - {{"Profundidad (m}", "(sa)}"}, {"Longitud (m)", ""}},
PlotLegends - All, ColorFunction» "TemperatureMap", Contours - 13, AspectRatio - Automatic, ContourLabels - All] // Quiet

Figura2 = ContourPlot[el(1, x, 2], {x, z} € Rectangle[{0, 0}, {21, 10}], FrameLabel -+ {{"Profundidad (m)", "Deformaciones (£}"}, {"Longitud (m)", ""}},
PlotLegends - All, ColorFanction - "TemperatureMap", Contours -+13, AspectRatio -+ Automatic, ContourLabels -+ ALl] // Quiet

Descripcién del codigo en Mathematica:

El codigo anterior representa la solucion numérica de las ecuaciones diferenciales
(8.41) y (8.42), Las cuales representan el fenbmeno de consolidacion en un suelo
arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga
externa. Para lograr dicha solucion numérica de las ecuaciones diferenciales antes
mencionadas es necesario plantear las condiciones de Dirichlet para representar
la regiébn en donde se graficara la solucion de dichas ecuaciones diferenciales

anteriormente mencionadas.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region rectangular.

Z: Representa la profundidad en metros de la region rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

¢ . Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 2D.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.
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Profundidad (m)

0 5 10 15 20
Longitud (m)

Gréafica 8.41. Disipacion del exceso de presion de poro de agua en 2D en un
estrato arcilloso completamente saturado para: t= 1 mes y z=10 metros.

En la Gréfica 8.41. Se observa la disipacién del exceso de presion de poro de
agua en funcién de 1 mes, en un estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el
color rojo representa la mayor presidbn de poro de agua, el color amarillo
representa el decremento de la presion de poro de agua y finalmente el color azul
representa la menor presion de poro de agua, por lo tanto la mayor presiéon de
poro de agua se encuentra en una profundidad inicial del estrato arcilloso
totalmente saturado (2 metros aproximadamente) generandose un decremento
conforme aumenta la profundidad llegando a ser nula en lo mas profundo y al final
de su longitud. Si la comparamos con la Grafica 8.32, observamos que la presion
de poro de agua es nula a una profundidad aproximada de 6 — 10 metros, ademas
de que los valores de la presiébn de poro son un poco menores dado que los
coeficientes de consolidacion son diferentes en ambas direcciones, lo cual afecta
la magnitud de la disipacion del exceso de presién de poro de agua en el estrato

arcilloso totalmente saturado.
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1.x1072
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Profundidad (m)
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Deformaciones (¢)
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Longitud (m)

Gréfica 8.42. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion

de poro de agua en 2D para: t =1 mesy z = 10 metros.

En la Grafica 8.42. Se puede apreciar el comportamiento de las deformaciones en
funcion del tiempo y de la disipacién del exceso de presién de poro de agua en el
estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el color rojo representa las mayores
deformaciones, el color amarillo representa un decremento en las deformaciones y
finalmente el color azul representa las deformaciones mas pequefias, por lo cual
observamos claramente qué las deformaciones mayores se generan a una
profundidad inicial (2 metros aproximadamente), por lo que comienzan a decrecer
conforme aumenta la profundidad hasta llegar a ser nulas a 7 — 10 metros de
profundidad, en comparacion con la Grafica 8.36, las deformaciones son menores
dado a que los coeficientes de consolidacion son diferentes en ambas direcciones,
lo cual afecta la magnitud de la disipacién del exceso de presion de poro de agua
en el estrato arcilloso totalmente saturado y por lo tanto las deformaciones.
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@ Para un tiempo igual 2 meses:
Datos:

E= 375.0094 (ton/m?).

Cv =9.720243 (m?/mes).

Chx = 19.440486 (m?/mes).

v = 0.35 (arcillas normalmente consolidadas); coeficiente de Poisson.

W =0.0129521 (m?/ton); constante para la EDP que describe las deformaciones.

Cédigo en Mathematica:

W1=0.0129521;
{ul, €1} = NDSolveValue[{19.440486%0, ;ul[t, x, z] +9.720243%9, .ul[t, x, z] =D[ul(t, x, 2], t],
Dlel[t, x, z], t] =WlzD[ul[t, x, 2], t],
DirichletConditionful[t, x, 2] =2, z==10&&5 < x<15],
DirichletCondition[el[t, x, 2] =0, z==0&&0< x<21],
DirichletCondition[el[t, x, z] =0, 0< z< 10&& x==0],
DirichletCondition[el[t, x, z] =0, 0< z< 10&& x==21],
ulf0, x, z] ==0, €1[0, x, 2] =0}, {ul, €1}, {t, 0, 2}, {x, z} €
Rectangle[{0, 0}, {21, 10}]]1:
Figural = ContourPlot[ul[2, x, z], {Xx, z} € Rectangle[{0, O}, {21, 10}], FramelLabel -» {{"Profundidad (m}", "(an)}"}, {"Longitud (m)", ""}},
PlotLegends -» All, ColorFunction » "TemperatureMap", Contours - 13, AspectRatio - Automatic, ContourLabels -+ All] // Quiet

Figura? = ContonrPlot(e1(2, X, 2], {x, 2} € Rectangle({0, 0}, {21, 10}], PrameLabel - {{"Profundidad (m)", "Deformaciones (€)"}, {"Longitud (m})", ""}},
PlotLegends -+ All, ColorFunction "TemperatureMap", Contours +12, AspectRatio - Automatic, Contourlabels + All] // Quiet

Descripcion del cédigo en Mathematica:

El cédigo anterior representa la soluciébn numérica de las ecuaciones diferenciales
(8.41) y (8.42), Las cuales representan el fenébmeno de consolidacion en un suelo
arcilloso totalmente saturado cuando es sometido a una determinada carga
externa. Para lograr dicha solucion numérica de las ecuaciones diferenciales antes
mencionadas es necesario plantear las condiciones de Dirichlet para representar
la region en donde se graficara la solucion de dichas ecuaciones diferenciales

anteriormente mencionadas.
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Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region rectangular.

Z: Representa la profundidad en metros de la region rectangular.
t: Representa el tiempo en meses.

¢ : Representa las deformaciones en el suelo arcilloso en 2D.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Profundidad (m)

0 5 10 15 20
Longitud (m)

Gréfica 8.43. Disipacién del exceso de presion de poro de agua en 2D en un

estrato arcilloso completamente saturado para: t= 2 meses y z=10 metros.
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En la Gréfica 8.43. Se observa la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en funcion de 1 mes, en un estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el
color rojo representa la mayor presion de poro de agua, el color amarillo
representa el decremento de la presion de poro de agua y finalmente el color azul
representa la menor presion de poro de agua, por lo tanto la mayor presion de
poro de agua se encuentra en una profundidad inicial del estrato arcilloso
totalmente saturado (2 metros aproximadamente) generandose un decremento
conforme aumenta la profundidad. Si la comparamos con la Gréafica 8.41,
observamos que la presion de poro de agua tiene valores mayores dado que se
considera un tiempo de (2 meses).

— 0.016
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()]
® S +— 0012
o -
o @© I
2 £

(@] -
2 S o 8.x10™3

4.x10°3
0 5 10 15 20 )
Longitud (m)

Gréfica 8.44. Deformaciones generadas por la disipacion del exceso de presion

de poro de agua en 2D para: t= 2 meses y z=10 metros.
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En la Gréfica 8.44. Se puede apreciar el comportamiento de las deformaciones en
funcion del tiempo y de la disipacion del exceso de presion de poro de agua en el
estrato de suelo arcilloso totalmente saturado, el color rojo representa las mayores
deformaciones, el color amarillo representa un decremento en las deformaciones y
finalmente el color azul representa las deformaciones mas pequefias, por lo cual
observamos claramente qué las deformaciones mayores se generan a una
profundidad inicial (2 metros aproximadamente), por lo que comienzan a decrecer
conforme aumenta la profundidad, en comparacion con la Grafica 8.42, las
deformaciones son un poco mayores en magnitud debido a que hay mas tiempo
en consideracion (2 meses) por lo tanto se incrementara la disipacion del exceso
de presion de poro de agua lo cual causara en el estrato arcilloso totalmente

saturado mayores deformaciones.

En general en cuanto sea mayor tiempo en consideracion, un estrato de arcilla
totalmente saturado sometido a una carga externa como la que le transfiere una
zapata, ocasionara una disipacion del exceso de presion de poro de agua, lo cual
genera un incremento en las deformaciones y por lo tanto un asentamiento mayor,
a excepcion de cuando se consideran coeficientes de consolidacion diferentes en

ambas direcciones, en donde los resultados son un poco diferentes.

Se modelo el sistema de ecuaciones diferenciales para el caso numero 3, para un
tiempo igual a 1 mes y 2 meses, dado que se observa con mayor claridad el
decremento del exceso de presion de poro y las deformaciones respecto al tiempo
en el estrato de arcilla totalmente saturado, dado que la presion de poro de agua

(Ap) tiene un valor de 2.
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CAPITULO 9: DEDUCCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE LA
TEORIA DE TERZAGUI EN 3 DIMENSIONES.

%* 9.1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE TERZAGUI EN 3D.

(Romolo Di Francesco. Exact Solution of Terzaghi’s Consolidation Equation and
Extension to Two/Three-Dimensional Cases). En varias regiones a nivel mundial
se construyen estructuras en capas de suelo las cuales llegan a ser muy
complejas, ya que tienen flujo vertical y horizontal de agua a través de los poros
presentes en el suelo. Recordemos que los suelos constituyen un sistema trifasico
formado por particulas sdlidas, agua y aire, y que estas dos Ultimas fases se
encuentran en proporcion variable en los poros del material. Como se dio a
conocer anteriormente una de las limitaciones que tiene la Teoria de Terzagui
Unidimensional es que solo considera el flujo del agua a través del elemento del
suelo en una direccion, la vertical, ademas de considerar las propiedades del

material constantes durante todo el proceso de la consolidacion del suelo.

Sin embargo, se sabe que la presencia de residuos blandos presenta cambios
significativos en la relacion de vacios durante los cambios en el estado de
esfuerzos en respuesta a la carga que estd actuando de manera externa sobre el
elemento del suelo y por lo tanto hay un cambio en la permeabilidad. Los modelos
unidimensionales son muy exitosos para el modelado del proceso de
consolidacion en donde el flujo de agua se considera vertical, pero, sin embargo
en los casos donde el flujo de agua en sentido horizontal tenga un efecto muy
importante en el proceso de consolidacion, dichos calculos deben considerarse

con seriedad.

Al igual que en el 3 caso en 2D, modelado anteriormente, se supondra por
simplicidad que el coeficiente de consolidacion horizontal en la direccién “X” y “y”,
es el doble en magnitud al coeficiente de consolidacion en la direccion “z”, es decir
el coeficiente de consolidacion vertical es la mitad de la magnitud de cada
coeficiente de consolidacion horizontal anteriormente descrito. De esta manera

cumplimos con la siguiente relacion matematica:
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Kh > Kv.
% 9.2 DEDUCCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE TERZAGUI EN 3D.

Carga

Zapata de concreto .

/
Figura 9.2. Representacion de la disipacion homogénea del exceso de

presiéon de poro de agua debido a la aplicacion de una carga externa
actuando sobre el elemento de suelo completamente saturado, el cual se
generalizara a 3 dimensiones y a partir de dicha figura se deducira la
ecuacion diferencial que describira dicha disipacion homogénea de presion
de poro de agua en 3 dimensiones para los diferentes casos que se

mencionan mas adelante.

La derivacibn matematica considera las siguientes suposiciones para una mayor
simplicidad en la formulacion matematica sobre la ecuacion diferencial que
describe el fendmeno de subsidencia en 3 dimensiones en un suelo arcilloso

totalmente saturado:

EDUARDO REYES NEGRETE
) o S NEG 108



UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE HIDALGO FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL

€ El sistema arcilla-agua es homogéneo completamente.

€ El suelo estd completamente saturado.

€ Las particulas del suelo son incompresibles.

€ Las particulas del agua son incompresibles.

€ Las particulas del suelo se pueden reacomodar.

€ Drenaje de agua horizontal y vertical.

€ Es valida la ley de Darcy.

€ Existe una relacion lineal entre el esfuerzo de compresién efectivo y la

disminucion de volumen del elemento de suelo.

La ecuacion diferencial parcial que describe la disipacion del exceso de presion de
poro en 3 dimensiones en un estrato de arcilla totalmente saturado se deducira

para los siguientes casos

€ Caso 1: Coeficientes de consolidacion iguales en todas las direcciones.
€ Caso 2: Coeficiente de consolidacion a partir de la solucion exacta de la
ecuacioén diferencial parcial que describe el fenémeno de subsidencia en 3D.

€ Caso 3: Coeficientes de consolidacion diferentes en las tres direcciones.
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** 9.3 FORMULACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL QUE DESCRIBE EL
FENOMENO DE CONSOLIDACION EN 3D PARA EL CASO 1.

kh > kv (9.31)

La consolidacion de un suelo totalmente saturado debe ser necesariamente
dependiente de esta condicidbn, que puede ser extendido para el caso
tridimensional y es mas consistente con el comportamiento hidraulico y mecanico
real de los suelos arcillosos totalmente saturados. Partiendo de este supuesto, se
comienza con la ecuacion diferencial parcial que describe el fenobmeno de
subsidencia en 3 dimensiones.

vy 4 Wy 4 vy _ Ou
ox + oy + az ot (932)

Aplicando la ley de Darcy la cual nos dice: La magnitud de la velocidad de un flujo
de agua que circula a través de un suelo poroso completamente saturado es

directamente proporcional a su gradiente hidraulico.

v (9.33)

Expresandolo de manera matematica se obtiene lo siguiente:
dh
V= —Ka (934)

€ Donde k se le conoce como conductividad hidraulica, la cual se define como la
capacidad que tiene un suelo para que un fluido pueda atravesar a través de

7

él.

Combinando las ecuaciones (9.32) y (9.34) vy siguiendo el mismo procedimiento
gue se utilizé para la deduccién de la ecuacion diferencial de Terzagui en una
dimensién llegamos a la ecuacion diferencial parcial que describe el fenomeno de
subsidencia en 3 dimensiones.

0%u 0%u o%u  ou
Chxﬁ-l_chym-l_ Cvﬁz E (935)
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Expresando el coeficiente de consolidacién en la direccion horizontal:

. = —2& (9.36)

x Yw«Mp,,

Expresando el coeficiente de consolidacion en la direccion horizontal:

Cp = — (9.37)

y Yw+Mhp,,

Expresando el coeficiente de consolidacion en la direccion vertical:

¢, = = (9.38)
v

Ywmy

Dado que para este caso los coeficientes de consolidacion son iguales en ambas

direcciones, es decir:
Chy = Cny, = Gy
La ecuacién diferencial parcial (9.35) queda de la siguiente forma:

d%2u  d%u = 9%u u
co (55 + 5zt =) =% (9.39)

La ecuacion diferencial (9.39) describe la disipacién del exceso de presioén de poro
de agua en 3 dimensiones, con el coeficiente de permeabilidad constante en todas

las direcciones para este caso.
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** 9.4 FORMULACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL QUE DESCRIBE EL
FENOMENO DE CONSOLIDACION EN 3D PARA EL CASO 2.

(Romolo Di Francesco. Exact Solution of Terzaghi’s Consolidation Equation and
Extension to Two/Three-Dimensional Cases). Dado que la ecuacion diferencial
que describe la disipacion del exceso de presién de poro de agua respecto al
tiempo ya fue deducida y el caso 2 implica la deduccion de una constante que
relacione el coeficiente de consolidacion en direccion vertical con los coeficientes
de consolidacion en direccidon horizontal, por lo tanto partiremos de la ecuacion
diferencial parcial que describe el fenomeno de subsidencia en 3 dimensiones en

un estrato arcilloso completamente saturado.

0%u 0%u o°u  ou
Chegma Ty 502 T vz = (©41)

Cuya solucién exacta de la ecuacion diferencial parcial (9.41) en 3 dimensiones

esta dada por la siguiente expresion matematica:

Au(x,z,t) = Au(e Fue™¥) « (e_ku(y)*y) x (e7Mu®*?) x cos(w *x t — ku(x) * x — ku(y) *

y — ku(z) * 2) (9.42)

Derivando respecto a la variable t, ademas de calcular la segunda derivada
respecto a las variables X, y, z; sustituyendo la primera derivada respecto aty las
segundas derivadas respecto a las variables X, y, z; en la ecuacion (9.41);

obtenemos la siguiente expresion matematica:

—2 % cp * KAy — 2% Chy * k%) = 2K% ) ¥ &y = — (9.43)
Simplificando la ecuacion (9.43)

Chy * K2ugo + Cny * KPuy) + KPu@) * ¢y = % (9.44)

Suponiendo las siguientes relaciones de permeabilidad y despejando, obtenemos:

k

% =m -~ ku(y) = m * ku(z)

ku(x) _ . _

g =M ku(x) = m = ku(z) (9.45)
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Dado que los coeficientes de consolidacion estdn en funciébn de las
permeabilidades, planteamos la siguiente relacion matemética y despejamos

convenientemente.

Ch
Y
— =n

C =ns*cCcv
y hy

Ccﬂ =m & Cp, =Mm*CV (9.46)

Sustituyendo en la ecuacion (9.44) las ecuaciones (9.45) y (9.46); obtenemos:

cvrkZypyx(m3+nd+1) = % (9.47)

De la ecuacién (9.47), despejamos ku(z); obteniendo:

’ w
kU(Z) = m (948)

Sustituyendo en las ecuaciones (9.45) la relacion: ® = (2m)/t y la ecuacion
(9.48); obtenemos:

T
kyiy = m*ku(z) = m = ’m

i
ku(y) =m*ku(z) = m« " cpy(Mm3+n3+1)

Planteando las siguientes condiciones:

= m=n=1

T
u

Ku) = kuy) = kuy =

3xCy*t

Y sustituyendo el resultado anterior en el coeficiente de consolidacion de la
ecuaciéon diferencial parcial de segundo orden (9.41) y expresando en forma
vectorial llegamos a la ecuacién diferencial parcial que describe la disipacion del

exceso de presion de poro de agua en 3 dimensiones.
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ku(X) E 0%u n ku(y) E* 0%u N ku(z) E s 0%u _ Jdu

Yw  0x2 y,  ay? 'y, 022 Ot

E T 0’u E i 0’u E T 0%u du
— % * + — % * + — % * = —
Yw |3*cpxt 0x% VY |3*cyxt 0y? YV |3xc,xt 0z% Ot
E T 62u+02u+02u ou
— % % e —
Yw |3*c,xt \0x? 0dy? 0z? ot

T

. E
SiN=—=x : obtenemos:
Yw 3*xcy*t

2, . ou
N v = 2 (9.49)

Dénde:

N: Es la constante deducida a partir de la solucién exacta de la ecuacion
diferencial (9.41).

La ecuacién diferencial (9.49), describe la disipacién del exceso de presion de

poro de agua en 3 dimensiones en un estrato de arcilla completamente saturado.
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** 9.5 FORMULACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL QUE DESCRIBE EL
FENOMENO DE CONSOLIDACION EN 3D PARA EL CASO 3.

En este caso los coeficientes de consolidacion son diferentes en ambas
direcciones, es decir, los coeficientes de consolidacion horizontal son iguales, pero
seran la mitad del coeficiente de consolidacion vertical, por lo tanto partiremos del
principio de continuidad para flujos de agua a través de los suelos en 3
dimensiones, para deducir la ecuacion diferencial parcial en 3 dimensiones que

describa el fendmeno de subsidencia en un estrato de arcilla totalmente saturado:

vy , O0vy  dv, _ 0du
ax = dy = 9z ot (9.51)

Aplicando la ley de Darcy la cual nos dice: La magnitud de la velocidad de un flujo
de agua que circula a través de un suelo poroso completamente saturado es

directamente proporcional a su gradiente hidraulico.

vec (9.52)

Expresandolo de manera matematica se obtiene lo siguiente:

dh
V= —Ka (953)

Donde k se le conoce como conductividad hidraulica, la cual se define como la

capacidad que tiene un suelo para que un fluido pueda atravesar a través de él.

Combinando las ecuaciones (9.51) y (9.53) y siguiendo el mismo procedimiento
que se utilizé para la deduccién de la ecuaciéon diferencial de Terzagui en una
dimension llegamos a la ecuacion diferencial parcial que describe el fenémeno de

subsidencia en 3 dimensiones.

2 k 2 2
K *6—1; Y *a—LZL kg *a—tzl = (9.54)
Yw«Mp, 0x YwsMp,, 0y Ywmy 0z ot
Expresando el coeficiente de consolidacion en la direccion horizontal (x):
kx
Ch, = (955)

x YwsMp,,
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Expresando el coeficiente de consolidacién en la direccion horizontal (y):

ky

Ch, = 9.56
hy Yws«Mp,, ( )
Expresando el coeficiente de consolidacion en la direccion vertical:
c, = —= (9.57)
Ywmy

Simplificando la ecuacion (9.54), obtenemos la siguiente expresion matematica:

0%u 0%u 0%u  du
Chagmz Ty T vz = 5f

> (9.58)

La ecuacion diferencial (9.58), describe la disipacion del exceso de presion de
poro de agua en funcion del tiempo en 3 dimensiones para un suelo arcilloso

totalmente saturado.

Las formulaciones anteriores para los diferentes casos solo se realizaran para los
tiempos siguientes: t= 1 mes y t=12 meses, dado que solo se desea representar el
comportamiento de las ecuaciones diferenciales respecto al tiempo, es decir, la
representacion grafica del fenobmeno de subsidencia en un suelo arcilloso

totalmente saturado en 3D.
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CAPITULO 10: MODELACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
QUE DESCRIBEN EL FENOMENO DE CONSOLIDACION EN 3D.

« 10.1 Introduccién a los diferentes casos a modelar en 3D.

En este capitulo se modelaran las ecuaciones diferenciales que describen la
disipacion del exceso de presion de poro de agua en 3 dimensiones en un suelo
arcilloso totalmente saturado, pero solamente para un tiempo de 1 afio (12 meses)
debido a la complejidad que significa modelar cada ecuacion diferencial para los 3

casos siguientes:

€ Caso numero 1:

9%u  9%u . 9%u ou
Gt it ) =5 (10.11)
Dénde:
kz
c, = ,
v Ywmy

c,: Representa el coeficiente de consolidaciéon vertical, el cual en este caso se

supone igual en todas las direcciones.

€ Caso numero 2:

N+ v =2 (10.12)

Dénde:

A

3*Cpy*t

N: Es la constante deducida a partir de la solucion exacta de la ecuacion
diferencial parcial (9.41) en 3D.
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€ Caso numero 3:

0%u 0%u 0’°u  ou
Chxﬁ-l_chyﬁ-l_cvﬁza (1013)
Doénde:
k k .. . . .,

cp, = ———;cp, = —=—; Son los coeficientes horizontales de consolidacion en

Yw«Mp,, y Yw+Mp,,
las direcciones “X” y “y” respectivamente.

ks
Cp, = ,
v Ywmy

¢,: Representa el coeficiente de consolidacién vertical.

Para realizar satisfactoriamente la modelacion del sistema de ecuaciones
diferenciales para los 3 casos mencionados anteriormente, se obtuvieron datos del
cuaderno técnico numero 1, publicado por la UMSNH, Facultad de Ingenieria Civil:

"el subsuelo de la ciudad de Morelia”. Los cuales son:

PCA-1

€prom = 0.875.

av =0.005 (m?/ton).

k =0.02592 (m/mes).

mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).
E= 375.0094 (ton/m?).

yw= 1 (ton/m3).

Cv =9.720243 (m?/mes).
Chx = 19.440486 (m?/mes).

Chy = 19.440486 (m?/mes).
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Para todos los casos anteriormente mencionados y descritos se utilizaran los
datos anteriores junto con tiempos iguales para observar de la mejor manera el
fendbmeno de subsidencia en un suelo arcilloso completamente saturado. Ademas
las modelaciones se realizaran el Wolfram Mathematica, los coeficientes de
consolidacion horizontales son el doble en magnitud del coeficiente de
consolidacion vertical, dado que se supone que la permeabilidad es mayor en la

superficie del elemento infinitesimal de suelo, es decir: Kh >Kv.

% 10.2 MODELACION EN MATHEMATICA PARA EL CASO NUMERO 1.

2%u | 9%u | 9%u du
Cy (ﬁ-l_ﬁ-l_ﬁ) = E (1021)

@ Para un tiempo igual a 1 mes:
Datos:

€prom = 0.875.

av =0.005 (m?/ton).

k =0.02592 (m/mes).

mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).
E= 375.0094 (ton/m?).

yw= 1 (ton/m3).

Cv = 9.720243 (m?/mes).
Codigo en Mathematica:

sol = NDSolveValue [{Cvl *fo,y,z}u[t, x, y, z] =D[ul[t, x, vy, z], t],
DirichletCondition [u[t, x, y, z] =20, 5< x<15&&5< y<15&&z==10],
ul[0, x, y, z] = 0}, u, {t, 0, 1}, {x, y, z} €
Cuboid [{0, 0, 0}, {21, 21, 10}]]

Figural = ContourPlot3d [sol[l, x, v, z] =2, {x, 0, 21}, {y, 0, 21}, {z, 0, 10},
Bxeslabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"}, ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[w]]]
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Descripcion del codigo en Mathematica:

El cdédigo anterior representa la solucion numérica de la ecuacion diferencial
(10.21), La cual representa el fendbmeno de consolidacion en un suelo arcilloso
totalmente saturado en 3 dimensiones, cuando es sometido a una determinada
carga externa la cual para este caso es de 20. Para lograr dicha solucibn numérica
de la ecuacion diferencial antes mencionada es necesario plantear las condiciones
de Dirichlet para representar la region en donde se graficara la solucion de dicha

ecuacion diferencial anteriormente mencionada.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region en 3 dimensiones.
Y: Representa el ancho en metros de la region en 3 dimensiones.
Z: Representa la profundidad de la region en 3 dimensiones.

t: Representa el tiempo en meses.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Au = 20 : Valor propuesto para la presion de poro de agua en cualquier tiempo y

en todas las direcciones.

Figural: (del cédigo anterior). Representa la modelacion de la presion homogénea

de poro de agua pero solamente hasta 2 como maximo.
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Grafica 10.21. Representacion homogénea del exceso de presién de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado paraunt=1 mesy

En la Gréfica 10.21, representa las familias de curvas ortogonales (redes de flujo
en 3 dimensiones), mejor conocidas como: lineas de flujo y lineas equipotenciales,
en donde una linea de flujo se caracteriza por llevar una molécula de agua de un

lado con mayor energia a otro lado con menor energia en un estrato de suelo
arcilloso completamente saturado en 3 dimensiones, la linea equipotencial se
caracteriza por tener la misma carga potencial en todos sus puntos. En este caso
se observa que no actian en toda la profundidad del estrato arcilloso, se realizé la

modelacion solo para 1 mes debido a la complejidad de la ecuacion diferencial

parcial que describe la representacion homogénea del exceso de presion de poro
de agua en 3 dimensiones para un suelo totalmente saturado.
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@ Para un tiempo igual a 1 mes con diferentes presiones de poro de agua:
Datos:

eprom = 0.875.

av = 0.005 (m?/ton).

k = 0.02592 (m/mes).

mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).
E= 375.0094 (ton/m?).

yw= 1 (ton/m3).

Cv =9.720243 (m?/mes).
Cdédigo en Mathematica:

sol = NDSolveValue [{cv*fo,y,z)u[t, x, y, z] =D[ul[t, x, y, z], t],
DirichletCondition [u[t, x, y, z] ==20, 5< x<15&&5< y<15&&z==10],
ul[0, x, y, z] = 0}, u, {t, 0, 1}, {x, y, z} €
Cuboid [{0, 0, 0}, {21, 21, 10}]]

Figural = ContourPlot3D [sol([1l, x, vy, z] =2, {x, 10, 21}, {y, O, 21}, {z, 5, 10},
AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[y]]]

Figura20 = ContourPlot3D [sol[1l, %, vy, z] =6, {x, 10, 21}, {y, O, 21}, {z, 5, 10},
AxesLabel - {"Ilongitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction = Function [{x, y, z}, Bue[h]]]

Figura30 = ContourPlot3D [sol[1l, x, vy, z] =10, {x, 10, 21}, {y, 0, 21}, {z, 5, 10},

AxesLabel - {"ILongitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, vy, z}, Hue[y]]]

Figurad0 = Show [Figural , Figura20 , Figura30 ]
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Descripcion del codigo en Mathematica:

El cdédigo anterior representa la solucion numérica de la ecuacion diferencial
(10.21), La cual representa el fenbmeno de consolidacion en un suelo arcilloso
totalmente saturado en 3 dimensiones, cuando es sometido a una determinada
carga externa, el cual se realizara con diferentes presiones de poro de agua para
observar con claridad las diferencias en las redes de flujo. Para lograr dicha
solucién numérica de la ecuacién diferencial antes mencionada es necesario
plantear las condiciones de Dirichlet para representar la regidon en donde se
graficara la solucion y ademas se comparara con diferentes presiones de poro de
agua dadas para de tal manera representar la disipacion de presion de poro de
agua conforme transcurre un tiempo dado, de dicha ecuacion diferencial

anteriormente mencionada.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region en 3 dimensiones.
Y: Representa el ancho en metros de la region en 3 dimensiones.
Z: Representa la profundidad de la regién en 3 dimensiones.

t: Representa el tiempo en meses.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Au = 20 : Valor propuesto para la presién de poro de agua en cualquier tiempo y

en todas las direcciones.
Au = 2 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 1.
Au = 6 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 20.

Au = 10 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 30.
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Grafica 10.22. Representacion de la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado paraunt=1 mesy
Au=2,Au=6yAu=10.
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Gréfica 10.23. Representacion de la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado paraunt=1 mesy
Au=2,Au=6yAu=10.

En resumen a mayor exceso de presién de poro de agua, esta actia mas en la
superficie del elemento del suelo arcilloso totalmente saturado, aclarando que
Au = 2, es la presién de poro de agua dada para solucionar la ecuacién diferencial
correspondiente a este caso.
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@ Para un tiempo igual a 0.5 de mes con diferentes presiones de poro de

agua:
Datos:

eprom = 0.875.

av = 0.005 (m?/ton).

k = 0.02592 (m/mes).

mv = 2.6666 x 10 (m?/ton).
E= 375.0094 (ton/m?).

yw= 1 (ton/m3).

Cv = 9.720243 (m?/mes).
Codigo en Mathematica:

sol = NDSolveValue [{cv*V?x,y,z}u[t, x, y, z] =D[ult, x, y, z], t],
DirichletCondition [u[t, x, y, z] =20, 5< x<15&&5< y<156&&z==10],
ul0, x, y, z] = O}, u, {t, 0, 1}, {x, y, z} €
Cuboid [{0, 0, 0}, {21, 21, 10}]]

Figural = ContourPlot3D [sol[0.5, x, y, z] =2, {x, 10, 21}, {y, O, 21}, {z, 5, 10},
Axeslabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[y]]]

Figura20 = ContourPlot3D [sol[0.5, %, y, z] ==5, {x, 10, 21}, {y, O, 21},
{z, 5, 10}, AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[h]]]

Figura30 = ContourPlot3D ([sol[0.5, %, y, z] =7, {x, 10, 21}, {y, 0, 21},

{z, 5, 10}, AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[y]]]

Figurad0 = Show [Figural , Figura20 , Figura30 ]
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Descripcion del codigo en Mathematica:

El cdédigo anterior representa la solucion numérica de la ecuacion diferencial
(10.21), La cual representa el fenbmeno de consolidacion en un suelo arcilloso
totalmente saturado en 3 dimensiones, cuando es sometido a una determinada
carga externa, el cual se realizara con diferentes presiones de poro de agua para
observar con claridad las diferencias en las redes de flujo. Para lograr dicha
solucion numérica de la ecuacion diferencial antes mencionada es necesario
plantear las condiciones de Dirichlet para representar la regidon en donde se
graficara la solucion y ademas se comparara con diferentes presiones de poro de
agua dadas para de tal manera representar la disipacion de presion de poro de
agua conforme transcurre un tiempo dado, de dicha ecuacién diferencial

anteriormente mencionada.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region en 3 dimensiones.
Y: Representa el ancho en metros de la region en 3 dimensiones.
Z: Representa la profundidad de la regién en 3 dimensiones.

t: Representa el tiempo en meses.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Au = 20 : Valor propuesto para la presién de poro de agua en cualquier tiempo y

en todas las direcciones.
Au = 2 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 1.
Au =5 : Valor propuesto para la presiéon de poro de agua para la Figura 20.

Au = 7 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 30.
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Grafica 10.24. Representacion de la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado para unt = 0.5 de

mesyAu=2,Au=5yAu=7.
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Grafica 10.25. Representacion de la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado para unt = 0.5 de
mesyAu=2,Au=5yAu=7.

En resumen a mayor exceso de presién de poro de agua, esta actia mas en la
superficie del elemento del suelo arcilloso totalmente saturado, aclarando que

Au =20, es la presion de poro de agua dada para solucionar la ecuacién
diferencial correspondiente a este caso.
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< 10.3 MODELACION EN MATHEMATICA PARA EL CASO NUMERO 2.

N+ P2y =2 (10.31)
Dénde:

_ 4

a 3xCp*t

N: Es la constante deducida a partir de la solucion exacta de la ecuacion
diferencial parcial (9.41) en 3D.

@ Para un tiempo igual a 1 mes:
Datos:

eprom = 0.875.

av =0.005 (m?/ton).

mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).
E= 375.0094 (ton/m?).

Cv = 9.720243 (m?/mes).

Au = 20 : Valor propuesto para la presion de poro de agua.

N1 =123.089 (Parat =1 mes).

Cdédigo en Mathematica:

sol2 = NDSolveValue [{Nl *V%x,y,z}u[t, x, vy, z] =D[ult, x, y, z], t],
DirichletCondition [u[t, x, y, z] ==20, 5< x<15&&5< y <15 &&=z ==10],
ul0, x, y, z] =0}, u, {£, 0, 1}, {x, y, z} €
Cuboid [{0, 0, 0}, {21, 21, 10}]]

Figural = ContourPlot3D [sol[1, x, y, z] =2, {x, 0, 21}, {y, O, 21}, {z, O, 10},
AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction = Function [{x, v, z}, Hue[w]]]
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Descripcion del codigo en Mathematica:

El cdédigo anterior representa la solucion numérica de la ecuacion diferencial
(10.31), La cual representa el fendbmeno de consolidacion en un suelo arcilloso
totalmente saturado en 3 dimensiones, cuando es sometido a una determinada
carga externa. Para lograr dicha solucion numeérica de la ecuacion diferencial
antes mencionada es necesario plantear las condiciones de Dirichlet para
representar la region en donde se graficara la solucion de dicha ecuacion

diferencial anteriormente mencionada.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region en 3 dimensiones.
Y: Representa el ancho en metros de la region en 3 dimensiones.
Z: Representa la profundidad de la regién en 3 dimensiones.

t: Representa el tiempo en meses.

Au = 20 : Valor propuesto para la presion de poro de agua.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

N

500

400

300

200

Tiempo (meses)
0.2 04 0.6 0.8

Grafica 10.31. Comportamiento de la constante “N” en funcion del tiempo (1 mes).
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Grafica 10.32. . Representaciéon homogénea del exceso de presion de poro de

agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado paraunt=1 mesy
Au = 20.

En la Gréfica 10.32, representa las familias de curvas ortogonales (redes de flujo
en 3 dimensiones), mejor conocidas como: lineas de flujo y lineas equipotenciales,
en donde una linea de flujo se caracteriza por llevar una molécula de agua de un
lado con mayor energia a otro lado con menor energia en un estrato de suelo
arcilloso completamente saturado en 3 dimensiones, la linea equipotencial se
caracteriza por tener la misma carga potencial en todos sus puntos. En este caso
se observa que no actian en toda la profundidad del estrato arcilloso, se realizo la
modelacién solo para 1 mes debido a la complejidad de la ecuaciéon diferencial

parcial que describe la representacion homogénea del exceso de presion de poro
de agua en 3 dimensiones para un suelo totalmente saturado. Ademas del calculo
de las constante “N”, la cual afecta a toda la ecuacion diferencial parcial.
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En este caso solo se modelara para una presion de poro de agua igual a 20, ya
que debido a que la constante “N” es muy elevada, no se tiene un programa capaz
de modelar la ecuacion diferencial (10.31) para una presion de poro de agua

mayor.

% 10.4 MODELACION EN MATHEMATICA PARA EL CASO NUMERO 3.

0%u 0%u 0%u _ ou

Chy 3p2 + Ch,, 272 +c, 3.2 - or (10.41)
Donde:
k k .. . . .,
cp. = ——;c,, = —=>; Son los coeficientes horizontales de consolidacién en
X YwsMmp Y YwsMp

w X y
las direcciones “X” y “y” respectivamente.

ks,
Cy, = ,
v Ywmy

c,: Representa el coeficiente de consolidacion vertical.
@ Para un tiempo igual a 1 mes:
Datos:

mv = 2.6666 x 103 (m?/ton).

E= 375.0094 (ton/m?).

Cv = 9.720243 (m?/mes).

Chx = Chy = 2*Cv = 19.440486 (m?/mes).

Au = 2 : Valor propuesto para la presion de poro de agua.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.
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Cdodigo en Mathematica:

sol3 =
NDSolveValue [
{19.440486 *0,  u[t, x, y, z] +19.440486 *0, ,u[t, x, y, z] +9.720243*9, ,u[t, x, y, z] =D[u[t, %, y, 2], t],
DirichletCondition [u[t, x, y, z] =20, 55 x<15&5< y<15&&z==10],
ul[0, x, y, z] =0}, u, {t, 0, 1}, {x, y, z} €
Cuboid [{0, 0, 0}, {21, 21, 10}]]

Figural = ContourPlot3D [sol3]([1, %, y, z] =2, {x, 0, 21}, {y, O, 21}, {z, O, 10},

AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[w]]]

Descripcion del cédigo en Mathematica:

El cdédigo anterior representa la solucion numérica de la ecuacion diferencial
(10.41), La cual representa el fendmeno de consolidacion en un suelo arcilloso
totalmente saturado en 3 dimensiones, cuando es sometido a una determinada
carga externa. Para lograr dicha solucion numérica de la ecuacion diferencial
antes mencionada es necesario plantear las condiciones de Dirichlet para
representar la region en donde se graficara la solucion de dicha ecuacién

diferencial anteriormente mencionada.
Dénde:
u: Representa el exceso de presién de poro de agua.

Au = 20 : Valor propuesto para la presion de poro de agua en cualquier tiempo y

en todas las direcciones.

X: Representa la longitud en metros de la region en 3 dimensiones.
Y: Representa el ancho en metros de la regién en 3 dimensiones.
Z: Representa la profundidad de la regién en 3 dimensiones.

t: Representa el tiempo en meses.

Au = 20 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 1.
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Gréafica 10.41. Representacion homogénea del exceso de presién de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado paraunt=1 mesy
Au = 20.

En la Gréfica 10.41, representa las familias de curvas ortogonales (redes de flujo
en 3 dimensiones), mejor conocidas como: lineas de flujo y lineas equipotenciales,
en donde una linea de flujo se caracteriza por llevar una molécula de agua de un
lado con mayor energia a otro lado con menor energia en un estrato de suelo
arcilloso completamente saturado en 3 dimensiones, la linea equipotencial se
caracteriza por tener la misma carga potencial en todos sus puntos. En este caso
se observa que no actian en toda la profundidad del estrato arcilloso, se realizé la
modelacion solo para 1 mes debido a la complejidad de la ecuacion diferencial
parcial que describe la representacion homogénea del exceso de presion de poro
de agua en 3 dimensiones para un suelo totalmente saturado. Ademas se
consider6 que los coeficientes de consolidacion horizontales son mayores que el

coeficiente de consolidacion vertical (Chx = Chy = 2*Cv = 19.440486 (m?/mes)).
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@ Para un tiempo igual a 1 mes con diferentes presiones de poro de agua:
Datos:

mv = 2.6666 x 10 (m?/ton).
E= 375.0094 (ton/m2).
Cv =9.720243 (m?/mes).

Chx = Chy = 2*Cv = 19.440486 (m?/mes).
u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Au = 20 : Valor propuesto para la presién de poro de agua en cualquier tiempo y

en todas las direcciones.

Codigo en Mathematica:

sol3 =
NDSolveValue [
{19.440486 * 0,  u[t, x, y, z] + 19.440486 *0,  ,u[t, x, y, z] + 9.720243%9, ,ul[t, x, y, z] ==
D[u[t, %, v, z], t],
DirichletCondition [u[t, x, y, z] =20, 5< x<15&&5< y<15&&z==10],
ul[0, x, y, z] =0}, u, {t, 0, 1}, {x, y, z} €
Cuboid [{0, 0, 0}, {21, 21, 10}]]

Figural5 = ContourPlot3D [sol3([1, x, vy, z] =2, {x, 10, 21}, {y, O, 21}, {=z, 5, 10},
AxesLabel - {"Iongitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[w]]]

Figura2?5 = ContourPlot3D [sol3[1, %, vy, z] =6, {x, 10, 21}, {y, O, 21}, {z, 5, 10},
AxesLabel - {"Iongitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[y]]]

Figura35 = ContourPlot3D [sol3[1, %, y, z] =10, {x, 10, 21}, {y, O, 21}, {z, 5, 10},

AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[h]]]

Figurad5 = Show [ Figural5 , Figura25 , Figura35 |
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Descripcion del codigo en Mathematica:

El cdédigo anterior representa la solucion numérica de la ecuacion diferencial
(10.41), La cual representa el fenbmeno de consolidacion en un suelo arcilloso
totalmente saturado en 3 dimensiones, cuando es sometido a una determinada
carga externa, el cual se realizara con diferentes presiones de poro de agua para
observar con claridad las diferencias en las redes de flujo. Para lograr dicha
solucion numérica de la ecuacion diferencial antes mencionada es necesario
plantear las condiciones de Dirichlet para representar la regidon en donde se
graficara la solucion y ademas se comparara con diferentes presiones de poro de
agua dadas para de tal manera representar la disipacion de presion de poro de
agua conforme transcurre un tiempo dado, de dicha ecuacién diferencial

anteriormente mencionada.

Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region en 3 dimensiones.
Y: Representa el ancho en metros de la region en 3 dimensiones.
Z: Representa la profundidad de la regién en 3 dimensiones.

t: Representa el tiempo en meses.

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Au = 20 : Valor propuesto para la presién de poro de agua en cualquier tiempo y

en todas las direcciones.
Au = 2 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 15.
Au = 6 : Valor propuesto para la presiéon de poro de agua para la Figura 25.

Au = 10 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 35.
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Gréafica 10.42. Representacion la disipacién del exceso de presion de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado paraunt=1 mesy
Au=2,Au=6yAu=10.
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Gréafica 10.43. Representacion la disipacion del exceso de presion de poro de

agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado paraunt=1 mesy

Au=2,Au=6yAu=10.
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@ Para un tiempo igual a 0.5 de mes con diferentes presiones de poro de

agua:
Datos:

mv = 2.6666 x 10 (m?/ton).

E= 375.0094 (ton/m?).

Cv = 9.720243 (m?/mes).

Chx = Chy = 2*Cv = 19.440486 (m?/mes).

u: Representa el exceso de presion de poro de agua.

Au = 20 : Valor propuesto para la presion de poro de agua en cualquier tiempo y

en todas las direcciones.

Codigo en Mathematica:

sol3 =
NDSolveValue [
{19.440486 *0,  u[t, x, y, z] + 19.440486 *0,  ,u[t, x, y, z] + 9.720243%9, ,u[t, x, y, z] ==
D[ul[t, %, ¥, z], t],
DirichletCondition [u[t, x, y, z] =20, 5< x<15&&5< y<15&&z==10],
ul[0, x, y, z] =0}, u, {t, 0, 1}, {x, y, 2z} €
Cuboid [{0, 0, 0}, {21, 21, 10}]]

Figural5 = ContourPlot3D [sol3[0.5, x, y, z] =2, {x, 10, 21}, {y, O, 21},
{z, 5, 10}, AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, vy, z}, Hue[w]]]

Figura25 = ContourPlot3D [sol3[0.5, x, y, z] =5, {x, 10, 21}, {y, O, 21},
{z, 5, 10}, AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, y, z}, Hue[y]]]

Figura35 = ContourPlot3D [sol3[0.5, x, y, z] =7, {x, 10, 21}, {y, O, 21},

{z, 5, 10}, AxesLabel - {"Longitud (m)", "Ancho (m)", "Profundidad (m)"},
ColorFunction - Function [{x, vy, z}, Hue[h]]]

Figurad5 = Show [ Figural5 , Figura25 , Figura35 ]
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Descripcion del codigo en Mathematica:

El cdédigo anterior representa la solucion numérica de la ecuacion diferencial
(10.41), La cual representa el fenbmeno de consolidacion en un suelo arcilloso
totalmente saturado en 3 dimensiones, cuando es sometido a una determinada
carga externa, el cual se realizara con diferentes presiones de poro de agua para
observar con claridad las diferencias en las redes de flujo. Para lograr dicha
solucién numérica de la ecuacién diferencial antes mencionada es necesario
plantear las condiciones de Dirichlet para representar la regidbn en donde se

graficara la solucion de dicha ecuacion diferencial anteriormente mencionada.
Donde:

X: Representa la longitud en metros de la region en 3 dimensiones.

Y: Representa el ancho en metros de la region en 3 dimensiones.

Z: Representa la profundidad de la regién en 3 dimensiones.

t: Representa el tiempo en meses.

u: Representa el exceso de presién de poro de agua.

Au = 20 : Valor propuesto para la presién de poro de agua en cualquier tiempo y

en todas las direcciones.
Au = 2 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 15.
Au =5 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 25.

Au = 7 : Valor propuesto para la presion de poro de agua para la Figura 35.
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Grafica 10.44. Representacion la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado para unt = 0.5 de

mesyAu=2,Au=5yAu=7.
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Gréafica 10.45. Representacion la disipacion del exceso de presion de poro de
agua en 3D para un estrato arcilloso completamente saturado para unt = 0.5 de
mesyAu=2,Au=5yAu=7.

En resumen a mayor exceso de presién de poro de agua, esta actia mas en la
superficie del elemento del suelo arcilloso totalmente saturado, aclarando que

Au =20 es la presion de poro de agua dada para solucionar la ecuacién
diferencial correspondiente a este caso.
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CAPITULO 11: INTRODUCCION A LA TEORIA DE MAURICE
ANTHONY BIOT (TRIDIMENCIONAL).

* 11.1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE MAURICE ANTHONY BIOT EN 3D.

BIOT, M. A. (1941). Muchos de los diversos problemas de la geomecanica como
pueden ser: la consolidacion de suelos, los dafios causados por la expansion y
contraccion de los suelos, etc. se solucionan considerando un acoplamiento de la
fase solida y de la fase liquida en donde el fluido fluye a través de los poros del
elemento del suelo. Como pueden ser los suelos arcillosos que son de enorme
importancia, ya que la arcilla al estar en contacto con agua desarrolla plasticidad
gue es una de las propiedades que las definen, a medida que la arcilla absorbe
agua del exterior, esta se ubica en las caras de los cristales, hidratando los
cationes lo cual implica que estos varien su didmetro y por consecuencia la
distancia que hay entre las particulas cambiara. Por lo tanto la cantidad de
moléculas de agua que ingresaran estara en funcién de la cantidad de cargas

eléctricas negativas disponibles que tenga la particula de arcilla.

Pero desafortunadamente existen problemas donde el sistema bifasico (suelo-
agua) es insuficiente para describir el fendmeno de la consolidacién de un suelo
totalmente saturado, debido a las caracteristicas diversas que poseen los fluidos,
los cuales fluyen a través de los poros del suelo. La teoria de la consolidacion de
Terzagui si bien ha probado ser de enorme utilidad en la practica, no tiene en
cuenta todos los aspectos del comportamiento de las masas de suelo totalmente
saturados cuando estos estan sometidos a cargas externas. Debido a las
simplificaciones que tiene para poder resolver la ecuacion diferencial. Entonces
aparece en escena el Fisico Belga Maurice Anthony Biot, a lo largo de su vida
trabajo en diversos temas relacionados con: el electromagnetismo, la aeronautica,
termodindmica y lo que nos interesa principalmente. Los problemas de la

mecanica de un elemento de suelo poroso.
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Biot se interesé en la mecanica de los suelos porosos en las décadas de los afios
40 publicando un articulo fundamental para la consolidacién de suelos, retomando
el tema en la década de los afios 50, generalizando para cualquier medio poroso
con fluido viscoso en sus poros. Biot plantea en el articulo que publicé en el afio
1955, de manera teodrica, la compatibilidad entre esfuerzos totales vy
deformaciones qué existen durante el proceso de consolidaciéon de un suelo

poroso, dando como resultado un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas.

Los sistemas acoplados son aquellos los cuales son aplicables a dominios
multiples y a varias variables independientes las cuales describen varios
fenémenos fisicos diferentes y por lo tanto se vuelve su solucibn muy compleja y
en muchos casos solo se pueden resolver por aproximaciones numericas, ya que
ningun dominio puede ser resuelto separado de otro y no puede ser eliminado de

manera explicita ningin conjunto de variables independientes.

Los sistemas acoplados pueden darse de diversas maneras como pueden ser:
1.-por superposicion total o parcial de dominios

2.-atraves de interfaces

En nuestro caso es un sistema acoplado por superposicion total o parcial de
dominios. Lo cual hace muy complejo el sistema de ecuaciones diferenciales y por
lo tanto es muy dificil la obtencién de las soluciones del sistema, para resolverlas

es necesaria y muy importante la aplicacion del Método de los Elementos Finitos.
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*% 11.2 CAMPOS DE ESFUERZOS PRESENTES EN LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES DE BIOT EN 3D.

BIOT, M. A. (1941). El asentamiento total del terreno sera considerado como la

suma de los tres asentamientos diferentes, los cuales son:

UTOTAL = UDEL EDIFICIO + UPOR BOMBEO + UNATURAL (1121)

Donde:

UroraL: representa la consolidacion total del terreno

UpgL epiFicio: fepresenta la consolidacién del terreno debido a la carga del edificio
Upor BomBEo- YEPresenta la consolidacion del terreno debido al bombeo de agua
UnaruraL: fepresenta la consolidacion del terreno de manera natural

Hipotesis para la teoria de consolidacion de Biot:

€ El material es isétropo.

€ Material elastico lineal.

€ Puede contener pequefias deformaciones.

€ El agua es incompresible.

€ El agua fluye a través de los poros de la estructura intergranulares del suelo de
acuerdo a la ley de Darcy.

€ El agua puede contener pequefias burbujas de aire, lo cual implica que la
variacion del exceso de presion de poro pueda tener pequefias deformaciones

en la fase fluida.

El hundimiento natural es el desplazamiento debido a la sedimentacion geoldgica
de la arcilla, los pesos de cada una de las particulas del suelo causan un
desplazamiento en el elemento de suelo, de manera independiente a cualquier
accién como cargar o extraer agua por bombeo. Por consecuencia el modelo de
estos fendmenos es muy complejo y dificil de solucionar tomando en cuenta todas
las consideraciones para poder describir el fenomeno de la consolidacion de

manera mas realista.
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La teoria de consolidacion de biot puede considerarse como la generalizacion de
la teoria de Terzagui, el cual es el método principal de calculo de asentamientos
en suelos saturados, de cualquier forma es muy dificil obtener la solucién analitica
y ademas se presentan dificultades para obtener las soluciones numéricas, ya que
es dificil establecer o escoger el modelo que describa el fendbmeno de
consolidacion de un suelo en el cual se pueda reflejar con exactitud la elasticidad,
la plasticidad y viscosidad del suelo. Por otro lado es muy dificil realizar con

exactitud las medidas de los parametros del suelo que lo caracterizan.

Considerando la posibilidad de un elemento cubico de suelo consolidandose,
siendo sus lados paralelos con los ejes de coordenadas, en donde este elemento
cubico de suelo es llevado a ser grande lo suficiente en comparacion con el
tamafo de los poros de manera que puede ser tratado de manera homogénea vy al
mismo tiempo lo suficiente pequefio, en comparacion con la escala de los
fendbmenos macroscopicos que estamos interesados en estudiar, por lo que puede
ser considerado de manera infinitesimal en el tratamiento matematico. Considere
la posibilidad de un pequefio elemento cubico de la consolidacion del suelo,
siendo sus lados paralelos con los ejes de coordenadas. Este elemento es llevado
a ser grande lo suficiente en comparacion con el tamafio de los poros de manera
que puede ser tratada como homogénea, y al mismo tiempo lo suficientemente
pequefio, en comparacion con la escala de los fenbmenos macroscoépicos en los
gue estamos interesado, por lo que puede ser considerado como infinitesimal en el

tratamiento matematico.

La condiciébn media de esfuerzos en el suelo es entonces representado por las
fuerzas distribuidas de manera uniforme en las caras de este elemento cubico de
suelo. Los correspondientes componentes de esfuerzo se denotan por las

siguientes expresiones matematicas:
Oy T, Ty
T, Oy Ty

y Tx Oy (11.22)
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Las expresiones anteriores deben satisfacer un equilibrio bien conocido por las

condiciones del campo de esfuerzos.

do at at

X 4 zZ4 —2 =0

ox ady 0z

0t , 00y | 0Ty 0

ox dy az

at at do

2L +Z4+—2=90 (11.23)

ox ady 0z

Fisicamente se puede pensar que los esfuerzos estdn compuestas por dos partes

las cuales son:

€ Una parte es causada por la presién hidrostatica que llena los poros presentes
en el suelo de agua.
€ La otra parte es causada por el esfuerzo medio de Skeleton.

En este sentido de los esfuerzos en el suelo se dice que se realizan en parte por el
agua y en parte por el componente sélido o también conocida como estructura
intergranular. Denotando por las variables u, v y w, los cuales representan los
componentes del desplazamiento del suelo considerando los sondeos muy
pequefios, por lo tanto los valores de los componentes de la deformacién son:

ou

€x=a

ou
oy

ou
0z

v o
£ dy = 0z

o w
Yy =5, 7 ox

ov du
2=5,%% (11.24)
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Describiendo de manera completa el fendmeno macroscopico de consolidacion se
debe tener en cuenta una variable adicional, dada la cantidad de agua presente en
los poros del suelo, por lo tanto se denota como 8 ,el incremento en el volumen de
agua por unidad de volumen de suelo y suele llamarse variacion en el contenido

de agua. El incremento de presion del agua se denota u.

Consideramos un elemento cubico de suelo, en donde el exceso de presion de
poro de agua es considerado uniforme en todas direcciones, por condicion el
tamafo del elemento de suelo debe ser lo suficientemente pequefio o si no es el
caso, los cambios deben ocurrir con suficiente lentitud para que las diferencias de
presion sean insignificantes, los cambios en el suelo que se produzcan por
procesos reversibles deben estar en funcion de los esfuerzos y presion de agua,

es decir en funcién de las 7 variables siguientes:

ex € € Vx Yy V. 0 (11.25)
Las cuales deben ser funciones definidas de las variables:

Oy Oy Oy Ty Ty T; O (11.26)

Si se supone que las excavaciones Y las variaciones en el contenido de agua
sean en pegquefias cantidades, puede suponerse como una aproximacion lineal a
la relacién entre estos dos conjuntos de variables, consideramos estas relaciones
funcionales para el caso particular en donde el incremento de presién de poro de
agua es nulo, es decir: u = 0. Por lo tanto las seis componentes de la cepa son

entonces funciones solo de las seis componentes de tension.
Ox 0y Oy Ty Ty Ty (11.27)

Suponiendo que el suelo es isotropico, las expresiones anteriores en funcion de la
ley de Hooke generalizada se obtienen las siguientes ecuaciones para un cuerpo

elastico isotropo:
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g v
& =7 — £ (0y +07)
[ox v
&y = Fy_E(O'x +0,)
a. v
&, :FZ_E(UY + 0y)
T
Vx = ?x
_ by
Yy - E
Tz
Yz =2 (11.28)
Donde:

E: Es el mddulo de Young o modulo elastico.
G : Es el médulo de cizallamiento.
v : Es el coeficiente de poisson para la estructura intergranular del suelo.

Lo cual involucra que solo se tenga dos distintas constantes debido a la siguiente

relacion:

_E
T 2(1+v)

(11.29)

El médulo G generalmente se define como la tangente a la recta definida por lo
puntos b-b", en la curva histerética, los ciclos de recarga y descarga son
idealizados como un bucle de histéresis. Para suelos del tipo cohesivos, en donde
se presentan por lo general deformaciones muy pequefias en comparacion a las
dimensiones del elemento de suelo, la constante G se encuentra en funcion del
indice de plasticidad, la historia de consolidacion, es decir, la consolidacion que ha

sufrido respecto al tiempo, el cambio de relacion de vacios.
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v

b
Figura 11.21. Representacion gréfica de la constante G para una prueba ciclica.

Ahora supongamos que introducimos el efecto que tiene el exceso de presion de
poro en la estructura intergranular del suelo, debido a que se asumié que el
elemento de suelo es isotrépico no se producira ningun cizallamiento, lo cual
implica que su efecto debe ser el mismo en las tres direcciones en el elemento del
suelo. Tomando en cuenta la influencia de las relaciones o expresiones

matematicas anteriores (11.28) Y (11.29), se obtienen las siguientes expresiones:

_ox v o
gx_F_E(O-y-l_O-Z +£

9% _7 o
&y =2 E(0x+az)+3H

9z __V 9
eZ—E E(ay+0x +3H
— Ix
Yx—G
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v, =Z (11.30)

En donde H es una constante fisica adicional, la expresiones matematicas
anteriores expresan las seis componentes de la deformacion del suelo en funcién
de los esfuerzos en el suelo y el exceso de presion de poro de agua que existe en
los poros del suelo, ahora consideraremos la dependencia del incremento del

contenido del agua 6 en estas mismas variables.
La relacion mas general que existe es:
0 = a,0x + a0, + a30, + a7 + asTy + AT, + ;0 (11.31)

Debido a la suposicion existente en la cual se considera el elemento del suelo
arcilloso como isotropo, los esfuerzos cortantes en las coordenadas X, Yy, z

(tx T, T,) respectivamente no pueden afectar el contenido de agua, lo cual implica

que:
A, = a5 = Qg = 0 (1132)

Lo cual quiere decir que el efecto de las componentes de cizallamiento se
desvanece es decir son nulas, ademas de que en las tres coordenadas x, y, z las
propiedades deben de ser equivalentes debido a la suposicion de un suelo

isétropo, es decir:
a1 == az == a3 (1133)
Por lo tanto la relacion (11.31) se puede escribir de la siguiente manera:

1 o
0= (0x + 0y +0,) += (11.34)

En donde H; y R son dos constantes fisicas, las expresiones mateméticas (11.30)
y (11.34), contienen cinco distintas constantes fisicas, si suponemos la existencia
de una energia potencial en el suelo, es decir: H = H;, se demostrara que el

namero de constantes fisicas se reducira de 5 a 4. Estas suposiciones significan
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gue si se producen cambios a una velocidad infinitesimalmente lenta, el trabajo
realizado para llevar el elemento de suelo a una condicion inicial a su estado final
del volumen de suelo arcilloso cepa y contenido de agua, es de manera
independiente del camino por el cual se llega a alcanzar el estado final y por lo
tanto es una funcion definida de las 6 componentes en la deformacion del
elemento de suelo y el contenido de agua presente en él. Esta suposicion sigue
naturalmente la reversibilidad introducida anteriormente, ya que la ausencia de la
energia potencial en el elemento de suelo implicaria que una cantidad indefinida
de energia potencial se puede extraer fuera del elemento de suelo por carga y
descarga a lo largo de un ciclo cerrado. La energia potencial del elemento de

suelo por unidad de volumen es:
U= %(axsx + 0y&, + 0,8, + TV + TV + TV, + 00) (11.35)

Ahora con la prioridad de demostrar matematicamente que H = H,, consideramos

las siguientes condiciones de esfuerzos, tal que:

Ox = 0y =0, =01

Ty =Ty, =7,=0 (11.36)

Dado las condiciones (11.36), la energia de potencial es:

U == (012 + 00) (11.37)

Donde:

E=¢&te tg,

Por lo tanto las ecuaciones (11.30) y (11.34), quedan de la siguiente forma:
_30-2v)a o

40 (11.38)

E H

g=242 (11.39)

H R
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En donde la cantidad € representa un aumento de volumen en el elemento de
suelo arcilloso completamente saturado por unidad de volumen inicial, por lo tanto

podemos escribir las siguientes expresiones matematicas:

9=3%11(0x+0y+0z)+%

_ox v o
Ex—?—E(O'y-I-O'Z +;

9% _V 9
&y == E(0x+az)+3H

szz%—g(ay+ax + o
Tx
Yx =73
T
Vy =Ey
Tz
Yy = — (11.40)

G

El sistema de ecuaciones (11.40) es fundamental ya que describen de manera
completa y aproximada las propiedades que rigen el elemento de suelo para los
esfuerzos y el contenido de agua para cumplir con las condiciones de equilibrio
presentes en el elemento de suelo. Las cuales contienen cuatro constantes fisicas

distintas que son: G, H, R y v.
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CAPITULO 12: ECUACIONES GENERALES DE BIOT QUE
GOBIERNAN EL FENOMENO DE CONSOLIDACION DE UN SUELO
TOTALMENTE SATURADO EN 3D.

BIOT, M. A. (1941). Ahora procedemos a establecer las ecuaciones diferenciales
para el fendmeno transitorio de la consolidacion, es decir, aquellas ecuaciones
que rigen la distribucion de esfuerzos, el contenido de agua y la solucién como
una funcion del tiempo en un elemento de suelo el cual se encuentra sometido a

cargas dadas.

Y
Oy
I A
/ 1,
\Vt Oy
«— | Txy
oy -
'Tyx 7 X
4—_
< v
Z dx ¢

Figura 12.1. Elemento infinitesimal sometido a esfuerzos. (Egor P. Popov,
“Mecanica de Sélidos”).

A partir de la Figura 12.1 podemos escribir las siguientes expresiones

matematicas, para los campos de esfuerzos en las condiciones de equilibrio, se

establecen las siguientes relaciones de equilibrio:

dox |, 01, |, 0Ty

dx 6y+6z_0

0tz | 00y 0Ty

dx dy 62_0
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oty , x| 39z _ g
ox ay 0z

(12.2)
A partir de las ecuaciones (11.40), obtenemos las siguientes expresiones

matematicas:

Ox = 2G |&x + vng] —ao;

0, = 2G y+%]—aal

o, =2G Z+% —ao,

T = GYx

Ty, = GYy

7, = GY,

@ = Sz (122)

Resolviendo encontramos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

G 6&_ 2(1+v) 6_02_
1-2v 0x 3(1-2v) 0x H -

GV?u +

G Ogy _ 2(1+v) 90 G _

2 =y — =
GV + 1-2v 9y 3(1-2v) 0y H

2 G 0g;  2(14v) 00 G _
CViw + % 3(1-2v) 9z H 0 (12.3)

Pero dado que:

_ 2(1+v) G
T 3(1-2v)H

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

2 G 05 Do _
Gv‘u+1—2v6x dx 0
Gveu + 22 _ %%

1-2v dy oy
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¢ %% _ 4% - (12.4)

1-2v 9z 9z

GV*w +
Dénde:

V : Es un operador laplaciano o simplemente laplaciano, el cual es un operador
diferencial eliptico de segundo orden, este operador se denomina de tal manera
en honor a Pierre-Simon de Laplace que estudio soluciones de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales en que aparecia dicho operador. Expresado
en coordenadas cartesianas, es igual a la sumas de todas las segundas derivadas
parciales no mixtas dependientes d una variable. Corresponde a la div(grade)
de donde el uso de nabla elevado al cuadrado (V?), el cual se define mediante la

siguiente relacion:

2_ 92 0%, o?
V= St ast s (12.5)

Entonces dado el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (12.3) se puede
observar que tenemos un sistema de tres ecuaciones con cuatro incégnitas
u,v,w,a.con el fin de tener un sistema completo se necesita una ecuacion mas,
por lo tanto introduciremos al sistema de ecuaciones la Ley de Darcy que regula el
fluo de agua en un medio poroso. La Ley de Darcy generalizada a tres

dimensiones se expresa de la siguiente manera:
q = —kV(h(x,y,2)) (12.6)

Donde k se le conoce como conductividad hidraulica, la cual se define como la
capacidad del suelo para permitir la circulacion del agua a través del elemento de
suelo. Este parametro se define como el coeficiente de conductividad hidraulica y
representa el caudal que fluye a través de un area unitaria, bajo un gradiente
hidraulico unitario. En donde el valor de este coeficiente depende de la forma,
acomodo Yy distribucion granulométrica de las particulas que forman el elemento
de suelo, asi como también de las propiedades fisicas del agua, tales como la

densidad y viscosidad dinamica del agua que fluye a través de los poros del
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elemento de suelo. La Ley de Darcy generalizada a tres dimensiones se trata de

un tensor simétrico diagonalizable a tres direcciones de manera principal. Es decir:

Kiyx ny Ky,
K=Ky K, K, (12.7)
sz sz Kzz

La ecuacion (12.7) la diagonalizamos en las tres direcciones principales que nos

interesa, obteniendo la siguiente relacion:

K, 0 0
0 0 K,

Y por lo tanto obtenemos la siguiente ecuacion:

oh . oh . oh
q=—kV(h(x,y,2)) = —K,—i—K, o) ~ K25,k (12.9)

X 9x

El agua en el elemento de suelo se desplazara en la direccibn donde haya mas
permeabilidad y esta a su vez indicara a qué velocidad se mueve el agua en
condiciones unitarias del gradiente hidraulico, debido a la suposicion de un suelo
isétropo, las permeabilidades en las tres direcciones principales son idénticas. La
Ley de Darcy es valida en un medio totalmente saturado, homogéneo, isétropo,
continuo y cuando las fuerzas inerciales son despreciables. Es decir un nimero de

Reynolds menor a 1.

Consideremos de nuevo un cubo elemental de suelo totalmente saturado y una de
sus caras v,, el volumen de agua fluye por segundo a través de él, en donde la
unidad de area a través de la cara del cubo elemental de suelo es perpendicular al

eje de las abscisas x.
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dz

Figura 12.1. Flujo en un medio poroso en direccion vertical.

»
»

dx

v, dxdy

FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL

Ahora es la misma forma en la que definimos v, y v,, segln la ley de Darcy estas

tres componentes de la tasa de flujo de agua a través del elemento cubico de

suelo estan relacionadas con el exceso de presion de poro de agua generado por

el incremento de esfuerzo o por las siguientes relaciones:

do

U = iy
_ do

vy =y,
do

v =k,

(12.10)

En donde la constante fisica k es un coeficiente denominado como permeabilidad

del suelo. Por otra parte si se asume que el agua es incompresible, la tasa de
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contenido de agua en el elemento cubico de suelo debe ser igual al volumen de
agua que entra por segundo a través de la superficie del elemento cubico de suelo

y por lo tanto obtenemos la siguiente relacion:

E=—E—E—E (1211)
Combinando las ecuaciones (12.10) y (12.11), obtenemos:

25 = 98 4 109
kVio = a > T q ot (12.12)

Por lo que ahora si tenemos un sistema general de 4 ecuaciones diferenciales
satisfechas pon 4 incognitas las cuales son: u,v,w,o , estas ecuaciones
diferenciales se resumen a continuacion:

2 G 6& _ 2(1+U) Ea_a _
GV + 1-2v 9x  3(1-2v)H dx

G Ogy 2(1+v) G oo __
1-2v dy  3(1-2v)Hdy

GV?v +

G O¢ 2(14+v) G 0o
GVRw 4 — 282U 600 _
1-2v 0z 3(1-2v) H oz

o5 (12.13)

El sistema de ecuaciones diferenciales (12.13), describe el fenémeno de
subsidencia en 3 dimensiones, es decir, describe la disipacion del exceso de
presion de poro de agua, las deformaciones y desplazamientos que se generan en
un elemento de suelo. Dichas ecuaciones diferenciales son conocidas como las

ecuaciones de Biot.

Simplificando el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (12.13), para de tal
manera relacionarlas con la teoria de Terzagui, sabemos que H representa la
variacion del volumen de elemento de suelo arcilloso totalmente saturado al
cambiar el exceso de presion de poro de agua, la constante R describe la
variacion del contenido de agua al momento de la disipacidén del exceso de presion

de poro de agua, aplicando la teoria sobre la hidraulica de los acuiferos, tenemos
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gue su inversa es la capacidad de almacenamiento, es decir, Q, pero dado que en
las hipétesis, tanto en la teoria de Terzagui como en la de Biot, se considera que

no existe compresibilidad del agua, por lo tanto: a = 1, para simplificar.

Por lo tanto si o = u, el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (12.4), lo

podemos escribir de la siguiente manera:

2 G Og& Ou _
Gv'u+1—2v6x ax_O

2 G agy u
GV +——2—qa=—=0

1-2v dy ady

2 G 0e _ Ou _
GVPw + ——"Z— a2 =0 (12.14)
Dénde:

u, v, w: Son los desplazamientos generados por la disipacion del exceso de presion
de poro de agua (u) y las deformaciones (&). Pero al sistema de ecuaciones
diferenciales (12.14), se le tiene que agregar una ecuacion diferencial mas, para
cumplir con el equilibrio, es decir, la ecuacién diferencial que describe el fendmeno
de subsidencia en el tiempo en un suelo arcilloso completamente saturado, dicha

ecuacion es la siguiente:

0ey 10u

+-= (12.15)

2__
kv = X% 0 at
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CAPITULO 13: INTERPRETACION FISICA DE LAS CONSTANTES DE
BIOT EN EL ELEMENTO CUBICO DE SUELO.

BIOT, M. A. (1941). El coeficiente v mide la relacion lateral del abultamiento del
volumen de suelo arcilloso totalmente saturado bajo las condiciones de equilibrio
final, para poder interpretar las constantes fisicas H y R se considera que la
muestra de suelo se encuentra encerrada en una bolsa de delgada goma, lo cual

implica que los esfuerzos aplicados en el elemento de suelo son cero. El

coeficiente - €S una medida de la compresibilidad del suelo para un cambio

. ., . 1 . .
existente en el exceso de presiéon de poro de agua. Mientras = mide el cambio de

contenido de agua para un cambio en el exceso de presion de poro de agua.

H, representa la variacion del volumen de elemento de suelo arcilloso totalmente
saturado al cambiar el exceso de presion de poro de agua, la constante R describe
la variacion del contenido de agua al momento de la disipacién del exceso de

presion de poro de agua.

Las dos constantes elasticas y las constantes H y R, son las cuatro constantes
fisicas distintas que bajo nuestra suposicion de definir de manera completa las
proporciones fisicas de un elemento de suelo isotropico para cumplir con las
condiciones de equilibrio. En realidad hay otras constantes fisicas que se han
derivado de estas cuatros constantes fisicas por ejemplo: Q, se define este

coeficiente de la siguiente manera:

__ 2(1+4v) G
T 3(1-2v)H (13.1)
Y
0 =ce+2
Q
1 1
i _% (13.2)

Las ecuaciones (13.2), miden la relacion del volumen de agua disipada por un

cambio de volumen de suelo, si este Ultimo se comprime mientras se permite que
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el contenido de agua se disipe, es decir a = 0 el coeficiente % se define de la

siguiente manera:

(13.3)

x|
TR

1
Q
La ecuacion (13.3), representa una medida de la cantidad de agua que puede ser
forzada en el elemento de suelo mientras que el volumen de suelo se mantiene
constante, por lo tanto las constantes a y Q seran de importancia para un suelo
parcialmente saturado con agua y burbujas de aire, lo cual implica que las
constantes fisicas a y Q pueden tomar valores los cuales dependen del grado de
saturacion del elemento de suelo. El andlisis de suelo estandar sugiere la
derivacion de constantes fisicas adicionales, consideramos una columna de suelo,
la cual se confina lateralmente y se le aplica carga es decir: pg =0, , Yy €S
totalmente rigida la columna de suelo de tal manera que no puede sufrir alguna
deformacion o expansion lateral, se deja que el agua escape, al aplicar una carga
a través de una losa porosa, cuando todo el exceso de presion de poro de agua
se ha disipado de manera total, las deformaciones axiales estan dadas por las

siguientes ecuaciones, en las que se supone que o = 0.
_ [ vex |
oy = 2G Ex + _1—21;] aoy

— [ A
o —26_8y+ v] aoy

[ ve
o, =2G £Z+—Zv — ao;

1-2
Ty = GYy
Ty = ny
7, = GY,
_ 2(1+4v) G
T 3(1-2v)H (13.4)

Entonces podemos escribir la siguiente relacion:
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e, = —Poa (13.5)
Dénde:

1-2v
a= 260 (13.6)

En donde a la ecuacion (13.6), se le conoce como compresibilidad final. Si
medimos la deformacion axial justo en el momento después de que la carga que
estaba actuando sobre la columna de suelo, debemos poner 8 = 0,en las

relaciones siguientes:

(13.7)

Por lo que se deduce que el exceso de presion de poro de agua esta definido con

la siguiente relacion:
o =—aQe, (13.8)
Si sustituimos en o, = 2G [ez + %] — a0, la ecuacion (13.8), obtenemos:

e, = —PoQ; (13.9)

En ddénde el coeficiente a; esta definido por la siguiente relacion:

a

@ =—2— (13.10)

U7 1+a2aQ

En donde la expresion matematica (13.10), se le conoce como compresibilidad
instantanea. Las constantes fisicas consideradas anteriormente se refieren a las
propiedades del suelo para el estado de equilibrio, lo cual implica que el exceso de
presion de poro de agua es uniforme en todas las direcciones en el elemento de
suelo. Al estudiar el fendmeno transitorio de consolidacién hay que afadir a estas
cuatro contantes fisicas y el coeficiente de permeabilidad del suelo al sistema de
ecuaciones diferenciales (12.13), mejor conocidas como las ecuaciones

diferenciales de Biot.

EDUARDO REYES NEGRETE 164



UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE HIDALGO FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL

CAPITULO 14: BREVE RESUMEN SOBRE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES DE BIOT.

BIOT, M. A. (1941). Ahora se resumiran las ecuaciones diferenciales de Biot para
el fendmeno transitorio de la consolidacion, es decir, aquellas ecuaciones que
rigen la distribucion de esfuerzos, el contenido de agua y la solucibn como una
funcion del tiempo en un elemento de suelo el cual se encuentra sometido a

cargas dadas.

Dichas ecuaciones diferenciales describen el fenbmeno de consolidacion en un
suelo totalmente saturado en 3 dimensiones, es decir mediante su solucion
numérica y modelado se observan las deformaciones y desplazamientos
generados debido a cargas externas actuando en un volumen de suelo, las cuales

provocan una disipacion del exceso de presion de poro de agua.

Las ecuaciones diferenciales de Biot son las siguientes:

2 G Og Ou _
Gv‘u+1—2v6x ax_O
2 G asy ou
GVv + ——a—=20
1-2v dy dy
2 G Odgy  Ou _
GVew + 70 72 5, 0 (14.1)
2 g0 10u
kV?=aZ+ oo (14.2)
Doénde:

u,v,w: Son los desplazamientos generados por la disipacion del exceso de
presion de poro de agua (u) y las deformaciones (&). Pero al sistema de
ecuaciones diferenciales (14.1), se le tiene que agregar una ecuacion diferencial
mas, es decir la ecuacion (14.2), para cumplir con el equilibrio, es decir, la
ecuacion diferencial que describe el fendmeno de subsidencia en el tiempo en un

suelo arcilloso completamente saturado.
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1-2 T .
a= ZG(l_vv) ; Se le conoce como compresibilidad final.
E , . .
G = ; Es el modulo de cizallamiento.
2(1+v)

v : Es el coeficiente de poisson para la estructura intergranular del suelo.
t: Representa el tiempo en el sistema de ecuaciones diferenciales de Biot.

u : Representa la presion de poro de agua en el suelo.

1 1 a

o= r W Representa una medida de la cantidad de agua que puede ser forzada

en el elemento de suelo mientras que el volumen de suelo se mantiene constante.

Por lo tanto las constantes a y Q seran de importancia para un suelo parcialmente
saturado con agua y burbujas de aire, lo cual implica que las constantes fisicas
a y Q pueden tomar valores los cuales dependen del grado de saturacion del

elemento de suelo.

Calculando de manera empirica las constantes de Biot y solucionando el sistema
de ecuaciones diferenciales (14.1) y (14.2) de manera numérica y modelandolas
se podra observar las deformaciones y desplazamientos causados por la

disipacion del exceso de presion de poro de agua en un elemento de suelo.
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CONCLUSIONES

Al iniciar la investigacion de la presente tesis la finalidad principal era deducir,
modelar y comparar resultados obtenidos de las ecuaciones diferenciales de
Terzagui para los casos unidimensional, bidimensional y tridimensional, junto con
la formulacion de la ecuacién diferencial que describe las deformaciones
generadas en un estrato de arcilla totalmente saturado debido a la disipacion del
exceso de presion de poro de agua solamente para el caso unidimensional y
bidimensional, dado que es de suma importancia en ingenieria civil conocer las
propiedades mecénicas de los suelos y el comportamiento de un volumen de
suelo cuando estd sometido a esfuerzos, los cuales son generados por la
transferencia de cargas de las estructuras. Cuando el suelo se somete a una
sobrecarga, los esfuerzos totales se incrementan en la misma cuantia y el suelo
gana resistencia conforme el exceso de presion de poro disminuya y los esfuerzos
efectivos aumenten. Dado que todos los materiales experimentan deformaciones
cuando se les sujeta a un cambio en las condiciones de los esfuerzos, las
caracteristicas esfuerzo-deformacion de un suelo estaran en funcion de la forma
en que es cargado, del tipo de suelo, de las condiciones anteriores antes del
cambio en las condiciones de esfuerzos, de la granulometria de la estructura
intergranular del suelo. En los suelos arcillosos la permeabilidad es muy baja por
lo cual el exceso de presion de poro se disipa muy lentamente a través del tiempo
y los esfuerzos efectivos aumentan muy lentamente y en consecuencia puede
seguir deformandose y asentandose varios afios mas, ya después de finalizada la
construccion. En los suelo granulares la permeabilidad es muy alta, caso contrario
al de los suelos arcillosos, esto implica que el exceso de presion de poro se disipe
de una manera muy rapida, teniendo como consecuencia que el asentamiento
termine al final de la construccion, en donde los esfuerzos totales son equivalentes
a los esfuerzos efectivos, lo cual nos dice que el suelo a ganado resistencia. El
proceso de consolidacion se aplica a todos los suelos, pero es de mucha

importancia en aquellos suelos en que la permeabilidad es muy baja.
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De esta manera se aplica la teoria de Terzagui para poder describir la
consolidacion en suelo arcilloso cuando estd sometido a un incremento de
esfuerzos, ademas se comparan los resultados obtenidos en los diferentes casos.
Desafortunadamente la teoria de Terzagui unidimensional tiene limitaciones,
aunque los modelos unidimensionales son muy exitosos para el modelado del
proceso de consolidacion en donde el flujo de agua se considera vertical, pero, sin
embargo en los casos donde el flujo de agua en sentido horizontal tenga un efecto
muy importante en el proceso de consolidacion, dichos calculos deben

considerarse con seriedad.

Por tal motivo se realizé una modelacion de la teoria de Terzagui para los casos
unidimensional, dimensional y tridimensional para observar y comparar resultados
del fenbmeno de subsidencia en un suelo arcilloso completamente saturado. Si
bien la teoria de consolidacion de Terzagui ha probado ser de enorme utilidad en
la préactica, no tiene en cuenta todos los aspectos del comportamiento de las
masas de suelo totalmente saturados cuando estos estdn sometidos a cargas
externas. Debido a las simplificaciones que tiene para poder resolver la ecuacion
diferencial. Por tal motivo de hace referencia al sistema de ecuaciones
diferenciales de Biot, las cuales describen los desplazamientos generados debido
a las deformaciones provocadas por la disipacion del exceso de presion de poro

de agua en un volumen de suelo totalmente saturado en 3 dimensiones.
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