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Resumen

Un grupo topologico G es llamado lineal si tiene una base local para el 15 confor-
mada por subgrupos. Un espacio topolégico (X, 7) es llamado mazimal si T no tiene
puntos aislados y es maximal entre las topologias sin puntos aislados. En [4] Protasov
mostré que la existencia de un grupo topoldgico maximal no puede ser establecida en
ZFC y en 1975 Malykhin [2], asumiendo Axioma de Martin, construyé un grupo to-
pologico maximal lineal. Hasta 2012 se mantenia abierta una pregunta planteada por
Zelenyuk y Protasov: ;Son todos los grupos topolégicos maximales también lineales?
La respuesta a esta pregunta es negativa y, asumiendo p = ¢, Zelenyuk en [6] propuso
la construccion de una topologia maximal no lineal en el grupo booleano Z4. Este tra-
bajo tiene como objetivo principal reproducir las técnicas empleadas por Zelenyuk al
construir una topologia de grupo maximal no lineal.

Abstract

A topological group G is called linear if it has a local basis for 15 made up of
subgroups. A topological space (X, 1) is called mazimal if 7 has no isolated points
and is maximal among topologies without isolated points. In [4] Protasov showed that
the existence of a maximal topological group cannot be established on ZFC and in
1975 Malykhin [2], assuming Martin’s Axiom, constructed a linear maximal topological
group. Until 2012, a question posed by Zelenyuk and Protasov remained open: Are all
maximal topological groups also linear? The answer to this question is negative and,
assuming p = ¢, Zelenyuk in [6] proposed the construction of a non-linear maximal
topology on the boolean group Z§. The main objective of this work is to reproduce the
techniques used by Zelenyuk when building a non-linear maximal group topology.

Palabras clave: topologia, ultrafiltro, compacidad, idempotente, teoria de Ramsey.
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Introduccion

Un grupo topologico G es llamado lineal si tiene una base local para el 15 confor-
mada por subgrupos. Un espacio topolégico (X, 7) es llamado mazimal si T no tiene
puntos aislados y es maximal entre las topologias sin puntos aislados, es decir, si 7 C 7/,
7/ tiene puntos aislados. Muchas caracterizaciones se tienen de los espacios maximales,
sin embargo, en [7] encontramos una equivalencia de interés para este trabajo, X es
maximal si y sélo si para cada x € X, existe un tnico ultrafilto no principal en X que
converge a .

En [4] Protasov mostr6 que la existencia de un grupo topoldgico maximal no pue-
de ser establecida en ZFC' y en 1975 Malykhin [2], asumiendo Axioma de Martin,
construyé un grupo topoldgico maximal lineal a partir de un ultrafiltro uniéon sobre
[w]<¥ \ {0}. Hasta 2012 se mantenia abierta una pregunta planteada por Zelenyuk y
Protasov ([3], pregunta 13.26): ;Son todos los grupos topoldgicos maximales también
lineales?

La respuesta a esta pregunta es negativa y, asumiendo p = ¢, Zelenyuk en [6] pro-
puso la construcciéon de una topologia maximal no lineal en el grupo booleano Z§. Este
trabajo tiene como objetivo principal reproducir las técnicas empleadas por Zelenyuk
al construir una topologia de grupo maximal no lineal y resaltar la similitud /potencial
que tiene esta técnica en la construccion de topologias de grupo con caracteristicas
buscadas.

En el Capitulo 1 introduciremos al semigrupo de ultrafiltros 8S (con S semigrupo
discreto), propiedades de los semigrupos compactos (en particular de 3S5) y dos formas
clasicas de inducir topologias de grupo via ultrafiltros. En el Capitulo 2 describiremos
a detalle la técnica empleada por Zelenyuk, la cual, en forma general, esta basada en:
creacion de un teorema tipo Ramsey que encripte las propiedades topolégicas buscadas,
construcciéon de un ultrafiltro con propiedades combinatorias asociadas al teorema, tipo
Ramsey, asumiendo p = ¢ construir una topologia maximal no lineal.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Semigrupo de ultrafiltros

Sea (S,-) un semigrupo discreto y sea 3S la compactacién de Stone-Cech de S.
Identificamos a los elementos de SS con los ultrafiltros del semigrupo S; la base para
la topologia de 35S esta conformada por subconjuntos de la forma A = {p € 35 : A € p}
para A corriendo sobre los subconjuntos de S.

Los elementos de S pueden ser identificados con los ultrafiltros principales de 5S'y
denotamos por S* = 35\ S al subconjunto de ultrafiltros libres de S. Dado p € S, p*
es el ultrafiltro principal alrededor de p, es decir, p* = {X C S : p € X}, en ocasiones
abusaremos de la notacién usando p y p* en forma indistinta.

La operacion - de semigrupo de S se extiende a una operaciéon de semigrupo en 35
de la siguiente forma, dados p,q € S y A C S, el ultrafiltro p - ¢ esta caracterizado
por

Aep-ge{reS:{y:z-yeAleqtep
Observaciéon 1.1. Dados, p,q € 55, el ultrafiltro p - ¢ tiene una base conformada por
subconjuntos de la forma J,c4 2B, donde A € py B, € q para cada x € A.

La operacion - definida en 8.5 es asociativa, ademas, si definimos para cada = € 55,
las traslaciones derecha e izquierda respectivamente como

pe: BS = BS
q pq) =q-x
Yo i S — BS
q—(q9) =z¢q

Entonces, p, es continua para todo z € 55 y 7, es continua para todo = € S.

Una topologia en un semigrupo que hace a las traslaciones izquierdas continuas se le
llama topologia izquierda invariante, en forma analoga se define una topologia derecha
invariante. Una topologia de semigrupo izquierda y derecha invariante se le conoce
como invariante. En este contexto, 8.5 tiene una topologia derecha invariante.
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1.2. Idempotentes en semigrupos compactos

Un semigrupo compacto (S, -) es un semigrupo no vacio con una topologia derecha
invariante, compacta y Hausdorff. Un elemento = de un semigrupo (S, -) es idempotente,
2
st Xt = .

Lema 1.2. (Ellis) Todo semigrupo compacto S contiene un idempotente.

Demostracion. Por lema de Zorn, sea R C S un subsemigrupo compacto minimal y
sea s € R arbitrario. Entonces Rs es también un subsemigrupo compacto, ademas,
Rs C R, por lo que Rs = R. Sea P = {x € R: s = s} C R, note que P # () pues
s € Rs. Veamos que P es un subsemigrupo cerrado, si ps(z) = zs es la traslacién
derecha de s, entonces P = p~'({s}). Ademas, si z,y € P, s = s y ys = s, entonces
xys = x5 = s, asi xy € P. Por lo tanto P = R, as{ s? = s.

|

Definicién 1.3. Sea S un semigrupo compacto, decimos que I C S es un ideal izquierdo
de S si ST C I. En forma andloga, I C S es ideal derecho de S si I.S C I. Si I es ideal
izquierdo y derecho, diremos que [ es un ideal.

Observacién 1.4. Note que todo ideal izquierdo (6 derecho) I es subsemigrupo, ya que
IT C ST C1I. Ademés, si z € S, Iz también es ideal izquierdo (derecho). Finalmente,
si I es un ideal izquierdo minimal, I es cerrado ya que, dado x € I, Sz es un ideal
izquierdo compacto (en particular cerrado), entonces Sx C ST C I, por lo que I = Sz.

En lo siguiente, denotaremos por S al conjunto de idempotentes del semigrupo
compacto S. Definimos la siguiente relacién en S

Ty rYy=yYr=2a

Note que < es transitiva y antisimétrica en S y si x € S entonces 2% = x, es decir,
x < z. Por lo tanto < es un orden parcial en S.

Lema 1.5. Siy es un idempotente en S e I es un ideal izquierdo cerrado, entonces Iy
contiene un idempotente x tal que x < y.

Demostracion. Como I es ideal izquierdo, también lo es Iy y por lo tanto un subsemi-
grupo compacto. Por lema de Ellis [1.2] existe un idempotente w € Iy. Sea v € I tal
que w = vy y sea r = yw = yvy. Veamos que x cumple las propiedades buscadas, note
que
z? = (yw)(yw) = (yoy)(yw) = y(vy)w = yww = yw =

entonces, x es un idempotente. Ademas,

yr =ylyw) =yw =xy

vy = (yoy)y = yvy =
por lo que = < y.
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Lema 1.6. Un idempotente en S es minimal en S si y solo si pertenece a algin ideal
tzquierdo minimal.

Demostracion. Sea y un idempotente minimal en S , sea I un ideal izquierdo minimal
arbitrario en S. Por la observacion I es cerrado, entonces, [y es ideal izquierdo
cerrado minimal y por el lema anterior existe un idempotente x € Iy tal que z < y.
Como y es minimal en S x= y y por lo tanto y € Iy.

Ahora, sea y un idempotente en S que pertenece a un ideal izquierdo minimal
I C S. Sea x un idempotente en S tal que x < y, como zy = x y xy € SI, entonces
x € I. Luego, como Ix C ST C I, entonces [x = I. Sea z € [ tal que y = zx, entonces
yr = zx®> = zxr =y y como z < y entonces yr = x. Por lo tanto y = x, es decir, y es
idempotente minimal.

[ |
Corolario 1.7. Todo ideal en S contiene a los elementos minimales de S.

Demostracion. Sea J un ideal y sea y un idempotente minimal de S. Por el lema
anterior, existe un ideal izquierdo minimal I tal que y € I. Note que JI C JS C Jy
JI CSICI,porloqueJI CINJ, asi) #INJ. Ademas, S(INJ) C SINSJ C INJ,
por lo que I N J es un ideal izquierdo contenido en I. Entonces I = I N J, por lo tanto
yeJ.

[ |

Para mas resultados de semigrupos compactos, se recomienda consultar [5].

1.3. Topologias via ultrafiltros

En esta seccion, introducimos dos formas de inducir topologias de grupo via ultra-
filtros, teoremas y las cuales se estaran utilizando a lo largo de este trabajo.
Otros resultados relacionados con topologias y ultrafiltros pueden ser consultados en
2.

Teorema 1.8. Sea X un espacio topoldgico y sea {N, : x € X} una coleccion de filtros
en X que satisfacen

(i) Para todo x € X yU € N, x € U,
(it) Para todo x € X yU € N, {y € X : U € N} € N,.

Entonces, existe una unica topologia T en X para la cual para cada v € X, N, es
el filtro de vecindades de x en T.

Demostracion. Para cada A C X definimos int de la siguiente forma

int(A) ={r e X: AeN,}
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Afirmacion 1: Veamos que int satisface las siguientes condiciones

int(int(A)) = int(A),
) int(AN B) =int(A) Nint(B).

Demostracion. Para cada z € X, X € N, por lo cual z € int(X), y por lo tanto (a)
se satisface. Para (b), si € int(A) entonces A € N, y por (i) z € A.

Para (c), por el inciso (b), int(int(A)) C int(A). Para la otra contencién, sea
x € int(A), entonces A € N, y por (ii) se tiene que int(A) ={y € X : Ae N} € N,.
Como int(A) € N, x € int(int(A)).

Para (d), sea x € int(A N B), entonces AN B € N,, como N,, es filtro, entonces
A, B € N, y por lo tanto x € int(A) Nint(B), asi int(AN B) Cint(A) Nint(B). Sea
x € int(A)Nint(B), entonces A, B € N, y por lo tanto ANB € N, asi € int(ANB),

por lo que se tiene la otra contencion.
[ |

Por lo tanto, existe una tunica topologia 7 en X para la cual int es el operador
interior en (X, 7). Entonces U C X es vecindad en 7 de un punto € X si y sélo si
xz €int(U), siy sélosi U € N,. Por lo tanto N, es el filtro de vecindades de x en 7.

|

Teorema 1.9. Sea B una base de un filtro en un grupo (G, e) que satisface las siguien-
tes condiciones:

(1) Para todo U € B, existe V € B talque VV C U,
(2) Para cada U € B, U™! € B,
(3) Para todo U € B yx € G, xUx™! € B,

(4) NB = {e}.

Entonces existe una inica topologia de grupo Hausdorff T en X para la cual B es
base de vecindades de e.

Demostracion. Sea B una base de filtro que cumple las condiciones (1)-(4) sea JF el
filtro generado por B. Entonces & también cumple las propiedades (1)-(4). Para cada
r € X definimos zF = {zA : A € F}, note que zF es un filtro. Consideremos la
coleccion de filtros {xJF : € X}, veamos que dicha coleccién satisface las propiedades
de teorema [L.8

Para probar la primer condicién, sea x € Gy U € xF entonces U € F, por (1)
y (2) se tiene que existe V € F tal que VV~! C 271U, entonces zVV~! C U, como
x € zVV ™! se tiene que x € U. Para la segunda condicién, sea z € Gy U € zF, de (1)
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se sigue que existe V € F tal que VV C 27 'U; para todo y € 2V, yV C 2VV C U,
entonces

2V C{yeG:yV CU}C{ye G:U € yJF}

como xJ es cerrado bajo supraconjuntos, entonces

{ye G:U € yTF} € xF

Por lo tanto, existe una tnica topologia 7 en G para la cual xJ es el filtro de ve-
cindades de = para cada x € (G; en particular, las vecindades de e son los elementos de F.

Veamos que 7 es una topologia de grupo demostrando la continuidad de h : GXG —
G, h(a,b) = ab™'. Sean a,b € G y ab™'U una vecindad de g(a,b) = ab™!, donde
U € F. Veamos que existe V' C G x G vecindad de (a,b) tal que f[V] C ab™'U.
Usando las condidicones (1), (2), (3) existe V € F tal que bV V=10~ C U, entonces si
V' = (aV,bV), V' es vecindad de (a,b) y ademas

fIV]=aV(V)=1=aVV 0 =a(b ') VV 1t Cab U

por lo cual, h es continua. Finalmente, 7 es Hausdorff si y sélo si es T7, si y sélo si
{e} =NTF.
[ |

Lema 1.10. Sea S un semigrupo con identidad 1 y sea T una topologia en S. Sea N
el filtro de vecindades de 1 en 7, los siguientes son equivalentes

(a) Para todo a € S, aN es base de vecindades de a,
(b) Para todo a € S, la traslacion izquierda v,(x) = ax es continua y abierta,
(¢) Para todoa€ S yUer,{yeS:ayecU} yalU € 7.

Demostracion.

(a)= (b) Sea a € S, veamos que 7, es continua, sea b € S y U vecindad de
Ya(b) = ab. Como abN es base de vecindades de ab, existe V € N tal que abV C U,
entonces bV es vecindad de b para la cual 7,(bV') = abV C U. Veamos que 7, es abierta,
sea b € S y U vecindad abierta de b, entonces existe V' € N tal que bV C U, luego abV
es vecindad de 7,(b) tal que v,(b) € abV = 4,(bV) C ~,(U).

(b)= (c) Como =, es abierta, entonces dado U € 7, v,(U) = aU € 7. Como , es
continua entonces v, (U) ={y € S:ay € U} € 7.

(c)= (a) Sea V una vecindad abierta de a, luego {y € S : ay € V} es vecindad
abierta de 1, entonces existe W € Ny W abierto en T tal quele W CwWcC {yes:
ay € V}, entonces a € aW C aWW C V. Por hipétesis, aW €1 y por lo tanto aWV es
vecindad de a contenida en V' tal que alW € aN.

[ |



CAPITULO 1. PRELIMINARES 8

Teorema 1.11. Sea S un semigrupo con identidad 1 y N un filtro en S que satisface

(1) Para cada U e N, 1 € U,
(2) Para cada U €N, {z € S: {y:zy e U} e N} e N.

Entonces existe una topologia izquierda invariante en S tal que para cada a € S,
aN es una base de vecindades para a.

Demostracion. Note que para cada z € S, 2N = {zA : A € N} es base de filtro,
entonces, definimos N, el filtro que tiene como base a xN. Veamos que la coleccion de
filtros {N, : € S} cumple las condiciones del teorema [I.§ Dado z € Sy U € N,
existe A € N tal que xA C U, como 1 € A entonces x € U. Ademas, definimos

Up={y:xy e U},
Vo={z€85:U0, eN,},
V =zV,

Note que A C U, por lo cual Uy € N, entonces por (2) Vo € N y por lo tanto
V e N,. Veamos que V C {y € S : U € N,}, en efecto, sea y € V, expresemos
y = xz para algun z € V4, entonces Uy € N,. Sea B € N tal que 2B C U, entonces
yB = xzB C zU,, por lo que zU, € N,. Note que 2U, C U, por lo tanto U € N,,.
Concluimos que {y € S : U € N, } € N,.

Por lo tanto, por el teorema [I,8 existe una topologia 7 en S para la cual para cada
x € 5, N, es el filtro de vecindades de z.
|

Observaciéon 1.12. Sea S un semigrupo y p € 4.5, entonces p es un idempotente si y
sélo si para todo A € p, {x € S: {y:zy € A} € p} € p.

Dado un semigrupo S, denotaremos por S! al semigrupo con identidad.

Teorema 1.13. Sea S un semigrupo y p un idempotente en S*, entonces existe una
topologia izquierda invariante T en S* para la cual para cada s € S, {sAN{s}: A € p}
es una base de vecindades.

Demostracién. Sea N un filtro en S con base {AU {1} : A € p}. Entonces para cada
UeN,1eU,expresamos U = AU{1} para algin A € p. Por la observacién anterior,
{reS:{y:2ye A} € p} € pentonces {x € S: {y:zy € U} € N} € N. Entonces
por el teorema [I.11] existe una topologia izquierda invariante en S tal que para cada
s € St, sN es base de vecindades para s.

[ |

1.4. Grupos topolégicos maximales y lineales

Definicién 1.14. Un espacio (X, 7) es maximal si 7 no tiene puntos aislados y es
maximal entre las topologias sin puntos aislados, es decir, si 7 C 7/, 7/ tiene puntos
aislados.
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Equivalentemente (ver [7]), dado un espacio topolégico Hausdorff X sin puntos ais-
lados, las siguientes son equivalentes

(1) X es maximal,
(2) Para cada x € X, existe un unico ultrafilto no principal en X que converge a z.

Definicién 1.15. Un grupo topologico X es lineal si tiene una base local para el 0
conformada por subgrupos.

A continuacién, se enuncian algunos resultados relevantes acerca de grupos topold-
gicos maximales y lineales los cuales serviran para introducir la pregunta principal de
este trabajo: ;Son todos los grupos topologicos maximales también lineales?

» En [4] Protasov mostréd que la existencia de un grupo topolégico maximal implica
la existencia de un grupo topologico irresolube y ésto tltimo implica la existencia
de un ultrafitro P — punto en N. Es decir, la existencia de grupos topolégicos
maximales no puede ser establecida en ZFC'.

» En 1975 Malykhin [2], asumiendo Axioma de Martin, construyé un grupo topo-
l6gico maximal lineal, a continuacién se presenta un bosquejo de la construccion
y se enuncia el teorema de Hindman para uniones finitas, fundamental para el
bosquejo.

Sea FIN = [w]<¥\ {0}, decimos que (an)n<ew € FIN es una sucesién bloque si
para cada n € N, max(a,) < min(a,41). El conjunto de uniones finitas 6 finite
unions asociado a la sucesién bloque A = (a,,)n<. se define como

FU(A) = {Upep an : F € FIN}

Teorema 1.16. (Teorema de Hindman para uniones finitas, Baumgartner [1))

Sea Xy, ..., Xy una particion de FIN, entonces existe 1 < k y existe D sucesion
bloque en FIN tal que D C X; y FU(D) C X;.

Un ultrafiltro U sobre FIN es llamado utrafiltro union si para cada U € U existe
un sucesion bloque Ay tal que FU(Ay) C U. Asumiendo el Axioma de Martin y
con el teorema de Hindman puede ser establecida la existencia de un ultrafiltro
unién sobre FIN.

Si definimos B = {FU(Ay) U{0} : U € U}, para U ultrafiltro unién sobre FIN,
entonces B es una base de filtro que cumple las propiedades del teorema para
el grupo [w]<“ con la operaciéon A (diferencia simétrica) e identidad el conjunto
vacio. Por lo tanto, existe una topologia de grupo Hausdorff 7 para la cual B es
base de vecindades para el 0.
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Note que cada elemento FU(Ay) U {0} de B se puede ver como el subgrupo ge-
nerado por Ay en [w]|<¥. Por lo tanto 7 es una topologia de grupo lineal. Ademaés,
U es el unico ultrafiltro que converge a 0, por lo tanto 7 es lineal.

= Hasta 2012 se mantenia abierta la pregunta antes mencionada y planteada por
Zelenyuk y Protasov ([3] , pregunta 13.26): ;Son todos los grupos topoldgicos
maximales también lineales?

La respuesta a esta pregunta es negativa y, asumiendo p = ¢, Zelenyuk en [6]
propuso la construccién de una topologia maximal no lineal en el grupo booleano
Z3. En el siguiente capitulo abordaremos a detalle dicha construccion.



Capitulo 2

Un grupo topoldgico maximal no
lineal

El objetivo de este capitulo es reproducir las técnicas empleadas por Zelenyuk al
construir un grupo topolégico maximal no lineal. Al igual que en el bosquejo de la
construccién de un grupo topoldgico maximal lineal (seccién 1.4), emplearemos un ca-
mino similar, con los siguientes pasos

(1) Consideracién de un teorema tipo Ramsey. (Seccién 2.2)

(2) Construccion de un ultrafiltro con propiedades combinatorias asociadas al teo-
rema tipo Ramsey. (Seccién 2.3)

(3) A partir del ultrafiltro construido y asumiendo p = ¢, construiremos una topo-
logfa maximal no lineal. (Seccion 2.4)

Adicionalmente, sera necesario estudiar la relacién entre los idempotentes del semi-
grupo derecho invariante 55 (donde S es un semigrupo discreto) y los productos finitos
(seccion 2.1).

A partir de ahora, todas las topologias seran consideradas Hausdorff.

2.1. Idempotentes y productos finitos

Definicién 2.1. Dado un semigrupo S y una sucesion (X,,),<, de subconjuntos de S
definimos los productos finitos de (X,,)n<w ¢ finite products de (X,,)n<, cOmMo

FP((Xy)n<w) = {Ilper ¥n - F C w finito ,Vn < w(z, € X,,)}

Para semigrupos con operacién aditiva +, utilizaremos la notacion de F'S((X,,)n<w), la
cual hace referencia a las sumas finitas de (X,)n<w-

Teorema 2.2. Sea S un semigrupo topologico conmutativo izquierdo con identidad 1.
Para todo n < w, sea D,, una familia de subconjuntos finitos de S con la propiedad de
que para cada U vecindad de 1 eziste X € D,, tal que X C U \ {1}. Entonces, para

11
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toda sucesion (Uy,)n<, de vecindades de 1, existe una sucesion (X,)n<w tal que:

(1) Para todo n < w, X, € D,,

(2) FP((Xn)'er)) C Uy \ {1}:
(3) Para todo n > 0, FP((X;)n<i<w) C U, \ {1}.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que los conjuntos U,, son abier-
tos. Por induccién, sea Xy € Dy tal que X C Uy \ {1}. Para & > 0 supongamos que
hemos construido una sucesion (X, ),<x que satisfacen las condiciones (1)-(3) reempla-
zando w por k.

Para cadan < k, sea Y,, = FP((X;)n<i<k) ¥y An = U, \ {1}. Veamos que existe una
vecindad Vj, de 1 para la cual Y,V C A, para todo n < k. Por hipétesis, para cada
n <k, Y, CA,ydado que A, es abierto, para cada =z € A, existe una vecindad de
1, V; tal que 2V, C A,. Sea V,, = ey, Va, entonces Y, V,, C A,. Sea Vi, = N,k Va,
entonces Y, Vi, C A, para todo n < k.

Como ViN(N;<x U;) es vecindad del 1, sea X, € Dy, tal que X, € ViN(Ni<x Ui) \{1}.
Veamos que (X;);<x cumple (2) y (3). En efecto

FP((X3)i<k) € FP((Xi)ick) U FP((Xy)i<k) Xk
C U \ {1} U Yo Xy
C U\ {1} U YoV,
C Up\ {1} U 4
=Up \ {1} UUp \ {1} = Up \ {1}

Ademas, para cada 0 <n < k

FP((Xi)n<i<k) © FP((Xi)n<ick) U FP((Xi)n<ick) X U Xk
C Un\{l}UYnXkUUn\{l}
CUN\{1}UY,V,

C U\ {1} UA,
= U \ {1} U U\ {1} = Un \ {1}

Corolario 2.3. Sea S un semigrupo conmutativo y p un idempotente en 3S. Para cada
n < w, sea D, una familia de subconjuntos finitos de S con la propiedad de que para
todo A € p existe X € D, tal que X C A. Entonces para toda sucesion (A,)n<, de
miembros de p, hay una sucesion (X, )n<w tal que:

(1) Para todo n < w, X, € D,,
(2) FP((Xn)n<w) C AO;
(3) para todo n > 0; FP((Xz)n§z<w) - An
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Demostracion. Primero, supongamos que p € S, es decir, p = z* para algin x € S
idempotente. Como {x} € p, entonces para todo n < w existe X € D, tal que X C {z},
esto es, {x} € D,. Asi, la sucesiéon constante (X,,)n<w = ({})n<w, satisface las pro-
piedades buscadas, ya que, como z es idempotente, F'P((X,)n<w) = FP(X})n<icw) =
{z} C A,

Si p € S*, dotamos a S* con la topologia garantizada por el teorema [1.13] entonces
toda vecindad basica U de 1 podemos expresarla como U = AU {1} para algin A € p.
Ast U\ {1} = A\ {1} € py por lo tanto, por hipétesis, para todo n < w existe X € D,
tal que X C U \ {1}. Entonces, los conjuntos D,, cumplen las hipétesis del teorema
anterior, por lo tanto, haciendo U,, = A,, U{1} para cada n < w y aplicando el teorema
a la sucesién (U, )n<. obtenemos una sucesién (X, ),<, con las propiedades buscadas.

[ |

2.2. Un resultado combinatorio

En esta seccion, todos los semigrupos se consideran conmutativos y con operacion
aditiva.

Para cada m,n, k € N con n < m, definimos J,, , x € P(mk) como

Tk ={I C[0,mk) : T #0 y |[IN[ml,m(l+1))| <n para cadal <k} y
Jmmw =T Cw:T#0, |I|<w y |[INml,m(l+1))] <n para cadal < w}

Abreviaremos J,, 5., = J.

Definicién 2.4. Dado un semigrupo conmutativo S'y m,n,k € N con n < m, decimos
que

(i) X € S esun (m,n, k) — sistema en S si existe una sucesion (z;);<mx tal que
X = {Zie] zi: I € jm,n,k}'

(ii)) X € S es un (m,n,w) — sistema en S si existe una sucesion (z;);<, tal que
X = {ZZEI ZT; . I e jmm’w}.

En cualquier caso, expresamos X = (X, (2;)i<mr) 6 X = (X, (2;)i<w)-

Definicién 2.5. Decimos que un (m,n, k') — sistema Y = (Y, (y;)j<mi) €s un sub-
sistema de X = (X, (x;)i<mk) si existe una sucesién disjunta (1;)jcmer € Jmnp tal
que

(1) Ujes I € T para cada J € Jpy

(i) y; = 2ier; Ti

Un subsistema Y = (Y, (y;)j<mr) de X = (X, (2;)icmi) €s fuerte si adicionalmente
cumple que

(iii) Para todo | < k' existe r < k tal que Ipqs N [mr,m(r + 1)) = {mr + s} para
cada s < m.
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Observacién 2.6. En el contexto de la definicién anterior, la propiedad (ii) nos asegura
que Y C X. En efecto, si y € YV, existe J € Ty tal que y = 3" ;y;, ademds para
cada j € J existe I; € Ty, 5 tal que y; = 3 icy, @4, entonces si P = Ujes Iy

Y= Zje] Y; = Zje] ZiEIj Ty = Diep X
Donde P € I, por (ii) y por lo tanto x € X = {3 ;c;xi : I € i}
En forma andloga, se tienen las siguientes definiciones para (m, n,w)-sistemas.

Definicién 2.7. Decimos que un (m, n,w)—sistema Y = (Y, (y;)j<w) €s un subsistema
de X = (X, (%;)i<w) si existe una sucesién disjunta (I;),<, € J tal que

(i) Ujes I; € J para cada J € 7,

(i) y; = Yier, ©i-

Un subsistema Y = (Y, (y;)j<w) de X = (X, (2;)i<w) es fuerte si adicionalmente
cumple que

(iii) Para todo | < w existe r < w tal que Iys N [mr,m(r + 1)) = {mr + s} para
cada s < m.

El objetivo serda demostrar el siguiente teorema tipo Ramsey.

Teorema 2.8. Todo (m,n,w)-sistema X, 2-coloreado, tiene un (m,n,w)-subsistema
fuerte monocromdtico Y C X.

Antes, se necesitaran algunos resultados previos.

Definicién 2.9. Dado S un semigrupo conmutativo y X = (X, (#;)i<w) un (m,n,w)-
sistema en S, definimos

(i) Para cada | < w, J; = {I € J: min(I) > [},

(ii) Para cada |l < w, X; = {X;c;x;: 1 €73} C X,

(iil) T = Mjew X1 = Nicwip € BS : X; € p}.

Note que X = Xj.

Observacion 2.10. T es cerrado en £S5, veamos que también es un subsemigrupo de
BS. Sean p,q € T y sea | < w, veamos que p + q € X, es decir, que X; € p + q.

Dado y € X, sea I € J; tal que y = > ,c; 2y, sea k € N tal que max(I) < mk
y sea l, = mk. Note que, como p € T entonces X; € p, andlogamente, como ¢ € T
entonces X;, € ¢ para todo y € Xj, por lo tanto Uyex, (v + Xi,) € p+ ¢. Ademds, para
todo z € X;,, y + 2 € X; ya que max([) < l,, entonces Uyex,(y + X;,) € X;. Como
Uyex,(y + Xi,) € p+ ¢, entonces X; € p+q.

Lema 2.11. Sea p un idempotente en T. Entonces cada miembro de p contiene un
(m,n,w)-subsistema de X .
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Demostracion. Sea A € p, supongamos que A C X (para el caso en el que A C X,
consideramos al conjunto AN X € p). Para cada k < w definimos

Dado B € p arbitrario, AN BN X, # () para todo k < w por ser ANBNX,,;, elemento
de p. Esto es, existe x € Dy, tal que z € B para todo k < w, por lo cual, la sucesion
(Dy)k<w cumple las hipétesis del corolario . Entonces, para la sucesién constante
(Ap)k<w = (A)g<w existe una sucesion ({zx})r<w tal que

(i) Para todo k < w, {zx} € Dy,

Por induccion, construyamos una subsucesion (yx)x<w de (g )k<w, una sucesion dis-
junta (I;)kew de elementos en J y una sucesion creciente de naturales (Ix)r<, tal que

(i’) Para todo k < w, yr, = Yicr, Ti,
(ii") Para todo k < w, Iy cumple que max(I}) < mr < [ para algin r € N,
(ili’) Para todo k < w, yg41 € X, para todo k < w.

Sea 1o = xg, como ¥y € A, existe Iy € J tal que yo = > ;e i y sea lp € N tal que
max(ly) < mr <l para algin r € N. Supongamos tenemos una subsucesion (yj)i<;
con las propiedades buscadas, sea y;11 = x; € D; para algin ¢ € N tal que im > [;
y de tal forma que (yx)r<j+1 siga siendo subsucesién de (x4)r<.,. Entonces ;41 € X,
sea Ij1 € Jj; tal que yjp1 = Yier,,, i vy sea [ € N tal que max(lj1) < mr <ljp
para algin r € N.

Sea Y = {>;c;vyi: I €3}, entonces Y = (Y, (Yn)n<w) €s un (m, n,w)-sistema de X,
y dado que F'S((yr)i<w) € FS((xr)r<w) € A, entonces Y C A.
|

Observacién 2.12. Si X = (X, (z;)i<y) es un (m,n,w)-sistema, entonces para cada
kE<w, st X ={3crmi 1 € Ipnit, X' = (X', (2:)icmr) €s un (m,n, k)-sistema
contenido en X.

Corolario 2.13. Sea p un idempotente en T'. Entonces para todo k < w, cada miembro
de p contiene un (m,n, k)-sistema.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la observacién anterior y del lema [2.11]

Teorema 2.14. Sea p un idempotente minimal en T, entonces cada miembro de p
contiene un (m,n, 1)-subsistema fuerte de X.

Demostracion. Sea J = J,,,.1, note que g = [m]="\ {@}. A continuacién definimos para
cada | < w los subconjuntos M;, M;, N; y N,.

Sea M; C J9 el conjunto de funciones p : J — J que cumplen
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(i) Para todo j < m,min(u({j})) > 1.
(i) p({7}) N pu({i}) = 0 si i # j, con i, j <m,
(iii) Para todo J € g, u(J) = Ujes n({5})-

Sea N; € M, el conjunto de funciones u : § — J que adicionalmente cumplen
(iv) Existe i < w tal que p({j}) N[mi,m(i + 1)) = {mi + j} para todo j < m.

Sea M; (6 N;) el conjunto de funciones § = (y;)seg € X? para las cuales existe
p € My (6 Np) tal que yy = e ) s Para cada J € J.

Afirmacion 1: 5 = (ys)eg € My (67 € N;) siy solosi ({ys:J €3}, (yy)j<m)
es un (m,n, 1)-subsistema (fuerte) de X y y; = > c; yq;3 € X para todo J € J.

Demostracion. Sea § = (ys)seg € M, entonces existe p € M tal que y; = e, Ti
para cada J € J, por (ii) y (iii), {u({j}) : 7 € d} es una particién de p(.J), entonces

Y = Dieu() Ti = 2jes Zieu({j}) Ti

Ademas, por definicion Y= x;j, entonces

iep({s})
Yys = ZjeJ Y5}

Esto es, los elementos de {y; : J € J} se pueden escribir como sumas indiza-
das sobre un elemento J € J de elementos en (y(j1)j<m). Ademds, (u({j}))j<cm e€s
una sucesion disjunta para la cual yr3 = >ic, ;1) Zi para todo j < m, por lo tanto,
({y; « J € 3}, (ygjy)jem) €s un (m,n, 1)-subsistema de X. Como min(u{j}) > I para
todo j < m, y; € X; para todo J € J.

Reciprocamente, si ({y; : J € d}, (yg;})j<m) €s un (m, n, 1)-subsistema de X y y; =
2 jer Yy € X; para todo J € J, entonces existe una sucesion ajena (Ij)j<m cJ CJ
tal que yg;y = Yy, 7 para cada j < m. Definimos p : J — J como pu({j}) = I; para
cada j <my p(J) = Ujes u({s}). Entonces p € M; y cumple que para cada J € J
Yo = 2jer iy = Ljes Lien(()) Ti = Lien(s) Ti
Por lo que ¥ = (y7) jeg € M.
Es inmediato de las definiciones que si p € N; entonces ({y; : J € d}, (y53)j<m) €8

un (m,n, 1)-subsistema fuerte y su reciproco.

En lo siguiente, para A C 357 denotaremos por A = clzgs(A) . Definimos @ C 859
y R C @ como

Q = ﬂl<wﬁl y R = ml<wﬁl
Afirmacion 2: @ es un subsemigrupo cerrado de 59 y R un ideal de Q.
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Demostracién. Por construccién ) es cerrado, veamos que es subsemigrupo de 357
Sean ¥ = (y5)yeg, 2 = (27)geg € Q y | < w, veamos que §J + z € M, es decir, dada
W vecindad de 7 + %z veamos que W N M; # (). Como 359 tiene una topologia derecho
invariante, la traslacion derecha ¢=(y) = ¥ + Z es continua y por lo tanto, existe U
vecindad de 7 tal que U +z2 C W.

Como § € M, entonces existe § = (§s)jeg € U N M; # ). Como § € U, entonces
g+ 7z € W, ademés la traslacién izquierda ~4(Z) = § + Z es continua ya que § € X la ,
por lo tanto, existe W’ vecindad de z tal que g + W/ C W.

Como gy € M, existe up € M tal que g; = Y icu(J) Ti para cada J € J. Sean k,l; € N
tales que max(u(J)) < km < l; para todo J € J (note que | < ;). Como Z € @, en

particular 7 € M, , entonces existe £ = (2;) ;5 € W' N M, .

Note que § + 2 € W, veamos que § + 2 € M;. Como 2 € M, sea ' € M, tal que
27 = Yiew(s) i Para cada J € J. Definimos pi” como
w g —17
J = () = p(J) Ui (J)

Note que p” € M;, ya que para todo j,i < m distintos y J € J

(1) min(x"({;})) = min{min(u({;})), min(x"({7}))} = min{l, 13} = [,

(i) " ({7h) N " ({2}) = 0 ya que p({i}) N ' ({7}) = #'({i}) N u({s}) = 0 ya que
max(u(J)) < ly < p/'(J) para todo J € g,

(i) p"(J) = p(J) U p'(J) = (Ujes n{i}1) U Ujes W {51) = Ujes(u{s}) U
1 ({7}) = Ujes " ({5})-

Ademas, para todo J € J
07+ 27 = Yicu) Ti + 2icw () Ti = Zicur(J) T

Por lo tanto, u” € M, testifica que § + 2 € M;. Por lo tanto §+ 2 € W N M,. Asi, Q es
subsemigrupo de /3.59.

Ahora, veamos que R es ideal en @, es decir, que R+Q C Ry Q+ R C R. Al igual
que la construccién anterior, sig € Qyz€ R(6y€ Ryz € Q),l <wy W vecindad
arbitraria de 7 +Z podemos encontrar § € M; (6 § € N;) y 2 € Ny, (6 2 € My,) tales
que § + 2 € W N M,. Ademas, las funciones p y i/ asociadas respectivamente a § y 2,
cumplen que p € M; (6 p € Ny) y p' € Ny, (6 ' € My, ). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que € M; y i’ € ng, entonces existe 1 < w tal que

W ({j}) N [mi,m(i + 1)) = {mi+ j} para todo j < m

Entonces, mi+j > l; para todo j < m, en particular mi > l;. Como max(u{j}) <
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entonces pu({j}) N [mi,m(i + 1)) = O para todo j < m. Por lo tanto

1 ({33) 0 [mi, m(i + 1)) = (({5}) N [mi, m(i + 1)) U ({5}) N [mi, m(i + 1))
= 1'({7}) N [mi,m(i + 1))
= {mi—+j}
para todo 7 < m. Asi, u” € Ny, entonces § + 2 € N; y por lo tanto j + Z € R.
|

Definimos el idempotente p = (py)seg € £5? como p; = p para todo J € J.

Afirmacioén 3:p € Q.

Demostraciéon. Sea U vecindad de py | < w, veamos que U N M; # (. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que U = V9 para V vecindad bésica de p en 5S. Entonces
podemos expresar V = {q € S : A € ¢} paraalgin A C S. Como A, X; € p, ANX; € p
y por el corolario existe un (m, n, 1)-subsistema de X, Y = (Y, (y;)j<m) € ANX;.
Para cada J € J, definimos

Yr =2 jes Y

Entonces, ({ys : J € 3}, (yg53)j<m) €s un (m,n, 1)-subsistema de X tal que y; =
e Yy € Xi para todo J € §. Por la afirmacién 1, la funcion 5 = (y;)se5 € M.
Ademaés, como y; € A para todo J € J, entonces y € U. Por lo tanto U N M; # ().

|

Afirmacion 4:p € R.

Demostracion. Note que P es un idempotente minimal de @, en efecto, sea § = (qy) ey
un idempotente en () tal que § < p, entonces

§<p=qqp=p3=7q
= (qips)ies = (Psqs)ses = (45)ses
=VJ € d(psas = aps = q)
=VJ € (g <ps=p)

Como p es minimal, entonces ¢g; = p para cada J € J. Por lo tanto § = p. Dado
que R es ideal del subsemigrupo compacto (), por el corolario R contiene a los
elementos minimales de @), en particular p € R.

Con las afirmaciones anteriores, veamos que todo elemento de p contiene un (m, n, 1)-
subsistema fuerte de X. Sea A € p, consideremos la vecindad bésica de p, V = {q €
BS : A € q}. Luego, U = V7 es vecindad de p. Dado que p € R, U N Ny # 0, sea
7= (ys)ses € UN Ny. Como § € Ny y por la afirmacion 1, ({ys : J € I}, (yg51)j<m) €5
un (m,n, 1)-subsistema fuerte de X donde y; = > ;c; yg;) € X para todo J € 7.
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Ademas, como iy € U, entonces y; € V, por lo que A € y3, es decir, y; € A para
todo J € . Por lo tanto, ({ys : J € 3}, (yg;1)j<m) €s un (m,n, 1)-subsistema fuerte de
X contenido en A.

Teorema 2.15. Sea p un idempotente minimal en T, entonces cada miembro de p
contiene un (m,n,w)-subsistema fuerte de X.

Demostracion. Sea A € p. Para cada (m,n, 1)-subsistema fuerte Y = (Y, (y;)i<m) de
X, existe una sucesion disjunta (/;);<m C J tal que

(i) Ujes I; € J para cada J € g,
(i) y; = Xies, ¥i para cada j < m,
(ili) Existe r < w tal que I; N [mr,m(r + 1)) = {mr + j} para todo j < m.

Para cada s < w, sea Dy = {Y C X : Y es un (m,n,1)-subsistema fuerte de X
contenido en X5}, note que cada Dy es una coleccién de subconjuntos finitos de X.
Consideremos la sucesién (Dg)s<,,. Si B € py s < w, entonces BN X,,,s € py por el
teorema anterior, B N X,,s contiene un (m,n, 1)-subsistema fuerte Y de X, es decir,
existe Y € D, contenido en B, entonces por el corolario para la sucesion constante

A

(A)s<., existe una sucesion (Y;)s<, tal que:

(1) Para todo s < w, Y, € D,
(2) FS((Ye)scw) € A

Construyamos una subsucesién (Yy)se, de (ffs)sew y una sucesién de naturales
(ks)sew tales que

(1’) Para todo s < w, Yy = (Y5, (Ys.i)i<m) €s un (m,n, 1)-subsistema fuerte de X,

(27) Para cada s < w, max([5) < mk, para todo j < m, donde (I7);<n es la sucesion
disjunta asociada al subsistema Y;. Definimos [, = mk,,

(3’) Para todo s < w, Y5411 C X,.

Sea Yy = f/o, sean ly, kg € N tales que max(ljo) < mky = lp para todo 7 < m, donde

([]Q) j<m €s la sucesion disjunta asociada a Y. Luego, supongamos tenemos construidas

sucesiones (Y;),<s y (kr)r<s con las propiedades buscadas, sea Yiy1 = Y; € D; para
algin i < w tal que i > ks y (Y;)r<s41 €s subsucesion de (Y;)Kw. Sea ks 1 € N tal que
rnax([j“) < mkgyq para todo j < m, donde (I;“)Km es la sucesion disjunta asociada
a Yo, Sea g = mkgy.

Note que como Yy € D;, entonces Yy es un (m,n, 1)-subsistema fuerte de X
contenido en X,,;, como ¢ > kg, entonces mi > mk,; = [, en particular Y, ., esta conte-
nido en Xj,.

Finalmente, sea Y = FS((Y)s<w) ¥ la sucesion (yn)n<w dada por Ymsii = s,
Entonces Y = (Y, (Yn)n<w) €s un (m,n,w)-subsistema fuerte de X contenido en A, ya
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que Y C FS((Y,)scw) C A.
|

Ahora, estamos en condiciones de demostrar el teorema[2,8] objetivo de esta seccion.

Demostracién. (Teoremal2.8) Sea X un (m, n,w)-sistema 2-coloreado, es decir, con una
particion {Ag, A; } asociada. Sea p € 5S un idempotente minimal en 7'y sea s < 2 tal
que Ag € p. Entonces por el teorema anterior, existe un (m, n,w)—subsistema fuerte Y’
de X contenido en A, es decir, Y es un (m,n,w)—subsistema fuerte monocroméatico
contenido en X. |

Aplicando el principio de compacidad se tiene el siguiente teorema tipo Ramsey.

Corolario 2.16. Para cada m,n,k € N con n < m, existe | € N tal que para todo
(m,n,l)-sistema X en dos colores, existe un (m,n, k)—subsistema Y fuerte monocro-
mdtico contenido en X.

El corolario justifica la siguiente definicion.

Definicién 2.17. Para todo m > 2, se define la funcion f,, : N — N como:

fm(n+1) es el menor entero para el cual toda 2-coloracion de un (m,n, f,,(n+1))-
sistema, existe un (m,n, f,,(n))—subsistema fuerte monocromético.

Observacion 2.18. Note que para cada m > 2, la funcién f,, es no decreciente.

2.3. Sistemas, ultrafiltros y topologias especiales

Sea G = @, Z,. Para cada = € G, sea supp(z) = {n < w : x(n) # 0}. Para cada
n € N, e,, denotara el elemento para el cual supp(e,) = {n}. Llamaremos a los términos
en {e, : n € N} elementos canénicos.

Sea
E,={{e;:n<i<w}uU{0}yW,=FS(F.)2,)

Note que W, \ {0} consiste de elementos de G de la forma e,,, + ... + €, , donde
I<k<w, 1<my <..<mpyen, €FE,; paratodo1<j <k.

Ademas, {W,, : n € N} es una sucesién decreciente, ya que si m < n entonces, por
ser (E,)n<, decreciente, E,; C E,,; para todo 1 <14 < w y por lo tanto

W, = FS((Em».il) C FS((Emz».il) = W

Observacion 2.19. Veamos que existe un topologia de grupo Hausdorff en G para
la cual {W,, : n € w} es base de vecindades para 0. Dado que G es abeliano, basta
comprobar las propiedades (1) y (4) del teorema
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Note que para n < w

Wap + Wap = FS((Eani)i21)) + FS(E2ni)iy))
C FS((En@i-1))i21)) + FS((Eani)i2y))
= FS((Eni)i21) = Wa.

Ademas, si z € N2, Wy, = no puede tener una infinidad de 1’s por estar contenido
en conjuntos de sumas finitas. Asi mismo, no puede tener una cantidad finita de 1’s
pues si asi fuera y m = max{k € N : ¢ es sumando de x} entonces = ¢ W,,,,. Por lo
tanto, N2, W, = {0}.

Llamaremos 7y a la topologia de grupo Hausdorff en G cuya base local de vecindades
de 0 es {W,, : n € N}.

Definicién 2.20. Sea X = (X, (z;)icmk) un (m,n, k)-sistema en G, F un filtro en G
y T una topologia invariante en G.

Decimos que X = (X, (z;)i<mk) €s especial si

(a) X C W)\ {0},

(b) supp(z;) Nsupp(z;) = 0 para todo i, j < mk con i # j,
(€)X icpmima+1)) Ti & Wa para todo [ < k.

Decimos F es especial si

(i) F converge a 0 en 1y (equivalentemente, {W,, : n € N} C F),

(i) Para todo A € F y para todo n € N, existen m > n,k > f,,(n) y un (m,n, k)-
sistema especial X C A.

Decimos que 7 es especial si el filtro de vecindades de 0 en 7 es especial.

Observacién 2.21. Toda topologia de grupo especial 7, es no lineal. En efecto, si
suponemos lo contrario, como 7 es especial, por (i) de la definiciéon anterior, Wy es
vecindad del 0 en 7. Como hemos supuesto que 7 es lineal, existe un subgrupo U C W,
que es vecindad del 0. Por (ii) existe un (m,n, k)-sistema especial X, para algunos
m,n,k € N, tal que X C U. Por ser U subgrupo (X) C U C Ws. Lo que contradice

(c).
El siguiente resultado lo utilizaremos en el lema [2.23]

Lema 2.22. Para todo s,m € N con m > 2 eziste una sucesion (x;)i<m C Wy, tal que

(a) min(supp(z;)) > s para todo i < m,
(b) supp(z;) N supp(z;) =0 para cualesquiera i, j < m distintos,
()X icm i & Wa
Demostracion. Sea | € N tal que ml > s. Para cada 0 < ¢ < m, definimos

201

T = Z €mjti
J=l
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Como ej4i € Epyj para todo 1 < j <20 —1, x; € FS((Epi)2y) = Wy, Ademads,
es claro que se satisface (a) y (b).

Para ver (c), sea x = Y_,,,, ¥; y por contradiccién supongamos que = € Wy. Note
que cada x; es una suma de [ elementos canodnicos, por lo que x es una suma de ml
elementos candnicos, expresemos r = Zznzll en, donde ny < ng < ... < Ny, N = Ml
Y N = 2ml — 1. Ademds, como x € W, entonces existe ¢ € N tal que e, , € Ey,
entonces

2 <ngy=2<2ml—-1=i<ml-1

Luego, cada elemento e,,, para k € {1,2,...,ml — 1}, debe estar en un Ey, para
algtin h € {1,...,ml — 2}, lo cual no es posible ya que ésto s6lo se puede hacer si mas

de un e,, esta contenido en un mismo Esyy,. Por lo tanto = ¢ Ws.
[ |

Lema 2.23. 1y es una topologia especial.

Demostracion. Como {W,, : n € N} es base local del 0, por la observacién basta
verificar que para todo r € N y para todo n € N, existe un m € N con m > n y un
(m, n,w)-sistema contenido en W,.

Sea n,r € N fijos y sea m = nr. Primero veamos que nW,, C W,, en efecto,
podemos expresar cada elemento de W, de la siguiente forma

o
Y = 1€y, + Qoo + A3€3, + ... =2 72 ilim

Donde «; € {0, 1} y s6lo una cantidad finita de coeficientes «; son distintos de cero.
Entonces si y1, ..., yn € Wy, expresamos para cada j < n

_ AJ J J _ oo L
Yj = i€y + ey + azesy, + ... =D 2 O €im

Entonces, si af # 0 para 1 <iyj<n,como (i —1)m+ jr < im entonces

af eim € Eipn
C EG-1)ymjr
= EG—1ynrjr
= E(i-)ntj)r-

Por lo tanto Y-, y; € FS((E.)2,) = W,

Ahora, por induccién para cada | < w construyamos una sucesion (Zpyvi)i<m S Wi,
tal que

(i) Sil> 0, max(supp(Tm(-1)4i)) < min(supp(mi+;)) para todo j,i < m,
(i) supp(@mi+i) Nsupp(Tmi+j) = O para todo 7,7 < m distintos,
(ﬁi) Zie[ml,m(l+1)) Ti = Dicm Tmlti ¢ Ws.
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Para [ = 0, sea (z;)i<m C W,, una sucesién como en el lema para s = 1.
Supongamos que tenemos construidas sucesiones (Zx+;)i<m para todo k < [ con las
propiedades buscadas. Sea s = max{supp(z,;1;) : i« < m}, nuevamente, por el lema
[2.22] para s, existe una sucesion (y;)i< tal que

(a) min(supp(y;)) > s + 1 para todo i < m,
(b) supp(y;) Nsupp(y;) = 0 para cualesquiera ¢, j < m distintos,
(€)X icmyi & Wa

Haciendo @,(141)4+: = ¥ para todo i < m, obtenemos la sucesion (2, 141)+4)i<m con
las propiedades buscadas.

Luego, consideremos la sucesién (z;);<, conformada por las sucesiones parciales
(Tmivi)iem para cada | < w. Sea X = {X;c;x; : I € I}, entonces X = (X, (2;)i<w)
es un (m,n,w)—sistema especial. Ademés, X C W, ya que dado = € X, x es una
suma de a lo mas n sumandos z; donde cada x; € W,,,, como anteriormente vimos que
nW,, € W,, entonces x € W,.

[ |

Lema 2.24. Si X es un (m,n,k)-sistema especial y Y es un (m,n,k")—subsistema
fuerte de X, entones Y es especial.

Demostracion. Sea X = (X, (x;)i<mi) un (m,n, k)-sistema especial y Y = (Y, (y;)i<mr’)
un (m,n, k')-subsistema fuerte. Sea (1;);<mir C Iy n i una sucesion disjunta tal que

(1) Ujes I € T para cada J € Iy,

(i) y; = Yier, Ti para todo j < mk/,

(iii) Para todo | < k' existe r < k tal que I N [mr,m(r + 1)) = {mr + s} para
cada s < m.

Como Y C X y X es especial, entonces Y C Wy \ {0}. Ademés, dados j,j’ < mk’
distintos

supp(y;) = User, supp(z;) ¥
supp(y;) = Uier, supp(;

como I; NI = 0 y los soportes de la sucesién (z;);<mi son disjuntos, entonces
supp(y;) N supp(y;r) = 0.

Resta ver que Y icpmmus1)) ¥i & Wa para todo | < k. En efecto, sea | < k' yr <k
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que testifica (iii), sea I = Ujepmims1)) Li = Uscm Imits, entonces

> Yi = > >

je[mi,m(l+1)) Jje[mlm(l+1)) i€l;
i€l

i€l\[mr,m(r+1)) ieIn[mr,m(r+1))

= Z x; + Z x;

i€I\[mr,m(r+1)) iEUS<m{mr+s}

= Z T; + Z T;

€I\[mr,m(r+1)) i€[mr,m(r+1))

Como X es especial, Yicpmrm+1)) Ti € Wa y por lo tanto, > cimma+1)) ¥j & Wa. Por
lo tanto Y es subsistema especial.
[ |

Lema 2.25. Existe un ultrafiltro especial.

Demostracion. Tomemos un filtro especial Fy (como el filtro de vecindades de 0 en 79),
por lema de Zorn podemos extender a Fy a un filtro especial maximal F.

Veamos que F es ultrafilto. Por contradiccion, supongamos que existe una particion
{By, B1} de G para la cual By, B; ¢ F. Entonces, el filtro U = (FU{By}) no es especial,
por lo que existe A’ € U y n € N para el cual no hay (m n, k)-sistemas espemales con
m>nyk> fn(n) contenidos en A’. Ademds, existe A € F tal que Byn A C A’. Por
lo que tampoco hay (m,n, k)-sistemas especiales con m > n y k > f,,(n) contenidos

en By N A. En forma andloga, existe n’ € Ny A € F tal que no hay (m,n', k)-sistemas

especiales con m > n' y k > f,,(n’) contenidos en B; N A.

Entonces, si hacemos N = min{n,n'} y A = AN A € F, entonces no existen
(m, N, k)-sistemas especiales con m > N y k > f,,(IN) contenidos en AN By ni en
AN By.

Como F es especial, existe un (m, N, k)-sistema especial X conm > Ny k = f,,(N)
contenido en A. Como {By N X, B; N X} es una particién de X, por la definicién [2.17]
existe un (m, N, f,,(N — 1))-subsistema fuerte ¥ monocromético. Esto es, existe i < 2
tal que Y C B;NX C B; N A, ademads por el lema [2.24] Y es subsistema especial.
Lo que contradice que no hay (m, N, k)-sistemas especiales con m > N y k > f,(N)
contenidos en AN By ni en AN Bjy.

Por lo tanto F es un ultrafiltro especial.

Lema 2.26. Sea 7 una topologia especial e invariante en G, definimos
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S ={peG*:p esespecial y p converge a 0 en 7}
Entonces S es un subsemigrupo cerrado de G*.

Demostracion. Veamos que S es cerrado en G*. Sea p € G* \ S, supongamos que p no
converge a 0 en 7, entonces existe una vecindad V en 7 de 0, tal que V' ¢ p. Luego,
G\V epporloquepe G\V CG*\S. Ahora, supongamos que p no es especial,
entonces p no converge a 0 en 75 (caso analogo a cuando p no converge a 0 en 7)
existe A € py n € N tal que A no contiene ningin (m,n, k)-sistema con m > n
y k > fm(n). En este dltimo caso, p € A C G*\ S, ya que todo ultrafiltro que ten-
ga a A no puede ser especial. Entonces G*\ S es abierto y por lo tanto S cerrado en G*.

Veamos que S es subsemigrupo. Sean p,q € S.

Afirmacion 1: p+ q converge a 0 en 7.

Demostracion. Sea U vecindad abierta de 0 en 7y. Para todo x € U existe V, vecindad
de 0 en 7y tal que xV, C U, entonces U,cy 2V, C U. Como U € py V, € ¢ se sigue
que U € p+ q. Entonces p + q converge a 0 en 7.

[ |

En forma andloga a la afirmacion 1, tenemos que p + ¢ converge a 0 en 7.

Afirmacion 2: Para todo C € p+qyn € Nexiste un (m, n, k)-sistema con m > n

Demostracion. Como C € p+ q , existen A € py B, € ¢q para cada x € A tales que
Uzea(z + B;) € C. Como p es especial, {WW,, : n € w} C p, en particular, W, € p, por
lo tanto existe un (m, n, k)-sistema especial X = (X, (2;)i<mr) conm >ny k = f,,(n)
contenido en AN Wy. Sea h = max{supp(z) : x € X}, note que 4 < h. Como W), € ¢,
existe un (m’,n, k')-sistema especial Y = (Y, (¥ )i<mer) con m’ >n 'y k' > f,/(n) con-
tenido en (N,ex Bz) N Wj. Entonces max{supp(z) : x € X} < min{supp(y) : y € Y'}.

Sea /i = min{m,m'} y k = min{k, ¥'}. Definimos X = {3 ;c;2;: [ € Jmit ©X
yY = {Dicryi - I € ﬂmnk} C Y entonces, X = (X, (%3) ;i) Y V= (f/, (Yi) ;< i) SOI
(1h, n, k)-sistemas tales que i > n'y k > fum(n). Para cada i < ml%, sea z; = x; +y; en-
tonces si Z = {21 [ €3, 1}, dado que max{supp(z) : € X'} < min{supp(y) :

y € Y} entonces Z = (Z, (%i);<mi) €5 un (1, n, k)-sistema.

Veamos que Z es especial. Como Z C X+Vv CX+Y CW,+Wy CWsy
0 ¢ Z, entonces Z C X, \ {0}. Es inmediato que supp(z;) N supp(z;) para todo

1,7 < k. Si suponemos que existe | < k para el cual > e, (i+1)) % € Wy enton-
ces Y icpmtm(i+1)) Ti € Wa 0 Yicimimat1)) ¥i € Wa, por lo tanto X 6 Y no es especial, lo
cual es contradictorio. Por lo tanto Z es especial.

Ademés, Z C X +Y C X + Nyex Bo € Useu(z + B,) C C.



CAPITULO 2. UN GRUPO TOPOLOGICO MAXIMAL NO LINEAL 26

Con las afirmaciones 1, 2 hemos visto que p + ¢ es especial y converge a 0 en 7
[ |

Corolario 2.27. Para toda topologia T especial e invariante en G existe un ultrafiltro
lrbre, idempotente, especial y que converge a 0 en T.

Demostracion. Por el lema [2.26, S es un subsemigrupo cerrado de G* y en particu-
lar de SG, entonces es subsemigrupo compacto y por lema de Ellis [1.2 contiene un

idempotente.
|

2.4. Construcciéon de una topologia maximal espe-
cial

Teorema 2.28. Sea 7 una topologia especial primero numerable invariante en G y sea
{Ap, A1} una particion de G. Entonces existe s < 2 y una topologia especial primero
numerable 7" en G tal que T C 7" y A; U{0} es vecindad del 0 en 7'.

Demostracion. Por el corolario existe un ultrafiltro libre, especial e idempotente
que converge a 0 en 7. Sea s < 2 tal que A, € p. Sea (U,)22, una base decreciente de
vecindades del 0 en 7. Como p converge a 0 en 7, {U, : n € N} C p, para cada n € N,
sea A, =U, N A, €p.

Para cada n € N definimos
D, ={X CG: X esun (m,n,k)-sistema con m >n y k> f,(n)}

Entonces, cada D,, es una familia de subconjuntos finitos de G y ademas, para cada
A € py para todo n € N, como p es especial, existe un X € D,, contenido en A. Apli-
cando el corolario [2.3| para la sucesion (A4,)52; C p, existe una sucesion (X)), tal que

(i) X
> fn ()
(i) FS((X)%,) C An.

=n

n = (Xn, (Tni)icmnk,) €8 un (my,, n, k,)-sistema especial para algin m, > ny
)

Note que, como cada X,, C Wy \ {0}, los elementos de X,, son de soporte finito.
Inductivamente, se puede construir un subsucesién (X, ) en de (X, )nen que adicional-
mente cumpla

(iii) max{supp(z) : x € X,,,} < min{supp(z) : v € X, }

Abusando de la notacién, asumiremos que (X, )neny cumple (iii). Recordando la
notaciéon de la secciéon 2.2

Tt = {1+ 0 # T C[0,mpkyn) y |10 [myl,m, (14 1))]

<1 para cada l < k,}y
<n para cada |l < k,}
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Para cada n € N, sea

Y, = {Zie[ Ln,i - Ie Jmn,l,kn}

Entonces, Y, = (Y, (Tn,i)icmnk,) € un (my, 1, k,)-subsistema de X,,.

Para cada n € N, definimos
Zn = (UZ,)Yi U{0} y Vi = FS((Zni)i21)

Como los elementos de X; son de soporte finito, también lo son los elementos de
Y;, Z; y V; para todo j € N.

Note que la sucesién (V},),en es base de filtro ya que tiene la p.i.f (por ser decre-
ciente). Veamos que (V,)nen es base local del 0 para una topologia Hausdorff en G,
como G es abeliano, basta comprobar las propiedades (1) y (4) del teorema [1,9]

Note que

C FS((Zu@i-1))Z1) + FS(Z2ni)iZ1)
= FS((Zni)i21))
Ademas, si x € N,2; V.,  es de soporte finito. Supongamos que existe m € N el

maximo entero tal que x € Y,,, entonces x ¢ V;,,;1. Por lo tanto x no estd en ningtin
Y,., entonces x = 0.

Sea 7' topologia en G para la cual (V},),en es base local del 0, con las siguientes
afirmaciones veremos que 7' es una topologia con las propiedades buscadas.

Afirmacion 1: Para cada n € N,n(Y, U{0}) = X, U{0}.

Demostracion. Sean y1,Ya,....,Yn € Yo ¥V Y = > cnYs, luego, existe una sucesion
(Is)sen € Tk, tal que ys = Yier ,,; para cada s < n. Sea I = U,., I5, note
que I € Iy, nk,. Para cada ¢ € I definimos P, = {I; : i € I,} v p; = |P|, asi, p;
cuantifica las veces que aparece como sumando en y el término z,, ;, entonces podemos
expresar a y como

Yy = Zs<n Ys = Zs<n ZZEIS Tni = Zie] Diln
Como G es un grupo booleano, para cada @ € I, p;z,; = 06 pjx,; = Tp;, Segin sea

pi par 6 impar. Entonces y = Y ;. x,; para algin I’ C I. Por lo que y € X,, U {0}.

Para la otra contencion, si v € X,,, existe I € Jp,, n i, tal que o = 377 2, ;. Es facil
ver que I se puede descomponer unién disjunta de subcojuntos (Is)s<n’ € I, 1., para
algin n' < n, entonces x =Y, Yicr. Tni € n(Y, U{0}).
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Afirmacién 2: Para cadan € N, F'S((Z;)2,) C FS((X;)2,) U{0}.

=n

Demostracion. Note que F'S((Z;)2,) es la unién de conjuntos de la forma j,Y;, +
J+Y;, donde t € N, n <143 < ... < i y cada j, cuantifica las veces que aparece, en un
elemento del conjunto j;Y;, + ... + j;Y;,, un sumando en Yj,

Veamos que j, < i, para cada 1 < r < t. Sea y € 1Y, + ... + 5Y;,. Pa-
ra cada 1 < r < ¢ hay j, sumandos {ai,...,a;} en y que pertenecen a Y; . Como
y € FS((Z;),) para cada i € [1, j,) existe k; tal que a; € Zy,, donde n < k; < i,, ade-
mas todos los elementos en {k; : 1 < i < j;} son distintos. Por lo que j, < i,—n+1 <i,.

Entonces, por la afirmacién 1 y dado que j, < i, paracada 1 <r <n

WYt e Yy C Y et il
C (X5, U{0}) + ... + (X3, U{0})
C FS((X;)2,) U {0}

De la afirmacién 2 se sigue que

Vi =FS((Zni)i21) € FS((Zi)21)
C FS((Xy)2,) u{0}
C A, u{0}
= U, N A, U{0}

Es decir, 0 € V,, C U,, para cada n € N, por lo que 7 C 7’. Ademads, para cualquier
neN, V, C A;U{0}, por lo que A; U {0} es vecindad del 0 en 7'.

Finalmente, veamos que 7’ es especial. Sea r € N y n € N, veamos que existe un
(m, n, k)-sistema contenido en V, con m >ny k > f,,(n). Sea | = nr y consideremos
la sucesion (z;)icmk,, sea X = {>icr i 1 I € Tyni, |, entonces X = (X, (1) icmk,)
es un (my, n, k;)-sistema. Ademdas, m; > ny k; > f,,(n) ya que

my > l Z ny kl Z fml(l> Z fml(n)
Afirmacion 3: nV; CV,.

Demostracion. Similar a la demostracion del lema podemos expresar cada elemen-
to y € V; de la siguiente forma
Y = Q12 + Qozo + Q323 + ... = >.7°, a;%;, donde cada z; € Z;

Donde «; € {0,1} y sélo una cantidad finita de a; son distintos de cero. Entonces
si Y1, ..., yn € Vj, expresamos para cada j < n

_ A J J __ oo ]
Y;j = a1z + e + Q323+ o =) 2 0z
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Siparat>1yj <n, af # 0, note que afzﬂ € Zli—1)i4jr = Li—1)nr+jr = L((i—1)n+j)r-
Por lo tanto 3°,<, y; € V;.
|

Entonces, por la afirmacién 3

X=nY,CnV CV,

Observacién 2.29. Si (X,,)2%, es una sucesion tal que

(i) Para cadan € N, X,, = (X,, (Tni)icmnk, ) €8 un (my,, n, k,)-sistema especial para
algin m,, >ny k, > fm.(n),
(i) Para cada n € N, max{supp(z) : € X,,} < min{ supp(z) : z € X,,}.

Y para cada n € N definimos

Y, = {Zie[ Tnyi - Ie jmn717kn}
Zyn = (UZ,)Y; U{0}
V FS(( Tll)z 1)

Entonces, como se demostro en el teorema anterior, existe topologia de grupo pri-
mero numerable en G para la cual (V},),en es base local del 0y V,, C FS((X;)$2,,)U{0}
para cada n € N.

Una familia A C P(w) tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte (p.i.f.f.) si
para cada B C A finito, B es infinita. Un subconjunto A C w es pseudo-interseccion
de A si para todo B € A, A\ B es finito. El nimero de pseudo-interseccion denotado
por p, es el minimo cardinal de una familia A C P(w) que tiene la p.i.f.f. sin pseudo-
interseccién infinita. Es sencillo verificar que w; < p <c.

Definicién 2.30. El caracter de un espacio topoldgico es el minimo cardinal x tal que
todo punto del espacio tiene una base local de cardinalidad < k.

Teorema 2.31. Toda topologia especial invariante 7 en G de cardcter < p puede ser
refinada a una topologia 7" O T especial primero numerable.

Demostracion. Sea T una topologia especial invariante en G con caracter k < p y sea
{Vi : @ < Kk} una base de vecindades del 0 en 7. Para cada a < k definimos
F,={X CG:X es(m,n,k)-sistema contenido en V,}

Note que cada F, es numerable, ademas la familia {F, : @ < k} tiene la p.i.f.f. ya
que si «, 8 < K, existe 7 < k tal que V cCV.n VB7 entonces I, € F, N Fy y por lo
tanto F, N Fp es infinito.

Como k < p, entonces existe una pseudo-interseccion infinita F de {F, : o < k}.
Sea (X,,)>°, una sucesién en F tal que
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(1) Para cada n € N, X,, = (X, (@) icmnk,) €8 U (Mg, n, ky, )-sistema especial
para algin m,, >ny k, > fn.(n),
(2) Para cada n € N, max{supp(z) : € X,,} < min{supp(z) : x € X,,11}.

o

Por induccién, para cada a < k construiremos una subsucesion (X2)2°; de (X,,)5%,

tal que

(i) Para todo a < k, FS((X)>,) C V,,
(i) Para todo a < ky v < a, {X2 :n € N} \ {X)) : n € N} es finito, equivalente-
mente {X2 : n € N} es pseudo-intersecciéon de la familia {{X) : n € N} : v < a}.

Note que para toda pseudo-interseccion D de la familia {F, : o < K}, DN F, es
infinito, es decir, existe X € D tal que X C V,, para todo a < k. Entonces (D,,)n<,, la
sucesion constante (D), ,,, cumple las hipdtesis del teorema .

Entonces, como {X,, : n € N} es pseudo-interseccion de {F, : a < k}, por teorema
existe una subsucesion (X°)>° , de (X,,)%2, tal que FS((X9)>2,) C V4.

Ahora, supongamos que para o < k tenemos construidas subsucesiones (X)) ; pa-
ra cada v < « con las propiedades buscadas. Note que la familia {{X? : n € N} : v < a}
tiene la p.i.f.f. ya que dados 71,72 < a con 1 < 7, por hipdtesis de induccion
{X2:n e N}\{X) :n € N} esfinito y por lo tanto { X : n € N}N{X* : n € N} es
infinito. Ademads, como « < p existe una pseudo-interseccién infinita D, de {{ X : n €
N} : v < a}, sin pérdida de generalidad podemos suponer que D, C {X,, : n € N}
entonces D, es también pseudo-interseccién de la familia {F, : @ < k}. Luego, por
teorema ﬂexiste una sucesion (X2)°°, en D, tal que FS((X%),) C V,. Note que
{X® :n € N} es pseudo-interseccién de la familia {{X) : n € N} : v < a} por lo que
se cumple (ii).

Entonces (X/)22 ; es una subsucesion de (X,,)% ; con la propiedad de que para cada
o < K existe i, € N tal que FIS((X))2, ) € Va.

Supongamos que X = X,,, entonces por las observacién si para cada n € N
definimos

Yn = {Zie[ MO I e jmn,l,kn}
Zy = (UZ,)Y: U{0}
Vi = FS((Zni)i1)

Existe una topologia de grupo primero numerable 7 para la cual (V},),en es base
local del 0 y para la cual V,, C F'S((X;)32,) U {0} para todo n € N. Note que 7 C 7/
ya que para todo a < k, 0 € V;, € FS((XF)r2, ) C V.

Teorema 2.32. Asumiendo p = ¢, existe una topologia de grupo maximal especial.
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Demostracion. Sea {A, : a < ¢} una enumeracién de G donde Ay = G. Inductivamen-
te, construiremos una sucesion creciente de topologias especiales, primero numerables
(Ta)a<c tales que para todo o < ¢, A, U{0} €7, 6 G\ A, U{0} € 7,.

Sea 7y la topologia primero numerable definida en la observacion [2.19] hemos visto
en el lema que 7y es especial. Supongamos tenemos construida una sucesion de
topologias (7,)a<y, Para v < ¢, con las propiedades buscadas. Sea T,; la topologia que
tiene por base [, 7o entonces 7. es especial con cardcter max{w,v}. Como vy < ¢ = p,
el cardcter de 7/ €s menor a p/, lueg/(,) por el teorema existe una topologfa 7/ primero
numerable especial tal que 7, C 7.,

Por teorema sea T, una topologia primero numerable especial tal que A,U{0} €
7,6 G\ A,U{0} €7,

Sea 7 la topologia que tiene por base U,.. To. Entonces 7 es una topologia maximal
especial.

[ |
Corolario 2.33. Asumiendo p = ¢, existe una topologia de grupo mazximal no lineal.

Demostracién. Es inmediato del teorema [2.32] y la observacién [2.21] [ ]
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